Nachklausur: Quantentheorie I, WS 07/08

Prof. Dr. R. Friedrich

Aufgabe 1: [ P.]

Betrachten Sie die Bewegung eines Teilchens im konstanten Magnetfeld

B = [0,0,b]

a)[1P.] Zeigen Sie, dass ein zugehoriges Vektorpotential die Form
A =10, bz, 0]

besitzt. Verifizieren Sie, dass das Vektorpotential der Coulomb-Eichung geniigt.

Loésung:
V x A=I[0,4, —0,A,0,A; — 0;A.,0,A, — 0,A;] =1[0,0,b] = B.
Die Coulumb-Eichung:
V- -A=0,4,+0,A4,+0.4. =0 |

b)[3P.] Wie lautet die Hamiltonfunktion eines Teilchens der Ladung ¢, das sich in diesem
Potential bewegt? Formulieren Sie die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen und geben
Sie die allgemeine Losung an.

Losung:
Die Hamiltonfunktion fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ in einem statischen Magnetfeld lautet

1 2
H = —(p—qA
5 (P —dA)
1
= 5= (p* —2qp - A + ¢°A?)
m
1
= 5 (pi +p§ —|—pz — 2¢bpyx + q2b2x2) .
m
Die Komponenten der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen werden iiber &; = g—g und
p; = —% berechnet
. D . 1
i o= = pe = —(qbpy — ¢*b*x)
m m
. 1 .
gy = (py—abx) Py =0
;o= B P =0
m

Nochmaliges Differenzieren der i;-Gleichungen fiithrt auf

. Pa
€T = —_—
m
.. 1 T bi)
= —_— — €T
Y m by —q
. Pz
z = iy

m



Hier kénnen nun die Gleichungen fiir die p; eingesetzt werden

. 1
I = W(qbpy - q2b2:c)
.. qb .
j = ——1i
m
zZ =0

Aus der Gleicung fiir g erhalten wir p, = my + gbx und setzen dies in die Gleichung fiir
Z ein und erhalten mit w. = gb/m

. gb . .
r = —Yy=wey
m
. qb . .
Jj = ——@=—wi
m
z =0

Diese drei DGL’s beschreiben die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung ¢ in einem
stationdren homogenen Magnetfeld mit nur einer Komponente. Die Frequenz w, heisst
SZyklotronfrequenz”. Mit der Ersetzung &; = v; erhalten wir

Up = Wely
Uy = —Wely
v, = 0

Die letzte Gleichung beschreibt die Bewegung des Teilchens in z-Richtung. Die Allgemeine
Losung lautet
Vy = Vg

wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens in z-Richtung ist. Nochmaliges Diffe-
renzieren der beiden ersten Gleichungen fithrt auf

Uy = Wiy = fwgvm

by = —wiy = —w3v,

Diese Struktur der beiden Gleichungen ist analog zu der des harmonischen Oszillators.
Die allgemeine Losung lautet

v; = A; coswet + B;sinw,t

Das Teilchen vollfiihrt in der x-y-Ebene eine Kreisbewegung wihrend es sich in der z-
Richtung gleichférmig bewegt. MW

¢)[1P.] Bestimmen Sie den Hamiltonoperator durch Anwendung der Jordan’schen Re-
gel.

Losung:

h 2
H = —(=V—-¢gA
o (Y~ 1A)
h? q q2 2.2



d)[2P.] Zur Losung der zeitunabhingigen Schrédingergleichung kann ein Separations-
ansatz verwendet werden:

V(z,y,2) = ¢y (2)pL(2,9),
wobei fiir die Funktion ¢ (z,y) gilt:
o1 (z,y) =e™Vo(x),  p,=hky
Zeigen Sie: Fiir die Funktion ¢(x) lautet die Bestimmungsgleichung

R R e P
2m Ox? 2m m 2m

p(z) = ELp(z) (1)

Loésung: Der Hamiltonoperator kann in zwei Komponenten zerlegt werden.

H = HH""HJ_

_ P, 1
n 2m+2m

(2 + P2 + P2 — 2qbpyd + ¢°b°3?)
Fiir die Schrodingergleichung erhalten wir

(H+ Hi)p(2)er(z,y) = (B + EL)e)(2)pL(z,y)

i (z,y)Hyp) (2) + 0 (2) Hipy (z,y) = (B + EL)e)(2)pL(z,y)

1

——Hjp(2) +

Hipi(xz,y)=E+EL
e I

b
o1(z,y)
Damit erhalten wir die Gleichungen
Hyp(2) = Ejey(2)
Hipi(z,y) = Eipi(z,y)
In der Ortsdarstellung lautet die erste Gleichung

n* 02
~ 5 52 P1(2) = By (2)

Dies ist die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen. Sie hat die Losung

K2 k2
2m

i|(2) = exp(ikzz) By =
Fiir die zweite Gleichung erhalten wir

K292 R hghd @B ] u ,
- . RyY — ikyy
[ 2m oz  2mIy? im 8yw + om " } () Ere™¥o(x)

[ W0t | WK habhy 0

e 2 ikyy - E ikyy
2m Oz? 2m m 2m . ] () e p(x)

 2m Ox2 2m m 2m

2 92 Rh*k2 hgbk 252
[ a2 v %, 1 97 2 oa) = Eip(x) W



e)[2P.] Losen Sie die Eigenwertgleichung (1).

Hinweis: Verwenden Sie die Analogie der Eigenwertgleichung zum harmonischen Os-
zillator.

Losung:

R 9% ¢ (RPkD 2hk, )
Y B _ 5
l 2m Ox? + 2m <q2b2 qb T+ o(x) Lo(x)
R 9% m
et gt o) = Euela)

mit xg = hk,/gb. Dies ist die Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator mit der Losung:

PR
p(x) = pn (z — o)

Die ¢,, sind die Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators. B
f)[1P.] Formulieren Sie die vollsténdige Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung.

Loésung:
Die vollstandige Losung lautet

hk. 1
E:E||+EJ_: +hwc n-+ —
2m 2

- - hk
] — pikez ikyy n vy
(xayv Z) € € ¥ ((E om



Aufgabe 2: [8P.]

Betrachten Sie den Gesamtdrehimpuls des Elektrons
1
J=L+S§S, (Szi, [>1).

Zeigen Sie, dass fiir die gemeinsamen Eigenzusténde [jm;) := |l %; jmj) der Operatoren

J2J,, L2, S? gilt:
1 [l+m;+1 1,11 [lFm;+ 3 1,1 1
l+-m) =4/ ——2 21 m. — V=Yg T 201m. 4+ V= — = 2

wobei |l my)| 4 m,) die Eigenzustéinde der Operatoren L%, L., S?, S, sind. Fiihren Sie dazu
die folgenden Schritten aus:

N =

a)[1P.] Zeigen Sie, dass fiir die Quantenzahl j nur die Werte [ + 2 und [ — 1 méglich
sind.

Losung:
Dreieckungsungleichung:

1
l: ‘:—
0= 5
1
I>1=j=1l+~-,1—= [ |
> j=l+51-3

b)[1P.] Betrachten Sie zuerst den Zustand |l 4+ 3 m;). Beweisen Sie, dass die Behaup-
tung (2) fiir m; = [ + 5 korrekt ist.

Loésung: Fir m =1+ % lautet die Behauptung

11
|l+§l+f)=|ll>|

5 ) = korrekt. W

N | =
DN | =

c)[1P.] Mit Hilfe des Leiteroperators J_ iiberpriifen Sie, dass (2) fiir m; =1 — 1 gilt.

Hinweis: Benutzen Sie die Formel

J_ljm) =/ (j+m)(j—m+1)[jm—1).

Losung:

1
2

1.1 1
J_|l+§l+§>:\/21+1|l+§lf B



11 11 1 1
D= 2y =Vl —1)|= = - -
T-il5 5y = V2 =15 5) + 1Dl - 5) =
1 1 21 11 1
Sy =gt -bizg)+ 2z+1|>| b
Firm; =1-1(2) &

1

1
|l+§l—2

d)[2P.] Setzen Sie nun

Sie (2) fiir m; — 1.

Loésung:

J_|l,m; +

Damit folgt:

1

l—i—mj—l

3
2 Im. — =
5+ 1 Mg

[ 2
P= gt

1
— —) = korrekt H

) 2

LI
22 2l+1

voraus, dass die Formel (2) fiir m; korrekt ist und verifizieren

L_+S_,

1 1 1
h\/(l+2+mj)(l+2mj+1)|l+2mj1>,

/i

1 1

/

11
22

1.1
23

1
— )4k
3 *

1 3
hllm; — — ) —m; + 5

1.1

1
oUb)

2

)>|“nj

l—i—mj—%
ST 2, —
1

).

1 N l—m;+3
3
@UADE=mi+3) e+ 1) —m; +

1
2

1
2

1

o)t

)|

(

)|

3

2

l—m;+3
m+1

1
2

1

)5

1

o)t

3
2

N
N

)= 2 im )|

Das ist die Behauptung (2) fir m; —1. B
Hinweis: Benutzen Sie den Leiteroperator J_.

e)[1P.] Untersuchen Sie nun den Zustand |l —
5 L giiltig ist.

£ mj). Zeigen Sie, dass (2) fiir den Fall
m; =1—

Hinweis: Die Zusténde |jm;) sind orthonormiert.

Losung:
1 1 11 1 1
|l—§l—§>—a|ll—1>|§§>+ﬁ|ll>5 —§>~
1 1 1 1 21 1
(+5l-glt=5l=5=0 ‘:’\/zm“\/zmﬁ—o
Auflerdem

a?+ 32 =1.



Also

AV IS R
V41 - 2A+1°

und somit

11 1 11 21 11
I— 1= )= —— 1= 1)|= 2) =/ =——ID)|= — =).
=313 =g+ a3 Vol =2

Das ist die Behauptung (2) fiir m; =1 — 1.H

f)[2P.] Nehmen Sie wieder an, dass die Behauptung fiir m; korrekt ist und beweisen

Sie (2) fiir m; — 1.

Hinweis: Benutzen Sie den Hinweis zu d).

Loésung:
- Amy = mfastemae o mn by o)
2 2 2 2
Tt~ S0 = im0 = D e fuem, - Daom,
Tty DIE =0 = e D m s Dim, - Dt L)

Damit folgt:

) - 1 ~ (L +m; + 3)? .
t=gmi= b= <\/(21+1)(l+mj —3) \/(2l+ D+ m; — §)>lmj

l—m;+3 3,11 l—mj+3 3,11 I+mj— 1+
T 2 m. — SV 2 2 T 2 m = SN DYy —— 2 im —
A T ltm; = 35015 5) 51 gl g) a+1 "

Das ist die Behauptung fiir m; — 1.1

2

5/



Aufgabe 3: [6 P.]

Betrachten Sie ein Wasserstoffatom im homogenen elektrischen Feld
E=C¢e,.
Dieses Feld soll als Stérung W angesehen werden.
a)[1P.] Stellen Sie den Hamilton-Operator in Kugelkoordinaten auf.
Lésung:
Potentielle Energie des Elektrons im homogenen elektrischen Feld:
V(r) =V(z) = ez

Also
2 02

1)
H=Hy+W=—-——A—-—+efz.
2u T
In Kugelkoordinaten:

10 ,0 h? 1 0 0 1 02 e2
H= r? —  ([—=sin—+ —— ) - — 6 |
C2ur? ar’ or  2ur? (sin9 a6 > 90 + sin’ 8(,02> r M

b)[3P.] Berechnen Sie in erster Ordnung Stérungstheorie die Energiekorrekturen fiir die
zwei niedrigsten Enegieniveaus des Wasserstoffatoms.

Hinweis: Die Losung des ungestorten Problems kann dabei als bekannt angesehen wer-
den:

[nlm) = an(r)Ylm(G, ),

3 N [3 .
YY = \/7 Y = o C cos 6, Y11=$ 8—ﬂsm€eiw,

/ 1 r 1 r
R _ —r/aH Roy = 1— —r/2aH’ Roy = —r/2a1.17
10 ’ 207 2&%{ ( QGH)G 2 24&?_1 aHe

E, = RH Ry = 72 apg = i = e
" n2’ 2ua?’ 1+ me/my,

pe?’
Verwenden Sie auch die Eigenschaft
(n"U'm/|W|nim) #0 hoéchstens fir m' =m, ' =1+1.

sowie die Formel

+oo
/ dpp"e ™ =n!, neN,.
0



Lésung:
1)n=1=1=0, m=0 (keine Entartung)

E, = E°+eE!+.. .;
E} = (100|W|100) =0. (sieh Hinweis);
B, = FE)=-Ry.

1)n=2=1=0,1, m=1,1-1...—1 (Entartung)

Sei
[P1) = [200);  [h2) = [210);  |3) = [211);  [¢ha) = [21 — 1);

Die Stérungstheoretischen Energiekorrekturen erster Ordnung E1., i = 1,2,3,4 werden
durch “diagonalidieren” der 4 x 4 Matrix

= [<¢Z'|W‘wl>7 i7 i/ = 152,374]

des Stoéroperators W im Eigenraum zu ES. Mit Hilfe des Hinweises stellt man fest, dass
eine Anzahl von Elementen von V null ist und nur die Matrixelemente V32 = (200|7|210)
und V55 = Vig von null verschieden sein konnten.

2
Vio :65/ 2dr/ sm@d@/ d<pR207"R21YO COSGY1 7| =

- / l—fepd / ﬁcoszﬁsinﬂ(w:
aH 4[ 0o 2

|
an ‘/3(4' O 3egan,

654\/:7, 3 2

und somit folgt

01 00
1 0 00
V = —-3efay 000 0
0 00 O
Bestimmung der Eigenwerte von V: Sikulargleichung:
det(V—-E)I) = 0, i=1,234«

E3 = —3efap;

B}y, = Ej=0; Ey=E)+E) i=123/4.

E;y, = 3efay; N

¢)[2P.] Zeichnen Sie die in erster Ordnung Stérungstheorie erhaltenen Energien fiir eine
vorgegebene elektrische Feldstirke £. Welche Aufspaltung zum Ubergangn =2 — n =1
ergibt sich somit in einem schwachen elektrischen Feld?

Losung:

Wie man sieht, spaltet die Linie, die zum Ubergang n =2 — n = 1 gehért fiir ein schwa-
ches elektrisches Feld in drei Linien auf, wobei die Grofle der Aufspaltung zur elektrischen
Feldstérke proportional ist.l
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Aufgabe 4: [ P.]

Der Hamiltonoperator des anharmonischen linearen Oszillators sei durch

p? mw? m2w?

7 G AL
om T T2 U TR ”

gegeben. Mittels des Variationsverfahrens von Rayleigh-Ritz soll die Grundzustandenergie
nahrungsweise berechnet werden.

a)[1P.] Benutzen Sie den Ansatz
{u(z;a) = VNe ™ zeR, ac R*}
fiir die Versuchsfunktionenschar. Bestimmen Sie zuerst die Normierungskonstante V.

Losung:
o0 2 2ce
— 9N —200® _ N /T g o N =22
(u(a) [u(a) /0 dze Vo =1en=y/%

b)[2P.] Berechnen Sie nun das Energiefunktional
E(a) := (H),.

Lésung:

(u()|H|u(e))
(u(a)lu(a))

und dem Hamilton-Operator

E(a) = (H)u =

70(&?2

Mit der Testfunktionenschar u(a) = e

_1 2 2 1 4
H_2(P +X)+10X

ergibt sich dann

{u(a)[Hu(a))

za/d e [ 1 d? N x? N Ll I
Vor ) F 2d2 " 2 T 10]°
2c 1 $4 2
= —_ d —(2 2 _ Z\..2 < | —2ax
\lﬂ/x[a (2 2):3 +10}e
|« n 1 " 3
2 8a 16002
Damit ergibt sich fiir die variierte Energie
1 3

o
Bla)=24 42
(@) =5+ 55 F To0az
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¢)[2P.] Fiir welches & = i wird E(«) minimal?

Losung:
dE(a) 3 a 3
=0 = o-2-2 =0,
a BT
Mit
S -3 5 P+q*>0
p= 12’ q= 30 p q

erhilt man somit fiir die reelle Wurzel @ = i

y 0o VB,
inp = —,
7T 9B VS

0 2 10 2 10 2/3
tant = ——— - 1l=——"—+—)], tanp=| —---— :
2 cosp + 1 9v/3 + /143 9v/3 + /143

2¢/tan

Loy 2/fand
sin2¢ tane + 17

o

! ( 10 >_é 1+ ( 10 ) 0.610598 W
Qmin - T = = U.
2v/3 \ V243 + /143 V243 4+ /143

d)[1P.] Bestimmen Sie die minimale Energie F (). Vergleiche mit der exakten Grund-
zustandenergie Fy = 0.559146 und kommentierte das Ergebnis.

Loésung:
Die gesuchte Energie:
E(ap) = 0.560307

Der gefundene Néherungswert weicht nur um 0.2% von der exakten Grundzustandsener-

gie ab. A

Hinweis: Verwenden Sie fiir die Rechnung Einheiten mit # = m = w = 1. Benutzen
Sie auch die Formel

—+00
/ d€ §2n = 22n+1n|ﬂn \/7 5 € R+ n € No.
0

Benutzen Sie auch die Eigenschaft, dass die kubische Gleichung y3 + 3py +2¢ = 0 im Falle
p® + ¢ > 0 nur eine reelle Losung besitzt. AuBerdem gilt es fiir p < 0:

2./=p ® ) v —p3 v T ™ ™
- . tant) = {/tan =, =Y L C<y<o, ——<p< .
sn2yp’ Y alty, sme=— 1<V T3¢y




