WWU Miinster
Institut fiir Theoretische Physik

Seminar zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten Materie

Ausarbeitung zum Vortrag
Symmetrie in der Molekiilphysik

Marcel Hahn, m_hahn07@uni-muenster.de

Betreuung: Prof. Dr. Doltsinis

20. Februar 2015



Symmetrie in der Molekiilphysik M. Hahn

Inhaltsverzeichnis

(1 Einleitung| 2
2 Symmetrieoperationen und Punktgruppen| 2
3__Konstruktion einer Charaktertafell 7
4 Zusammenfassung) 11
[Literatur] 13
[Abbildungsverzeichnis| 13




Symmetrie in der Molekiilphysik M. Hahn

1 Einleitung

Ein wichtiges Werkzeug in der Molekiilphysik sind sogenannte Charaktertafeln. Mithil-
fe dieser Tafeln konnen Symmetrieeigenschaften von Molekiilen schnell bestimmt werden.
Dariiber hinaus werden sie benutzt, um Molekiilorbitale und -schwingungen nachzuvollzie-
hen. Die vorliegende Ausarbeitung soll nun die Konstruktion einer solchen Charaktertafel
fokussieren und kurz auf den theoretischen Hintergrund eingehen.

Zunichst sollen dazu Symmetrien und Symmetrieoperationen beleuchtet werden. Ein
zweiter Schritt fithrt zur Sammlung dieser Operationen in Gruppen und zeigt die Ver-
bindung zu tatsédchlichen Molekiilen. Ausgehend von den Gruppen ist es moglich die

Charaktertafel aus irreduziblen Darstellungen zu konstruieren.

2 Symmetrieoperationen und Punktgruppen

Symmetrieoperationen Eine Symmetrieoperation ist definiert als Operation, bei der
ein Objekt in eine neue Position gebracht wird, die der alten dquivalent ist. Das beistehen-
de Beispiel eines Dreiecks zeigt, dass Drehung und Spiegelungen Kandidaten fiir solche

Symmetrieoperationen sind (s. Abbildung 1).
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Abbildung 1: Drehung und Spiegelung eines Dreiecks als Beispiele fiir Symmetrieop-
erationen

Denkbar sind auch Kombinationen aus diesen, in Form von Schraubung oder die In-
version. In der folgenden Tabelle sind die Operationen, ihre Symbole, die im weiteren
Verlauf der Ausarbeitung verwendet werden sollen, und die Auswirkung des jeweiligen

Operators auf das schon bekannte Dreieck dargestellt:
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Symmetrieoperation Symbol | Angewendet auf Dreieck

Identitatsoperation E

Drehung um 27 /2 = 180° Cy

~

Spiegelung an yz-Ebene o 1

Tabelle 1: Beschreibung, verwendetes Symbol und Resultat bei Anwendung auf das Drei-
eck einiger Symmetrieoperationen

Anschaulich kann der Operator F auch als Drehung um 360° um eine beliebige Achse
verstanden werden. Dariiber hinaus ist anzumerken, dass es sich bei der Drehung Cy um
eine andere handelt, als die, die in Abbildung 1 dargestellt ist. Denn bei Cy handelt es sich
um eine Drehung um die z-Achse. Bei Drehungen wird immer der Bruchteil einer ganzen
Drehung angegeben. So ergibt sich hier, wie auch in der Tabelle angedeutet: 27/2 =
180°. Als Beispiel fiir eine Spiegelung ist hier o, dargestellt. o soll im folgenden immer
Spiegelungen symbolisieren. Die Indizes werden etwas spéter anhand konkreter Molekiile

geklart.

Punktgruppen Der néichste Schritt, auf dem Weg zur Charaktertafel, soll die Symme-
trieoperationen in Gruppen zusammenfassen. Dazu sind zunéchst die Voraussetzungen an

eine Gruppe zu untersuchen[}

e AB = () In einer Gruppe soll die Hintereinanderausfithrung zweier Gruppenelemen-
te, ein weiteres Gruppenelement ergeben. Im vorliegenden Fall, 14sst sich anschaulich
die Uberlegung anstellen, dass zwei hintereinander ausgefithrte Drehungen um 180°
im Resultat einer Drehung um 360° gleichkommen, wenn sie sich auf dieselbe Dreh-
achse beziehen. Dies funktioniert auch fiir andere Symmetrieoperationen. So lésst

sich begriindet annehmen, dass die Forderung erfiillt ist.

e FA = AF = A; In einer Gruppe soll ein ,,Neutralelement* existieren, welches die
gezeigte Eigenschaft aufweist. Hier wird diese Rolle von dem Operator E aus Tabelle

1 {ibernommen.

!Beweise konnen unter Gebrauch der spéter eingefithrten Gruppentafeln angestellt werden.
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e AA™! = E; Zu jedem Gruppenelement soll ein inverses Element gegeben sein, wel-
ches als Hintereinanderausfithrung zu dem Einheitsoperator fiithrt. Wieder lisst sich
anschaulich anmerken, dass etwa zwei halbzahlige, also 180°-, Drehungen (um diesel-
be Drehachse) zu einer vollstéandigen Drehung und damit zu F fithren. Andererseits
kénnen Symmetrieoperationen, in ihrer Auswirkung als Abbildung, auch als Matri-
zen dargestellt werden, so sie etwa auf Vektoren wirken. Es gelingt dann systematisch

die Inversen zu den Matrix-Darstellungen zu finden.

e (AB)C = A(BC); Die Assoziativitét einer Gruppe aus Symmetrieoperationen lésst
sich mit geringem Aufwand an einer sogenannten , Gruppentafel®, die im spéteren

Verlauf dieser Ausarbeitung eine grofie Rolle spielen, nachvollziehen.

Symmetrieoperationen kénnen also in Gruppen organisiert werden. Wenn solchen Grup-
pen nun konkrete Molekiile zugeordnet werden, wird von , Punktgruppen® gesprochen:
»[Denn d]ie Gesamtheit aller Symmetrieoperationen eines Molekiils 1d[ss]t mindestens
einen Punkt im Raum invariant. Deshalb bezeichnen wir die Symmetriegruppen von Mo-
lekiilen als Punktgruppen. Dieser Punkt mu[ss] nicht mit einem realen Atom des Molekiils
zusammenfallen!“ [Engelke 1992] Seite 16]

Die trivialste Punktgruppe ist zum Beispiel die Punktgruppe C;. Der einzige Operator
der auf ihre Elemente anwendbar ist, ist der Identitédtsoperator E. Das Molekiil Chlor-
fluoramin (Abbildung 2) befindet sich in dieser Gruppe.

Zu Punktgruppe C; gehoren ebene Molekiile, die sich, aufgrund ihrer Ebenheit, in der
Molekiilebene spiegeln lassen. Beispiel hier ist Formylchlorid in Abbildung 2.

Molekiile, die n-fache Drehachsen besitzen, gehéren zur Punktgruppe C,,. So auch das
Molekiil der Borséure.

Etwas interessanter im Zusammenhang dieser Ausarbeitung sind allerdings die Punkt-
gruppen C,,, und C,;: Punktgruppe C,,, enthilt unter anderem das H,O-Molekiil. Die
Punktgruppe umfasst die Drehung C5, die Drehung um 180° um die eingezeichnete Ach-
se. Aulerdem sind zwei Spiegelungen Bestandteil der Gruppe. Per Definition werden im
weiteren Verlauf Spiegelungen dann als ,,vertikal“ bezeichnet, wenn sie die Drehachse mit
einschliefen. An dem dargestellten Wassermolekiil in Abbildung 2, lésst sich gut nachvoll-
ziehen, dass Cy in beiden Spiegelebenen o, und o/, enthalten ist. So ist, wie schon anfangs
erwahnt, der Index v dieser Art von Spiegelung zu erkléren.

Entsprechend gibt es Molekiile wie Butadien, die zum einen eine n-fache Drehachse be-
sitzen, aber an einer Ebene gespiegelt werden konnen, die senkrecht auf ihrer Drehachse
steht. In einem solchen Fall wird die Spiegelung mit o, fiir ,,horizontal* bezeichnet. Solche

Molekiile sind in Punktgruppe C,,;, zu finden.
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Abbildung 2: Darstellungen der Molekiile a) Chlorfluoramin, b) Formylchlorid, c)
Borsiure und d) Wasser, ¢) Butadien

Gruppentafel Damit im néchsten Abschnitt eine Charaktertafel konstruiert werden
kann, muss zundchst ndher auf die Punktgruppe eingegangenen werden. Tabelle 2 zeigt
die sogenannte Gruppentafel. In ihr lassen sich die Hintereinanderausfithrungen der ent-

haltenen Symmetrieoperationen ablesen:

Cow | E Cy o0, o
EFE | E Cy o, o
C 2 02 E o) ! Oy
oy, | 0, o E Oy
o |o, o, Cy E

Tabelle 2: Gruppentafel der Punktgruppe Cs,

Das bekannte Dreieck kann nun wieder benutzt werden um die Tafel nachzuvollziehen:
Die untere, linke Ecke des Ausgangsdreiecks ist mit einer 1 gekennzeichnet. Dieses Dreieck
soll zundchst um die z-Achse entsprechend C5 gedreht werden. Anschliefend soll die Ope-
ration Cy wiederholt durchgefithrt werden. Anschaulich liele sich dies gemé&fl Abbildung
3 darstellen:
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X % %
Abbildung 3: Hintereinanderausfithrung von C5 am Beispiel Dreieck

Diese Kombination fithrt zum Ausgangszustand. Die Hintereinanderausfithrung kommt

also der Anwendung des Identitédtsoperators gleich. In der Gruppentafel ist diese Kombi-
nation an dem Eintrag der dritten Spalte in der dritten Zeile abzulesen: Cy verkniipft mit
Oy resultiert in F.
Ein zweites Beispiel soll die Verkniipfung aus o, und C5 bilden: Die Spiegelung o, ent-
spricht der Spiegelung an der Papierebene. Sowohl das Dreieck als auch das Wassermo-
lekiil sind eben. Die Spiegelung in der Papierebene lésst also die Ecken des Dreiecks in sich
selbst {ibergehen und so auch die Atome des Molekiils. Eine Darstellung dessen entspricht
Abbildung 4:

&
Abbildung 4: Hintereinanderausfithrung erst o, dann Cs

Der Gruppentafel ldsst sich zu dieser Verkniipfung entnehmen, dass sie in o), resul-
tiert. Da die Anwendung der Spiegelung an der yz-Ebene zu Folgendem fiihrt, ist auch

fiir dieses Beispiel gezeigt wie die Gruppentafel zu verstehen ist :

Abbildung 5: Anwendung der Spiegelung o/,
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Klassen von Punktgruppen Die Gruppentafel dient, wie unten offensichtlich wird,
als Werkzeug zur Bestimmung, welche Klassen in einer Punktgruppe existieren. Zunéchst
gilt es per Ahnlichkeitstransformation die Konjugierten zu den Elementen einer Gruppe
zu finden: Zwei Gruppenelemente A, B € (5, heiflen dann konjugiert, wenn fiir sie gilt:
dX € Cy,, sodass A = X 'BX.

Dariiber hinaus gilt, dass die Menge aller zueinander konjugierten Elemente einer Gruppe

eine Klasse bildet.

3 Konstruktion einer Charaktertafel

Die bisher gezeigten und erwéhnten Darstellungen von Punktgruppen sind in der Regel
reduzibel. Die irreduziblen Darstellungen von einer Punktgruppe werden in sogenannten
Charaktertafeln gesammelt. Eine einzelne irreduzible Darstellung kann gewissermaflen
als Hintereinanderausfiihrung aller Symmetrieoperationen einer Punktgruppe verstanden
werden. Eine Reihe von Theoremen hilft, die irreduzible Darstellung einer Gruppe zu fin-

denP] Als Beispiel soll die Gruppe des Wassermolekiils Cy, dienen:

e Theorem 1 Die Anzahl von irreduziblen Darstellungen entspricht der Anzahl von

Klassen in der Gruppe.

Es gilt nun die Anzahl der Klassen der vorliegenden Gruppe zu finden, sprich die Konju-
gierten zu allen Elementen zu bestimmen. Dazu wird erneut die Gruppentafel benotigt.

Diese ist hier zur besseren Ubersicht erneut in Tabelle 3 angefiihrt:

Cy | E Cy o, o)
E | E Cy o, o,
Cy | Cy FE ’oy
oy, | 0y o E Cy

/ /
o, | o, o, Cy FE

Tabelle 3: Gruppentafel der Punktgruppe Cs,

GemésB der Ahnlichkeitstransformation sind die inversen Elemente nétig: A = X ' BX.
In der Gruppe Cs, sind diese leicht zu finden. Wie schon bei der Hintereinanderausfithrung

von Operationen gezeigt, ist etwa das Inverse der Drehung C5, C5 selbst. Die verbleibenden

2Vgl. [Engelke 1992, Seite 42 ff]
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inversen Elemente konnen auch in der Gruppentafel abgelesen werden. Es ergibt sich:

Cyt = Cy; ot =0
Nun kénnen die Ahnlichkeitstransformation durchgefiihrt werden:

Cy: 0,1Ch0, = 0,090, = Cy
07 Cy0! = 0! Coyal, = Cy = () bildet eine Klasse

Oy C{lang = Cy0,Cy = 0y,

—1 /o /! . .
o, ‘0,0, = 0,0,0, =0, = 0, bildet eine Klasse

/. -1 _ _ / _
o,: Cy 0,0y = Ch0,Cy = 0,

—1 ./ _ / ! / . .
0, 0,0, = 0,0,0, =0, = 0, bildet eine Klasse

E: FE bildet in jeder Gruppe eine Klasse

Die Gruppe Cj, enthélt demnach vier Klassen. Laut Theorem 1 sind vier irreduzible
Darstellungen zu erwarten. Diese sollen zunéchst mit I'y, 'y, I's, Iy bezeichnet werden.

Die noch sehr iiberschaubare Charaktertafel sieht nun folgendermafien aus:

Cy | E Cy o, o)
Iy

Iy
I3
Iy

Tabelle 4: Charaktertafel nach Anwendung des Theorem 1

In der oberen linken Ecke steht der Gruppenname. Vervollstindigt wird die erste Zeile
mit den schon bekannten Symmetrieoperatoren der Punktgruppe. In der ersten Spalte sind
die vier irreduziblen Darstellungen enthalten, die, wie oben gezeigt, existieren miissen.

Nun wird das néchste Theorem zur Konstruktion der vollstédndigen Tafel angewendet:

e Das grofle unausgesprochene Theorem Die erste irreduzible Darstellung be-

steht aus lauter Einsen.

Es ergibt sich:
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Cw | E Cy o, 0o
r, |1 1 1 1
Iy
I3

Iy

Tabelle 5: Charaktertafel nach Anwendung des grof3ien unausgesprochenen Theorems

e Theorem 2 Die Charaktere aller Operationen in derselben Klasse sind fiir jede

Darstellung identisch.

Fiir das vorliegende Beispiel ist dieses Theorem irrelevant. Denn die Gruppe enthélt vier
Klassen mit jeweils einer Operation. Es gibt also keine zwei Operationen derselben Klasse

in CQU .

e Theorem 3 Die Summe der Quadrate der Charaktere in beliebiger irreduzibler

Darstellung entspricht der Ordnung der Punktgruppe.

Die Ordnung einer Punktgruppe ist gleich der Anzahl ihrer Elemente. Die vorliegende
Gruppe besteht aus den vier Operationen F,Cs, 0, und o). Die Ordnung ist also Vier.
Die vebleibende Frage ist nun, welche vier ganzen Zahlen haben Quadrate, die sich zu
Vier aufsummieren. Es gibt nur die eine Moglichkeit: 1 +1+ 1+ 1 = 4. Es folgt:

Cw | E Cy o, 0o
r, |1 1 1 1
I'y |1
Fg 1
F4 1

Tabelle 6: Charaktertafel nach Anwendung des Theorem 3

e Theorem 4 Das Punktprodukt der Charaktere zweier beliebiger irreduzibler Dar-
stellungen ist Null.

Das Punktprodukt in diesem Zusammenhang ist dem Skalarprodukt aus der Vektorrech-
nung dhnlich. So kénnte es folgendermafien ausgedriickt werden: I'; ; - I'oy + 'y o - 'y o +
I'3-Ty3+T'14-T'24 = 0. Dabei stehen I'y, I’y fiir die irreduzible Darstellung und I'; ;
bezeichnet deren ersten Eintrag. In diesem Fall gehort I'y ; zu dem Eintrag des Operators
E und wére Eins.

Die Charaktere der irreduziblen Darstellung I's lassen sich nun zunéchst beliebig mit 1
und -1 fiillen.
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Cw | E Cy o, 0o
r, |1 1 1 1
r |1 -1 1 -1
Fg 1
F4 1

Tabelle 7: Charaktertafel nach Anwendung des Theorem 4

Das Punktprodukt dieser beiden Darstellungen ist: I'y -y =1-1+1-(=1)+1-1+
1-(—1) = 0. Die zuvor beliebige Wahl von Iy ist also mit Theorem 4 in Einklang.

Auf diese Weise kann weiter verfahren werden:

OQU FE Cg Oy 0'1/)
r.,1r 1 1 1
L |1 -1 1 -1
M, |1 -1 -1 1
r, |1 1 -1 -1

Tabelle 8: Charaktertafel nach Vervollstdndigung gemé&fl der Theoreme

Es lésst sich nun iiberpriifen, dass diese zunéchst beliebig scheinende Vervollstandigung
alle obigen Theoreme erfiillt. So ist das Punktprodukt zweier irreduzibler Darstellungen
immer Null. Und auch die Summen der Quadrate der Charaktere jeder irreduzibler Dar-
stellung ist Vier. Es existiert noch ein weiteres Theorem. Dieses ist allerdings nicht nur
irrelevant fiir das vorliegende Beispiel, sondern es holt auch sehr weit in der Darstellungs-

theorie aus, sodass es hier nur der Vollstédndigkeit halber erwéhnt werden soll.

Anpassung an Konvention Mit Tabelle 8 ist prinzipiell die giiltige Charaktertafel
derjenigen Punktgruppe gefunden, die Molekiile wie Wasser und Schwefeldioxid enthélt.
Doch, wie schon anfangs erwihnt, sollen Symmetrieeigenschaften in ihr direkt abzulesen
sein. Dazu werden die irreduziblen Darstellungen I'1-T"y geméf folgender Konvention um-

benannt: Bezeichnung bzgl. Symmetrieeigenschaften{|

3Vgl. [Engelke 1992, Seite 41f], [Haken, Wolf 2006, Seite 114]

10
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Symbol | Eigenschaft
A symmetrisch unter n-facher Drehung
B antisymmetrisch unter n-facher Drehung

Index | Lage | Eigenschaft
1 unten | symmetrisch unter o,
2 unten | antisymmetrisch unter o,

Tabelle 9: Bezeichnungen der irreduziblen Darstellungen

Der Charakter der irreduziblen Darstellung I'; in Bezug auf den Operator C5 ist 1.
Dies bedeutet, dass die Darstellung symmetrisch in Bezug auf die Operation C5, sprich
der 2-fachen Drehung um die z-Achse, ist. Der oben stehenden Tabelle entsprechend , wird
dieser Darstellung ein A zugewiesen. Gleiches gilt fiir die Darstellung mit dem vorldufigen
Namen I'y.

Die Darstellung I'; weist unter der Operation Cy den Charakter -1 auf, was bedeutet, dass
sie antisymmetrisch in Bezug auf die Drehung C5 ist. Thr und der Darstellung I'swird ein
B zugewiesen.

Analog bedeutet eine 1 in der vierten Spalte, dass die jeweilige Darstellung symmetrisch
in Bezug auf die Spiegelung in der Papier- oder Molekiilebene ist, so zum Beispiel die
Darstellungen I'y und I's. Dieses wird mit dem Index 1 gekennzeichnet. Die anderen beiden
Darstellung erhalten entsprechend ihrer Antisymmetrie unter o, den Index 2.

Damit ergibt sich das finale Resultat:

Co | E Cy o, o
A, |1 1 1 1
A, |1 1 a1
B,|1 -1 1 -1
By |1 -1 -1 1

Tabelle 10: Charaktertafel der Punktgruppe Cs,

4 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Ausarbeitung wurde zu Anfang die wichtige Rolle der Charakterta-
feln in der Molekiilphysik erwdhnt. Um eine solche Tafel anschaulich herzuleiten wurde
zunachst definiert, wie Symmetrieoperationen zu verstehen sind und Beispiele hierfiir
gezeigt. Es wurde demonstriert, dass diese Operationen, aufgrund ihrer Hintereinander-

ausfithrung, der Existenz von Identitéitsoperator und inversen Elementen, die Anforderun-

11
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gen an eine Gruppe erfiillen. Verschiedenen Gruppen aus Symmetrieoperationen wurden
Molekiile zugeordnet und einige solcher Punktgruppen wurden vorgestellt. Weitergehen-
des Streben galt der Darstellung von Punktgruppen. Ausgehend von der Gruppentafel
und den Theoremen 1-4 wurde examplarisch die Charaktertafel der Punktgruppe C,
konstruiert. In dieser Gruppe befindet sich unter anderem das Wassermolekiil. In einem
finalen Schritt wurde gezeigt, dass die resultierte Charaktertafel es in der Tat erlaubt,

einige Symmetrieeigenschaften der Gruppe direkt abzulesen.

12
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