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κ

r
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P 2
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κ

r
✭✷✮
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m1+m2
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~L = ~r × ~p ✭✸✮

❉❛

δL
δt

= 0 %❡✐❝❤& ❡" ❢8% ❞✐❡ ❉%❡❤✐♠♣✉❧"❡%❤❛❧&✉♥❣ {H,Li} = 0✱ ❢8% i = 1, 2, 3 ③✉ ③❡✐❣❡♥✿

{H,Li} ✭✹✮

= {H, rjpk − rkpj} ✭✺✮

=
δH

δrj

δLi

δpj
−

δH

δpj

δLi

δrj
+

δH

δrk

δLi

δpk
−

δH

δpk

δLi

δrk
✭✻✮

=
2rj(−

1

2
)

r
3

2

· (−rk)−
pj

m
· pk +

2rk(−
1

2
)

r
3

2

· rj −
pk

m
· (−pj) = 0 ✭✼✮
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❧❛""❡♥ "✐❝❤ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥"❝❤❛❢&❡♥ ❞❡% ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ O❧❛♥❡&❡♥❜❛❤♥❡♥ ❜❡%❡✐&" ✇❡✐&❣❡❤❡♥❞ ❡%❦❧@%❡♥✳ ❉❡% ❉%❡❤✐♠♣✉❧"

✸



~M :=
~p× ~L

µ
−

κ

r
~r

~L ~L · ~M = 0

~M
~L ~M

P P ′

H = P 2

2µ
+ V (~r) ~L = ~r × ~p

~M := ~p×~L
µ

− κ
r
~r



✸ ❉❛# ❲❛##❡&#'♦✛❛'♦♠

❉❛" ❲❛""❡%"&♦✛❛&♦♠ ❜❡"✐&③& ✇✐❡ "❝❤♦♥ ❣❡"❛❣& ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍❛♠✐❧&♦♥♦♣❡%❛&♦%✱ ✇✐❡ ❞❛" ❑❡♣❧❡%♣%♦❜❧❡♠✳ ❉❛"

9♦&❡♥&✐❛❧ ✐"& ❞❛" ❈♦✉❧♦♠❜♣♦&❡♥&✐❛❧✱ "&❛&& ❞❡% ●%❛✈✐&❛&✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛&❤❡♠❛&✐"❝❤❡ ❋♦%♠ ✐"& ❛❜❡% ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋?❧❧❡♥

✐❞❡♥&✐"❝❤✳ ■♥ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡"❡ ❢♦%♠❛❧❡ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❧♦❤♥& "✐❝❤ ❞✐❡ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❣❡♠❡✐♥"❛♠❡♥ ❊✐❣❡♥"❝❤❛❢&❡♥✳

■♥"❜❡"♦♥❞❡%❡ "&❡❧❧& "✐❝❤ ❞✐❡ ❋%❛❣❡✱ ♦❜ ❡" ❡✐♥❡ ❊♥&"♣%❡❝❤✉♥❣ ❢F% ❞❡♥ ❘✉♥❣❡✲▲❡♥③✲❱❡❦&♦% ❣✐❜&✱ ❞❛ ❞✐❡"❡% ❛❧"

❊%❤❛❧&✉♥❣"❣%KL❡ ❡✐♥❡ ❣%♦L❡ ♣❤②"✐❦❛❧✐"❝❤❡ ❇❡❞❡✉&✉♥❣ ❤❛&✳

✸✳✶ ❘✉♥❣❡✲▲❡♥③✲+❛✉❧✐ ❖♣❡1❛2♦1

❲♦❧❢❣❛♥❣ 9❛✉❧✐ ❢❛♥❞ ✶✾✷✻ ❡✐♥❡ S✉❛♥&❡♥♠❡❝❤❛♥✐"❝❤❡ ❊♥&"♣%❡❝❤✉♥❣ ❞❡" ❘✉♥❣❡✲▲❡♥③✲❱❡❦&♦%"✱ ❞❡♥✿ ✒❘✉♥❣❡✲

▲❡♥③✲9❛✉❧✐✑✲❖♣❡%❛&♦%

M =
1

2µ
(P × L− L× P )−

κ

r
Q ✭✾✮

❉❛❜❡✐ "✐♥❞ ❛❧❧❡ ▼❡""❣%KL❡♥ ❞✉%❝❤ ❖♣❡%❛&♦%❡♥ ❡%"❡&③& ✉♥❞ ❡" ✇✉%❞❡ ❡✐♥❡ ❛♥&✐"②♠♠❡&%✐"❝❤❡ ❊%❣?♥③✉♥❣ ✐♠

❡%"&❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❞✉%❝❤❣❡❢F❤%&✳ ❉✐❡"❡ ✐"& ❣❡%❛❞❡ "♦ ❣❡✇?❤❧&✱ ❞❛"" ❞❡% ❖♣❡%❛&♦% ❤❡%♠✐&✐"❝❤ ✐"& ✭✉♥❞ ❞❛♠✐&

❡✐♥❡ ❖❜"❡%✈❛❜❧❡ %❡♣%?"❡♥&✐❡%❡♥ ❦❛♥♥✮✳ ❉✐❡ ❞✐%❡❦&❡ ✶✿✶ [❜❡%"❡&③✉♥❣ ❞❡" ❘✉♥❣❡✲▲❡♥③✲❱❡❦&♦%" ✐♥ ❖♣❡%❛&♦%❡♥ ✐"&

♥✐❝❤& ❤❡%♠✐&✐"❝❤✱ ❞❛ ✐♥ ❞❡% ◗✉❛♥&❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ L ✉♥❞ P ❜❡③✐❡❤✉♥❣"✇❡✐"❡ ❞❡%❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥&❡♥ ♥✐❝❤& ♠✐&❡✐♥❛♥❞❡%

✈❡%&❛✉"❝❤❡♥ ✉♥❞ "♦ ❡✐♥✐❣❡ ■❞❡♥&✐&?&❡♥ ❞❡" ❣❡♦♠❡&%✐"❝❤❡♥ ❑%❡✉③♣%♦❞✉❦&❡" ♥✐❝❤& ❛✉❢ ❞✐❡ ❖♣❡%❛&♦%❡♥ F❜❡%&%❛❣❡♥

✇❡%❞❡♥✳

✸✳✶✳✶ ❇❡✐✇❡✐' M ✐'( ❤❡*♠✐(✐'❝❤

❉❡% ❇❡✇❡✐" ✈❡%❧?✉❢& ❜❡✐"♣✐❡❧&❤❛❢& ❢F% ❞✐❡ ❡%"&❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥&❡ ✈♦♥ M ✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡%❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥&❡♥ ❡%❣❡❜❡♥ "✐❝❤

❞✉%❝❤ 9❡%♠✉&❛&✐♦♥ ❞❡% ■♥❞✐❝❡"✳

M+

1 =
1

2µ
(P × L− L× P )+1 −

κ

r
Q+

1 ✭✶✵✮

Q ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❱♦%❢❛❦&♦%❡♥ "✐♥❞ ❤❡%♠✐&✐"❝❤✱ ❛❧"♦ ❜❧❡✐❜& ❢♦❧❣❡♥❞❡" F❜❡%✿

(P × L− L× P )+1 ✭✶✶✮

= (P × L)+1 − (L× P )+1 ✭✶✷✮

= (P2L3 − P3L2)
+ − (L2P3 − L3P2)

+
✭✶✸✮

= (P2L3)
+ − (P3L2)

+ − (L2P3)
+ + (L3P2)

+
✭✶✹✮

= L3P2 − L2P3 + P2L3 − P3L2 ✭✶✺✮

= (P × L)1 − (L× P )1 ✭✶✻✮

❉❡% ❇❡✇❡✐" ❞❡% ❍❡%♠✐&✐③✐&?& ✐"& ❜❡"♦♥❞❡%" ✇✐❝❤&✐❣✱ ✉♠ ✇✐❡ "❝❤♦♥ ❡%✇?❤♥&✱ ❜❡%❡❝❤&✐❣&❡% ❲❡✐"❡ M ♠✐& ❡✐♥❡%

❡❝❤&❡♥ ▼❡""❣%KL❡ ✐♥ ❱❡%❜✐♥❞✉♥❣ ③✉"❡&③❡♥✳

✺



✸✳✶✳✷ ❲❡✐'❡(❡ ❊✐❣❡♥,❝❤❛❢'❡♥ ✈♦♥ M ♦❤♥❡ ❇❡✇❡✐,❡

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥*❝❤❛❢.❡♥ ❧❛**❡♥ *✐❝❤ ❞✉0❝❤ ❱❡0✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡0 ❑♦♠♠✉.❛.♦00❡❣❡❧♥ ③❡✐❣❡♥✳

[M,H] = 0 ✭✶✼✮

L ·M = M · L = 0 ✭✶✽✮

M2 =
2H

µ
(L2 + ~

2) + κ2
✭✶✾✮

❉❛❜❡✐ ✇✐0❞ ❤✐❡0 ❛✉❢ ❇❡✇❡✐*❡ ✈❡0③❡✐❝❤.❡.✱ ❞❛ *✐❡ ❡✐♥❡0*❡✐.* ❦❡✐♥❡ ✇❡✐.❡0❡♥ ❊0❦❡♥♥.♥✐*❡ ❧✐❡❢❡0♥ ✉♥❞ ❛♥❞❡✲

0❡0*❡✐.* ❧❛♥❣✇✐❡0✐❣ ❛❜❡0 *✐♠♣❡❧ *✐♥❞✳ ❙✐❡ ❜❛*✐❡0❡♥ ❛✉❢ ❞❡0 ❱❡0✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡0 ❘❡❣❡❧♥ ❢F0 ❑♦♠♠✉.❛.♦0❡♥ ✈♦♥

❙✉♠♠❡♥ ✉♥❞ G0♦❞✉❦.❡♥ ③✇❡✐❡0 ❖♣❡0❛.♦0❡♥✳ ■❤0❡ ✇✐❡❞❡0❤♦❧.❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡0♠K❣❧✐❝❤. ❛❧❧❡ ❇❡✇❡✐*❡ ❞✉0❝❤ ❡✐♥✲

❢❛❝❤❡* ♥❛❝❤0❡❝❤♥❡♥✳

■♥.❡0❡**❛♥.❡0 ✐*. ❞✐❡ ❉❡✉.✉♥❣ ❞❡0 ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✼✮ ❜❡❞❡✉.❡.✱ *♦ ✇✐❡ ✐♠ ❦❧❛**✐*❝❤❡♥

❋❛❧❧ ❞✐❡ G♦✐**♦♥❦❧❛♠♠❡0✱ ❞❛** M ❡✐♥ ❊0❤❛❧.✉♥❣*❣0KN❡ ✐*.✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✽✮ ❡♥.*♣0✐❝❤. ❢♦0♠❛❧ ❞❡0 ❖0.❤♦❣♦♥❛✲

❧✐.O. ✈♦♥ M ✉♥❞ L ✐♠ ❑❡♣❧❡0♣0♦❜❧❡♠✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡.0✐*❝❤❡ ❉❡✉.✉♥❣ ❤✐❡0 ♥✐❝❤. ♠❡❤0 ♠K❣❧✐❝❤ ✐*.✱

✐*. ❞✐❡*❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ *♣O.❡0 ♥♦❝❤ ✇✐❝❤.✐❣✱ ✉♠ ❞❛* ❊✐❣❡♥✇❡0.♣0♦❜❧❡♠ ③✉ ❧K*❡♥✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✾✮ *❡.③. ❛❧❧❡ ❞0❡✐

❊0❤❛❧.✉♥❣*❣0KN❡♥ ✐♥ ❱❡0❜✐♥❞✉♥❣ ✉♥❞ ❡0❧❛✉❜. *♦ ❞✐❡ *♣O.❡0❡ *✐♠✉❧.❛♥❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧✐*✐❡0✉♥❣ ❛✉*③✉♥✉.③❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡

❊♥❡0❣✐❡❡✐❣❡♥✇❡0.❡ ❛✉* ❞❡♥❡♥ ✈♦♥ M ✉♥❞ L ③✉ ❜❡*.✐♠♠❡♥✳

✸✳✷ ❉✐❡ L✲M✲❆❧❣❡❜+❛

❯♥.❡0*✉❝❤. ♠❛♥ ❞❛* ❱❡0❤O❧.♥✐* ③✇✐*❝❤❡♥ L ✉♥❞ M ❣❡♥❛✉❡0 ❡0❤O❧. ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❑♦♠♠✉.❛.♦00❡❣❡❧♥✳

❍✐❡0❜❡✐ ❜❡.0❛❝❤.❡. ♠❛♥ ③✉0 ❱❡0❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❊♥❡0❣✐❡ ❛❧* ❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡0*❡.③ ❞❡♥ ❍❛♠✐❧.♦♥♦♣❡0❛.♦0 ✐♥ ✭✶✾✮

❞✉0❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡0❣✐❡✳ ❉❛♥♥ ❞❡✜♥✐❡0. ♠❛♥✿

M ′ :=

√

(−
µ

2E
) ·M ✭✷✵✮

❉❛♠✐. ❡0❣❡❜❡♥ *✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❘❡❧❛.✐♦♥❡♥✿

[Li, Lj ] = i~ǫijkLk ✭✷✶✮

[M ′

i ,M
′

j ] = i~ǫijkLk ✭✷✷✮

[M ′

i , Lj ] = i~ǫijkM
′

k ✭✷✸✮

❉❛❜❡✐ ❡0❢♦❧❣. ❞✐❡ ❯♠*❦❛❧✐❡0✉♥❣ ❣❡♠ON ✭✷✵✮ ✉♠ ✇❡♥✐❣❡0 ❱♦0❢❛❦.♦0❡♥ *❝❤0❡✐❜❡♥ ③✉ ♠F**❡♥✳ ■♠♣❧✐③✐. ❜❡✲

❞❡✉.❡. *✐❡ ❛❜❡0 ♠❡❤0✳ ❊✐♥❡0*❡✐.* ♠✉** ❞✐❡ ❊♥❡0❣✐❡ ✐♥ ✭✷✵✮ ♥❡❣❛.✐✈ *❡✐♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ 0❡❡❧❧❡ ❲✉0③❡❧ ③✉ ❡0❤❛❧.❡♥✳

❉✐❡* ❡♥.*♣0✐❝❤. ❞❡0 ❜❡.0❛❝❤.❡.❡♥ ♣❤②*✐❦❛❧✐*❝❤❡♥ ❙✐.✉❛.✐♦♥ ❣❡❜✉♥❞❡♥❡0 ❩✉*.O♥❞❡✳ ❆✉N❡0❞❡♠ ✐*. ❞❛* ❊0*❡.③❡♥

❞❡* ❍❛♠✐❧.♦♥♦♣❡0❛.♦0* ❞✉0❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡0❣✐❡ ♥✉0 ❛✉❢❣0✉♥❞ ❞❡0 ❑♦♠♠❡♥*✉0❛❜✐❧✐.O. ✈♦♥ M ✱ L✱ ✉♥❞ H ♠K❣❧✐❝❤

✉♥❞ ③❡✐❣. ❛♥✱ ❞❛** ✇✐0 ✐♠ ❲❡✐.❡0❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❯♥.❡00❛✉♠ ❞❡* ❍✐❧❜❡0.0❛✉♠* ③✉ ❡✐♥❡0 ❢❡*.❡♥ ❊♥❡0❣✐❡ E ❛0❜❡✐✲

.❡♥✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✶✮ ✐*. ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥.❡ ❉0❡❤✐♠♣✉❧*❧❛❣❡❜0❛✳ ❉✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡0 ❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ③❡✐❣❡♥ O❤♥❧✐❝❤❡

❱❡0.❛✉*❝❤✉♥❣*0❡❧❛.✐♦♥❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥*❛♠❡ ❇❡❞❡✉.✉♥❣ ❞✐❡*❡0 ❑♦♠♠✉.❛.♦0❡♥ ❜❡**❡0 ✈❡0*.❡❤❡♥ ③✉ ❦K♥♥❡♥

❢F❤0. ♠❛♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊0✇❡✐.❡0✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥❡ ✹✳ ❘❛✉♠0✐❝❤.✉♥❣ ❡✐♥✳

✸✳✷✳✶ ✹✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧❡ ❊(✇❡✐'❡(✉♥❣

❉✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ❞❡* ❉0❡❤✐♠♣✉❧*❡* *✐♥❞ ❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉0❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ✈♦♥ Q ✉♥❞ P. ❙✐❡ ❧❛**❡♥ *✐❝❤ ❣❡♠ON

L1 = L̂23 = Q2P3 −Q3P2 ✭✷✹✮

✉♠❜❡♥❡♥♥❡♥✳ ❯♥.❡0 ❱❡0✇❡♥❞✉♥❣ ✜❦.✐✈❡0 ❑♦♦0❞✐♥❛.❡♥ Q4 ✉♥❞ P4 ❡0❣❡❜❡♥ *✐❝❤ ❞0❡✐ ✇❡✐.❡0❡ ❉0❡❤✐♠♣✉❧*✲

❦♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ✭L14✱L24✱L34✮✳ ■❞❡♥.✐✜③✐❡0. ♠❛♥ ❞✐❡*❡ ♠✐. ❞❡♥ ❞0❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ✈♦♥ M ′
❧O**. *✐❝❤ ③❡✐❣❡♥✱

✻



❞❛"" "✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧" ❞✐❡ ❑♦♠♠✉/❛/♦0❡♥ ✭✷✶✮✱ ✭✷✷✮ ✉♥❞ ✭✷✸✮ ❢70 ❞✐❡ ✻ ❑♦♠♣♦♥❡♥/❡♥ ❞❡" ✈✐❡0❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧❡♥

❉0❡❤✐♠♣✉❧"❡" ❡0❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥

[Qi, Pj ] = i~δij ✭✷✺✮

✇❡✐/❡0❤✐♥ ✈❡0✇❡♥❞❡/✳ ❊" ❣✐❧/ ❞❛♥♥ ✐♥"❣❡"❛♠/✿

~L = (L1, L2, L3, L4, L5, L6) = (L1, L2, L3,M1,M2,M3) = (L23, L13, L12, L14, L24, L34) ✭✷✻✮

❉✐❡ ❉0❡❤✐♠♣✉❧"❛❧❣❡❜0❛ ✐♥ ✸ ❉✐♠❡♥"✐♦♥❡♥ ❡♥/♣0✐❝❤/ ❞❡0 ❙②♠♠❡/0✐❡❣0✉♣♣❡ ❞❡0 ❘♦/❛/✐♦♥❡♥ ✐♠ ❘❛✉♠ ❙❖✭✸✮✳

❋♦0♠✉❧✐❡0/ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉/❛/♦00❡❣❡❧♥ ✐♥ ❞❡0 ❤✐❡0 ❣❡③❡✐❣/❡♥ ❲❡✐"❡ ❛❧" ❑♦♠♠✉/❛/♦00❡❣❡❧♥ ❡✐♥❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥

❱❡❦/♦0"

~L "♦ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉/❛/♦0❡♥ ❞✐❡ ❙②♠♠❡/0✐❡❣0✉♣♣❡ ❙❖✭✹✮✳ ❉✐❡ ❊0❤❛❧/✉♥❣ ✈♦♥ M ❡♥/"♣0✐❝❤/ ❛❧"♦

❡✐♥❡0 ✹✲❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧❡♥ ❉0❡❤"②♠♠❡/0✐❡✳ ❉✐❡"❡ ❙②♠♠❡/0✐❡ ✐"/ ♥✐❝❤/ ♦✛❡♥"✐❝❤/❧✐❝❤✱ ❞❛ ❞❛" N0♦❜❧❡♠ ♥❛/70❧✐❝❤ ✐♥

✉♥"❡0❡0 ✸ ❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧❡♥ ❲❡❧/ ✈♦0❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇✐0❞✳ ❉✐❡"❡ ✈❡0❜♦0❣❡♥❡ ❙②♠♠❡/0✐❡ ❡0❦❧O0/ ❛❧❧❡0❞✐♥❣" ❞✐❡ ❊①✐"/❡♥③

❡✐♥❡0 ✇❡✐/❡0❡♥ ❊0❤❛❧/✉♥❣"❣0QR❡✳

✹ ❇❡#❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡# ❊✐❣❡♥✇❡#-❡ ✈♦♥ H

❉✐❡ ✇❡✐/❡0❡ ❇❡0❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡0 ❊♥❡0❣✐❡❡✐❣❡♥✇❡0/❡ ✐"/ ♠✐/ ❞❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❑♦♠♠✉/❛/♦00❡❣❡❧♥ ❦❡✐♥ ❣0♦R❡" N0♦✲

❜❧❡♠ ♠❡❤0✳ ❉❛③✉ ✈❡0❢O❤0/ ♠❛♥ ✇✐❡ 7❜❧✐❝❤ ❞✉0❝❤ ❉❡✜♥✐/✐♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡/❡0 ❖♣❡0❛/♦0❡♥✱ ✉♠ ❞❛♥♥ ❛❧❣❡❜0❛✐"❝❤ ❡✐♥

❊✐❣❡♥✇❡0/♣0♦❜❧❡♠ ❧Q"❡♥ ③✉ ❦Q♥♥❡♥

✹✳✶ ❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✇❡✐(❡+❡+ ❖♣❡+❛(♦+❡♥

❩✉❡0"/ ❞❡✜♥✐❡0/ ♠❛♥ ♠✐/ L ✉♥❞ M ′
❛❧"♦ ✇❡✐/❡0❡ ❖♣❡0❛/♦0❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡0 ❇❡0❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡" ❙♣❡❦/0✉♠" ❤✐❧❢0❡✐❝❤

"✐♥❞✿

I =
1

2
(L+M ′) ✭✷✼✮

K =
1

2
(L−M ′) ✭✷✽✮

C = I2 +K2 =
1

2
(L2 +M ′2) ✭✷✾✮

C ′ = I2 −K2 = L ·M ′
✭✸✵✮

✹✳✶✳✶ ❑♦♠♠✉'❛'♦)❡♥ ✈♦♥ I ✉♥❞ K

■♥ ❡✐♥❡♠ ❡0"/❡♥ ❙❝❤0✐// "✐♥❞ ❞✐❡ ❖♣❡0❛/♦0❡♥ I ✉♥❞ K 0❡❧❡✈❛♥/✱ ❞❛ ❛✉" ✐❤0❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡0/❡♥ "♣O/❡0 ♠✐/ ❍✐❧❢❡ ✈♦♥

C ✉♥❞ C ′
❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡0/❡ ❞❡" ❍❛♠✐❧/♦♥♦♣❡0❛/♦0" ❜❡0❡❝❤♥❡/ ✇❡0❞❡♥✳ ❩✉0 ❇❡0❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡0 ❊✐❣❡♥✇❡0/ ✈♦♥ I ✉♥❞

K ✈❡0✇❡♥❞❡♥ ✇✐0 ✐❤0❡0 ❑♦♠♠✉/❛/♦0❡♥✳ ❉✐❡"❡ ❢♦❧❣❡♥ ❞✐0❡❦/ ❛✉" ❞❡♥❡♥ ✈♦♥ L ✉♥❞ M ′
✳ ❆❧" ❙✉♠♠❡✴❉✐✛❡0❡♥③

✈♦♥ ❊0❤❛❧/✉♥❣"❣0QR❡♥ "✐♥❞ "✐❡ "❡❧❜"/ ❡❜❡♥❢❛❧❧" ❡0❤❛❧/❡♥✱ ❞❛" ❤❡✐R/✿

[I,H] = [K,H] = 0. ✭✸✶✮

❆✉R❡0❞❡♠ ❣❡❧/❡♥ ❢70 ✐❤0❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥/❡♥✿

[Ii, Ij ] = i~ǫijkIk ✭✸✷✮

[Ki,Kj ] = i~ǫijkKk ✭✸✸✮

[I,K] = 0 ✭✸✹✮

✼



❉✐❡ ❑♦♠♠✉'❛'♦)❡♥ ✐♥ ✭✸✶✮ /✐♥❞ ♥✉) ❆✉/❞)✉❝❦ ❞❡) ♦✛❡♥/✐❝❤'❧✐❝❤❡♥ ❊)❤❛❧'✉♥❣ ✈♦♥ I ✉♥❞ K✳ ❉✐❡ ❑♦♠♠✉'❛✲

'♦)❡♥ ❞❡) ❑♦♠♣♦♥❡♥'❡♥ ❧❛//❡♥ /✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ✈♦♥ L ✉♥❞ M ′
③✉)@❝❦❢@❤)❡♥✱ ✇✐❡ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐/♣✐❡❧❤❛❢'

❣❡③❡✐❣' ✇✐)❞✳

[I1, I2] = [
1

2
(L1 +M ′

1),
1

2
(L2 +M ′

2)] ✭✸✺✮

=
1

4
[L1, L2] +

1

4
[M ′

1, L2] +
1

4
[L1,M

′

2] +
1

4
[M ′

1,M
′

2] ✭✸✻✮

=
1

2
i~L3 +

1

2
i~M ′

3 ✭✸✼✮

= i~I3

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✹✮ ❜❡❞❡✉'❡'✱ ❞❛// ❛✉❝❤ I ✉♥❞ K ❦♦♠♠❡♥/✉)❛❜❡❧ /✐♥❞✳ ❉❛❤❡) ❦I♥♥❡♥ ✇✐) /✐❡ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥

/✐♠✉❧'❛♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐/✐❡)❡♥✳

✹✳✶✳✷ ❊✐❣❡♥✇❡*+❡ ✈♦♥ I2 ✉♥❞ K2

❉✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡ ✈♦♥ I2 ✉♥❞ K2
❡)❣❡❜❡♥ /✐❝❤ ❞✐)❡❦' ❛✉/ ✭✸✷✮ ✉♥❞ ✭✸✸✮✳ ❉✐❡/ /✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉'❛'♦)❡♥ ❞❡)

❉)❡❤✐♠♣✉❧/❛❧❣❡❜)❛✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ /✐♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡ ❞✐❡ ❞❡/ ❉)❡❤✐♠♣✉❧/♦♣❡)❛'♦)/✱ ❞❛/ ❤❡✐L'✿

i(i+ 1)~2 und k(k + 1)~2, ✭✸✽✮

✇♦❜❡✐ i, kǫ{0, 1

2
, 1, 3

2
, ...} ❣✐❧'✳ ▼✐' ❞✐❡/❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡ ❦I♥♥❡♥ ❥❡'③' ❞✐❡ ✈♦♥ H ❜❡)❡❝❤♥❡' ✇❡)❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❡✐♥

✇❡✐'❡)❡/ ❊✐❣❡♥✇❡)'♣)♦❜❧❡♠ ③✉ ❧I/❡♥✳

✹✳✷ ❇❡%&✐♠♠✉♥❣ ❞❡- ❊♥❡-❣✐❡❡✐❣❡♥✇❡-&❡

▼✐' ❞❡♥ ❖♣❡)❛'♦)❡♥ C ✉♥❞ C ′
❧❛//❡♥ /✐❝❤ ❛✉/ ❞❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡♥ ✐♥ ✭✸✽✮ ❞✐❡ ❊♥❡)❣✐❡❡✐❣❡♥✇❡)'❡ ❜❡)❡❝❤♥❡♥✳ ❆✉/

✭✸✵✮ ❢♦❧❣' ♠✐' ✭✶✽✮✱ ❞❛// I2 = K2
✉♥❞ ❞❛♥♥ ♠✐' ✭✸✽✮ ✉♥❞ ✭✷✾✮ ❢@) ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡ c ❞❡/ ❖♣❡)❛'♦)/ C ✿

c = 2k(k + 1)~2. ✭✸✾✮

❍✐❡) ✐/' ♠✐' ✭✶✽✮ ❡✐♥❣❡✢♦//❡♥✱ ❞❛// ❞❛/ U)♦❞✉❦' ❛✉/ L ✉♥❞ M ✈❡)/❝❤✇✐♥❞❡'✳ ❙♦ ✐/' ❞✐❡/❡ ❊✐❣❡♥/❝❤❛❢' ❛✉❝❤

✐♠ W✉❛♥'❡♥♠❡❝❤❛♥✐/❝❤❡♥ ❙②/'❡♠ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉'✉♥❣✳

❉❡) ❖♣❡)❛'♦) C ❧Z//' /✐❝❤ ♥✉♥ ✇✐❡❞❡) ❞✉)❝❤ ❖❜/❡)✈❛❜❧❡♥ ❛✉/❞)@❝❦❡♥✿

C =
1

2
(L2 +M ′2) ✭✹✵✮

=
1

2
(L2 −

µ

2E
M2) ✭✹✶✮

=
1

2
(L2 −

1

1
(L2 + ~) +

κ2µ

2E
) ✭✹✷✮

= −
µκ2

4E
−

~
2

2
✭✹✸✮

▼✐' ✭✸✽✮ ❧Z//' /✐❝❤ ❞✐❡/ ✉♠❢♦)♠❡♥ ③✉✿

E = −
µκ2

2~2(2k + 1)2
✭✹✹✮

= −
µe4

2(4πǫ0)2~2
1

n2
✭✹✺✮

❉❛❜❡✐ /❡'③' ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐'✐♦♥ ✈♦♥ C ❡✐♥ ✉♥❞ ❡)/❡'③' C ❞❛♥♥ ❞✉)❝❤ /❡✐♥❡ ❜❡❦❛♥♥'❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡)'❡✳ ■♠

❧❡'③'❡♥ ❙❝❤)✐'' ✇✉)❞❡ (2k+ 1) = n ✉♠❜❡♥❛♥♥'✳ ❉❛❜❡✐ ✐/' ③✉ ❜❡❛❝❤'❡♥✱ ❞❛// k ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡/ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡/ ✈♦♥ 1

2

/❡✐♥ ❦❛♥♥✱ n ❞✉)❝❤ ❞✐❡/❡ ❇❡)❡❝❤♥✉♥❣/✈♦)/❝❤)✐❢' ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡ ♥❛'@)❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧ ✐/'✳

✽
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❆❧" ❡""❡♥③✐❡❧❧❡" ❊(❣❡❜♥✐" ❞❡( ❞✉(❝❤❣❡❢0❤(1❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡(❤3❧1 ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥1❡♥ ❊♥❡(❣✐❡✇❡(1❡ ❞❡" ❲❛"✲

"❡("1♦✛"♣❡❦1(✉♠"✳ ❙♦ ❜❡"131✐❣1 "✐❝❤ ❞✐❡ ❛❧❣❡❜(❛✐"❝❤❡ ❋♦(♠✉❧✐❡(✉♥❣ ❞❡( ◗✉❛♥1❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ ❛❧" ❡✐❣❡♥"13♥❞✐❣❡

▼❡1❤♦❞❡ ③✉( B✉❛♥1✐1❛✐✈❡♥ ❇❡"❝❤(❡✐❜✉♥❣ ❞❡( ❲✐(❦❧✐❝❤❦❡✐1✳ ❉✐❡" ✐"1 ❤✐"1♦(✐"❝❤ ♥❛10(❧✐❝❤ ✈♦♥ ❣(♦F❡( ❇❡❞❡✉1✉♥❣

❣❡✇❡"❡♥✳ ❉♦❝❤ ❛✉❝❤ ❤❡✉1❡ ❦❛♥♥ ❞❛(❛✉" ❡✐♥✐❣❡( ◆✉1③❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡(❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐ ♠❛1❤❡♠❛1✐"❝❤❡♥ ❇❡"❝❤(❡✐✲

❜✉♥❣❡♥ ❞❡( ◗✉❛♥1❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ ❦H♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❤❡✉1❡ ♥♦❝❤ ✈❡(✇❡♥❞❡1 ✇❡(❞❡♥✱ ✉♠ J(♦❜❧❡♠❡ ❥❡ ♥❛❝❤ ❜❡""❡(❡( ❲❛❤❧

❡♥1✇❡❞❡( ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ♦❞❡( ❛♥❞❡(❡ ❲❡✐"❡ ③✉ ❜❡"❝❤(❡✐❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐"1 ❞✐❡ ❙13(❦❡ ❞❡( ❛❧❣❡❜(❛✐"❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ "✐✲

❝❤❡(❧✐❝❤ ❞✐❡ ♣(✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐1 ✭❦❡✐♥❡ ■♥1❡❣(❛❧❡ ♦❞❡( ❉✐✛❡(❡♥1✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✮✱ ✇♦❞✉(❝❤ ✉♥1❡( ❯♠"13♥❞❡♥

❞✐❡ ❱❡(✇❡♥❞✉♥❣ ♥✉♠❡(✐"❝❤❡( ▲H"✉♥❣❡♥ ✉♥♥H1✐❣ ✇✐(❞✳ ❉✐❡ ▼♦1✐✈❛1✐♦♥ ❞✐❡"❡( ❆(❜❡✐1 ✐"1 ❛❧❧❡(❞✐♥❣" ❡❤❡( ❡✐♥❡

❛♥❞❡(❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❲❡❣ ❞✐❡"❡( ❇❡(❡❝❤♥✉♥❣ ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥ ❡✐♥✐❣❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥1❛❧❡ ❊✐❣❡♥"❝❤❛❢1❡♥ ♣❤②"✐❦❛❧✐✲

"❝❤❡( ❙②"1❡♠ ❡(❤❛❧1❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐♠ ▲H"❡♥ ❞❡( ❙❝❤(H❞✐♥❣❡(❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡(❜♦(❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤1 ❡" ✇✐❡ ❜❡(❡✐1"

❛♥❣❡❞❡✉1❡1 ✉♠ ❞✐❡ ❱❡(❜✐♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❊(❤❛❧1✉♥❣""31③❡♥✱ ❙②♠♠❡1(✐❡ ✉♥❞ ❊♥1❛(1✉♥❣✳
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③✉❧3""1✳ ❊" ❣✐❧1 ♥3♠❧✐❝❤ l = i+ k = 2 · kǫN✳
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