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Zusammenfassung

Die folgende Arbeit ist im Zuge des Seminars zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten Materie
entstanden und ist eine Verschriftlichung eines Vortrages. Sie behandelt das Vorkommen von Unschérfen

in der klassischen Mechanik und vergleicht diese mit den Unschéirfen der Quantenmechanik.

Sie basiert hauptséchlich auf der Veroffentlichung ” The uncertainty product of position and momentum
in classical dynamics”von A.R. Usha Devi und H.S. Karthik aus dem Jahre 2012.



1 Einfiihrung

Diese Ausarbeitung beschiftigt sich mit zweierlei: Zum einen mit der Beziehung zwischen der klassischen
Mechanik und der Quantenmechanik und zum anderen mit Unschérfen in der klass. Mechanik.

Mit der Quantenmechanik lassen sich mikroskopische Phdnomene in Groflenordnung von Atomen, so-
wie makroskopische Systeme die unseren Alltag betreffen, beschreiben. Die klassische Mechanik hat ihre
Grenzen. Sie ist eine gute Naherung fiir makroskopische Systeme, kann aber falsch werden fiir mikrosko-
pische Systeme. Daher lésst sich die klassische Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik auffassen.
Die spannende Frage ist nun, wie diese Grenzfille aussehen und wo man diese findet.

Diese Ausarbeitung konzentriert sich auf einen besonderen Berithrpunkt beider Theorien: Die Unschérfe.
Nun sind Physiker Unschérfen in quantenmechanischen Systemen gewohnt, im Gegensatz zu Unschérfen
in klassischen Systemen. Wo und wie man diese Unschérfen in klass. Systemen finden kann, wird im

Folgenden erlautert.

2 Beziehung zwischen klassischer Mechanik und

Quantenmechanik

2.1 Grenzfille

Es existieren verschiedene Mo6glichkeiten, von der Quantenmechanik in die klassische Mechanik iiberzugehen.

Ein Beispiel ist das Ehrenfest-Theorem.

Auf dieses wird im néchsten Abschnitt ndher eingegangen.

2.2 Ehrenfest-Theorem

Die mathematische Formulierung des Ehrenfest-Theorems fiir den Erwartungswert eines beliebigen Ope-
rators O hat folgende Gestalt:
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Es gilt fiir lineare und quadratische Potentiale (F'(Z)) = F'({Z)), dies ist aber nicht allgemein giiltig.
Dadurch ldsst sich mit Hilfe des Ehrenfesttheorems eine klassische Bewegungsgleichung herleiten, die dem
2. Newton’schen Axiom entspricht. In Worten gefasst bedeutet dies, dass sich der Erwartungswert der
Position eines Teilchens auf einer klassischen Bahn bewegt.

Jedoch:Fiir stationédre Zustédnde in Systemen mit Symmetrie z <+ —z sind () und (p) null! Also erhélt

man mit Hilfe des Ehrenfest-Theorems keinerlei niitzliche Information {iber solche Systeme.

2.3 Unschirfen

Nun sollen also die Unschérfen als Beriihrpunkt der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik fiir
stationdre Systeme betrachtet werden.

Das Heisenbergsche Unschérfetheorem wurde 1927 von Werner Heisenberg formuliert. Es besagt, dass
z.B. Ort und Impuls eines Teilchens gleichzeitig nicht beliebig scharf bestimmbar sind.
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Es besteht also ein gewisses ” Trade-off” Prinzip zwischen beiden Grofien: Je genauer der Ort des Teilchens

bestimmt wird, desto ungenauer wird sein Impuls und umgekehrt.

3 Unschiarfen in der klass. Mechanik

Im Folgenden werden Bedingungen formuliert, unter denen Unschérfen in der klass. Mechanik zu finden
sind.

Dann werden die klass. Unschéirfen mit den quantenmechanischen verglichen, um die neuen Grenzfille
zu identifizieren.

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir die Position x eines einzelnen Teilchens:
PP (wt) = 0[z — a(t)] (10)

— Keine Unschérfe!

Dieses Ergebnis war zu erwarten, da in der klassischen Mechanik Ort und Impuls eines Teilchens beliebig
genau bestimmbar sind.

Es gilt also eine Voraussetzung zu schaffen, in der Unschérfe in einem klass. System zu finden ist. Dies lésst

sich durch die Betrachtung eines Teilchenensembles mit gleicher konstanter Energie, aber unterschiedlicher



Anfangspositionen bzw. Anfangsbedingungen erreichen.
Fiir dieses Ensemble gilt:

Porp(x,p) o< 0 [2]?; +V(z)— E} (11)

Fiir diese Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ensembles gilt die Liouville-Gleichung:

dPor(x,p
WLLED) _ {pey ) ) = 0 (12
Dabei ist {...} die Poisson-Klammer.

Da die Unschérfe {iber Varianzen berechnet werden soll, benstigen wir die Erwartungswerte (), (x2),
sowie (p) und (p?). Dazu wird iiber Pop(z,p) iiber p integriert, um Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir

Position x zu erhalten:

Por(x /dpPCL x,p) = const. - | dpd {2 +V(x) — } (13)
= const. - dp2m5 2+ 2m[V(z) — E)) (14)
=const. -\ | =77 o V /dp (p++2m[E -V (z)])+d(p 2m[E — V(:c)])] (15)

E— V( ) (16)

Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion gilt nur im klass. erlaubten Gebiet E > V(z) und ist ansonsten null!
N stellt hier einen Normierungsfaktor dar, der so gewihlt ist, dass das Integral iiber die Wahrschein-
lichkeitsfunktion in dem klassisch erlaubten Gebiet auf 1 normiert ist, da sich das Teilchen irgendwo
innerhalb dieses Bereiches aufhalten muss.

Mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Position x lassen sich (x) und (z2) berechnen.

Wegen der Struktur von Pep(x,p) lisst sich der Erwartungswert einer beliebigen Funktion F(z,p) und
insbesondere von (p) und (p?) direkt aus Por(z) ohne explizite Kenntnis von Poy(p) berechnen:

z,p) CL—/dl‘/dpPCL z,p) F'(x,p) (17)
2/deCL( )[F (x - 2m[E7V(z)]) +F(:z:, 2m[E7V(:z:)])} (18)

Das Grundwerkzeug um Unschérfen in der klass. Mechanik berechnen zu koénnen, ist nun gelegt. Im
nichsten Abschnitt werden konkrete Beispiele berechnet.

4 Beispiele

4.1 Harmonischer Oszillator
4.1.1 Berechnung der klassischen Unschirfe

Fiir den harmonischen Oszillator werden in den Ausdruck Pop(z) = die bekannten Grofien der

1/E V(z)

Energie und des Potentials des harmonischen Oszillators E = mw?A? /2 und V (x) = mw?x? /2 eingesetzt.



Man erhélt

1
et = 19)
Es werden die dimensionslosen und skalierten Variablen
T b
X==,P= 20
A 2mE (20)

eingefiihrt. Ziel ist es, dass Produkt (AX)%, (AP)%, zur Bestimmung der Unschérfe zu berechnen.

A ist die Amplitude der Oszillatorschwingung. Das Teilchen darf sich in der klass. Mechanik nur im
Bereich —A < z < A aufhalten.

Daher wird zur Berechnung der Erwartungswerte von —A bis A integriert.

Berechnung der Erwartungswerte:

A
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Die Varianzen lassen sich nun mit folgender Vorschrift berechnen:
1
(AX)QCL = <X2>CL - <X>QCL = DX (25)
1
(AP)%'L = <P2>CL - <P>%'L = by (26)
Daraus resultiert
2 2 1
= (AX)zL(AP)ep = 1 (27)
Man erhélt also fiir das klassische Ensemble im harmonischen Oszillatorpotential eine Unschérfe!
Diese Unschérfe wird nun mit der im quantenmechanischen System verglichen.
4.1.2 Berechnung der quantenmechanischen Unschérfe
Mit der bekannten Energie E,, = (n 4+ 1/2)hw fiir den quantenmechanischen Oszillator ergibt sich
2F, o2n + 1)h
A, = 2:\/(7”) (28)
mw mw

und damit die neuen dimensionslosen und skalierten Variablen

A mw D _ P
X=1 (2n+1)h’ P= v (2n+1)hmw



Es folgt die Berechnung der Erwartungswerte von X, X2 P und P? fiir stat. Zustéinde U, (x):

(K)on = ‘/(27;”:1)}1/1 4], (2)2x = 0 (20)
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Damit erhilt man nach analoger Berechnung zum klassischen Fall:

1

(AX)EQM(AP%M =7

1 (33)

Also erhélt man fiir den Fall des stationéren harmonischen Oszillators die gleichen Unschérfen in klassi-

scher Mechanik und Quantenmechanik.

4.2 Eindimensionaler Potentialtopf
4.2.1 Berechnung der klassischen Unschirfe

Fiir einen symmetrischen, unendlichen Potentialtopf gilt

0 fir —L/2<z<L/2,
V(z) = ir—L/2<a <L (34)
oo fir|z| > L/2.

mit der dazugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion

1/L  fir|x| < L/2,
0 fir|z| > L/2.

daraus ergeben sich die neuen Variablen

z p
X = — P =
L/2’ 2mE (36)
Berechnung der Erwartungswerte:
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Daraus resultiert die Unschérfe

1
(AX)2(AP)2, =

4.2.2 Berechnung der quantenmechanischen Unschirfe

Fiir die Berechnung in der Quantenmechanik brauchen wir die Losungen gerader und ungerader Paritét

der stationédren Schrodingergleichung. Diese sind wie folgt
(+) — /2
P = 7 cos(nmx/L) n=1,3,5,...,
= /24 _
Yy ) = 7 sin(nmz/L) n=246,...,

mit der entsprechenden Energie

n2m2h?
" omL?
erhalten wir die dimensionslosen Variablen
o & 5 D P
X = — P = =
L/2’ 2mE, nmh/L

Damit lassen sich die Erwartungswerte berechnen:
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Daraus resultiert die Unschéirfe
1 2

3 n2n?

(AX)EQM(AP)%M = ( ) -1

Fir n — oo:

, 5 . 1
lim (AX)% (AP)Hy = 3

n—oo

Dies liefert das gleiche Ergebnis wie im klassischen Fall!

(42)

(43)

(50)

(51)

Das heifit, man findet in diesem quantenmechanischen System fiir n — oo die gleiche Unschirfe wie in

dem betrachteten klassischen Fall.



5 Zusammenfassung

Es gibt also gewisse Beriihrpunkte zwischen der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik.

Einer dieser liegt also in der Unschérfe verschiedener Systeme.

Es ist also moglich, bei der Betrachtung eines klassischen Teilchenensembles gleicher Energie aber ver-
schiedener Anfangszustinde eine Ort-Impuls-Unschérfe zu finden, die der in der Quantenmechanik gleicht,

bzw. ebenfalls durch die Quantenmechanik erreicht werden kann.

In dieser Arbeit wurde nur ein quadratisches und ein lineares Potential fiir stationére Systeme untersucht.

Fiir eine néhere Betrachtung dieses Grenzfalles wire eine Untersuchung weiterer Potentiale interessant.
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