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1 Einleitung

Die Beschreibung des Wasserstoffatoms auf Basis der Quantenmechanik hat die atomaren Eigen-
schaften fundamental erklart und unser Bild von Atomen von Grund auf verdndert. Die Grundlage
war dabei die Schrédingergleichung, die schon fiir das Wasserstoffatom nicht allzu leicht zu 16sen
ist. Tatsdchlich erkennt man schnell, dass das Wasserstoffatom das einzige Atom ist, fiir das die
Schrédingergleichung analytisch 1osbar ist, da es sich bei allen anderen Atomen nicht mehr um
Zwei-Korper-Probleme handelt. So ist auch klar, dass es fiir kompliziertere Molekiile, die fiir Reak-
tionen der Materie ausschlaggebend sind, auch keine analytisch exakte Losung geben wird. Daher
wird sich dieser Beitrag im Rahmen des Seminars zur Theorie der Atome, Kerne und kondensierten
Materie damit beschéftigen, erste Naherungsverfahren fir die Molekiilberechnungen zu liefern.

2 Die Born-Oppenheimer Niherung

Da unser Ziel die Beschreibung von Molekiilen ist, wihlen wir folgendes System:

Wir betrachten ein System von N Kernen an den Positionen R; und n Elektronen an den Positionen
7;. Um die Gesamtwellenfunktion des Systems kompakter zu beschreiben, fiihren wir N- und n-
dimensionale Vektoren fiir die Gesamtkonfigurationen der Kerne und Elektronen ein mit R =
(]%1, ﬁg, ..)und 7:= (7,7, ...). Betrachten wir nun die zeitabhéngige Schrodingergleichung

ma‘ma%m — HO(R, ) (1)

Der Hamiltonoperator H unseres Gesamtsystems hat dabei folgende Gestalt.
1 = T (B) + To(7) + Vin (B) + Ve (7) + Ven (R, 7) (2

Dabei beschreibt T}, die kinetische Energie der Kerne durch
N

P 1
Tu(R)y==> 5t Tt (3)
I=1

wobei Ay den Laplace-Operator beziiglich der Koordinaten des I-ten Kerns und M; die Kernmasse
beschreiben. T, beschreibt analog die kinetische Energie der Elektronen.

Tn(ﬂ = - Z
i=1

Die Terme der potentiellen Energie besphreiben die Coulomb-Wechselwirkung der TeilAchen. Vm
ist die Abstofung unter den Kernen, V.. die Abstofung unter den Elektronen und V,,. ist die
anziehende Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen. Sie haben folgende Gestalt:
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Zu erwédhnen ist, dass der oben beschriebene Hamilton-Operator in atomaren Einheiten angegeben

ist. Das bedeutet, dass - zur vereinfachten Schreibweise - alle auftretenden Konstanten 7’1—2 und

62

Trco auf 1 gesetzt wurden.

Zu beachten ist, dass in unserem Hamilton-Operator weder der Spin noch relativistische Effekte
beriicksichtigt sind. Effekte wie Spin-Bahn-Kopplung werden also durch die hier besprochenen Me-
thoden sicherlich nicht erklart.

Weiterhin ist zu erkennen, dass der oben genannte Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhédngig
ist. Daher kénnen wir von der zeitabhéngigen zur zeitunabhéngigen Schrédingergleichung tibergehen,
sodass wir uns im Folgenden mit der Lésung von

H®(R,7) = E*'®(R,7) (8)

beschéaftigen werden.

2.1 Born-Oppenheimer-Ansatz

Zur Losung dieser Gleichung dient nun der Born-Oppenheimer-Ansatz, der eine Separation von
Kern- und Elektron-Wellenfunktion vorsieht:

Ansatz : ®(R,7) = U(R,7)x(R) (9)

mit der Kernwellenfunktion X(R) und der Elektronwellenfunktion W(é, 7). Es mag nun auffallend
sein, dass ¥ noch immer von R abhéngt, aber wir werden spéter sehen, dass die Kernpositionen
innerhalb der Born-Oppenheimer-Naherung nur als Parameter und nicht als Variablen auftauchen.
Setzen wir nun den Separationsansatz in die Schrodingergleichung ein, so erhalten wir

[T(B) + H U (R, 7)x(R) = B*" (R, 7)x(R) (10)
T (W (R, 7 x(R)) + Ho (W (R, 7)x(R)) = E"" W (R, 7)x(R). (11)

Dabei wurde der Hamiltonoperator aus Gl. in zwei Teile aufgeteilt, in den kinetischen Anteil
der Kerne und einen Elektron-Hamiltonoperator H, fiir feste Kerne. Betrachten wir nun zunéchst
den rechten Term auf der linken Seite der Schréodingergleichung:

H(U(R,P)x(R)) = x(R)H (R, 7),

das bedeutet, dass H, keinen Einfluss auf die Kern-Wellenfunktion hat, da H, ja gerade der Anteil
der Elektronen ist. Betrachten wir als néchstes den zweiten Teil.

T, (U (R, 7)x(R)).
Dieser Teil enhalt im Wesentlichen Ausdriicke wie
V21 0x = x(V210) + 2(V ) (Vi9) + (V3 x)

Die Born-Oppenheimer-Néherung besteht nun darin, dass alle Terme, die VU enthalten, ver-
nachlissigt werden. Das bedeutet, dass die Anderung der Elektronwellenfunktion beziiglich der
Kernkoordinaten vernachléassigt wird. Dies lasst sich hauptsédchlich dadurch begriinden, dass die
Kerne wesentlich massereicher sind als die Elektronen und sich daher wesentlich langsamer bewe-
gen. Das fiihrt dazu, dass die Relativbewegung der Elektronen zu den Kernen nahezu unveréndert

—

bleibt. Fiir die Elektronen sind die Kerne quasi fix, was dazu fithrt, dass R — wie vorhin erwéhnt



— nur noch ein Parameter der Elektronwellenfunktion ist. Damit reduziert sich auch der zweite
Term zu einem Ausdruck W7, x. Das fiihrt zur vereinfachten Gleichung

— ~

U(R, M Tux(R) + x(R)H. U (R, 7) = E""U(R,7)x(R)

PR = + A Etot
x(R) U(R,7)

= HE‘I’S ’7:‘) — Etot _ THXER) (12)
U(R,T) X(R)

Betrachtet man nun Gl(, so erkennt man, dass die rechte Seite einzig von R abhéngt, weshalb

—

dies auch fiir die linke Seite gelten soll. Die Konstante bezeichnen wir mit E(R):

HV(R,7) _ B
W(R,7)

= H,Y(R,7) = E(R)¥(R,7) (13)

Nun kénnen wir sehen, dass sich die linke Seite von Gl. umformen ldsst zu Gl. , welche
eine Schrodingergleichung fiir das Elektronensystem mit dem Hamiltonoperator H, fiir feste Kerne
beschreibt. Betrachtet man analog die rechte Seite von Grl.7 so erhélt man

[T0(R) + B(R)]x(R) = E"'x(R). (14)

2.2 Interpretation der Born-Oppenheimer-Niherung

Nach Vernachlissigung der Anderung der Elektronwellenfunktion beziiglich der Kernkoordinaten
lieB sich das Problem der Schordingergleichung fiir die Gesamtwellenfunktion in zwei separate
Probleme aufteilen. So erhdlt man in Gl. die Schrodingergleichung fiir das Elektronensystem,
welche die Energie in Abhéngigkeit der Kernabstinde R liefert. Diese Energie £ (ﬁ) nimmt dann
in Gl. fir die Kernwellenfunktion die Rolle eines Potentials ein. Diese Gleichungen lassen sich
also so interpretieren, dass die Elektronbewegung fiir feste Kerne eine Potentialflache liefert, auf
der dann die Kernbewegung verlduft. Damit liefert Gl. das Potential, in dem sich die Kerne
bewegen. Daher ist im Rahmen der Born-Oppenheimer-Naherung zunéchst das Elektronenproblem
zu losen. Deshalb soll es in dieser Ausarbeitung allein um die Elektronenstrukturrechnungen der
Molekiile gehen, wir werden also im Folgenden versuchen Gl. zu 16sen.

2.3 Das Hartreeprodukt

Als ersten Ansatz zur Losung des Elektronenproblems, macht man folgende Annahme. Der Hamil-
tonoperator H (der Index bei H, wird im Folgenden weggelassen) sei einzig aus Hamiltonoperatoren
einzelner Elektronen zusammengesetzt:

n
=3h
i=1



Dabei habe jeder Operator sz die Gestalt iLi = {; + 9; + v, wobei t; die kinetische Energie des
Elektrons ist, 9; das Potential des Elektrons im Feld aller Kerne und v eine Konstante, die z.B.
ein gemitteltes Potential des i-ten Elektrons im Feld aller anderen Elektronen beinhalten kann.
Wichtig ist hier, dass keine explizite Wechselwirkung zwischen den Elektronen vorliegt, sodass
der Hamiltonoperator vollstdndig separiert. Nehmen wir nun an, dass zu jedem Ein-Elektron-
Hamiltonoperator h; die Losung ¢;(7)o (i) bekannt ist. Dabei enthélt o(i) die Spin-Information.
Zur Vereinfachung fassen wir Orts- und Spin-Information zusammen durch

¢i(xi) := ¢i(Fi)o(i). (15)

Seien die ¢; also nun bekannt, so setzt sich die Gesamtwellenfunktion durch ein einfaches Produkt
der ¢; zusammen, da der Hamiltonoperator vollstdndig in die h; separiert:

\I/HP(Xl,XQ, ) = ¢71(X1) . ¢2(X2) LN (16)

Dabei nennen wir ¥7* das Hartree-Produkt. Damit haben wir das Problem darauf reduziert,
dass die Ein-Elektron-Wellenfunktionen ¢; gefunden werden miissen. Eine relativ einfache Methode
wird im Folgenden Kapitel betrachtet.

3 Die LCAO-Niherung

Eine gebréuchliche Methode, die Ein-Elektron-Wellenfunktionen anzundhern, ist die Methode der
Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO), bei der die ¢; durch eine Linearkombina-
tion von Atomorbitalen angendhert werden. Im Allgemeinen koénnen diese atomaren Orbitale jede
Gestalt haben. Aber hier soll eine andere, dem Wortsinn her intuitivere Ndherung gemacht werden,
indem die aus der Atomphysik bekannten Orbitale benutzt werden.

3.1 Linearkombination von Atomorbitalen

Seien nun Y, die Orbitale der s-,p-,d-,...Orbitale aus der Atomphysik, so stellen wir die gesuchten
Wellenfunktionen dar als

bi = ZC#X# (17)
“w

Die Bestimmung der Koeffizienten geschieht nun durch Minimierung der Energie im Zustand ¢;
nach Ritz-Rayleigl”E Dazu betrachten wir also

hi ¢z‘> D Gl <Xu ‘ hi Xy>
€; < =

(01
o <¢1 ‘ ¢z> Z#,y CZCV <Xlt | XV>

)

Dabei ist €; der Eigenwert zum Hamiltonoperator h;. Nach Umbenennung mit H,,, := <Xu ’ h;

und Sy, = (x| x») erhalten wir den Ausdruck

*
ZH,V CMCVHMV

" .
2 i CiCr Sy

L8], Seite 235



Dieser Ausdruck ist nun zu minimieren, weswegen jede Ableitung 32; Vk durchgefiihrt wird und

gleich 0 gesetzt wird. Fir ein spezielles k liefert das nach Quotientenregel
ie e Hu 2, e Hi] 3, e S — [, 60" Sue + 22, oSl - 30, cliev Huw
dcg " (2,00 ChevSuw)?

D T D Dl D S LoD D Gl A A
D ChCv S ! > €S

& Zcﬂ*(HMk — eiSuk) + ZCV(H]CV —€.5k,) =0 (18)
w v

In Gl. ist zu sehen, dass der linke Ausdruck das komplex konjugierte des rechten ist, weswe-
gen beide gleichermafien verschwinden miissen. Damit erhalten wir fiir jedes k die sogenannten
Sdkulargleichungen

ZC,U,*(H,U.k - eiSuk) =0 (19)
n

Man erhélt also ein lineares Gleichungssystem, das zu losen ist. Damit nicht-triviale Losungen
existieren, muss die Determinante der betrachteten Matrix verschwinden. Bezeichnet man mit H,,,
die Matrix der Elemente H,,, und analog S,,,, so lasst sich die Séikulardeterminante formulieren:

det(H,, —€S,,) =0 (20)

Damit lassen sich nach Auswertung der Elemente H,, und S,, mit Hilfe der Sékulardeterminante
die Energien und mit den Sakulargleichungen die Koeffizienten bestimmen. Dies soll nun an einem
einfachen Beispiel gezeigt werden.

3.2 Das Diwasserstoff-Ion

In der Molekiilphysik nimmt das Diwasserstoff-Ion die Rolle des Wasserstoffatoms in der Atomphy-
sik ein, da dieses Molekil das einzige ist, das innerhalb der Born-Oppenheimer-Né&herung analytisch
gelost werden kann. Die Schwierigkeit innerhalb der LCAO-Néaherung liegt natiirlich in der Wahl
der Basis. Je grofler die Basis, desto genauer kann der Zustand approximiert werden, desto gréfer
wird aber auch der Rechenaufwand. So wéhlt man standardméfig als Basis die atomaren Orbi-
tale des neutralen Molekiils im Grundzustand. In unserem Falle wiren das also fiir H;r die zwei
identischen 1s-Niveaus des Wasserstoffs. Damit ist unser Ansatz

¢1 =ci1x1 + caX2

Betrachten wir nun die Matrizen H,, und S
zwei 1s-Niveaus besteht:

_(Hyui Hip (1 S8
= (3 52 s = (5 1)

mit Hy, = <X1‘B‘X1> = Hyy, Hip = <X1‘]A1’X2> = Hoy, S := (x1|x2) und {x1|x1) =
<X2|X2> =1

uv, 50 sind diese symmetrisch, da unsere Basis aus



3.2.1 Die Energiewerte

Dies wird nun in die Sdkulardeterminante eingesetzt, sodass wir als Bestimmungsgleichung der
Energie ¢ folgendes erhalten:

Hll—e H127€S _
det<H12—€S Hll—e)_o

Hyy = Hyo
TET xS

Dies sind nun die moglichen Energien, die unser System annehmen kann. Das Uberlappungsintegral
S und die Integrale Hyo und Hi; kénnen in Abhédngigkeit des Kernabstandes ausgewertet werden,
sodass sich die Energieverldufe in Abb[I] ergeben.
Es ist zu sehen, dass der zu e gehorige Zu-
E stand (¢4 ) ein Minimum aufweist, weswegen er
als stabil bzw. als bindend bezeichnet wird.
Der zu e_ gehorige Zustand ¢_ hingegen weist
kein Minimum auf, weswegen das Molekiil mit
dieser Energie dissozieren wiirde. Daher nennt
man diesen Zustand antibindend. Berechnet
man den analytischen Wert der Grundzustand-
senergie im Minimum von e, so erhélt man
€ = 0,27hcRyy, experimentell findet man aber
e = 0,33hcRy2. Dabei ist h das Plancksche
Wirkungsquantum, ¢ die Lichtgeschwindigkeit
und Ry die Rydberg-Konstante. Hier ist schon
R zu erkennen, dass die quantitativen Aussagen
dieser Theorie schon beim einfachsten Beispiel
merklich vom experimentellen Resultat abwei-
chen. Wir werden allerdings sehen, dass diese
Abbildung 1: Zustandsenergien im Theorie eine gute Ubers%cht iiber die qualitati-
Diwasserstoff[I] ve Elektronenstruktur gibt.

E+

3.2.2 Die Elektronenkonfiguration

Dazu betrachten wir nun Gl. fir unser be-
trachtetes Beispiel. Setzt man die erhaltenen Energien €4 in GL.(19) ein, so erhalten wir die Koef-
fizienten cq, ca:

c1 = =tco (21)

Dies fithrt nun dazu, dass wir die Zustédnde ¢ = ¢1(x1 + Xx2) und ¢_ = ¢;(x1 — Xx2) graphisch in
Abb[l darstellen kénnen.

Dabei bezeichnen A und B die Positionen der Atomkerne. Es ist zu erkennen, dass in der bin-
denden Konfiguration auch iiberall zwischen den Kernpositionen eine endliche Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit vorliegt, in der antibindenden Konfiguration liegt allerdings eine Knotenebene vor,
was den antibindenden Charakter nochmal verdeutlicht.

2[2], S.259
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Abbildung 2: Bindender und antibindender Zustand innerhalb der LCAO-N&herung [1]

3.2.3 Das MO-Diagramm

Um nun die gesamten Ergebnisse der Untersuchung zu visualisieren zeichnet man das sogenannte
Molekiilorbital-Diagramm, in dem die Energien qualitativ eingezeichnet sind und die Elektro-
nenbesetzung aufgefiihrt ist. Das MO-Diagramm fiir das Diwasserstoff-Ion ist in AbbJ3|abgebildet.

Abbildung 3: MO-Diagramm von H* 5 [I]

3.3 Das Heliummolekiil

Dabei sind links und rechts die Energienive-
aus und Elektronenbesetzungen der zur Bin-
dung beitragenden Atome eingezeichnet. In
der Zwischenebene sind dann die zu den Aus-
gangsniveaus qualitativ gelegenen Energienive-
aus des Molekiils eingezeichnet. Es ist zu erken-
nen, dass die Molekiilenergie des bindenden Zu-
stands niedriger, also giinstiger, ist als die Ener-
gien des Ausgangszustands. Die Besetzung der
Molekiilorbitale erfolgt dann analog zur Atom-
physik nach den Hund’schen Regeln.

Wir kénnen nun die Ergebnisse aus dem vorigen Teil nutzen, um Aussagen iiber das Heliummolekiil
zu treffen. Die Rechnungen innerhalb der LCAO-Néaherung fiir das Heliummolekiil laufen vollig
analog ab, da im Grundzustand auch nur 1s-Orbitale besetzt sind. So kann das MO-Diagramm
aus Abb[3] einfach so erweitert werden, dass die vier zur Verfiigung stehenden Elektronen auf die
Orbitale aufgeteilt werden. Da nach den Hund’schen Regeln in jedem Orbital zwei Elektronen (Spin
Up und Spin Down) vorliegen konnen, sind beide Molekiilorbitale besetzt wie in Abb zu sehen ist.

He

Abbildung 4: MO-Diagramm des Hes [1]

Damit sind bindender und antibindender Zu-
stand vollig besetzt. Wir fiihren nun die Bin-
dungsordnung b ein, um Aussagen iber die
Bindungsstéarke des Molekiils zu treffen.

n—n*

b= :
2

(22)

wobei n die Anzahl der besetzten bindenden und
n* die Anzahl der besetzten antibindenden Orbi-
tale bezeichnet. Da bei He, diese Anzahlen gleich
sind, resultiert daraus eine Bindungsordnung von
0, das Molekiil ist also nicht gebunden. Dies ist



genau das, was in der Natur vorgefunden wird, da Helium ein Edelgas ist, das nicht ohne Energie-
zufuhr eine Bindung eingeht.

3.4 Nomenklatur der Molekiilorbitale

In Abb[3 wurden die Molekiilorbitale als sogenannte o-Orbitale gekennzeichnet. Dabei ist ein o-
Orbital ein bindendes und ein o*-Orbital ein antibindendes. Die Nomenklatur ist ein Resultat aus
der LCAO-Niherung, da nur solche Uberlagerung zweier Orbitale einen Beitrag liefern, die dieselbe
Symmetrie beziiglich der Molekiilachse aufweisen. Fiir eine rechnerische Begriindung dieses Resul-
tats sei auf [2] verwiesen. Uberlagerungen von zur Molekiilachse rotationssymmetrischen Orbitalen
(wie das 1s-Orbital) werden als o-Orbital bezeichnet. Eine Illustration ist in Abb) gezeigt. Zur
Molekiilachse nicht rotationssymmetrische Orbitale werden als w-Orbitale bezeichnet. Diese liegen
z.B. in der 2p-Schale vor, in der drei energetisch dquivalente Zustéinde in den drei Koordinatenrich-
tungen vorliegen, wovon nur eine zu einer o-Bindung beitragen kann. m-Bindungen sind in Abb)
illustriert.

O

—_—
»-» <
6o —_—

(a) (b)

Abbildung 5: o- und 7-Orbitale *

3.5 Stickstoff- und Sauerstoffmolekiil

Zum Abschluss der LCAO-Methode wollen wir uns nun noch die MO-Diagramme etwas komplexe-
rer Molekiil ansehen. Dazu sind in Abb@ die MO-Diagramme von Ny und O dargestellt. Hier treten
zum ersten mal 7-Orbitale auf, da in Stickstoff und Sauerstoff auch die 2p-Orbitale besetzt sind.
Die Uberlagerungen durch die 2s-Orbitale sind natiirlich véllig analog zu denen der 1s-Orbitale.
Im 2p-Orbital gibt es - wie oben erwéhnt - ein Orbital, das rotationssymmetrisch zur Molekiilachse
ist, weswegen eine o- und 2 w-Bindungen entstehen. Nicht offensichtlich ist die relative Lage der
Energien der 02p- und 72p-Orbitale zueinander. Ob nun die 72p- oder die 02p-Orbitale energetisch
niedriger liegen, muss durch exakte Berechnungen der jeweiligen Sékulardeterminanten geschehen.
Fiir die entsprechenden Berechnungen sei wieder auf [2] verwiesen, wo detailierte Ausfithrungen
zum Thema der LCAO zu finden sind.

Nun wollen wir aber Eigenschaften der Molekiile aus den MO-Diagrammen ableiten und betrachten
wieder die vorher eingefiihrte Bindungsordnung b. So lisst sich aus Abb[f] sofort die Bindungsord-
nung berechnen:

b(09) =2 <O:O> b(Ny) =3 IN=—=N]|

4http://groups.uni-paderborn.de/cc/lehrveranstaltungen/_aac/vorles/skript /kap_4/kap4_1/lcao_hom.html
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Abbildung 6: MO-Diagramme vom Stickstoff- und Sauerstoffmolekiil [I]

Rechts neben den Bindungsordnungen sind die Lewis-Formeln der Molekiile gezeichnet, um zu
zeigen, dass die hier eingefiihrte Bindungsordnung mit der Bindungsordnung durch die Lewis-
Schreibweise identisch ist. Es lassen sich aber weitere Eigenschaften ableiten. So ist beim Stickstoff
zu sehen, dass die Elektronenspins kein resultierendes magnetisches Moment beitragen, da jedes
Orbital vollbesetzt ist. Im Sauerstoff hingegen sind die beiden antibindenden 72p-Orbitale nur
einfach besetzt, weswegen ein endliches magnetisches Moment auftritt, das auf ein Magnetfeld rea-
giert. Dies beschreibt genau den paramagnetischen Charakter von gasférmigem Sauerstoff, welcher
bei Stickstoff nicht zu finden ist.

4 Die Hartree-Fock-Methode

Das vorige Kapitel gab durch die LCAO-Naherung ein Naherungsverfahren der Molekiilorbitale,
welches aber schon fiir das einfachste Molekiil keine exakten Ergebnisse lieferte. Im Folgenden soll
eine weitere, bessere Methode zur quantitativen Berechnung der Elektronenstruktur eingefiithrt wer-
den. Wir iiberlegen zunéchst, welche Annahmen der LCAO-Néherung zu fehlerhaften Ergebnissen
gefithrt haben.

4.1 Die Slater-Determinante

Wenn wir uns an Kapitel 2.3 erinnern, so hatten wir als Ausgangspunkt fiir die Gesamtwellenfunk-
tion das Hartreeprodukt WH* = ¢, (x1) - ¢2(x2) - ... gewiihlt. Betrachten wir nun exemplarisch ein
Zweielektronensystem mit WL = ¢ (x1) - ¢2(x2). Nun muss nach dem Pauli-Prinzip die Gesamt-
wellenfunktion fiir Elektronen total antisymmetrisch sein. Betrachtet man nun aber das Verhalten
von WILF unter Vertauschung der Teilchen, so ergibt sich

WP = ¢1(x2)da(x1) # — V. (23)

Damit ist die Wellenfunktion nicht total antisymmetrisch und erfillt damit nicht das Pauli-
Prinzip. Innerhalb der LCAO-Nédherung in Kapitel 3 mussten wir im MO-Diagramm auch die
Spin-Information nachtriaglich beriicksichtigen, indem wir die Orbitale nach den Hund’schen Re-
geln aufgefiillt haben. Zur besseren Beschreibung des Elektronensystems suchen wir also nun eine
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Wellenfunktion, die in jedem Fall total antisymmetrisch ist. Fir das Zweielektronensystem erfiillt
das folgende Linearkombination:

U(x1,%x2) = %(¢1(X1)¢2(X2) — ¢1(x2)¢2(x1))

_ 1 b1(x1)  ¢1(x2)
V2 det (¢2(X1) ¢2(X2)>

Dieser Ausdruck wird Slaterdeterminante genannt und impliziert die Antisymmetrisierung. Die-
se Determinante lédsst sich auf ein System von n Elektronen ausweiten durch die allgemeine Sla-
terdeterminante W50,

p1(x1)  d1(x2) ... ¢1(xn)
uSD — % det P2(x1)  P2(x2) ... P2(xn) (24)
. ¢n(X1) ¢n(x2) ¢n(xn)

Es bleibt nun zu zeigen, dass die Slaterdeterminante in jedem Fall das Pauli-Prinzip erfiillt. Betrach-
ten wir Teilchenvertauschung, so entspricht das genau einer Spaltenvertauschung in Gl.. Nun
ist aus der linearen Algebra bekannt, dass die Determinante bei Spalten- oder Zeilenvertauschung
gerade das Vorzeichen wechselt, damit ist die SD antisymmetrisch unter Teilchenvertauschung.
Tritt der Fall auf, dass zwei Elektronen im selben Zustand sind mit ¢; = ¢y, fiir ein [ und k, so sind
zwei Teilen identisch, die Zeilenvektoren also nicht linear unabhéngig. In diesem Fall verschwindet
die Determinante und die Wellenfunktion liefert mit ¥P = 0 ein unphysikalisches Ergebnis.
Insgesamt erfiillt also die Slaterdeterminante das Pauli-Prinzip und das Problem der Antisymme-
trisierung der Wellenfunktion ist behoben.

4.2 Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Ein weiteres Problem war die Vernachléssigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung im Elektron-
Hamiltonoperator, was uns erst den Produktansatz als Hartreeprodukt moglich machte. Nun er-
weitern wir den Hamiltonoperator auf

H:Zﬁ(z‘)JrZ%, (25)
i=1 j>i Y

wobei r;; der Abstand der Elektronen ¢ und j ist. Das Ziel ist nun im Folgenden, den Grundzustand
zu diesem Hamiltonoperator zu finden. Das Entspricht der Minimierung des Erwartungswertes des
Hamiltonoperators

Ey= min <\I/)H‘\I/>
(W W)=1

4.3 Die Hartree-Fock-Niherung

Die Hartree-Fock-Naherung besteht nun darin, dass davon ausgegangen wird, dass die Gesamtwel-
lenfunktion eine Slaterdeterminante sein muss, da diese die Antisymmetrisierung impliziert. Aufler-
dem sollen die ¢;, aus denen die Slaterdeterminante gebildet wird, orthonormal mit (¢; | ¢;) = J;;
sein. Insgesamt besteht die Hartree-Fock-Naherung darin, dass der Ausdruck

E():I\I?Sig<\lf‘]f[’\ll> (26)

12



mit der Methode der Lagrange-Operatoren fiir die Nebenbedingung (¢; | ¢;) = 0;; und Varia-
tionsrechnung fir ¢; — ¢; + d¢; minimiert wird. Da die Rechnung relativ komplex ist und rein
mathematische Konzepte benutzt, sei fiir eine relativ kompakte Ausfithrung auf [3] und fiir eine sehr
ausfiihrliche Ausfiihrung auf [4] verwiesen. Wir wollen uns hier damit begniigen, das Ergebnis dieser
Minimierung des Erwartungswertes zu betrachten. Als Ergebnis erhalten wir Eigenwertgleichungen
fiir die Ein-Elektron-Wellenfunktionen ¢;, die die Hartree-Fock-Gleichungen darstellen:

F(bz = €i¢i- (27)

Damit haben wir die Eigenwertgleichung fir die komplette Slater-Determinante auf Eigenwertglei-
chungen der einzelnen Elektronwellenfunktionen zuriickgefiihrt. Das Problem steckt hier allerdings
in dem Fock-Operator F', denn dieser hat folgende Gestalt.

~

F=hi+(C;— A, (28)

wobei lAzz der bekannte Ein-Elektron-Hamiltonoperator ist, aber CA'Z' und fli die Coulomb- und
Austausch-Operatoren sind. Diese sind im Folgenden durch ihre Wirkung auf die Wellenfunktion
¢; definiert.

Gt = 3 | [ @rlosP] ot (20)

J#i Y

A=Y [ / dSrjas;(F)mm;] 65 ()i (30)

J#i

Bei Betrachtung von C; ist zu erkennen, dass dies nichts anderes ist als ein gemitteltes Coulombpo-
tential. Das Integral beschreibt ein elektrostatisches Potential, das iiber die Ladungsdichte |¢;(7;)|?
integriert wird. Diese Potentiale werden iiber alle Elektronen j # ¢ summiert, sodass der Coulomb-
Operator das Coulomb-Potential aller anderen Elektronen beschreibt, in dem sich das Elektron @
bewegt.

Der Austausch-Operator hat kein klassisches Analogon und ist ein rein mathematisches Resul-
tat aus der Antisymmetrisierung der Wellenfunktion. Setzt man nimlich bei der Minimierung
in Gl. keine Slater-Determinante, sondern ein einfaches Hartree-Produkt voraus, so liefert das
analoge Eigenwertgleichungen, davon abgesehen dass der Austausch-Operator fehlt. Im Austausch-
Operator bezeichnen mg; und my; die Spin-Quantenzahlen der Elektronen, sodass der Beitrag nur
bei gleicher Ausrichtung der Spins Beitrége liefert.

Das Problem dieser Methode ist bei Betrachtung der Coulomb- und Austausch-Operatoren so-
fort ersichtlich, da diese fiir die Eigenwertgleichungen der Elektronorbitale ¢; berechnet werden
miissen, wofiir aber schon alle Elektron-Orbitale bekannt sein miissen. Um dieses Problem zu
l6sen, benutzt man eine zur LCAO-Néaherung analoge Methode. Man entwickelt die Ein-Elektron-
Welllenfunktionen ¢; nach einer bekannten Basis {&}.

¢i = cili (31)
k

Da diese Koeffizienten c;; nun auch nicht exakt bestimmt werden kénnen, wird zunichst ein Ansatz
der c;xVk gemacht. Mit diesem Ansatz werden dann die Integrale gelost und der Fock-Operator
F bestimmt. Dann haben wir einen definierten Operator F , dessen Eigenwertproblem numerisch
gelost werden kann, aus dem dann neue Koeffizienten ¢;; bestimmt werden kénnen. Stimmen diese
nicht mit den Ausgangskoffizienten iiberein, so wird dieselbe Prozedur mit den neuen Koeffizienten
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durchlaufen. Dies geschieht solange, bis sich die Koeffizienten nicht d&ndern, da dann schon der
Ansatz selbst eine Losung des Eigenwertproblems war und damit die gesuchte Losung ist. Daher
spricht man von einer Self-Consistent-Field-Methode, weil man nichts anderes tut als seinen
Ansatz zu verbessern, bis der Ansatz selbst das FErgebnis ist.

4.4 Der Algorithmus

Dieses Verfahren ist natiirlich keines, das fiir komplizierte Molekiile einfach per Hand durchgefiihrt
werden kann. Aber wir haben ein iteratives Verfahren gefunden, welches als Algorithmus imple-
mentiert werden kann. Der Algorithmus hat also folgende Gestalt.

1. Wéhle einen Basissatz {{;} und wéhle Testkoeffizienten c;y,

2. Berechne é’i, A; und damit den Fockoperator

3. Berechne damit die Energien ¢; und die neuen Koeflizienten ¢é;

4. Vergleiche die Testkoeffizienten c¢;; mit den neuen Koeffizienten ¢&;;

5. Stimmen die neuen mit den alten Koeffizienten im Rahmen der Maschinengenauigkeit tiberein?

6. Ist die Konvergenz nicht erreicht, wiederhole ab Schritt 2

5 Zusammenfassung

Insgesamt haben wir also durch die Born-Oppenheimer-Ndherung in Kapitel 2 gerechtfertigt, das
Elektronen-Problem losgelost vom Kern-Problem zu betrachten, um dann die Kern-Bewegung auf
der Potentialfliche der Elektronen zu bestimmen. In Kapitel 3 haben wir dann eine erste Ndherung
durch das Hartree-Produkt und die Sdkulargleichungen kennengelernt, welche zwar keine guten
quantitativen Ergebnisse liefern, aber durch die Einfiihrung des MO-Diagramms eine schnelle qua-
litative Ubersicht erlaubt. In Kapitel 4 haben wir dann durch Beachtung der Antisymmetrisierung
und Elektron-Elektron-Wechselwirkung die Hartree-Fock-Gleichungen betrachtet, die durch einen
Ansatz der Ein-Elektron-Wellenfunktionen als Linearkombination einer bestimmten Basis itera-
tiv gelost werden koénnen. Nun kann man sich vorstellen, dass der Dreh- und Angelpunkt dieses
Hartree-Fock-Verfahrens die gewédhlte Basis ist, da von ihr abhéngt wie leicht die Integrale fiir die
zu bestimmenden Operatoren berechnet werden kénnen. Auflierdem ist natiirlich eine vollsténdige
Basis wiinschenswert, was aber aufgrund der endlichen Rechenkapazitéit nicht moglich ist. Daher
muss ein Mittelweg zwischen Genauigkeit der Approximation und Rechenaufwand gefunden wer-
den. Hier kénnen noch sehr viele Uberlegungen angestellt werden, wie sie z.B. in [4] zu finden
sind.
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