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1 Einleitung

Die WKB-Methode, unabhéngig und fast gleichzeitig publiziert von Gre-
gor Wentzel, Hendrik Anthony Kramers und Léon Brillouin, beschreibt ein
Verfahren, um néherungsweise Losungen fiir die eindimensionale, zeitun-
abhangige Schrodingergleichung
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zu finden. Mit der damit gefundenen Losung lassen sich sehr leicht Aus-
sagen iiber die erlaubten Energien und das Tunnelverhalten des Systems
treffen.
Ausgangspunkt ist die Idee, dass die Wellenldnge A eines Teilchens, dass sich
in einem raumlich nicht konstanten Potential bewegt, sich sehr viel schneller
andert, als das Potential. Daher nimmt man an, dass die Form der Wellen-
funktion des Teilchens gleich bleibt, wobei die Wellenldnge und die Amplitude
ortsabhéngig werden.
Fir die Losung der Wellenfunktion in einem konstanten Potential gilt:
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und damit fiir die allgemeine Losung in der WKB-N&aherung:
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Lost man die Schrodinger-Gleichung (G1[I)) mit diesem Ansatz und be-
nutzt, dass sich die Amplitude nur sehr langsam verdndert, erhdlt man als
allgemeine Losung fiir die Wellenfunktion der WKB-Né&herung;:
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Fiir den Bereich E>V(x), sowie
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fir den Bereich E<V(x). Jeweils mit

p(z) = \/2m[E — V(z)] (6)

Dabei spricht man fiir E>V vom klassischen Bereich und fiir E<V vom
nichtklassischen Bereich. Man sieht, dass die Naherung an den klassischen
Umkehrpunkten des Teilchens, bei denen die Energie gleich dem Potential
ist, nicht funktioniert, da die Wellenfunktion an diesen Stellen divergiert.

2 Verbindungsgleichungen

Betrachtet man Potentialtopfe mit vertikalen Wanden, so sind die Rand-
bedingungen einfach und man bekommt keine Probleme mit den klassischen
Umkehrpunkten, sind die Wande des Potentials aber nicht vertikal, muss man
genauer betrachten, was an den Umkehrpunkten passiert und wie man die-
se Bereiche iiberbriickt, damit die WKB-N&herung weiterhin ihre Giiltigkeit
hat.

Bei der Betrachtung eines aufwérts geneigten Potentials(Abb mit einem
Umkehrpunkt bei x=0 erhélt man fiir die WKB-Wellenfunktion mit den Glei-

chungen [] und
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Abbildung 1: Aufwérts geneigtes Potential

Fiir x>0 fallt der positive Exponent weg, da dieser nicht normierbar ist.
Um den Umkehrpunkt zu tiberbriicken, fithren wir eine Flick-Wellenfunktion
ein, die im Bereich um den Umkehrpunkt giiltig sein soll. In diesem Bereich
kann man das Potential um den Umkehrpunkt herum bis zur 1. Ordnung
entwickeln.

V(z)=E+ (?x/)

- (8)

Fiir das linearisierte Potential lasst sich die Schrodingergleichung analy-
tisch 16sen. Dabei erhélt man als Losung eine Linearkombination der Airy-
Funktionen(Abb]2):
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¢ = adi(az) + bBi(az) mit a = [;‘v’(oﬂ ’ (9)
Die so erhaltene Flick-Wellenfunktion muss an beide Seiten der WKB-
Wellenfunktion (GL.|7]) angepasst werden, um den Umkehrpunkt zu iiberbriicken.
Fiir den Anpassungsbereich nimmt man an, dass sowohl die WKB-Wellenfunktion,
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Abbildung 2: Verlauf der beiden Airy-Funktionen

als auch die Naherung des Potentials als Gerade gut funktionieren. Diese Be-
dingung ist nicht fiir alle Systeme giiltig, allerdings fiir die meisten Anwen-
dungsbeispiele gut genug.

Daher setzt man in den Impuls p(x) der WKB-Funktion das gendherte Po-
tential ein:

p(x) = o’/ =z (10)

Auflerdem wird angenommen, dass die Airy-Funktionen in dem Bereich,
in dem man die beiden Wellenfunktionen zusammenfiigt, durch ihre Asym-
ptotische Form beschrieben werden kénnen. Die Asymptotischen Formen der
Airy-Funktionen lauten:

fir ax >> 0:
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und
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und fur ax << 0:
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Abbildung 3: Anpassungsbereich von WKB- und Flick-Wellenfunktion

Ai(ax) o« Wsin[g(—ax)Q/?’ + ﬂ (13)
und
Bi(ar) « Wcos[g(—a:ﬁ)wg’ + ;j (14)

Beim Vergleich im Uberlappbereich 2 (Vgl. Abb erhélt man:
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Und im Uberlappbereich 1:
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Vergleicht man die beiden Ergebnisse erhédlt man die ganze Wellenfunk-
tion, die nur noch von einem Parameter abhingt. Der Umkehrpunkt kann
dabei an einen beliebigen Punkt xq versetzt werden, dass verdndert nur die
Integrationsgrenzen.
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Abbildung 4: Verschiedene Potentialwénde
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Diese Gleichung gilt allgemein fiir alle aufwarts geneigten Potentiale.
Will man allgemein Potentialtépfe betrachten(Abb, braucht man noch die
Gleichung fiir das abwérts geneigte Potential. Diese erhdlt man mit einer
analogen Rechnung wie die des aufwarts geneigten Potentials. Als Ergebnis
erhalt man:
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Damit hat man beide Seiten des Potentialtopfes. Um daraus die Wellen-
funktion fiir den Potentialtopf zu bestimmen, miissen die beiden Funktionen
auf dem ganzen Intervall [z1;25] gleich sein. Das bedeutet, dass die Argumen-
te der beiden Sinus gleich sein miissen (modulo nr).

/:2 p(z)dxr = <n - ;)ﬂ'h (19)
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Das ist die Quantisierungsbedingung des Potentialtopfes ohne vertikale
Wand in der WKB-Naherung.
3 Beispiele

3.1 Harmonischer Oszillator

Als Beispiel fiir einen Potentialtopf mit einer vertikalen Wand wird zuerst
der halbe harmonische Oszillator betrachtet:

Vi) = {m r=0 (20)
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Aus der Randbedingung fiir x=0 erhdlt man zusammen mit G117 die
Quantisierungsbedingung fiir den Potentialtopf mit einer vertikalen Wand:

/DJE2 p(z)dr = (n — i)wh mitn € N (21)

Zusammen mit dem in dem Impuls, in den man das Potential einsetzt

xz p(z)dr = " 2m [E - mwsz} _rk (22)
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erhélt man fiir die erlaubte Energien:

E, = (2n - ;)hw mit n € N (23)

Das sind genau die erlaubten, ungeraden Energien des vollen harmoni-
schen Oszillators. In diesem Fall liefert die Naherung sogar das exakte Er-
gebnis, weil nur die ungeraden Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
die Randbedingung erfiillen, sind auch nur diese ungeraden Eigenfunktionen
Eigenzustande des betrachteten Potentials.

Mit G119 kann man auch die Energien des vollen harmonischen Oszillators
berechnen.

V() = (24)

Dabei erhélt man fiir die erlaubten Energien, bei dhnlicher Rechung wie
beim halben harmonischen Oszillator:

E, = (n - ;>7rw mit n € N (25)

Es ergibt sich also auch beim vollen harmonischen Oszillator mit der
Néaherungsmethode das exakte Ergebnis.



4 Zusammenfassung

Die so so gefundenen Ergebnisse lassen sich auf Potentiale mit beliebigen
Umkehrpunkten anwenden. Im Detail sind hier nur Potentialtopfe berechnet
worden, aber dasselbe Prinzip funktioniert z.B. auch bei Tunnelwahrschein-
lichkeiten von Potentialbarrieren.

Hat man mithilfe der Verbindungsgleichungen das Problem fiir ein Potential
mit einer bestimmten Art von Umkehrpunkten gelost, lasst sich das Ergeb-
nis auf alle Potentiale mit &hnlichen Umkehrpunkten verallgemeinern. Dabei
erhélt man in erster Linie einen Uberblick tiber die Energieverteilung des
Systems, ohne genauere Betrachtung der Wellenfunktion selber.
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