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1 Einfiihrung

Héufig konnen nichtlineare Differentialgleichungen mit der normalen Stérungstheorie nicht
zufriedenstellend gelost werden. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die gefundene Néhe-
rung nicht fiir den gesamten Wertebereich der jeweiligen Variable giiltig ist. Der Fehler der
Néherung ist dann teilweise sehr groff. Um den Giiltigkeitsbereich der Néherung zu ver-
grofBern werden neue Methoden, die singularen Nédherungsmethoden, benotigt. Drei davon,
die Renormierung, die Lighthillmethode und das multiple time scaling, werden in dieser
Ausarbeitung vorgestellt.

2 Einfiihrung des Begriffs der Uniformitat

Treten in der Niherung der Losung einer nichtlinearen Differentialgleichung (DGL.) soge-
nannte sdkulare Terme auf, d.h. Terme die nicht beschréankt sind, so gilt diese Ndherung
nur auf einem bestimmten Intervall. Man sagt auch die Naherung ist nicht uniform, denn
fiir eine uniforme Niherung Z(t) der Funktion z(t) gilt

z(e,t) = T(e,t) + Ee, t), to <t < oo, (2.1)

wobei der Fehler lir% E(e,t) = 0 uniform auf dem Intervall [ty, 0o) ist. Das heifit mit anderen
e—

Worten, dass fiir ein gegebenes § > 0 ein von ¢ unabhéngiges n > 0 existiert, sodass
lel <n— |E(e, t)| <0 (2.2)

gilt (vlg. [1]).

Es wird immer eine uniforme Losung einer nichtlinearen Differentialgleichung angestrebt.
Lasst sich fiir ein Problem mit der normalen Storungstheorie keine uniforme Naherung
finden, so spricht man von einem singularen Ndiherungsproblem.

Beispiel 1: Fiihrt man fiir die Funktion
(e, t)=e ¢  0<t (2.3)

eine Taylorentwicklung durch, so ergibt sich
1
x(e,t) =1— et + §€2t2 + O(€). (2.4)

Alle Terme (den ersten ausgeschlossen) dieser Nédherung streben fiir grofle ¢ gegen unend-
lich, das heifit der Fehler F(e,t) nimmt zu. Demnach handelt es sich hier um ein Beispiel
fiir eine nicht-uniforme N#herung. In Abb. 1 sind die Funktion z(e,t) = e und ihre
Taylorentwicklung fiir verschiedene ¢ dargestellt. Es fillt auf, dass die Naherung bereits
fiir t = 20 sehr stark von der exakten Losung abweicht.

Im weiteren Verlauf werden nun drei Methoden beschrieben, welche uniforme Naherungen
liefern, wenn die normale Storungstheorie versagt.
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Abbildung 1 — Vergleich der exakten Losung z(e,t) = e~ mit der Taylorentwicklung fiir
€ =0.1 und e = 0.05 [1]

3 Singulare Ndaherungsmethoden

3.1 Die Renormierung

Bei der Lindstedt Methode wird angenommen, dass die gesuchte Funktion eine Periode
von %’r besitzt. Die dort eingefiithrte Storungsvariable t lédsst sich umformen zu

t=7/w="1/(1+ew; + ws + O(e))) = 7(1 + ery + ¥ + O(%)),

wobei es sich bei 7; um konstante Koeffizienten handelt.

Die Renormierung wird angewendet, wenn das Verhalten der Funktion unbekannt ist.
Dann konnen keine Aussagen iiber die Periodizitét getroffen werden und die konstanten
Koeffizienten 7; werden durch Funktionen T'(e, t) ersetzt. Es ergibt sich

t=T(e,7) =7+ Ty (1) + ETo(7) + O(€%). (3.1)

AuBlerdem gilt wie bei der Lindstedt Methode, dass die Funktion x(e,t) sich in eine Tay-
lorreihe
z(e,t) = X(e,7) = Xo(7) + eX1(7) + € Xo(7) + O(%) (3.2)

entwickeln l&sst.

Beispiel 2: Nun soll mit Hilfe der Renormierung die DGI.
i+x=e® (3.3)

gelost werden. Die Randbedingungen seien z(e,0) = 1 und #(¢,0) = 0.

1. Finsetzen der Reihenentwicklung fir x(e,t) in die DGI. und Aufstellen des Gleichungs-
systems fiir x;
Setzt man Gl. (3.2) in Gl. (3.3) ein und vernachlissigt alle Terme mit der Abhéngigkeit
€2, so erhiilt man

To + €21 + 1o + €xy = €T (3.4)

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die ersten zwei Gleichungen des Gleichungssys-
tems fiir z; mit den jeweiligen Randbedingungen zu



do+20=0, w(0)=1, zo(0)=0;
J:"l +x = ZES, 1‘1(0) = 0, l‘1<0) =0.

2. Losen des Gleichungssystems und Aufstellen der Losung fir x(e,t)
Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man

xg = cos(t),
! (t) + L (t) ! (3t)
a = — COS —1 S1n — — COS .
! 32 8 32

Setzt man diese Losungen nun in Gl (3.2) ein, so erhilt man

x(e,t) = cos(t) + € (i cos(t) + §tsin(t) _ 1 cos(3t)) + O(€). (3.5)
32 8 32

3. FEinsetzten der Reihenentwicklung fir t und Eliminieren des sdikularen Terms durch

geeignete Wahl der Funktionen T;

Setzt man nun Gl. (3.1) in Gl. (3.5) ein und entwickelt die einzelnen Terme nach € so

erhélt man

X(e,7) =cos(T) + € (3% cos(7) — T sin(7) + 27 sin(1) — 3% COS(?)T)) .

Hier sieht man, dass fiir eine uniforme Néherung von z(e, t) der Term 27 sin(7) eliminiert

werden muss, denn dieser ist unbeschrankt fiir grofle t. Dies lasst sich erreichen, indem
man

3
T1 == gT (36)

wéhlt. So wird Gl. (3.1) zu
X(e,t) = cos(r) + 3%6((:08(7’) ~ cos(37)). (3.7)

In Abb. 2 ist diese Nédherungslosung fiir € = % im Vergleich zur numerisch berechneten

Losung der DGI. (3.3) dargestellt. Vergleicht man den Fehler der mit der Renormierung
bestimmten Ndherungslosung in Abb. 2 mit der iiber die Taylorentwicklung bestimmten
Néherungslosung in Abb. 1, so sieht man, dass letzterer schon bei kleinen ¢ deutlich gréfer
ist als ersterer. Erst bei ¢ = 50 ist eine minimale Abweichung der mit der Renormierung
bestimmten Nédherungslosung von der numerisch berechneten Losung zu erkennen.

Die Renormierung liefert demnach in diesem Fall eine uniforme Néherung durch Ausnutzen
der GI. (3.1) und Gl. (3.2) und geschickte Wahl der Funktionen T;.

3.2 Die Lighthillmethode

Beispiel 3 Die Lighthillmethode soll hier direkt an einem Beispiel demonstriert werden.
In diesem Beispiel wird die DGI.

(ex+t)t+ (24 t)z =0, (3.8)

welche auch als Lighthill-Gleichung bezeichnet wird, auf dem Intervall 0 < ¢ < 1 betrach-

tet. Die Randbedingung sei x(e,1) = e~
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Abbildung 2 - Vergleich der numerischen berechneten und der mit der Renormierung
bestimmeten Losung fiir die DGL. & + z = 23 [1]

1. Einfiithren der Variablen 7° und Bestimmung ihrer Entwicklungskoeffizienten
Zunichst wird die Randbedingung auf die Reihenentwicklung von ¢ aus Gl. (3.1) ange-
wendet und angenommen, dass mit ¢ = 1 ein 7 (¢) korrespondiert

1 =7+ (%) + O(2). (3.9)

Dieses 7* lésst sich geméaf3
™ =1+en + O(?) (3.10)

in eine Taylorentwicklung mit den Koeffizienten 7; entwickeln. Dabei wird fiir kleine e
angenommen, dass 7%(¢) ~ 1 gilt.

Im Folgenden sollen nun die Koeffizienten 7; bestimmt werden. Der Koeffizient 7, wird
bestimmt, indem man 7T} taylorentwickelt

Ti(r*) = T (1) + enTi(1) + O(€%), (3.11)
in Gl (3.9) einsetzt
1=1+¢e(n+Ti(1) + O() (3.12)
und einen Koeffizientenvergleich durchfiihrt. Es ergibt sich, dass 7 = —T7(1) womit
™ =1—€eTy(1) + O(?) (3.13)

folgt. Fiir die anderen Koeffizienten 7; verfahrt man dquivalent.

2. Taylorentwickeln der Koeffizienten X; und entsprechendes Transformieren von Randbe-
dingung und Ableitung der DGI.
Da die Koeffizienten X; von 7* abhéngen, kénnen auch sie nach e taylorentwickelt werden.
Setzt man diese Taylorentwicklungen in die Randbedingung x(e, 1) = e™! ein, so ergibt
sich

e = Xo(1) + e(X1(1) — X5(1)T1(1)) + O(€), (3.14)

mit Hilfe dessen man durch Koeffizientenvergleich die Randbedingungen fiir X, und X;

Xo(1) =€, (3.15)
Xi(1) = X(/)Tl(l) (3.16)



erhalt.
Nun muss das Differential in der DGI. entsprechend transformiert werden. Dies ergibt mit
Gl (3.1) und GI. (3.2)

dr  dX dX dT  X{+eX|+O()
dt — dT  dr’dr 14T+ 0O(e)

= X\ +e( X, — X\ T) +0(€).  (3.17)

Dabei wurden im letzten Schritt die einzelnen Summanden nach e taylorentwickelt.
Einsetzen des transformierten Differentials und der Reihenentwicklungen fiir die Koeffizi-
enten X; in die DGI. (3.8) ergibt die transformierte DGI.

(eXo+ 7+ elh)( Xy +e{X] — XTI/ + (2+ 7+ T1)(Xo + €X1) =0 (3.18)

3. Aufstellen und Lésen des Gleichungssystems
Wie bei der Renormierung kann nun ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffi-
zienten X; aufgestellt werden. Hier werden die ersten beiden Gleichungen des Systems
aufgefiihrt

X5+ (24 7)X0 =0, (3.20)

Die Losung fiir X ergibt sich mit der Randbedingung aus Gl. (3.15) folglich zu

Xo(1) = —- (3.22)

Einsetzen dieser Losung in Gl. (3.21) des Gleichungssystems ergibt

2" 2 1 2 1
X (241X = T T (— - —> T 4+ e 2" <— - —) . (3.23)
T

73 T2

4. Eliminieren des Terms mit der grifsten Singularitdt durch geeignete Wahl von Ty

Man stellt fest, dass in Gl. (3.23) alle Terme singular sind, fiir kleine 7 also gegen unendlich
streben. Die grofite Singularitit liegt bei dem Term vor, welcher proportional zu 779 ist,
weshalb dieser im Folgenden eliminiert wird.

Dazu wird zunéchst die Annahme gemacht, dass 7 sehr klein ist, wodurch die Ndherung
e 7,e " =~ 1 durchgefithrt werden kann. Damit der Term mit der groSten Singularitit
verschwindet muss 77 folgende Gleichung erfiillen

2 2 ., 2
STi— ST+ = =0, (3.24)

Daraus folgt, dass T} (1) = —372 gelten muss.

Setzt man das Ergebnis fiir 77 nun in Gl. (3.23) ein, so kann aus dieser X; bestimmt
werden. Einsetzen der Losungen fiir Xy aus Gl (3.22) und X in die Reihenentwicklung
fiir z(e,t) aus Gl. (3.2) ergibt schlieflich eine approximative Losung fiir X (e, 7)

X(e,7) ~ Xo(7) + eXa(7) = % (3.25)



wobei

t=71— ﬁ + 0(62) (326)

gilt.

Hier sieht man, dass selbst fiir ¢ = 0 keine unendliche Losung auftaucht, da 7(t = 0) =
(€)' und z(t = 0) &~ (£)~%/%. Ist eine Néherung gesucht, die noch exakter ist, so miissen
weitere Koeffizienten X; mit ¢ > 1 auf die gleiche Weise bestimmt werden, wie es hier fiir
Xo und X geschehen ist.

Letztendlich ist die Lighthillmethode der Renormierung insofern sehr dhnlich, als dass bei
beiden davon ausgegangen wird, dass die Storungsvariable als auch die gesuchte Funktion
in eine Reihe entwickelt werden kénnen. Bei beiden Methoden wird ein Gleichungssystem
aufgestellt, und durch die geschickte Wahl der Koeffizienten T; der sikulare Term elimi-
niert. Im Unterschied zur Renormierung benutzt die Lighthillmethode jedoch die Randbe-
dingung als Ausgangspunkt und geht davon aus, dass sich das bei diesem t vorliegenden
7* in eine Reihe entwickeln lasst, wodurch die Randbedingung und die DGI. transformiert
werden miissen.

3.3 multiple time scaling

Die Methode des multiple time scaling wird angewendet, wenn die Renormierung und die
Lighthillmethode keine zufriedenstellende Losung liefern, mit diesen Methoden also keine
uniforme Néherung zu finden ist. Mit dem multiple time scaling ist es moglich den Bereich
auf dem die Nédherung giiltig ist zu vergrofern.

Beispiel 4 Um die Methode zu demonstrieren, wird eine DGI. der Form
T+ex+x=0 (3.27)

mit den Randbedingungen
z(0,) =1 #(0,¢) =0 (3.28)

betrachtet, wobei die Ergebnisse dieser Betrachtung zum Grofiteil auf alle Funktionen der
Form
T4 eh(z,z)+2x=0 (3.29)

angewandt werden konnen.
Setzt man in die DGL (3.27) direkt die Reihenentwicklung fiir x(e, ¢) aus Gl. (3.2) ein,
und bestimmt die einzelnen Koeffizienten, wie in den vorherigen beiden Abschnitten oder

taylorentwickelt die exakte Losung x(e,t) = cos [(1 + (—:)%t], erhélt man letztendlich

x(e,t) = cos(t) — %et sin(t) + %62@ sin(t) — t* cos(t)) + O(€?). (3.30)

Hier sieht man deutlich, dass auf Grund der Abhiingigkeiten et und €*t? die letzten Terme
nur fiir e¢ < 1 nicht sékular sind. Daraus folgt, dass € fiir grofie ¢ kleiner gewihlt werden
muss, es also kein festes € gibt, was fiir alle ¢ gilt. Folglich wird eine neue Methode benétigt,
das multiple time scaling.

1. Einfithren einer neuen Variablen n und entsprechendes Transformieren der DGI.
Zunéchst muss eine Einschréankung des Wertebereichs vorgenommen werden, fiir den die



Niherung giiltig sein soll. Hier soll sie bis t = O(¢™!) giiltig sein. Darauf aufbauend wird
eine neue Variable 7, die langsame Zeit, eingefiihrt, fiir die

n=et=0(1) (3.31)

gilt. Gesucht wird nun eine Losung z(e,t) = X (e,7,t), die sowohl von € und ¢ als auch von
1 abhéngt und sich wiederum gemaéf

z(e, t) = X(e,m,t) (3.32)
= Xo(e,n,t) + eX1(e,m,t) + € Xa(e,m,t) + O(e?) (3.33)

in eine Reihe entwickeln ldsst. Um das Auftreten von sékularen Termen wie in Gl. (3.30)
zu vermeiden, wird fiir die Koeffizienten X; die Bedingung

X, = 0(1) (3.34)

aufgestellt.
Nun miissen die Differentiale entsprechend der neuen Variablen transformiert werden und
man erhalt

dx d 0X 0X
= = S X(tet ) = — 4 e .
P % (t,€t,€) 5 +ean, (3.35)
d?zx 0?°X 02X 02X
— = 2 2 . 3.36
a o T onor T o (3:36)
Setzt man dies in die DGI. (3.27) ein so erhélt man die transformierte DGIL.
2X 2X 2X
0 0 + 22 +(1+e)X =0. (3.37)

2
o oo T ap

2. Aufstellen des Gleichungssystems

Setzt man anschliefend die Reihenentwicklung fiir X (e,¢,n) aus Gl (3.33) in die trans-
formierte DGI. (3.37) ein, so konnen iiber einen Koeffizientenverleich die folgenden drei
ersten Gleichung des Gleichungssystems gefunden werden

82X,
oz X =0 (3.38)
92X, X,

X, = -2 .
o M oty O (3:39)
02X X, s

X, = —2—— —X; — L. 4
o2 2 aton ' o2 (3.40)

3. Aufstellen der zugehdrigen Randbedingungen
Die Randbedingungen aus Gl. (3.28) transformieren sich unter Beachtung von Gl. (3.35)
Al

X(0,0,6) = 1, %—f(o, 0,) + 6%—);(0, 0,¢) =0, (3.41)
wodurch sich die Randbedingungen der Koeffizienten X; zu
Xo(0,0) = 1, %(0, 0) =0, (3.42)
X1(0,0) = 0, %(O, 0) + XJ(0,0) =0, (3.43)
X3(0,0) = 0, %(O, 0) + X7(0,0)=0 (3.44)



ergeben.

4. Losen der DGI. fir Xo, sodass Xo = O(1)
Die allgemeine Losung der DGI. fiir X ergibt sich direkt zu

Xo(t,n) = ag(n) cos(t) + bo(n) sin(t) (3.45)

mit den Funktionen ag(n) und by(n). Diese miissen so gewéhlt werden, dass die Randbe-
dingung aus Gl. (3.42) fur X, erfiillen ist, was fiir

ap(0) =1 und by(0) =0 (3.46)
der Fall ist. Setzt man die Losung fir X, aus Gl. (3.45) in Gl. (3.39) ein, so erhélt man

0? X,

52 T X1 = (2ag — bo) sin(t) — (20} + ag) cot(t). (3.47)

Die rechte Seite in Gl. (3.47) muss gleich Null sein, denn sonst treten im Ergebnis Terme
proportional zu ¢sin(t) oder t cos(¢) auf und die Losung kann die Bedingung in Gl. (3.34)
nicht erfiillen. Beachtet man dies, so ergeben sich folgende Bedingungen fiir die Funktionen
aop und by

2a —bp =0 und 2b; + ag = 0. (3.48)
Daraus folgt mit Gl. (3.46)
1 . (1
ol =cos (31) . tulo) = —sin () (3.49)
und mit Gl (3.45)
1 (1 . 1
Xo(n,t) = cos (§n> cos(t) — sin <§n) sin(t) = cos (t + 577) . (3.50)

5. Losen der DGI. fir Xy, sodass X; = O(1)
Verfihrt man mit der Gl. (3.39) ebenso wie mit Gl. (3.38), beachtet die Bedingung, dass

die rechte Seite von Gl. (3.40) gleich Null sein muss ebenso wie die Randbedingungen aus
Gl. (3.44), so ergibt sich letztendlich

8 2

6. Einsetzen der Liosungen fir Xo und Xy in die Reihenentwicklung fiir x(e,t)
Zu guter Letzt erhélt man also mit Gl (3.31), Gl (3.50) und Gl. (3.51) die Losung

Xi(n,) = ~nsin (t + 17;) | (3.51)

r(e,t) = X(e,n,t) = Xo(et, t) + eXy(et,t) + O(e?) (3.52)
1 1, .
= cos(t+ §€t) + 3¢ tsin(t + et) (3.53)

fiir die DGL (3.27).



4 Zusammenfassung

Nicht immer lassen sich mit der normalen Stérungstheorie uniforme Losungen nichtlinea-
rer Gleichungen finden. Deshalb werden die sogenannten singularen Nidherungsmethoden
verwendet. In dieser Ausarbeitung wurden drei dieser Methoden vorgestellt. Die Renor-
mierung und die Lighthillmethode liefern uniforme Losungen und basieren auf der Rei-
henentwicklung der Storungsvariable und der geschickten Wahl der Koeffizienten dieser
Reihenentwicklung zur Elimination von sdkularen Termen. Mit dem multiple time sca-
ling kann der Giiltigkeitsbereich einer Ndherung lediglich ausgedehnt werden. Es wird eine
Grenze des Giiltigkeitsbereichs festgelegt und darauf aufbauend die Variable der langsa-
men Zeit eingefithrt, mit der man zusétzliche Freiheitsgerade erhélt um sidkulare Terme
zu eliminieren.
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