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Übungsblatt 1: (24 P.) Abgabe:

Aufgabe 1: (mündlich)

Betrachten Sie die Bewegung eines Teilchens im konstanten Magnetfeld

B = [0, 0, b] .

a) [1 P.] Zeigen Sie, dass ein zugehöriges Vektorpotential die Form

A = [0, bx, 0]

besitzt. Verifizieren Sie, dass das Vektorpotential der Coulomb-Eichung genügt.

b) [3P.] Wie lautet die Hamiltonfunktion eines Teilchens der Ladung q, das sich in diesem Po-
tential bewegt. Formulieren Sie die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen und geben Sie die
allgemeine Lösung an.

c) [2P.] Bestimmen Sie den Hamiltonoperator durch Anwendung der Jordan’schen Regel.

d) [2P.] Zur Lösung der zeitunabhängigen Schrödingergleichung kann ein Separationsansatz ver-
wendet werden:

Ψ(x, y, z) = ϕ‖(z)ϕ⊥(x, y),

wobei für die Funktion ϕ⊥(x, y) gilt:

ϕ⊥(x, y) = eikyyϕx(x), py = ~ky.

Zeigen Sie: Für die Funktion ϕx(x) lautet die Bestimmungsgleichung[~2k2
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]
ϕx(x) = E⊥ϕx(x) (1)

Warum gelingt dieser Separationsansatz?

e) [3P.] Lösen Sie die Eigenwertgleichung (1).

Hinweis: Verwenden Sie die Analogie der Eigenwertgleichung zum harmonischen Os-
zillator. Bestimmen Sie die Energieeigenwerte.

f) [1P.] Formulieren Sie die vollständige Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung.

Aufgabe 2: (mündlich)

Betrachten Sie die Schrödingergleichung eines freien Teilchens. Zeigen Sie, dass der Ansatz

Ψ = e−
i
~ E t u(x, y, z)

auf die Helmholtz-Gleichung (
∇2 + k2

)
u = 0, u = u(x, y, z). (2)

führt.
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a) [1 P.] Zeigen Sie, dass sich die Gleichung (2) in Zylinderkoordinaten (ρ, ϕ, z) in der folgenden
Form

ρ
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+ ρ
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∂z2
+ k2ρu = 0 (3)

schreiben lässt.

b) [2 P.] Die Gleichung (3) kann mit einem Separationsansatz

u(ρ, ϕ, z) = Z(z)Φ(ϕ)P (ρ)

mit Separationskonstanten −λ2 und −n2 gelöst werden. Schreiben Sie die resultierunden Glei-
chungen für die Funktionen Z(z), Φ(ϕ) und P (ρ) auf.

c) [2 P.] Verifizieren Sie, dass die Gleichung für P (ρ) mit Hilfe des Ansatzes ξ = αρ, α2 = k2−λ2

die Form einer besselschen Differentialgleichung

ξ2
d2P

dξ2
+ ξ

dP

dξ
+ (ξ2 − n2)P = 0 (4)

besitzt.

Benutzen Sie nun den Ansatz

P (ξ) =
∞∑

j=0

ajξ
k+j , a0 6= 0 .

d) [3 P.] Zeigen Sie, dass die folgenden Relationen gelten:

(k2 − n2)a0 = 0(
(k + 1)2 − n2

)
a1 = 0 und

aj = − aj−2

(k + j)2 − n2
, j ≥ 2.

e) [2 P.] Betrachten Sie nun den Fall k = n, a0 6= 0 und a1 = 0. Beweisen Sie, dass der Hauptterm
die folgende Form annimmt:

a2j =
(−1)ja0Γ(n+ 1)
22jj!Γ(n+ j + 1)

,

wobei Γ die Gammafunktion ist,

Γ(x) =
∫ ∞

0

tx−1e−tdt, x > 0,

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ(x) = (x− 1)! für x ∈ Z+.

Hinweis: Benützen Sie die Eigenschaft

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ j) =
Γ(n+ j + 1)

Γ(n+ 1)
.

f) [1 P.] Schreiben Sie die Lösung der besselschen Differtialgleichung in Form der Bessel-
Funktionen Jn(ξ) := P (ξ) unter Benutzung der Normierung

a0 =
1

2nΓ(n+ 1)
.
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