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Testklausur

Aufgabe 1:

Betrachten Sie die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem Doppel-d-Potential:

V(g) = —Vod(q + qo) — Voo(q — qo): Vo > 0.

Abbildung 1:

a) Integrieren Sie die zeitunabhiingige Schrodingergleichung iiber ein Intervall

Fqgo — € < ¢ < Fqo + € und zeigen Sie, dass die erste Ableitung der Energieeigenfunktion ¢ (gq) an der
Stelle ¢ = Fqp einen endlichen Sprung besitzt.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Wellenfunktion in der Umgebung von ¢ = Fqq stetig ist. Benutzen
Sie auch die Eigenschaft

b
/ F(@)8(a — q0)da = f(qo), falls go € (a,b).

Lsg:
zeitunabhiingige SG:

——w( ) = Vod(q — q0)¥(q) — Vod(q — qo)¥(q) = Ev(q).
Integration iiber das Intervall (—qy — &, —qp + €):

— I [TEFE g (g)dg — Vo [T 6(g + qo)v(a)da — Vo [ E (g — o) (g)dg = 77 Ev(q)dg
qo+e
o Bt - Ww-9] -Viw = [ Buow -
—qo—¢
—_————
=0, weily(q) stetig img=—qo ist.

& P (—qo +¢) =¥ (—qo0 — &) = =22 Y(—qo)-

Integration iiber das Intervall (—qy — &, —qo + €):

qo—¢€ qgo—¢€

&Y (go+e) — (g — &) = =22 (qo).

— I [0y (q)dg — Vo [ 0(q + o)t (a)dg — Vo [7 6(q — qo)(g)da = [M7F Bup(q)dg <

Also, nach Voraussetzung, dass V und ¢ (£qo) endlich sind, macht die Ableitung bei +¢; einen endlichen
Sprung.



XXX

b) Losen sie die zeitunabhingige Schrodingergleichung fiir die gesamte g-Achse.

Hinweis: Formulieren Sie zunichst passende Losungsansiitze der Wellenfunktion (q) fiir die Bereiche
—00 < ¢ < —qo, —qo < q < qo sowie gy < q < +00o. Betrachten Sie unbedingt den Fall von geraden und
ungeraden Funktionen 1 (g). Nutzen Sie auch die Normierungsbedingung aus.

Lsg:

2mE
B2

{‘F—k“}w(q):o mit k=4/— >0 (E<O0).

dg?

Allgemeiner Ansatz:

q < —qo:
¥(q) = ar1e® 4+ be k1 = ’bl =0, day)(q) — Ofiirg — —oo| = are.
q € (—q0,9):
¥(q) = aze™ + bye M,
q > qo:

¥(q) = ager? 4 bse k1 = |a3 =0, day)(q) — Ofiir ¢ — +o00| = bze™*4.

Fall (a): gerade Eigenfunktionen, ¥ (—q) = ¥(q):
P(—q0) = ¥(qo) & are” 0 =bge F° & ay =bs.

Stetigkeit der Funktion 1:

Bei ¢ = —qq:

aje kw0 = gyeka0 4 p,eko
Bei ¢ = qo:

aje ko = g,k 4 pye—ka0
Also:

age R0 4 hyekto = qoek® 4 hye R0 o gy(e R0 — FI0) = py(eTRI0 — k) o gy = by,

e*’“]o

—kgo _ kqo —kqo _ _
aie = aqe bae — ag=by=a1—+—.
1 2 + b2 2 = b2 Lokao 1 o—Fkao

Fall (b): ungerade Eigenfunktionen: ¢)(—q) = —(q):

w(_QO) = w(QO) Aad @le_kqo = —bge_kqo & a1 = —bs.

Stetigkeit der Funktion :

Bei ¢ = —qp:
are ko = gyeka0 4 p,ekao
Bei g = qo:
,ale*k% _ azekQO + b2€*kq0
Also:
age RO 4 poefl0 = —gyef®0 — poe R0 o a2(e*kqo + ekqo) — —bg(e*kqo + ekqo) & ag = —bo.

e—kao

—kqo _ kqo —kqo _ _
—aje = ase boe — a9 = —by = —a .
1 2 + 02 2 2 L —

Sei 1¥(q) = ¥4 (q)-gerade Wellenfunktionen und ¢(¢) = 1_(¢q)-ungerade Wellenfunktionen. Dann lisst
sich die Losung der SG in folgender Form schreiben:

aierd q < —qo,
—k
Yilq) = ialekqsi%[ekq + ek q € (—40:90):
+a,e ke q > qo.



Normierung:

—qo “+o0 ) ok
1 =/ dq|v(q) / / / = a1 T 4
_ 0 2k

e~ 2kqo [1

_ 1
—|—|a1|2 (ekdo 4 e—Ha0)2 7(6%% —€ 2kq0) + 4(]0] ‘al‘Z a0 =

k Qk‘
_ 2|a1|2 —2kq
( kgo 4 e—kqo>

\/lj: (1 + 2kqo)e—2kao

= ap =

oder
a; = ci(ekqo 4 ¢ Fa0)

L —1/2
cy = \/;(1 + (14 2kq0)e_2kq°) .

Damit 143t sich die Wellenfunktion fiir die gesamte ¢-Achse in die folgende Form bringen:

, wobei

Vi(g) = cy (e—kq+qo + e—kq—qo|>

XXX

c¢) Berechnen Sie die Eigenenergien der gebundenen Zusténde (E < 0).
Hinweis: Nutzen Sie die Unstettigkeitsspriinge der ersten Ableitung bei ¢ = Fqo aus.

Lsg:
Benutzen wir die Unstetigkeitsspriinge der ersten Ableitung bei ¢ = +qq.

ek (a+ao)xekla—a0)

2R2

q < —qo,
k(g—gq
Y/ (q) = ek § —eklatao)Etm) q € (=40, %),
—e—HFatqo)Fe H1m W) q> qo-
Sprungbedignung bei ¢ = —qq:
V' (qo+) — ¥ (qo—) = —ZB Y (—qo) < Cik[—l te kw0 — [ Fe | = _2me, (1 £ e 2k0) &
& k=10 (1 4+ e 2hw),
Fiir ¢ = gy ergibt sich exakt dieselbe Beziehung.
Also haben wir:
mVo —2k [ —2m mVg —2kgo)2
k= = (lzte qo): 2 (1j:e q“), k>0

XXX



Aufgabe 2:

a) Wie lautet die Hamiltonfunktion H(p,q) des harmonischen Oszillators? Wie lautet der Energiesatz?
Welche Bahnkurven gibt es im Phasenraum?

Lsg:

Hamiltonfunktion:

2 2 2
P D, p mw? .
Hp,q)= 2 + Zp =2 mit w = /D/m.

(P, q) om 24 2m 5 4 v /m

Energiesatz (E-die Gesamtenergie):

2 2 2 2

mq mw* 5 P mw< o
E=T+V=— = — H
+ 5 Ty =5 (P, q)
Bahnkurven: Aus dem Energiesatz folgt:

2 2

D mw
—q =1,
omi t2m ¢

was der Normallform einer Ellipse mit den Halbachsen v2mE und \/2E/(mw?) entspricht.
XXX

b) Wie lautet der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators? Fiihren Sie die neue
Variable ¢ so ein, dass der Hamiltonoperator die Form

hw d? 9
- ?( d§2 +¢ )
einnimmt.
Lsg:
Hamiltonoperator:
2 2 72 2
D D, h h d mw® o
H = H = — _— = — =
(pa) =5~ + 54 ’pHiV,q—m “omdZ T 2
Wir definieren eine neue, dimensionslose Variable £ durch
h
=4/ —¢&.
mw
Dann bekommt man
d?  mw d? 9 h 4 hw[ d2
" hodr T T et 2 { 452%}

XXX

c) Zeigen Sie, dass der Energieerwartungswert

E = (p(©[Hp(E)) =0
ist.

Lsg:
Die Gesamtenergie £ = T + V, wobei T-kinetische und V' -potentielle Energie ist.

E = @H]) = @[T]) + @V]);

Kinetische Energie:

“+o0 d2 d) +oo dw
_ T2 ik ke
= / Ve {‘” il dﬁ‘ds

)

2 ﬁw +oco dw2
}:z/m dﬁ\dg z

Potentielle Energie:
hw [0 hw [To°
T wieva =T [ wkeds o



Insgesamt ist £ = (T) + (V) >0
XXX
d) Der Vernichtungsoperator ist durch

1,0
b= —(=+
73 5g )
definiert. Wie lautet der dazu gehérige adjugierte Operator b'? Berechnen Sie explizit den Kommutator
b, bT] = bbT — bTD.
Lsg:
1 ,d
b = —(—=+
2(d§ 5)
1 d
b= —(——+
2( d¢ 5)
[b,0T] = bbl —b'b
1 d? d d 1 d? d d
h = (b -+ &) =2 (- +1+&), da —E=1+E—;
o= g re) —aeiee) @ st
1 d? d d 1 d? d d
= (s — 4642 ) =5 -1+, da —¢=1+¢—
o= (e e re) —a(g 1 e) @ i
Also,
[b,bT] = bbT —bTb =1.
XXX

e) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator H die Form

1
_ tpo -
H = hw (bTb + 2)

besitzt.
Lsg:
1 d?
Tp= (-2 1+ 1 2
b'b 2( d§2+ +E>
hw 1 hw d?
i ptpr 2 ) =2 (1241 )=H, N
2<bb+2> 2( d€2+§+> ,
XXX

f) Beweisen Sie, dass der Operator b'b selbstadjugiert ist.
Lsg:
Operator bb! ist selbstadjugiert, falls (bb")t = bbi.

(bb1)t = (1),
(bh)t = <12(67§+§))T - \%(%%) —be
s OHT =" m

XXX

g) Wie kénnen Sie die Grundzustandswellenfunktion |0) explizit berechnen? Normieren Sie diese Funk-

tion:
h +oo 9
<0|0>=\/f/ d€ |o|” = 1.
mw J_ o



Hinweis:

/+OO dée=¢" = /x.

— 00

Lsg:
Es gibt verschiedene Losungswege. Zum Beispiel fiir ¢, gilt:

Pn (&) = (€]n);
Fiir den Zustand |0) berechnen wir das Produkt:

bpo(§) = (£[0]0) =0 « (d +§>apo =0,& po(é) = Coexp(—%),

d¢
Normierung:
o[t h teo
1= yon [ el =\ el [ dee e
mw J_ o mw oo
—_——
=T
& cp = Y %
hm
Also )
LMW =&
wo(§) = ﬁeXP[T] u
XXX



Aufgabe 3:

Betrachten Sie zwei hermitesche Operatoren A und B.

a) Unter welcher Voraussetzung ist das Produkt zweier hermitischer Opeartoren A und B wieder ein
hermitescher Operator?

Lsg:
A=A", B=DBf
— (AB)'=B'A"=BA,
(AB)'=AB <« [A, B]=0.
XXX

b) Wie lautet der zum Kommutator [A, B] adjugierte Operator?
Lsg:

A=A", B=p"
— [A, B]' = (AB)! — (BA)' = BTAT — ATB" = BA - AB = —[A, B].
Der Kommutator ist antisymmetrisch.

XXX

c) Suchen Sie einen geeigneten Zahlenfaktor, durch den aus [A, B] ein hermitescher Operator wird.

Lsg:
Man setze
x =iafA, Bl aeR
—zf = (ioz)*[A,B]Jr = (—ia)(—[A,B]) ==x.
XXX

d) | ) ist ein Eigenzustand des linearen hermiteschen Operators A. Berechnen Sie den Erwartungswert
des Kommutators von A mit einem beliebigen Operator C' im Zustand | «):

(af [A,C] ).
Lsg:
Ala) = ala); o reell
(al[A,Clla) = (alAC|a) — (a|CAJa) =
= (a|CTAT|a)* — ala|Cla) =
= (a|CT4|a)* — a{a|Cla) =
— alalCTla)" - alalCla) =
= a(a|Cla) — ala|Cla) = 0.
XXX



Aufgabe 4:

a) Bleiatome mit der Elektronenkonfiguration ... 6p*2P, (Spin-Triplett S = 1) werden durch einen
Stern-Gerlach-Magneten geschickt. Ist eine Aufspaltung des Atomstrahls zu erwarten? Wenn ja in wie
viel Teilstrahlen? Ignorieren Sie den Kernspin (die meisten Pb-Isotope haben Kernspin 0).

Lsg:

Der Gesamtdrehimpuls ist J = 0 und damit M = 0. Folglich hat die Hiille kein resultierendes magneti-
sches Moment und es kommt zu keiner Aufspaltung.

Hinweis: Die Ableitung des g-Faktors macht fiir J = 0 keinen Sinn.

XXX

b) Welche mittlere Wellenlidnge hat die Lyman-g-Linie (n = 3 — n = 1) im Wasserstoffatom? Welche
Dipolauswahlregeln fiir atomare Ubergéinge kennen Sie?

Lsg:
Es ist der richtige Gebrauch der “Rydberg-Formel”
1 1 1 1
hVmn = Epm — E, = hc Ry (712 — m2> =13,6eV (nz — mQ>
mit m = 3 > n = 1 gefragt. Es ergibt sich hvsy = (8/9) 13,6 eV bzw. mit der angegebenen Umrechnung
“1 eV entspricht etwa 2,4 - 10™ /s” v35 = 2,9 - 10% /s, also A3z = ¢/v32 = 103 nm.

Dipolauswahlregeln: Parititswechsel (Al = +1) und Drehimpulsauswahlregel AJ = 0, +1 (nicht J =
0—J=0)und AM = 0,£1 (nicht AM = 0, falls AJ = 0). In LS-Kopplung hat man noch AS = 0
(Interkombinationsverbot z. B. im He-Atom).

XXX

c) Welche Frequenz ist nétig, um in einem Magnetfeld von B = 1,4 T Protonenspin-Ubergéinge zwi-
schen der parallelen und der antiparallelen Ausrichtung zu induzieren? Ignorieren Sie Kopplungen des
Protonenspins an andere Drehimpulse.

Lsg:
Es gilt die Resonanzbedingung hv = g,ux B(AM), also

v=>5,59-5,05-10"%7 J/T-1,4T/(6,63-1073* Js) = 5,96 - 107 Hz = 59, 6MHz.

XXX Zahlenwerte und Begriffe, die Sie nicht unbedingt parat haben:

Wellenzahl: v/c¢ = Frequenz/Vakuumlichtgeschwindigkeit;
Planck’sches Wirkungsquantum: etwa h = 6,63 - 10734 Js;
Bindungsenergie des 1s-Elektrons im H-Atom: etwa 13,6 eV;

1 eV entspricht einer Strahlungsfrequenz von etwa v = 2,4 - 1014 /s;
g-Faktor des Protons: etwa gp = 5, 59;

Bohr’sches Magneton: etwa pug = 9,27 -10724J/T = 5,79 - 10~ °eV/T;
Kernmagneton: etwa pux = 5,05-10727J/T = 3,15- 1078 eV/T;
atomare Masseneinheit: amu etwa 1,66 - 10727 kg.



