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Aufgabe 1: Zweidimensionale Wirbeltransportgleichung

und Wirbeldynamik

Losen Sie die zweidimensionale Wirbeltransportgleichung

0
aw(az,t) =V x [u(z,t) x w(z,t)e:] + vAw(z,t)
fiir die Vortizitdt w auf einem Grundgebiet der Seitenldnge 27 mit Hilfe des
Pseudospektralverfahrens. Im Fourierraum lautet die Gleichung

%Ca(k,t) =ik x Flu(z,t) x w(z, t)e.] — vk?w(k,t),
die Nichtlinearitat ldsst sich im Ortsraum behandeln. Die Bestimmungs-
gleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld w nimmt die Gestalt einer inhomo-
genen Poissongleichung an,

V xw(z,t)e, =V x V xu(z,t) = —Au(z,t),

welche sich im Fourierraum leicht invertieren lasst:

ik x o(k,t)e,

a(k,t) = =

Gehen Sie insgesamt wie folgt vor:

a) Machen Sie sich die Struktur der Nichtlinearitit deutlich. Wie berechnet
man die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten? Wie viele skalare oder
vektorielle Felder und Fouriertransformationen benétigt man, um diese zu
berechnen?

b) Als Zeitschrittverfahren bieten sich mehrere Moglichkeiten an, ein Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung hat sich aufgrund seiner hohen Genauigkeit
und groflen Stabilitdt bewahrt. Implementieren Sie zunédchst die Gleichung
ohne die Nichtlinearitét, es handelt sich also dann um eine einfache Warme-
leitungsgleichung. Uberpriifen Sie anhand einer graphischen Ausgabe mit
Dislin, ob die Ergebnisse Thren Erwartungen entsprechen.



c¢) Implementieren Sie nun zusétzlich die Nichtlinearitét. Beachten Sie ein
korrektes Dealiasing mit Hilfe von Orszags %—Regel, um Aliasing-Fehler zu
unterdriicken.

d) Um das Ergebnis zu testen, simulieren Sie zunéchst einen einzelnen Lamb-
Oseen-Wirbel (d.h. eine GauBférmige Anfangsverteilung der Vortizitét)
mit einem kleinen Zeitschritt (d.h. O(1073)) und einer kleinen Viskositét
(d.h. O(1072)) auf einem mit 256 Punkten aufgeldsten Gitter. Der Wirbel
sollte mit der Zeit diffundieren. Wahlen Sie als Anfangsbedingung nun zwei
Wirbel. Testen Sie verschiedene Parameter (Amplitude, Vorzeichen der Am-
plitude, verschiedene Zeitschritte, Viskositéten etc.).



