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Einleitung

Nota il moto del livello dell’acqua, il quale fa a uso de’capelli, che anno due
moti, de’quali ['uno attede al peso del uello, laltro al liniamento delle volte;
cosi l'acque a le sue volte revertiginose, delle quali una parte attende al inpeto
del corso principale, l'altro attende al mote incidente e reflesso.

(In etwa: Beobachte die Bewegung der Oberfliche von Wasser, welche der
von Haar dhnelt, das zwei Bewegungen vollfiihrt, derer eine vom Gewicht der
Strihnen abhdingt, die andere von der Linienfiihrung der Locken; so macht
Wasser drehende Wirbel, von denen ein Teil vom Schwung der der Haupt-
stromung erzeugt wird und der andere von zufdlligen und reflektierten Bewe-
gungen.)

Leonardo Da Vinci (1510)

Big whorls have little whorls,

That feed on their velocity;

And little whorls have lesser whorls,
And so on to viscosity

(in the molecular sense).

Lewis Fry Richardson (1922)

I am an old man now, and when I die and go to Heaven there are two matters
on which I hope for enlightenment. One is quantum electrodynamics and the
other is turbulence. About the former I am really rather optimistic.

Horace Lamb (1932)

...the last great unsolved problem of classical physics.

Richard Feynman (nicht dokumentiert)

Wiéhrend des letzten Jahrhunderts ist die Physik mit der Quantentheorie in die aller-
kleinsten Strukturen der Materie eingedrungen und hat auf kosmologischen Skalen mit
der Relativitatstheorie neue Erklarungen gefunden. Ein Teil der Faszination dieser Theo-
rien erschliefft sich aus der Tatsache, dass die Forschungsobjekte dieser Fachgebiete der
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taglichen Erfahrungswelt vollkommen fremd sind, und der Mensch Kraft seines Geistes
in unbekanntes Terrain vorgedrungen ist.

Doch obgleich die Physik in die entlegensten Winkel des Universums vorgestoften zu
sein scheint, bleiben viele aus der Alltagswelt bekannte Phéanomene ungeklért oder zu-
mindest nicht vollstéandig erforscht. Die Liste der Beispiele ist lang, und viele dieser
Beispiele stammen aus dem Bereich der nichtlinearen Physik. Die nichtlineare Physik
umspannt einen weiten Themenkreis, und entgegen dem Namen sind viele der Fragestel-
lungen nicht auf Physik im klassischen Sinne beschrankt. Auch Fragen nach der Ausbrei-
tung von globalen Seuchen, Schwankungen von Borsenkursen oder die Entstehung von
Bewusstsein im menschlichen Gehirn kénnen im Zentrum der Aufmerksamkeit stehen. All
diesen Fragestellungen ist jedoch gemeinsam, dass bei der mathematischen Formulierung
der Probleme nichtlineare Gleichungen zu Tage treten. In den vergangenen Jahrzehnten
hat sich daher ein neuer Forschungszweig etabliert, zu dem zum einen die Erforschung
dynamischer Systeme, zum andereren die Komplexitit gehéren. Mit teilweise neuen ma-
thematischen und computerunterstiitzten Methoden wird hier deterministisches Chaos,
seine Entstehung und seine Koexistenz mit geordneten Zusténden untersucht. Weiterhin
werden Systeme mit emergentem Verhalten, die das Phénomen der Selbstorganisation
zeigen, untersucht. All diese Systeme zeichnen sich lax gesprochen dadurch aus, dass ihr
Verhalten eine grofere Vielfalt zeigt, als die Summe ihrer Teile vermuten lasst.

Ein Paradigma komplexer Systeme ist die Turbulenz, und jedem Menschen sind die
komplizierten Bewegungen einer in Bewegung versetzten Fliissigkeit aus der eigenen Er-
fahrungswelt bekannt. Die oben angefiihrten Zitate zeigen, dass schon da Vinci vor einigen
hundert Jahren die wesentlichen Ziige turbulenter Stromungen bewusst waren. Schon er
hat erkannt, dass der turbulente Bewegungszustand nicht rein zuféllig ist, sondern von
komplexen raumzeitlichen Strukturen, den Wirbeln durchsetzt ist. Auch etwa vierhun-
dert Jahre spéter sind diese Beobachtungen konsistent mit Richardsons phédnomenolo-
gischer Begriindung der turbulenten Energiekaskade. Seit nunmehr fiinfhundert Jahren
ist das Problem in seiner Phdnomenologie also in den Kopfen der Wissenschaftler pra-
sent, und dennoch ist bis heute keine vollstdndige theoretische Beschreibung gelungen.
Die Zitate von Lamb und Feynman zeigen, dass selbst namhafte Wissenschaftler dem
Problem der Turbulenz mit einer Haltung zwischen ironischer Resignation und Respekt
gegeniiberstehen. Die Untersuchung turbulenter Stromungen ist also bis heute eine grofie
Herausforderung geblieben und mehr denn je ein lebendiges Forschungsgebiet.

Die vorliegende Arbeit ist dem Themenkreis der Turbulenz zuzuordnen und widmet
sich dabei konkret den Wirbelstrukturen in turbulenten Strémungen. Die Untersuchun-
gen finden auf der Lagrangeschen Beschreibungsebene statt. Die Arbeit ist wie folgt
aufgebaut: Kapitel 1 stellt aktuelle Forschungsergebnisse zusammen und hebt dabei be-
sonders die Bedeutung kohérenter Strukturen hervor. In Kapitel 2 werden die notwen-
digen Begrifflichkeiten zum weiteren Verstédndnis der Arbeit kurz eingefiihrt. Kapitel 3
fiihrt dann die einzelnen Wirbellosungen der Grundgleichungen der Hydrodynamik ein
und untersucht im Detail ihren Einfluss auf Lagrangesche Testteilchen, die in der Fliis-
sigkeit mitbewegt werden. Die folgenden Kapitel beschéaftigen sich mit Ensemblen von
Wirbelstrukturen. In Kapitel 4 wird ein Modell fir die Einteilchenstatistik in dreidimen-

vi



sionalen turbulenten Fliissigkeiten entwickelt, Grundbaustein ist hier der Burgerswirbel.
In Kapitel 5 wird die zeitliche Entwicklung eines Ensembles kohdrenter Strukturen am
Beispiel zweidimensionaler zerfallender Turbulenz untersucht. Zu guter Letzt folgt eine
Zusammenfassung mit Ausblick in Kapitel 6.

Der interessierte Leser sei noch auf den Anhang A hingewiesen, in dem die Entwick-
lung eines Codes zur direkten numerischen Simulation der zweidimensionalen Wirbel-
transportgleichung beschrieben wird. Dieses Kapitel mochte zum einen die Entwicklung
der in dieser Arbeit bendtigten numerischen Werkzeuge dokumentieren, es richtet sich
aber auch an denjenigen, der etwas iiber die Entwicklung solch einer Software lernen
mochte. Die beiligende DVD enthélt alle wichtigen Quelltexte und Programme, die in
dieser Arbeit benutzt wurden. Auch alle Anfangsbedingungen der vorgestellten Simula-
tionen liegen bei, um eine Reproduzierbarkeit der vorgestellten Ergebnisse zu sichern.
Dariiberhinaus finden sich einige Animationen zu den vorgestellten Ergebnissen.

vii
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1 Turbulenz und koharente Strukturen

In den vergangenen Jahren verdichten sich experimentelle und numerische Hinweise auf
die Existenz kohérenter Strukturen in turbulenten Stromungen. Die Definition einer ko-
hérenten Struktur fallt schwer, und auch an dieser Stelle wird kein Versuch einer exakten
Definition unternommen. Der Begriff | kohdrente Struktur wird in dieser Arbeit synonym
mit den Begriffen ,Wirbel“ oder ,Wirbelstruktur verwendet und meint damit eine raum-
zeitlich organisierte Ansammlung von Vortizitét. Im Falle zweidimensionaler Turbulenz
organisiert sich das Vortizitdtsfeld am ehesten in runde patches, wahrend im dreidimen-
sionalen Fall der Wirbelstreckungsterm zu einer Filamentierung dieser Ansammlungen
von Vortizitdt fithrt. In jedem Fall unterliegt die Vortizitét der Advektion durch das
Geschwindigkeitsfeld, das sich selbst wieder aus der Verteilung der Vortizitédt ergibt; im
Ergebnis bilden sich komplexe raumzeitliche Gebilde, die Wirbelstrukturen, aus.

In der klassischen Theorie von Kolmogorov wird der ungleichméfigen Verteilung die-
ser Strukturen jedoch nicht Rechnung getragen, vielmehr wird in dieser Theorie von
einer perfekten Selbstihnlichkeit ! des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes im gesamten
Inertialbereich ausgegangen. Wie im Folgenden erlautert werden wird, konnen aber ge-
rade rédumlich konzentrierte Wirbelstrukturen mit extremen Ereignissen in der Statistik
in Zusammenhang gebracht werden, was zu Abweichungen von einer Reihe klassisch zu
erwartender Ergebnisse fiihrt.

In den vergangenen Jahrzehnten hat sich immer mehr die Lagrangesche Untersu-
chung und Beschreibung der Turbulenz als Forschungsschwerpunkt herausgebildet. Die-
ser Standpunkt beschreibt das turbulente Geschwindigkeitsfeld entlang von Trajektorien
von Teilchen, die ohne Trigheitseinfliisse der turbulenten Stromung folgen. Damit ver-
hélt sich diese Beschreibung der Turbulenz komplementar zur sogenannten Eulerschen
Beschreibung, in der ein ortsfester Koordinatenpunkt untersucht wird. Letztendlich sind
beide Beschreibungen dquivalent und héngen iiber eine Koordinatentransformation zu-
sammen, dennoch scheint der Lagrangesche Zugang in mancher Hinsicht Vorteile zu
haben. So ist zum Beispiel das Langrangesche Bezugssystem ein natiirlicher Rahmen
zur Beschreibung von Mischungs- und Transportvorgdngen, da man den Testteilchen,
die sich durch Advektion und Diffusion durch das Fluid bewegen, unmittelbar folgen
kann.? Dariiber hinaus eignet sich die Lagrangesche Betrachtung besonders gut zur Un-
tersuchung kohérenter Strukturen, weil diese sich durch eventuelle langlebige Einfénge
von Teilchen in den statistischen Grofen stiarker als im Eulerfeld bemerkbar machen
konnen; dort wird der Einflut der Wirbel auf die Statistik gewissermafien verschmiert,
da sich die Wirbel durch Advektion {iber die ortsfesten Bezugspunkte hinwegbewegen.

lin einem statistischen Sinne
2Siehe z. B. [Yeu02] fiir einen ausfiihrlichen Uberblick.



1 Turbulenz und kohdrente Strukturen

Abbildung 1.1: Experimenteller Aufbau zur Vermessung von Teilchentrajektorien. Im Geféf
in der Mitte wird durch gegenldufig rotierende Scheiben eine turbulente Strémung erzeugt, in
der sich dichteneutrale Teilchen bewegen. Ein Laser beleuchtet die Teilchen, das gestreute Licht
wird von Detektoren registriert. Entnommen aus [VLCT02].

Bei der Untersuchung Lagrangescher Grofen werden die Experimentatoren allerdings vor
enorme messtechnische Herausforderungen gestellt, so dass es erst in den letzten Jahren
gelungen ist, tiefere Einblicke in die Lagrangesche Statistik zu gewinnen. Andererseits
hat die rasante Entwicklung der Computertechnik die Simulation turbulenter Stromun-
gen bei moderaten Reynoldszahlen ermoglicht; in diesen Simulationen sind Lagrangesche
Groéfen verhdltnisméfig leicht zu untersuchen.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: Ein Uberblick iiber aktuelle Forschungsergebnisse
soll die Hinweise auf die Einfliisse kohérenter Strukturen auf die Lagrangesche Statistik
in zwei und drei Dimensionen zusammenfassen, bevor experimentelle und numerische Ar-
beiten, die sich eingehender mit Wirbeln beschéftigen, vorgestellt werden. Am Ende des
Kapitels finden sich dann die Fragestellungen, welche die vorliegende Arbeit motivieren.

1.1 Experimentelle und numerische Ergebnisse
dreidimensionaler Turbulenz

Zur Zeit werden experimentelle Arbeiten zur Lagrangeschen Turbulenz hauptséchlich mit
drei verschiedenen Verfahren durchgefiihrt. Dazu gehéren das Aufnehmen der Teilchen-
trajektorien durch Detektoren, wie sie in der Hochenergiephysik benutzt werden, das
Vermessen mit Hilfe von Dopplertechniken im Ultraschallbereich und die Verwendung
von Hochgeschwindigkeitskameras.

Abbildung 1.1 zeigt den Aufbau der Gruppe der Cornell-Universitéit.? In einem zy-

3Diese Gruppe arbeitet mittlerweile am MPI in Gttingen.



1.1 Experimentelle und numerische Ergebnisse dreidimensionaler Turbulenz
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Abbildung 1.2: Experimentell gemessene Teilchentrajektorie. Das linke Bild zeigt die ortsauf-
geloste Trajektorie mit der farbkodierten Beschleunigung. Die Beschleunigung erreicht Werte
von bis zu dreiffig Mal der Standardabweichung vom Mittelwert. Rechts sind die zugehorigen
Geschwindigkeitskomponenten abgebildet. Diese zeigen sinusoidale Modulation der Geschwin-
digkeit. Entnommen aus [VLCT02].

lindrischen Gefdf mit einem Gesamtvolumen von 0.1m? wird durch zwei gegenldufig
rotierende Scheiben eine turbulente Stromung mit einer Reynoldszahl (auf der Taylors-
kala) von 140 < Re) < 970 erzeugt. In der Stromung bewegen sich Kugeln mit ei-
nem Durchmesser von 25pum und einer Dichte von 1.06 Mal der Dichte von Wasser.
Das 8mm? groke Messvolumen wird von einem Laser beleuchtet, wobei das gestreute
Licht von vier ortsauflésenden Siliziumstreifenzéhlern mit einer Rate von 70000 Bildern
pro Sekunde detektiert wird. Die verschiedenen Signale werden dann in einem aufwén-
digen Verfahren in dreidimensionale Trajektorien umgerechnet. Messgrofien sind dabei
Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung®. Fiir eine ausfiihrliche Versuchsbeschreibung
und statistische Auswertung sei der Leser auf [LVC101, VLC102] oder [CMBO05] verwie-
sen. Abbildung 1.2 zeigt eine in diesem Experiment aufgenommene Trajektorie mit den
zugehorigen Geschwindigkeitskomponenten. Die beobachtete Trajektorie verlduft spiral-
formig, welches auch die sinusoidalen Geschwindigkeitskomponenten andeuten. Dabei
erfihrt das Testteilchen starke Beschleunigungen, die bis zu 30 Standardabweichungen
vom Mittelwert abweichen. Die Beschleunigungen erreichen dabei Werte, die etwa dem
1600-fachen der Erdbeschleunigung entsprechen. Diese Spiralbahnen werden von den Au-
toren von [VLC'02] mit langlebigen kohiirenten Strukturen in der turbulenten Strémung
in Zusammenhang gebracht, jedoch ohne das diese weitere quantitative Nachweise vor-
bringen. Die im Zusammenhang mit diesen Experimenten ermittelte Beschleunigungssta-
tistik zeigt Abbildung 1.3. Hier sind deutliche Abweichungen von einer Gaufverteilung
zu beobachten, extreme Werte der Beschleunigung kommen hdufiger vor als bei einer

“Die Beschleunigung wird dabei nicht direkt vermessen, sondern aus der interpolierten Geschwindigkeit
durch Differentiation gewonnen.
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Abbildung 1.3: Experimentell ermittelte Beschleunigungsstatistik fiir drei verschiedene Ex-
perimente. Die gestrichelte Linie deutet eine Gaufsverteilung an. Die gemessene Statistik zeigt
deutlich Abweichungen von einer Gauftverteilung, extreme Ereignisse treten hiufiger auf. Als Maft
flir die Abweichungen von einer Gaufiverteilung zeigt das innere Bild die flatness der Verteilung.
Entnommen aus [LVCT01].

normalverteilten Grofe. Die Beobachtungen legen nahe, dass zumindest ein Teil der ex-
tremen Ereignisse durch Teilcheneinféinge in eine Wirbelstruktur erzeugt werden.

Ein &hnliches Bild zeichnen die experimentellen Ergebnisse der Gruppe aus Lyon, der
niher interessierte Leser sei an dieser Stelle auf [MMMPO01, MLP04] und [MDL*02] hin-
gewiesen. Die Art und Weise, wie eine turbulente Stromung erzeugt wird, dhnelt dabei
dem oben genannten Aufbau, wie Abbildung 1.4 zeigt. Die Messung der Teilchentrajek-
torien erfolgt dabei jedoch mit einer Ultraschall-Dopplermethode. Dabei wird die Fliis-
sigkeit mit einem sinusférmigen Ton der Frequenz 2.5 MHz beschallt und als Messsignal
das dopplerverschobene Echo der Testteilchen aufgezeichnet. Das Echo der Gefafswénde
ist nicht dopplerverschoben und kann damit aus dem Messsignal gefiltert werden.? Die
Messmethode macht jedoch gegeniiber dem erstgenannten Experiment zehnmal grofiere
Testteilchen notwendig, weshalb diese den kleinsten Fluktuationen des Geschwindigkeits-
feldes nicht folgen kénnen. Als Konsequenz ist die Kolmogorovzeitskala 7, bei diesem
Experiment nicht aufgelost. Der grofe Vorteil liegt im gegeniiber obigem Experiment
stark vergroferten Messvolumen, welches Messungen von kleinen Zeiten bis zur integra-
len Zeitskala ermoglicht. Gewissermafien sind die beiden Experimente in ihren Vor- und
Nachteilen diametral angeordnet.

Aus den vielfaltigen Ergebnissen seien an dieser Stelle eine gemessene Trajektorie und
die Statistik der Geschwindigkeitsinkremente herausgegriffen (s. Abb. 1.5). Die Vertei-
lungsfunktion der Geschwindigkeitsinkremente (also der Differenz zweier Geschwindig-
keiten unter einem zeitlichen Abstand 7) zeigen einen Ubergang von hochgradig nicht-

®Bei der Filterung werden auch die Echos der Teilchen mit verschwindender Geschwindigkeit gefiltert,
was aber zu keiner signifikanten statistischen Verfélschung fithrt [MLPO04].
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Abbildung 1.4: Schematischer experimenteller Aufbau zur Vermessung von Teilchentrajek-
torien. Im Gegensatz zum Experiment der Cornell-Gruppe werden die Trajektorien {iber eine
Ultraschall-Dopplermethode gemessen. Entnommen aus [MDLT02].

gaubischem Verhalten bei kleinen 7 hin zu einer Gaufiverteilung fiir grofse 7. Fiir kleine
Zeitdifferenzen 7 wird die Verteilungsfunktion der Inkremente durch die Beschleunigung
bestimmt, die starken Fliigel dieser Verteilung sind also auf den intermittenten Charakter
dieser dynamischen Gréfe zuriickzufithren. Auch diese Gruppe bringt die Haufigkeit der
extremen FEreignisse in den Statistiken mit Teilchendynamik in koh&renten Strukturen
in Zusammenhang. Es wird beobachtet, dass die Gebiete hoher lokaler Vortizitidt zu den
breiten Ausldufern der Beschleunigungsstatistik beitragen. (Fiir genauere Untersuchun-
gen siehe [MLP04].)

Der Vollstdndigkeit halber seien die aktuellen Ergebnisse der dénischen Gruppe er-
wahnt, die mit Hilfe von Hochgeschwindigkeits-CCD-Kameras Lagrangesche Trajektori-
en vermisst [Ber06]. Die Ergebnisse bestétigen die zentralen Aussagen der vorgestellten
Experimente, die zitierte Arbeit sticht jedoch durch ihre kritische Auseinandersetzung
mit den betrachteten Messgrofen hervor.

Bisher existiert kein Experiment, das die Lagrangeschen Trajektorien von der kleinsten
Dissipationsskala bis hin zur integralen Zeitskala auflost, und der experimentelle Auf-
wand der vorgestellten Untersuchungen ist besonders in messtechnischer Hinsicht enorm.
Dariiber hinaus sind einige zentrale Lagrangesche Groften, wie die Beschleunigung, nur
indirekt (durch Differentiation der Trajektorien) erfassbar. Als Alternative zum Experi-
ment bietet sich daher die direkte numerische Simulation (DNS, s. auch Anhang A) an.
Dabei wird die Navier-Stokes-Gleichung simuliert und eine grofse Anzahl von Teilchen mit
der Stromung mitgefiithrt. Der Vorteil dieser Methode ist das uneingeschréinkte Wissen
iiber alle Details der simulierten turbulenten Strémung und die Tatsache, dass nahezu al-
le interessierenden Grofen aufgenommen werden kénnen. Der Preis dieses Ansatzes sind
im Falle von dreidimensionaler Turbulenz der im Bezug auf heutige Computerleistung
immense Rechenaufwand und die relativ niedrige erreichbare Reynoldszahl. In aktuellen
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Abbildung 1.5: Experimentell gemessene Trajektorie und Geschwindigkeitsinkrementvertei-
lung. Die Verteilungsfunktion zeigt einen kontinuierlichen Ubergang von stark nichtgaufischer
Form fiir kleine Inkremente zu einer Gaufiverteilung fiir grofle Zeitinkremente. Entnommen aus

[MLPO04].
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Abbildung 1.6: Links: Teilcheneinfang in direkter numerischer Simulation. Das Testteilchen
bleibt fiir einige 7, in einem Wirbel gefangen. Geschwindigkeit und Beschleunigung erreichen bei
der oszillierenden Bewegung ein Vielfaches des mittleren Schwankungsquadrates der jeweiligen
Groflen. Rechts: Einteilchenstatistik fiir Beschleunigung und Geschwindigkeitsinkremente. Das
innere Bild zeigt die Kurtosis der Geschwindigkeitsinkremente in Abhéngigkeit der Zeitdifferenz
7; die Ergebnisse stimmen qualitativ mit den vorgestellten Experimenten iiberein. Entnommen

aus [BBCT04b].
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Arbeiten der italienischen Gruppe wird getriebene Turbulenz mit einer Auflésung von
bis zu 1024% Gitterpunkten simuliert, und etwa 2-10° Lagrangeteilchen werden mit dem
Geschwindigkeitsfeld advektiert (s. dazu [BBCT04b, BT05, BBCT04a] und [BBCT05]).
Im Gegensatz zu den Experimenten erreicht die DNS dabei nur eine moderate Reynolds-
zahl von Re) ~ 280. Der Fokus dieser Arbeiten liegt auf dem Vergleich des von die-
ser Gruppe in das Lagrangebild iibersetzten multifraktalen Modelles [Fri95, BBCT04a]
mit den numerisch bestimmten statistischen Grofen. Bei der Untersuchung der Struk-
turfunktionen stellen die Autoren fiir Zeitinkremente kleiner als 107, eine Abweichung
vom klassisch zu erwartenden Skalierungsverhalten fest, die sie mit der Existenz ko-
hérenter Strukturen in Zusammenhang bringen. Abbildung 1.6 zeigt einen Einfang in
eine Struktur hoher Vortizitéat, in der das Lagrangeteilchen eine Spiralbahn durchléuft.
Dabei erreicht die Beschleunigung Werte von nahezu dreiffig Mal der Wurzel des mitt-
leren Schwankungsquadrates. Damit tragt dieses Ereignis zu den weiten Ausldufern der
Beschleunigungsstatistik bei, die im rechten Teil des Bildes zu sehen ist. Die ermittel-
ten Geschwindigkeitsinkrementverteilungsfunktionen zeigen den typischen Ubergang von
stark nichtgaufischen Ausldufern hin zu einer Normalverteilung.

Technisch vergleichbare Simulationen werden von den Gruppen in Bochum und Miin-
chen durchgefiihrt. Auch in dieser Arbeit [HGBMO06| werden Einfinge beobachtet. Der
Vergleich mit magneto-hydrodynamischer Turbulenz zeigt zusétzlich, dass diese Art von
Dynamik charakteristisch fiir hydrodynamische Turbulenz ist.

Die bisher vorgestellten Arbeiten fokussieren auf die statistische Auswertung Lagran-
gescher Teilchentrajektorien. Wie beispielhaft erldutert zeigt diese Analyse, dass Wir-
belstrukturen einen erheblichen Einfluss auf die Teilchendynamik haben. Eine genaue
Untersuchung, welchen Beitrag die Wirbelstrukturen auf die Eulerschen Felder haben,
findet sich in [FPS01, FSK99| (letztgenannte Arbeit bezieht sich dabei auf zweidimen-
sionale Turbulenz). Aus der Motivation heraus, effizientere numerische Verfahren zu ent-
wickeln, um die wesentlichen Eigenschaften turbulenter Felder zu simulieren, nutzt diese
Gruppe eine Zerlegung des Vortizitdtsfeldes in eine orthogonale wavelet-Basis. Wie die
Autoren erldutern, ermoglicht dieser Ansatz, die kohdrenten Teile des Geschwindigkeits-
und Vortizitédtsfeldes von den inkohdrenten Hintergrundfluktuationen zu trennen. Die
Analyse dieser Methode zeigt, dass die Hintergrundfluktuationen sich gaufisch verhalten
und durch die klassische Theorie nach Kolmogorov beschrieben werden kénnen. Das in-
teressante Ergebnis dieser Untersuchungen ist nun, dass im Falle von dreidimensionaler
Turbulenz der kohdrente Anteil des Vortizitatsfeldes durch 3% der wavelet-Koeffizienten
beschrieben werden kann, dieser Anteil jedoch 98.9% der Gesamtenergie und 75.4% der
Enstrophie enthélt. Ein Vergleich zwischen der Statistik des ungefilterten Feldes mit den
durch wavelet-Filterung erhaltenen kohérenten und inkohérenten Anteilen zeigt, dass die
intermittente Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung des Vortizitéatsfeldes durch den kohé-
renten Anteil gut reproduziert wird, wihrend der inkohdrente Anteil eine eher zu ver-
nachldssigende Rolle spielt. Zu einem &dhnlichen Ergebnis kommen die Autoren bei der
Untersuchung der Geschwindigkeitsstatistik. Als Konsequenz schlagen die Autoren vor,
nur den kohérenten Anteil des Feldes (der einen vergleichsweise kleinen numerischen Auf-
wand verursacht) direkt zu simulieren, wihrend der {iberwiegende Anteil durch stochas-
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tische Ansétze modelliert werden kann. Im Bezug auf die vorliegende Arbeit zeigen diese
Analysen, dass die Wirbelstrukturen einen Grofsteil der turbulenten Dynamik ausmachen
und sich folglich deutlich auf die Lagrangesche Teilchendynamik auswirken sollten.

1.2 Zweidimensionale Turbulenz

Die bisherigen Beispiele fiir Experimente und numerische Versuche zur Lagrangeschen
Teilchendynamik und -statistik beziehen sich auf vollentwickelte dreidimensionale Tur-
bulenz. Auch die Untersuchuchungen von zweidimensionalen Stromungen zeigen eine
lange Tradition. Das Interesse an zweidimensionaler Turbulenz motiviert sich aus ver-
schiedenen Beweggriinden. So besteht ein akademisches Interesse die zweidimensionale
Navier-Stokes-Gleichung gewissermafien kontrdr zum dreidimensionlen Fall zu untersu-
chen. In drei Dimensionen findet ein Energietransport von grofsen auf kleine Skalen statt,
in zwei Dimensionen ist das Gegenteil der Fall; man spricht daher von einer direkten bzw.
inversen Energiekaskade. Eine vergleichende Studie beider Fille macht es beispielsweise
moglich einzuschétzen, ein wie grofter Teil der Dynamik schon durch die Kaskadenbil-
dung determiniert wird. Dariiber hinaus spielen zweidimensionale Strémungen in der
Natur eine Rolle. Zum Beispiel kann die Atmosphére als nahezu zweidimensional an-
gesehen werden, da sie im Verhéltnis zu den lateralen Ausmaflen sehr diinn ist. Auch
Meeresstromungen zeigen auf grofen Skalen oftmals zweidimensionale Eigensschaften.
Kohérente Strukturen bilden sich jedoch auch, wie eingangs erwéhnt, in zweidimen-
sionalen Stromungen aus. Hier organisiert sich die Vortizitdt in runde Flecken. Unter
Einfluss einer dritten Raumdimension unterliegen diese Bereiche dem Wirbelstreckungs-
mechanismus, welcher zu den charakteristischen Wirbelréhren in drei Dimensionen fiihrt.
Dieser Mechanismus erklart die unterschiedliche Topologie der Wirbelstrukturen in zwei
und drei Dimensionen. Viele der in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse beziehen sich
auf numerische Ergebnisse der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung, und eine Un-
tersuchung der dreidimensionalen Gleichung zeigt, dass es sich bei exakten Wirbell6sun-
gen dieser Gleichung eher um 21/2-dimensionale Losungen handelt. Diese lassen sich ndm-
lich unter der sogenannten Lundgrentransformation von Losungen der zweidimensionalen
Navier-Stokes-Gleichung zu Losungen der dreidimensionalen erweitern (s. dazu Kapitel
3). Das legt nahe, dass eventuell ein grofer Teil der dreidimensionalen Dynamik auf zwei
Dimensionen zuriickzufiihren ist, zumindest aber ein Verstédndnis zweidimensionaler Stro-
mungen und zugehoriger Teilchendynamik grundlegende Bedeutung fiir das Verstdndnis
dreidimensionaler Phdnomene hat. Zusétzlich deuten die in drei Dimensionen beobachte-
ten Spiralbewegungen eine nicht vollstdndig dreidimensionale Bewegung an, eher handelt
es sich um eine wie in zwei Dimensionen beobachtete zirkulare Bewegung, die entlang
der Wirbelachse verschoben wird. Dariiber hinaus kommen die Autoren in [FSK99| zu
dem Ergebnis, dass letztendlich zweidimensionale Turbulenz dynamisch sehr verwandt
zu dreidimensionaler sein konnte und geben an, dass in zwei Dimensionen das Verzerren
des Vortizitdtsgradienten und die Erzeugung von Palinstrophie die dynamische Rolle des
Wirbelstreckungstermes und der Enstrophieerzeugung {ibernehmen kénnten. Als Unter-
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schied der beiden Fille fithren sie an, dass in zwei Dimensionen die Wirbel jedoch zeitlich
wesentlich stabiler sind. All das rechtfertigt die genaue Untersuchung zweidimensionaler
Stromungen. Im Folgenden soll daher ein Uberblick iiber aktuelle Ergebnisse der Unter-
suchung zweidimensionaler Turbulenz gegeben werden.

Im vorigen Abschnitt wurden einige Experimente und numerische Ergebnisse zu La-
grangescher Teilchenstatistik in getriebener dreidimensionaler Turbulenz vorgestellt. In
zwei Dimensionen existieren analoge Untersuchungen bisher nicht, so dass zum jetzigen
Zeitpunkt keine Aussage dariiber moglich ist, welche der dort untersuchten Lagrange-
schen Groflen von der Dimensionalitiat des Systems beeinflusst werden oder ob es sich
um universelle Gréfsen handelt. Die Untersuchung zweidimensionaler Turbulenz zeigt auf
den ersten Blick in den letzten Jahren neben wachsender Popularitat vielleicht sogar
eine grofsere Diversifizierung als im Falle dreier Raumdimensionen. Einen exzellenten
Uberblick iiber aktuelle Fragen und Arbeiten gibt der Review-Artikel [Tab02] und die
darin enthaltenen Referenzen. In diesem Artikel wird die Bedeutung zerfallender zweidi-
mensionaler Turbulenz herausgestellt, da sich hier aufgund der inversen Energiekaskade
Wirbelstrukturen auf natiirliche Weise herausbilden. Abbildung 1.7 gibt einen Eindruck
des Phénomens. Lisst man ein Vortizitatsfeld geméfs einer zufdlligen Anfangsbedingung
zerfallen, bilden sich nach einer kurzen Zeit die dargestellten Strukturen. Diese wech-
selwirken dann miteinander; so kommt es zu Verschmelzungen von Wirbeln gleichen
Vorzeichens der Vortizitdat und zur Zerstorung schwacher Wirbelstrukturen durch star-
ke Scherungen. Dabei fiihren die Wirbel eine komplexe Dynamik aus, die denen eines
Punktwirbelsystems dhnelt [BPS88|, wihrend die Diffusion feine Strukturen ddmpft und
die runden Wirbelflecken immer grofer werden ldsst. Der Nachteil eines so préparier-
ten Systems besteht darin, dass es sich nicht, wie im Falle voll entwickelter Turbulenz,
in einem Fliefgleichgewicht befindet. Untersuchungen beziiglich der Kolmogorovtheorie
und intermittenten Abweichungen sind somit nicht moéglich. Im Gegensatz dazu ergibt
sich bei der Untersuchung getriebener zweidimensionaler Turbulenz das Problem, dass
der Antrieb die kohérenten Strukturen unterdriickt oder zumindest behindert. In [Tab02]
wird sogar berichtet, dass oberhalb der Antriebsskala keine Wirbelstrukturen zu erwar-
ten sind. Zerfallende Turbulenz scheint daher einen natiirlichen Rahmen zum Studium
des Einflusses von kohérenten Strukturen auf Lagrangesche Teilchendynamik zu geben.

Der iiberwiegende Teil der Arbeiten zu zweidimensionaler Turbulenz bezieht sich auf
das Eulerbild. Zum Abschluss dieses Abschnitts soll eine experimentelle Studie Lagrange-
scher zweidimensionaler Turbulenz vorgestellt werden, die den Einfluft kohérenter Struk-
turen auf Lagrangesche Testteilchen untersucht [RDE05]. Die quasizweidimensionale Tur-
bulenz wird in diesem Experiment in einer 20cm x 20cm X 0.3 cm grofen Schicht einer
Salzwasserlosung erzeugt, die auf einer elektromagnetisch passiven Schicht einer anderen
Flissigkeit aufliegt. Der Antrieb erfolgt durch elektromagnetische Felder. Ein magneti-
sches Feld verlauft senkrecht zur von der Fliissigkeit aufgespannten Ebene, so dass die
resultierende Lorentzkraft die Ionen der Losung antreibt. Der schematische Aufbau ist
in Abbildung 1.8 zu sehen. In die turbulente Stromung wird dann polykristallines Pulver
gestreut, dessen einzelne Kristalle etwa 75 ym grofs und weitgehend dichteneutral sind.
Der ganze Aufbau wird mit einer Blitzlampe beleuchtet und mit einer CCD-Kamera auf-
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Abbildung 1.7: Wirbel in zweidimensionaler zerfallender Turbulenz. Dargestellt ist das Vortizi-
tatsfeld aus einer direkten numerischen Simulation (siehe dazu Kapitel 5 und Anhang A). Neben
nahezu axialsymmetrischen Wirbeln erkennt man mehrere Wirbel mit angedeuteter Spiralstruk-
tur, welche Ergebnis von Verschmelzungsprozessen sind. Die feinen Filamente, die das gesamte
Feld durchziehen, resultieren zum Teil aus zerstorten Wirbelstrukturen, die starken Scherungen
ausgesetzt wurden.
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Abbildung 1.8: Schematischer Aufbau zu experimentell erzeugter zweidimensionaler Turbulenz.
Eine Salzlosung wird durch ein elektomagnetisches Feld angetrieben. Entnommen aus [RDEO05].

Abbildung 1.9: Experimentell ermittelte Teilchenbahnen in zweidimensionaler Turbulenz.
Links: Uber vier Aufnahmen gemittelte Teilchenbahnen. Die Bewegung um Wirbelstrukturen
ist deutlich zu erkennen. Rechts: Hell dargestellt ist eine experimentell ermittelte Teilchenbahn,
dunkel eine synthetisch aus den interpolierten Eulerfeldern erzeugte. Entnommen aus [RDE05].
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Abbildung 1.10: Einzelner Wirbel im Experiment. Hinter einer Stufe wird in einer laminaren
Stromung ein Wirbel erzeugt, durch zwei Locher Q2 wird Wasser herausgesaugt und damit der
Wirbel entlang seiner Achse gestreckt. Der Wirbel wird dann mit der Strémung advektiert und
zerfallt in einem turbulenten burst. Entnommen aus [CMPO03].

genommen. Aus den Aufnahmen kénnen dann die Teilchenbahnen rekonstruiert werden.
Dariiber hinaus lassen sich aus der Menge der Trajektorien auch die Eulerfelder interpo-
lieren. Um die Statistik der Teilchenbahnen zu verbessern, wurden aus den interpolierten
Eulerfeldern zusétzlich synthetische Teilchenbahnen erzeugt, Abbildung 1.9 zeigt typische
Teilchenbahnen. Gut zu erkennen ist, dass das zweidimensionale Geschwindigkeitsfeld aus
zwei verschiedenen topologischen Komponenten besteht: Zentren und Sattelpunkten. Die
Zentren entsprechen den Wirbeln, die Teilchen einfangen und fiir lange Zeiten mit sich
fithren. Zwischen den Wirbeln muss es dann separierende Bereiche geben, in denen die
Vortizitdt gering ist, die auftretenden Scherungen jedoch stark sind. Die Autoren von
[RDEO5| untersuchen quantitativ, inwiefern sich die Einfinge in Wirbelstrukturen auf
Lagrangesche Grofsen wie die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion oder Ein- und
Zweiteilchendiffusion auswirken, indem sie die Statistik auf die beiden genannten topolo-
gischen Fille bedingen. So fallen die beiden Geschwindigkeitsautokorrelationen ab einer
gewissen Zeit mit der der Gesamtstatistik zusammen, wiahrend die Autokorrelations-
funktion im Fall der Zentren ein oszillierendes Verhalten zeigt, geméafs den periodischen
Teilchenbahnen um einen Wirbel. Fiir die Wirbel nehmen die Autoren an, dass sie durch
Teilcheneinfange die Diffusion vermindern, wahrend Sattel durch ihre separierende Fi-
genschaft eher zu einer verstdrkten Diffusion fiihren sollten. Fiir weitere Details sei der
Leser auf die zitierte Arbeit verwiesen. Insgesamt gelingt es den Autoren mit den vorlie-
genden Untersuchungen, statistische Eigenschaften mit dynamischen und topologischen
Effekten des turbulenten Feldes in Zusammenhang zu bringen.

1.3 Wirbel als Bausteine der Turbulenz

Die bisher vorgestellten Studien stellen kohérente Strukturen als Bestandteile turbulenter
Stromungen dar, deren Signatur sich in den ermittelten Statistiken niederschlégt. Die
Wirbel werden gewissermafien als Phanomen oder Symptom zur Kenntnis genommen und
es wird versucht, ihren Einfluss auf die gesamte Statistik zu verstehen und gegebenenfalls
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von zufillig fluktuierenden Anteilen zu trennen.

Alternativ kann man einen anderen Weg einschlagen und die Wirbelstrukturen isoliert
untersuchen, um anhand dessen den Einfluss auf die turbulente Stromung zu quantifi-
zieren. Das Ziel besteht darin, aus dem Versténdnis der einzelnen Bausteine der Turbu-
lenz und zuséatzlicher Kenntnis tiber deren dynamische Interaktion Erkenntnisse fiir das
komplexe System Turbulenz zu gewinnen. Umgekehrt kann man natiirlich die einzelnen
Strukturen als Bausteine der Turbulenz verstehen und versuchen, anhand dieser Bau-
steine Aspekte der Turbulenz zu modellieren oder experimentelle Ergebnisse zu begriin-
den. In jedem Fall verfolgt dieser Ansatz das Ziel, eine Briicke iiber die breite Schlucht
zwischen experimentell oder numerisch ermittelten Statistiken auf der einen Seite und
dynamischen Aspekten der Navier-Stokes-Gleichung auf der anderen Seite zu schlagen.
Vor dem Hintergrund dieses Ansatzes ist die vorliegende Arbeit zu sehen.

Die Literatur zu Wirbeln als atomare* Bestandteile turbulenter Stromungen ist breit
gesit. Einige wichtige Arbeiten sollen daher hier beispielhaft fiir die verschiedenen Ka-
tegorien genannt werden. Eine gute Ubersicht iiber Wirbeldynamik und -interaktion
findet sich in [PS98] und [SB79|. Der dynamische Prozess des Verschmelzens zweier
Wirbel wird beispielsweise in [AV97]| analytisch untersucht, und auch die Arbeiten von
Lundgren (siehe dazu [Lun82|, [Lun93| und Kapitel 3) sind teilweise diesen dynami-
schen Aspekten verschrieben. Dariiber hinaus existieren viele Arbeiten, die sich mit den
schon genannten 21/2-dimensionalen Losungen der Navier-Stokes-Gleichung auseinander-
setzen, den sogenannten gestreckten Wirbeln, die ihre Entsprechung im Falle echter
dreidimensionaler Turbulenz in den diinnen Wirbelfilamenten finden (siehe dazu z.B.
[MKO94, OP03, RLI7]).

Versuche, Eigenschaften des turbulenten Geschwindigeitsfeldes mit einem Ensemble
aus Wirbeln zu erkldren, gehen bis auf Townsend |Towb1]| zurtick und wurden in den
folgenden Jahrzehnten immer wieder aufgegriffen. So stehen zum Beispiel auch die Ar-
beiten von Lundgren [Lun82, Lun93|] in diesem Zusammenhang und neuerliche Studien
zu diesem Thema finden sich beispielsweise in [HK97] und [KL03|. In [HK97] untersuchen
die Autoren ein Ensemble aus zufillig gestreckten Wirbeln. Sie finden, dass die Euler-
schen Strukturfunktionen einige Eigenschaften realer turbulenter Strémungen zeigen und
damit schon durch ein statisches Ensemble von Wirbeln zu erkléren sind. Zusétzlich sei
noch auf Arbeiten hingewiesen, die sich mit dem Einfluss von Wirbeln auf einen passiven
Skalar beschéftigen, da diese Fragestellung der Lagrangeschen Turbulenz sehr verwandt
ist (siehe dazu [FV97, PLO1| und [OP03]). Zwei sehr interessante experimentelle Arbeiten
finden sich in [MHKO03] und [MHKO4|. Hier vergleichen die Autoren voll entwickelte Tur-
bulenz durch eine bedingte Mittelungstechnik mit Eigenschaften, die auf die Anwesenheit
von Burgerswirbeln in der Stromung zuriickzufiithren sind.

Zu guter Letzt soll nun noch eine experimentelle Arbeit vorgestellt werden, die eine
einzelne Wirbelstruktur untersucht (siehe dazu [CMPO03] und [CMPO04]). In dieser Arbeit
wird durch einen geschickten experimentellen Aufbau in einer laminaren Stromung hinter
einer Stufe ein Wirbel erzeugt, der eine Streckung entlang seiner Achse erfihrt, siehe dazu
Abbildung 1.10. Der gestreckte Wirbel durchlauft zwei Phasen. Zunéchst wird er stabil
mit der Stromung advektiert und anschliefsend in einem turbulenten burst zerstort. Da-
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Abbildung 1.11: Visualisierung des Wirbels durch Tinte. Dargestellt sind die stabile Phase
und der turbulente burst. Entnommen aus [CMPO03].
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Abbildung 1.12: Geschwindigkeitsprofil und Spektrum eines einzelnen Wirbels. Links: Wah-
rend sich der stabile Wirbel auf die Messsonde zubewegt, steigt die Geschwindigkeit kontinuierlich
an, beim turbulenten Aufbrechen kommt es dann zu starken Fluktuationen. Rechts: Energie-
spektrum in Abhéngigkeit des Abstandes der Messsonde von der wirbelerzeugenden Stufe. Im
Bereich des turbulenten Aufbrechens wird eine gute Ubereinstimmung mit dem von Kolmogo-
rov vorhergesagten Energiespektrum gefunden. Die im Inlet gezeigten kompensierten Spektren
zeigen teilweise ein ausgeprigtes Plateau. Entnommen aus [CMP03].

14



1.3 Wirbel als Bausteine der Turbulenz

nach startet der Prozess von vorne, so dass sich insgesamt ein periodisches Signal ergibt.
Das Geschwindigkeitsfeld wird mit einem Anemometer unter Verwendung der Taylorhy-
pothese gemessen. Eine Visualisierung der Stromung durch Tinte ist in Abbildung 1.11 zu
sehen. Gut zu erkennen sind die durch differentielle Rotation zu einer Spiralstruktur ver-
zerrte Tintenspur in der stabilen Phase und die erhéhte turbulente Diffusion wihrend des
turbulenten Aufbrechens des Wirbels. Das interessante experimentelle Ergebnis ist, dass
sich bei einer Mittelung iiber den gesamten Zyklus ein Energiespektrum FE(k) ~ k3
ergibt, wie es auch in voll entwickelter Turbulenz gemessen wird. Eine genauere Un-
tersuchung ergibt, dass sich das Spektrum zu Zeiten des turbulenten Aufbrechens des
Wirbels ergibt (siehe dazu Abbildung 1.12). Weitere Einblicke liefern die in [CMPO04]
untersuchten Analogien zum Lundgrenwirbel. Hierdurch offenbart sich namlich ein phy-
sikalischer Mechanismus fiir die Energiekaskade hin zu kleinen Skalen. Durch differentielle
Rotation bilden sich immer feinere Spiralstrukturen aus, und die Streckung entlang der
Achse sorgt aufgrund der Inkompressibilitdt fiir ein zusétzliches Zusammenstauchen in
radialer Richtung. Insgesamt schafft das vorliegende Experiment damit einen physikali-
schen Zusammenhang zwischen der einzelnen Struktur als Baustein und Eigenschaften
voll entwickelter Turbulenz. Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang, dass sich das
Spektrum nur bei einer Mittelung iiber die Lebensdauer des Wirbels ergibt. Das legt
den Schluss nahe, dass es sich bei einem turbulenten Feld um eine Uberlagerung vieler
Wirbelstrukturen unterschiedlicher Entwicklungsstufen handeln kénnte.

Insgesamt stellt sich die Situation also wie folgt dar: Systematische Studien voll ent-
wickelter Turbulenz im Lagrangebild zeigen Signaturen kohérenter Strukturen. Studien,
die sich konkret auf einzelne Wirbel oder ein statistisches Ensemble selbiger beziehen,
konzentrieren sich auf das Eulerbild. Eine Untersuchung, welchen Einfluss Wirbelstruk-
turen auf Lagrangesche Testteilchen haben, hat nach Kenntnis des Verfassers in Bezug
auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsstatistiken bisher nicht stattgefunden. Das
motiviert die Fragestellungen der vorliegenden Arbeit:

e Wie bewegt sich ein Testteilchen in einem Wirbel?
e Welchen Einfluss haben Wirbel auf die Teilchenstatistik?

e Wie wirkt sich die Ensemblemittelung iiber eine Menge von Lagrangeteilchen in
einem einzelnen Wirbel aus?

e Kann umgekehrt ein Ensemble von Wirbeln, durch das sich ein Lagrangeteilchen
bewegt, Aspekte der Lagrangeschen Teilchenstatistik erkldaren, wie sie in Experi-
ment und DNS beobachtet werden?

e Wie entwickeln sich Teilchentrajektorien in einem Ensemble frei evolvierender Wir-
bel?

All diese Fragen hofft der Verfasser in den kommenden Kapitel zu diskutieren und zu
beantworten. Die ersten drei Fragen werden in Kapitel 3 addressiert und anhand der Bei-
spiele des Punktwirbels, des Lambwirbels, der zweidimensionalen Lundgrenspirale und
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des Burgerswirbels diskutiert. Das Kapitel 4 widmet sich einem Modell zur Einteilchen-
statistik. Hier werden ein einzelnes Lagrangeteilchen in einer zeitlichen Sequenz verschie-
dener Burgerswirbel betrachtet und die sich dabei ergebenden statistischen Eigenschaften
untersucht. Kapitel 5 trégt einige Ergebnisse zur direkten numerischen Simulation von
Ensemblen frei zerfallender kohdrenter Strukturen zusammen.
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2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige theoretische Grundlagen zur Turbulenz erlautert werden.
Dabei wird kein Wert auf Vollstdndigkeit gelegt, vielmehr sollen der theoretische Rahmen,
in dem diese Arbeit zu sehen ist, aufgezeigt und die im Folgenden benutzten Groéfen
definiert werden. Es gibt einige umfassende Lehrbiicher zum Thema, der interessierte
Leser sei beispielsweise auf [Dav04, Pop00, Fri95| verwiesen.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Zunédchst werden die Grundgleichungen der Hy-
drodynamik erlautert, bevor die Notwendigkeit einer statitischen Theorie der Turbulenz
begriindet wird. In der vorliegenden Arbeit werden kohérente Strukturen in zwei und
drei Dimensionen untersucht, auf die ,klassische Theorie der Turbulenz nach Kolmo-
gorov wird kaum Bezug genommen. Dennoch spielt diese Theorie im Hinblick auf die
Interpretation der Ergebnisse des Kapitels 4 eine Rolle, weswegen sie zumindest angeris-
sen werden soll. Aus demselben Grund wird zudem das Phinomen der Intermittenz kurz
erlautert.

2.1 Die mathematische Beschreibung einer Fliissigkeit

Die Grundgleichungen der Hydrodynamik

Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt das Geschwindigkeitsfeld eines Fluids. Sie stellt
quasi die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein Kontinuum dar. Unter der Annahme
einer inkompressiblen Fliissigkeit mit Dichte Eins lautet sie

ou(x,t)

—5 T (u(z,t) - V)u(x,t) = —Vp(z,t) + vAu(z,t). (2.1)

Dabei ist u(x,t) das von Ort und Zeit abhéngige Geschwindigkeitsfeld und p(x,t) der
Druck. Das Geschwindigkeitsfeld kann dabei zwei- oder dreidimensional sein, wann immer
Unterschiede auftreten, wird das nétigenfalls erldutert. v beschreibt die kinematische
Viskositét der Fliissigkeit. Die Inkompressibilitidt der Fliissigkeit erfordert

V- u(x,t) =0. (2.2)

Diese Gleichung sichert in zwei Dimensionen die Existenz einer Stromfunktion ¢ (x,t),
aus der sich die Geschwindigeitskomponenten ergeben iiber

op(x,t)
Jy

und  uy(x,t) = —M. (2.3)

T ,t:
ug(x,t) 5
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Bei der Navier-Stokes-Gleichung handelt es sich also um eine nichtlineare Advektions-
Diffusions-Gleichung. Sie beschreibt die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsfeldes,
die durch den Druckgradienten und den Diffusionsterm getrieben wird. Dabei ist der
Druck allerdings keine unidbhéngige Groke. Durch Anwenden der Divergenz auf die Glei-
chung (2.1) erhdlt man unter Ausnutzung von Gleichung (2.2)

Ap(x,t) = =V ((u(z,t) - V) u(zx,t)). (2.4)

In Analogie zur Elektrodynamik handelt es sich um eine Poissongleichung, die Inhomo-
genitdt ist (bis auf das Vorzeichen) durch die Divergenz der Nichtlinearitat der Navier-
Stokes-Gleichung gegeben. Diese Gleichung lédsst sich mit Hilfe der Greensfunktion lésen.
Im Falle von drei Raumdimensionen lautet die Losung

1 /d3$,vm/((u($/, t) : Vm/) u(a:’, t)) ) (2'5)

)= —

Das offenbart den nichtlokalen Charakter des Druckes, der Druck hingt vom momentanen
Geschwindigkeitsfeld an allen Orten ab.

Eine weitere wichtige Grofe zur Beschreibung einer Fliissigkeit ist die Vortizitét, die
ein Mafs fiir die lokale Verwirbelung einer Fliissigkeit darstellt. Sie ist definiert als

w(x,t) =V x u(x,t). (2.6)

Im Falle einer zweidimensionalen Stromung ist die Vortizitdt ein Skalar, w = we,, der
mit der Stromfunktion {iber

w(x,t) = —Ay(x,t) (2.7)

zusammenhéngt. Wendet man auf die Navier-Stokes-Gleichung die Rotation an, so erhélt
man nach einigen Umformungen die Wirbeltransportgleichung, die in drei Dimensionen
gegeben ist durch

ow(x,t)
ot
In zwei Dimensionen handelt es sich um eine skalare Gleichung, die sich weiter vereinfacht,
da (w - V)u = 0 gilt,

+ (u(z,t) - Vw(z,t) — (w(x,t) - V)u(z, t) = vAw(x, ). (2.8)

w + (u(x,t) - Vw(z,t) = vAw(x, t). (2.9)
Der auch als Wirbelstreckungsterm bezeichnete Term (w-V)u sorgt fiir eine unterschied-
liche Topologie der auftretenden Strukturen in zwei und drei Dimensionen. Wie man sich
klar machen kann, verursacht dieser Term ein Filamentieren der Vortizitat, es bilden sich
in drei Dimensionen also eher diinne Wirbelfdden aus. In zwei Dimensionen organisieren
sich, wie bereits erwdhnt, die Wirbel eher in runden Flecken. Effektiv sorgt der Wir-
belstreckungsterm in drei Dimensionen durch das Ausbilden von Wirbelfdden fiir einen
Energietransport hin zu kleinen Skalen, was ein mdoglicher physikalischer Mechanismus
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2.1 Die mathematische Beschreibung einer Fliissigkeit

Abbildung 2.1: Euler- vs. Lagrangebild. Im Eulerbild wird das Fluid an einem raumfesten
Punkt y untersucht (schwarz). Ein an diesem Punkt gestartetes Lagrangeteilchen (rot) folgt
dem Geschwindigkeitsfeld.

fiir die beobachtete Energiekaskade ist. In zwei Dimensionen stellt man einen Transport
der Energie zu grofsen Skalen fest, was daher auch als inverse Energiekaskade bezeich-
net wird (siehe dazu auch [Dav04, Tab02]). Wie turbulent ein Geschwindigkeitsfeld einer
Fliissigkeit ist, lasst sich {iber die Reynoldszahl charakterisieren. Diese ist definiert iiber
Re = %, (2.10)
v
wobei L die Langenausdehnung des Systems und u eine flir das System typische Ge-
schwindigkeit bezeichnet. Eine hohe Reynoldszahl korrespondiert mit einem stark turbu-
lenten Feld. Man liest ab, dass sich diese bei festgehaltener Systemlénge entweder durch
eine hohe Geschwindigkeit oder eine kleine kinematische Viskositét erreichen lasst.

Das Lagrangebild

Die bisherige Beschreibung der Fliissigkeit bezieht sich auf einen raumfesten Punkt .
Diese Beschreibungsebene wird auch als Eulerbild bezeichnet. In dquivalenter Weise kann
man auch in ein mitbewegtes Koordinatensystem wechseln und die Fliissigkeit anhand ei-
nes virtuellen massefreien Teilchens, das sich mit der Stromung mitbewegt, beschreiben,
was als Lagrangebild bezeichnet wird (siehe Abbildung 2.1). Gewissermafen markiert
man hierzu einen Punkt des Geschwindigkeitsfeldes und folgt diesem dann. Die Bewe-
gungsgleichungen fiir ein solches Lagrangeteilchen, das sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort
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y befindet, lauten

X(t7y) = [u(x7t)]a;:X(t,y) (2.11)
X(hy) = [V 1) +vBul@ ]y xoy

Kennt man die Lagrangeschen Trajektorien aller méglichen Startpunkte y, so ist die
Fliissigkeit in dquivalenter Weise zur Eulerschen Beschreibungsebene charakterisiert. Das
Lagrangebild erweist sich nicht selten als das intuitivere, so wird beispielsweise der Ein-
fluss von Wirbeln durch Teilcheneinfdnge besonders deutlich, wie in Kapitel 1 erlautert
wurde. Dass die Lagrangesche Beschreibungsebene von physikalischer Relevanz ist, zeigt
sich auch daran, dass manche Grofen entlang der Trajektorien erhalten bleiben. So lésst
sich nachrechnen, dass sich im Fall der zweidimensionalen Eulergleichung® die Vortizitét
entlang einer Trajektorie nicht d&ndert, denn

dw] [&u ]
— =|—+(u-Vw =0. (2.12)
[ dt | x (t,y) ot X(t.y)

So kann man folgern, dass die Anderung der Vortizitéit entlang einer Trajektorie nur im
viskosen Fall auftreten kann. Eine weitere wichtige Lagrangesche Observable ist die Be-
schleunigung. An Gleichung (2.11) ldsst sich ablesen, dass dazu sowohl der Druckgradient
als auch die Diffusion beitragen. Im Falle kleiner Viskositéten wird die Beschleunigung
vom Druckgradienten dominiert. Die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit finden im
Lagrangebild statt.

Die Lagrangesche Beschreibung als Abbildung

Betrachtet man nun nicht ein einzelnes Lagrangeteilchen, sondern eine ganze Menge
X € R? oder X € R? von Fluidpartikeln, so bewegt sich jedes Teilchen geméif den
Bewegungsgleichungen (2.11) fort. Insgesamt definiert das z.B. im Falle einer zweidimen-
sionalen Stromung eine Abbildung

D, : X(t=0) cR?— X(t) c R%, (2.13)

mit deren Kenntnis die Fliissigkeitsstromung vollstéandig charakterisiert ist; Zeichnung
2.2 verdeutlicht das. Bei der Abbildung ®; handelt es sich um den Fluss des Vektorfeldes
u(x,t). Die Abbildung ®; muss aufgrund der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfel-
des det ®; = 1 erfiillen. In den meisten Féllen ist aufgrund des Fehlens einer analytischen
Losung von Gleichung (2.1) auch die Abbildung ®; nicht geschlossen darstellbar, eine
Ausnahme bildet die Punktwirbellésung der Eulergleichung, wie in Abschnitt 3.1 erldu-
tert werden wird.

'Die Eulergleichung ist der nichtviskose Fall der Navier-Stokes-Gleichung.
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2.2 Die statistische Beschreibung von Turbulenz

X(t=0) o,

Zeit t

Abbildung 2.2: Der Fluss des Vektorfeldes u(x, t) definiert eine Abbildung @, die die Stréomung
vollstandig charakterisiert.

2.2 Die statistische Beschreibung von Turbulenz

Die Notwendigkeit einer statistischen Theorie

Bei der Navier-Stokes-Gleichung handelt es sich um eine nichtlineare partielle Differenti-
algleichung. Sie ist vollkommen deterministisch, d.h. unter gleichen Anfangsbedingungen
erhdlt man dieselbe Losung fiir alle Zeiten. Fithrt man hingegen ein Turbulenzexperiment
durch, bei dem man die &ufleren Parameter nicht verdndert, so wird man feststellen, dass
die genaue Form der Strémung sich von Durchfithrung zu Durchfiihrung unterscheidet.
Die genaue zeitliche Entwicklung der Stromung vorherzusagen stellt sich als unméoglich
heraus. Der Grund hierfiir liegt in der nichtlinearen Natur der Gleichung. Wie in der
Theorie der dynamischen Systeme bekannt, kann bei deterministischen Bewegungsglei-
chungen, die chaotisches oder komplexes Verhalten zeigen, eine kleine Anderung in den
Anfangsbedingungen schon nach kurzer Zeit zu sehr unterschiedlichen Losungen fiihren.
In allen experimentell realisierbaren Situationen kann man die Anfangsbedingungen nur
mit einer endlichen Genauigkeit kennen, so dass bei dem genannten Turbulenzexperiment
zwei im Rahmen der Messungenauigkeiten gleiche Anfangsbedingungen zu unterschied-
lichen Stromungsformen fiihren. Méchte man in solch einem Experiment eine Aussage
wie ,Nach zehn Sekunden bildet sich im linken unteren Bereich des Messvolumens eine
starke Wirbelstruktur aus.” iiberpriifen, so kommt man zu dem Ergebnis, dass sie nur bei
einem Bruchteil der Durchfiihrungen wahr ist. In diesem Sinne kann man den Ausgang
des Experimentes als zufillig bezeichnen. Weiter gefasst kann man in diesem Sinne davon
sprechen, dass die deterministische Navier-Stokes-Gleichungen zufallsbehaftete Losungen
erzeugt.

Eine dhnlich gelagerte Situation findet man beim idealen Gas. Aus experimenteller
Sicht ist es unmoglich, die einzelnen Positionen aller im Messvolumen befindlichen Gas-
teilchen zu kennen, geschweige denn diese Datenmenge abzuspeichern. Haufig ist jedoch
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diese Information nicht von Relevanz, vielmehr interessiert man sich fiir makroskopische
Grofen wie Druck, Temperatur etc.. Mit Hilfe der Statistischen Physik ist es moglich,
eine Beschreibung fiir Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht auf dieser Ebe-
ne zu finden. Analog dazu ist bei einem Turbulenzexperiment mit Lagrangeteilchen die
einzelne Trajekorie in einem statistischen Sinne nicht von Relevanz, vielmehr interes-
sieren Grofen wie zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Wert fiir die
Beschleunigung eines Teilchens zu messen. Und tatséchlich stellt man bei einer grofsen
Zahl von Wiederholungen des Experiments fest, dass solche Grofen (nahezu) unabhén-
gig von der einzelnen Realisierung sind. Die Suche nach der Losung des Problems der
Turbulenz manifestiert sich also in der Suche nach einer statistischen Theorie fiir dieses
komplexe System. Bei der Suche nach dieser Theorie darf man allerdings nicht verges-
sen, dass die Stréomungen zwar bei jeder einzelnen Durchfiihrung des Experiments im
Detail anders aussehen, bestimmte charakteristische Merkmale wie zum Beispiel aus-
gepriagte Wirbelstrukturen immer wieder auftreten. Wie diese einzelnen Strukturen zu
statistischen Grofien beitragen, spielt fiir das Verstdndnis des Phéanomens Turbulenz eine
signifikante Rolle.

Die Energiekaskade nach Richardson

Richardson prigte 1922 das Bild der Energiekaskade, eine anschauliche Vorstellung fiir
die dynamischen Vorgénge in einem dreidimensionalen turbulenten Fluid. Seine Vorstel-
lungen sind wichtige Voriiberlegungen fiir die quantitativere Theorie Kolmogorovs.

Beobachtet man ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld, so stellt man fest, dass sich dar-
in Wirbelstrukturen aller Grofen befinden. Allerdings haben diese Strukturen nur eine
begrenzte Lebensdauer und zerfallen nach einer gewissen charakteristischen Zeit. Die Idee
ist nun, dass sich das turbulente System in einem Fliefsgleichgewicht befindet, in das auf
einer grofsen Skala Energie injiziert wird, die dann zu kleinen Skalen transportiert wird.
Richardson liefert ein phédnomenologisches Argument fiir diesen Mechanismus. Demnach
bleiben von einer zerfallenen groffen Struktur einige kleinere Strukturen zuriick. Diese
zerfallen ihrerseits wieder und hinterlassen noch kleinere Wirbel. Diese Kaskade setzt
sich so lange fort, bis die Grofe der Strukturen eine Skala erreicht, auf der die Dissipa-
tion wirksam wird. Hier findet die Kaskade ihren Abbruch. Von einem mathematischen
Standpunkt aus kann der oben genannte Wirbelstreckungsterm in der dreidimensionalen
Navier-Stokes-Gleichung Richardsons Phénomenologie erkléren.

Konzeptionell ist Richardsons Vorstellung insofern wichtig, dass Wirbelstrukturen als
zentrale dynamische Bestandteile eines turbulenten Geschwindigeitsfeldes identifiziert
werden. Im Hinblick auf Kolmogorovs Theorie zeigt Richardsons Energickaskade die
Wichtigkeit des Energietransports von grofen auf kleine Skalen.

Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass diese Vorstel-
lungen nur fiir eine dreidimensionale Stromung gelten. Wie bereits erwdhnt beobachtet
man in zwei Raumdimensionen sogar den als inverse Energiekaskade bezeichneten gegen-
teiligen Effekt.
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Die Hypothesen der Kolmogorovtheorie

Auf Grundlage der Vorstellungen von Richardson formulierte Kolmogorov in einer 1941
erschienenen Arbeit seine Theorie?, die einige quantitative Ergebnisse lieferte. Die zu
Grunde liegenden Hypothesen werden kurz vorgestellt. 3

Injiziert man in ein turbulentes Fluid auf grofsen Skalen Energie, so wird das Sys-
tem auf diesen Skalen in der Regel Anisotropien zeigen. Kolmogorov nimmt in seiner
ersten Hypothese nun an, dass bei der Entwicklung der Kaskade hin zu kleinen Skalen
sdmtliche Informationen {iber diese Anisotropien verloren gehen. Genauer gesagt lautet
die Aussage, dass bei hinreichend hoher Reynoldszahl die turbulenten Bewegungen der
kleinen Skalen statistisch isotrop werden. Diese Aussage ist als Hypothese der loka-
len Isotropie bekannt. Als Konsequenz sollte jede hinreichend turbulente Stromung bei
gleicher Reynoldszahl auf kleinen Skalen dieselben statistischen Eigenschaften zeigen. Ob
die Turbulenz hinter einem angestromten Gitter oder in einer Grenzschicht entsteht, ist
demnach fiir die Statistik der kleinen Skalen egal. Diese Hypothese impliziert also eine
gewisse Universalitdt turbulenter Stromungen.

Wenn man sich nun {iberlegt, von welchen Parametern der Energietransport von groften
auf kleine Skalen abhéngt, so fallen einem die Rate €, mit der Energie von Skala zu Skala
transportiert wird, und die kinematische Viskositét v ein, die den Abbruch der Kaskade
bestimmt. Das formuliert Kolmogorov in seiner ersten Ahnlichkeitshypothese so: In
jeder turbulenten Strémung hat die Statistik der Bewegungen der kleinen Skalen bei hin-
reichend hoher Reynoldszahl eine universelle Form, die eindeutig durch € und v bestimmt
ist. Aus den beiden Grofien € und v lassen sich eine Langen-, Geschwindigkeits- und Zeits-
kala angeben, bei der Kolmogorovs Hypothese erfiillt sein soll. Diese Kolmogorovlénge,
-geschwindigkeit und -zeit sind definiert {iber

3\ /4 1/
n:<”_> wn = (@) und Tn:(3> : (2.14)

9 9

Die erste Ahnlichkeitshypothese ist in dem Sinne zu verstehen, dass alle hinreichend
turbulenten Stromungen auf kleinen Skalen statistisch identisch sind, sobald man sie mit
den entsprechenden Kolmogorovgrofen reskaliert.

Die ersten beiden Hypothesen Kolmogorovs machen eine Aussage iiber die kleinen
Skalen in der Grofsenordnung 7. Auf dieser Skala spielt die Viskositét eine entscheidende
Rolle, hier wird die Energie dissipiert. Folglich wird diese Skala auch als Dissipations-
skala bezeichnet. Um ein vollstdndig turbulentes Feld zu erhalten, wird auf einer groften
Skala [y dem System Energie zugefiihrt. Bei einem hinreichend turbulenten Fluid sind
diese Skalen deutlich voneinander getrennt. Kolmogorovs zweite Ahnlichkeitshypo-
these macht eine Aussage iiber den Bereich dazwischen. Sie lautet: In jeder turbulenten
Stromung bei hinreichend hoher Reynoldszahl hat die Statistik der Bewegungen auf der
Skala [ im Bereich Iy > [ > 7 eine universelle Form, die eindeutig von € bestimmt, je-
doch unabhéngig von v ist. Dieser Bereich wird als Inertialbereich bezeichnet, hier spielt

?Diese Theorie wird deshalb auch gemeinhin mit dem Kiirzel K41 bezeichnet.
3Der Verfasser folgt in den kommenden Zeilen [Pop00].
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lo Inertialbereich n

@

Abbildung 2.3: Kolmogorovs Vorstellung voll entwickelter Turbulenz. Auf einer grofsen Ska-
la Iy wird Energie in das System injiziert, die dann iiber eine Kaskade hin zu kleinen Skalen
transportiert wird. Auf der Dissipationsskala n wird sie dissipiert.

die Viskositat also keine Rolle. Bereits an dieser Stelle sei erwahnt, dass der Ausdruck
yuniverselle Form* impliziert, dass die Verteilungsfunktionen im Inertialbereich selbst-
ghnliches Verhalten zeigen. Das bedeutet, dass sie in ihrer funktionalen Form identisch
sind und durch Reskalierung ineinander iiberfiihrt werden koénnen.*

Konsequenzen der Hypothesen Kolmogorovs

Aus den genannten Hypothesen folgen einige quantitative Ergebnisse, derer zwei an dieser
Stelle nicht hergeleitet, sondern nur kurz erwdhnt werden sollen.

Eines der bekanntesten Ergebnisse der Kolmogorovtheorie besagt, dass im Inertialbe-
reich fiir das Energiespektrum gilt

E(k) = Coe™ P k™, (2.15)

wobei es sich bei Cy um eine universelle Konstante handelt. Dieses Ergebnis ist ex-
perimentell gut tiberpriift und kann in vielen zwei- wie dreidimensionalen turbulenten
Stromungen verifiziert werden. Ein weiteres Ergebnis betrifft die Eulerschen Struktur-
funktionen. Diese sind fiir einen rédumlichen Abstand r definiert iiber

([Au)P) = ([ug(x + reg) — uz(x)]P). (2.16)

Auf Grundlage der Kolmogorovschen Hypothesen folgt aus Dimensionsgriinden im Iner-
tialbereich
([AuP) ~ (er)". (2.17)

In Experimenten wird diese Vorhersage bis p = 3 gut erfiillt, oberhalb davon weichen
die Strukturfunktionen systematisch ab. Fiir p = 12 wird sogar schon ein Wert von
2.8 anstelle des erwarteten Wertes von 4 gemessen [Dav04]. Dies ist ein erster Hinweis
darauf, dass reale turbulente Stréomungen Abweichungen von Kolmogorovs urspriinglicher
Theorie zeigen.’

4Fiir einige interessante Arbeiten zu diesem Themenkomplex siche [FP97, RPF01, RPF102].
5U.a. dadurch motiviert verdffentlichte Kolmogorov 1962 eine erweiterte Theorie.
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Lagrangesche Messgrofien und K41 im Lagrangebild

Die Kolmogorovtheorie wird auf der Eulerschen Beschreibungsebene entwickelt. Ahnliche
Dimensionsargumente lassen sich jedoch auch fiir die Lagrangesche Beschreibung anfiih-
ren. Hier definiert man anstelle eines rdumlichen Inkrements ein zeitliches (siehe z.B.
[MLP04, BBCt04b]),

Ve (T) = ug(t + 7) — uy(t). (2.18)

Eine derartige Definition des Inkrements ist insofern interessant, als dass fiir kleine Zeit-
differenzen 7 diese Grofse mit der Lagrangeschen Beschleunigung verkniipft ist,

a; = lim —Ux(T).
7—0 T

(2.19)

Das hat zur Folge, dass fiir kleine Zeitdifferenzen die Verteilungsfunktion der Geschwin-
digkeitsinkremente in ihrer funktionalen Form in die Verteilungsfunktion der Beschleu-
nigung iibergehen muss,

Flaz) ~ lim f(s=)7). (2.20)

Fiir groke Zeitinkremente sind wu, (t+7) und u, (¢) unkorreliert, damit ist hier die Statistik
von v, (7) eher mit der Statistik des Geschwindigkeitsfeldes selbst verkniipft. Somit mo-
deriert die obige Inkrementdefinition gewissermafien zwischen den beiden Lagrangeschen
Grofsen Beschleunigung und Geschwindigkeit. Welcher Grenzfall fiir ein gegebenes 7 tref-
fender ist, héngt von den Korrelationen zwischen u,(t+7) und wu, () ab. Deshalb definiert
man die Lagrangesche Autokorrelationsfunktion fiir die Geschwindigkeitskomponente,

(ug(t + 1) uz(t)) .
(ug)

Im Experiment oder in numerischen Auswertungen benutzt man h&ufig eine leicht mo-
difizierte Definition. Hier tritt an die Stelle von (u2) im Nenner hiiufig das Quadrat der
empirischen Standardabweichung o,,, dieser Grofe. In analoger Weise definiert man die
Autokorrelationsfunktion fiir die Beschleunigungskomponente a.

Als Lagrangesche Strukturfunktionen S, (7) definiert man den Betrag der Momente

der Geschwindigeitsinkrementverteilungsfunktionen,

O (7) =

(2.21)

Sn(T) = (ve(7)") = (|ua(t +7) — ua(t)["). (2.22)

Im Geiste der Dimensionsanalyse der Kolmogorovtheorie erhilt man fiir die Lagrange-
schen Strukturfunktionen im Inertialbereich

Sn (1) ~ (e1)"2. (2.23)

Das bedeutet insbesondere, dass die zweite Strukturfunktion sich linear in 7 verhalten
sollte. Dieser Sachverhalt wird haufig genutzt, um die Existenz eines Inertialbereiches zu
manifestieren. Analog zum Eulerbild stimmen fiir n > 2 die Ergebnisse aus Experimenten
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und Numerik nicht mehr mit den Kolmogorovschen Vorhersagen iiberein, man sucht
daher nach einem verallgemeinerten Skalierungsverhalten

S () ~ 7. (2.24)

Mit dieser Verallgemeinerung zeigen die Strukturfunktionen zwar noch Potenzverhalten,
die Selbstdhnlichkeit der Verteilungsfunktionen im Inertialbereich ist allerdings nicht
mehr gewahrleistet.

Intermittenz

Eng verkniipft mit den letzten Bemerkungen ist der oft bemiihte, aber selten klar defi-
nierte Begriff der Intermittenz. Im Sinne der Chaostheorie bzw. der Theorie dynamischer
Systeme wird mit Intermittenz héufig die raumlich oder zeitlich dicht benachbarte Ko-
existenz von Ordnung und Chaos bezeichnet. So kann sich beispielsweise in manchen
chaotischen Systemen das Signal lange Zeit in der Nédhe eines bestimmten Wertes auf-
halten und dann plotzlich starke irreguldre Ausschlige zeigen.

Betrachtet man ein dreidimensionales turbulentes Feld, so findet man Bereiche, in
denen die Stromung nahezu laminar ist, wihrend sie in anderen Bereich hochgradig tur-
bulent ist. In diesen Bereichen finden sich héufig die langen, intensiven Wirbelfidden.
Auch in diesem Zusammenhang wird von der intermittenten Verteilung der Vortizitét
gesprochen. Diese Definition von Intermittenz, die hadufig auch small-scale-Intermittenz
genannt wird, hat unmittelbare Konsequenzen fiir die Statistik. Eine der Konsequen-
zen ist, dass, wenn die Statistiken im Inertialbereich nicht nur von e, sondern zudem
noch von einem weiteren Parameter abhéngen, sich zeigen ldsst, dass das Skalierungs-
verhalten der Eulerschen Strukturfunktionen nicht mehr die einfache Form (2.17) haben
kann. Als Ergebnis miissen die Verteilungsfunktionen der Geschwindigkeitsinkremente
keine Selbstdhnlichkeit mehr aufweisen, sondern kénnen im Inertialbereich auch einen
Ubergang von einer funktionalen Form in die andere zeigen. Im Falle der Lagrange-
schen Geschwindigkeitsinkrementverteilungen beobachtet man solch einen Ubergang von
Verteilungsfunktionen mit ausgepragten Fliigeln fiir kurze Zeitdifferenzen 7 hin zu na-
hezu gauRischen Verteilungsfunktionen fiir groke Zeitdifferenzen 7. Den Ubergang von
gaulformigen Verteilungsfunktionen zu Verteilungsfunktionen mit starken Fliigeln wird
daher in der Literatur auch als ,intermittentes Aufweiten“ bezeichnet. Zudem werden
die Verteilungsfunktionen mit den ausgepréigten Fliigeln auch als intermittente Vertei-
lungen bezeichnet. Hier schliefst sich der Kreis zu der aus der Chaostheorie bekannten
Begriffsnutzung. Das eingangs erwdhnte Signal, das hin und wieder starke Ausschlédge
zeigt, fiihrt ndmlich zu hochgradig nichtgaufischen Verteilungsfunktionen.

Um den Ubergang von einer funktionalen Form in die andere zu charakterisieren,
bedient man sich haufig der Kurtosis

- 3. (2.25)
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Stark intermittente Verteilungsfunktionen zeigen einen hohen Wert fiir die Kurtosis, fiir
eine Gaufsverteilung gilt K (7) = 0.

Im Lagrangebild kann man besonders einfach eine Anschauung fiir die Ursache der In-
termittenz entwickeln. Wenn die Vortizitat in einem dreidimensionalen turbulenten Fluid
tatsdchlich in diinnen Wirbelfilamenten organisiert ist, die von eher laminaren Bereichen
umschlossen werden, so bewegt sich ein Teilchen fiir eine gewisse Zeit durch eher ,ruhige®
Bereiche. In der Néhe eines Wirbels kann es dann zu den in Kapitel 1 gezeigten Wirbe-
leinfdngen kommen, die sich durch hohe Werte der Geschwindigkeit und Beschleunigung
ausdriicken. Das fithrt dann zu den ausgepréigten Fliigeln der Verteilungsfunktion. In
diesem Sinne werden in der Literatur hdufig die Wirbelstrukturen fiir das Auftreten von
Intermittenz verantwortlich gemacht.

Fiir den Fall zweidimensionaler Turbulenz ist dieses Argument nicht unmittelbar an-
wendbar, schliefflich organisiert sich die Vortizitdt dort nicht in diinne Filamente, sonde-
ren eher in grofiskalige, raumfiillende Strukturen. Aktuelle Untersuchungen beschéftigen
sich daher mit der Frage nach Intermittenz in zweidimensionaler Turbulenz.

Der Ubergang der Geschwindigkeitsinkrementverteilung

Wir schliefsen dieses Kapitel mit einer Randbemerkung. Experimentelle und numerische
Ergebnisse zeigen den oben beschriebenen Ubergang von intermittenten Verteilungsfunk-
tionen zu gaufischen. Unter schwachen Voraussetzungen kann man mathematisch zeigen,
dass dieser Ubergang auch tatséchlich stattfindet, in dem Sinne, dass die Geschwindig-
keitsinkrementverteilung einen Ubergang von einer hohen Kurtosis zu verschwindender
Kurtosis zeigen muss.

Wir gehen von stationérer voll entwickelter Turbulenz aus. Wir setzen weiter voraus,
dass die Verteilungsfunktion f(a,) intermittent ist, was fiir die Kurtosis K*(t) > 0
bedeutet. Experimente belegen, dass das Geschwindigkeitsfeld in einer turbulenten Stro-
mung nahezu gaufiverteilt ist, wir setzen daher K*“ = 0 fiir die Kurtosis der Geschwin-
digkeitskomponente u, an. Zuséatzlich bendtigen wir die Voraussetzung, dass die Lagran-
geschen Strukturfunktionen S, (7) stetige Funktionen von 7 sind, die fiir 7 > 0 nirgends
verschwinden, was experimentell gut gesichert ist. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird fortan der Index z weggelassen. Fiir die Kurtosis der Geschwindigkeitsinkrement-
verteilung f(v(7)) erhdlt man durch Einsetzen der Inkrementdefinition

(2.26)

[\

_ 20uh) —A(ult +7)u(t)) + (ult + T)u(t))) + 6ult +7)*u(t)’)
4(u?)? (1~ Cu(r))* ’

wobei C*(7) die Autokorrelationsfunktion der Geschwindigkeitskomponente u, bezeich-
net. Die einzige Abhéngigkeit dieses Ausdrucks von der Zeitdifferenz 7 findet sich in der
Autokorrelationsfunktion. Um die Form der Verteilungsfunktionen fiir kleine Zeiten zu
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bestimmen, fiihrt man Grenziibergang 7 — 0 durch und erhélt

lim K(r) = lim m 3 fim <v4(7')/q—4>

750 720 (v2(7))2 Y WP 3=K")>0. (2.27)

Das hingegen bedeutet nichts anderes, als dass die Geschwindigkeitsinkrementverteilung
im Grenziibergang verschwindender Zeitdifferenz 7 genau dann intermittent ist, falls die
Verteilungsfunktion der Beschleunigungskomponente es ist.

Alle Experimente zeigen, dass es eine integrale Lagrangesche Zeitskala 17, gibt, ab
der die Lagrangesche Autokorrelationsfunktion fiir die Geschwindigkeit vollstdndig de-
korreliert ist, C*(7) = 0 fiir 7 > Tp. Dariiber hinaus konnen in diesem Bereich alle
Korrelationen in Ausdruck (2.26) aufgebrochen werden. Unter der Voraussetzung, dass
u gaubverteilt ist, verschwinden alle Mittelwerte mit ungerader Potenz, und man kann
aufgrund der Stationaritdt den letzten Summanden des Zahlers zusammenfassen,

=0. (2.28)

Die letzte Gleichheit folgt wegen der Vorausetzung eines gaulsverteilten Geschwindigkeits-
feldes. Das bedeutet, dass oberhalb der Lagrangeschen Zeitskala Ty, die Lagrangeschen
Geschwindigkeitsinkrementverteilungen genau wie eine Gaufiverteilung eine verschwin-
dende Kurtosis haben miissen. Da es sich bei der Funktion K (7) um eine stetige Funktion
von 7 handelt, muss dieser Ubergang stetig erfolgen.

Leider hat man bei dieser Herleitung kein Monotonieargument bei der Hand. Daher
kann man durch diese Rechnung nicht die Existenz eines Bereiches, in dem die Ver-
teilungsfunktionen selbstdhnlich sind, ausschlieffen. Dennoch erklért sie, dass unter den
gegebenen Voraussetzungen der experimentell beobachte Ubergang von intermittenten
zu nichtintermittenten Verteilungsfunktionen zwingend stattfinden muss.
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In Kapitel 1 wurde der Einfluss von Wirbelstrukturen auf die Lagrangesche Teilchen-
dynamik und -statistik anhand von Experimenten und numerischen Simulationen er-
lautert. Nach den vorgestellten Ergebnissen bilden kohérente Strukturen einen festen
Bestandteil turbulenter Stromungen. In drei Dimensionen kommen sie als langgestreckte
Wirbelfdden vor, wéhrend sie in zwei Dimensionen als runde oder spiralférmige Flecken
auftreten. Wenn man den Einfluss dieser Strukturen auf die Teilchenstatistik verstehen
mochte, muss man zunéchst einen Blick auf die einzelne Struktur werfen und eine Vorstel-
lung fiir die zu erwartenden dynamischen Effekte auf ein Lagrangeteilchen entwickeln.
Mochte man eine turbulente Stromung in dquivalenter Weise zur Eulerschen Betrach-
tung im Lagrangebild untersuchen, so muss jeder Punkt des Fluids untersucht werden.
Insofern ist es wichtig, die Effekte zu untersuchen, die sich bei der Mittelung iiber vie-
le Lagrangeteilchen in einer einzelnen Wirbelstruktur zeigen. Dieses Kapitel soll diese
elementaren Fragen diskutieren. Es werden die verschiedenen Wirbellosungen der Euler-
bzw. Navier-Stokes-Gleichung vorgestellt und ihr Einfluss auf die Lagrangesche Teilchen-
dynamik untersucht. Als Beispiel zweidimensionaler Losungen werden der Punktwirbel
als Losung der Eulergleichung und der Lamb-Oseen-Wirbel als viskose Erweiterung vor-
gestellt. Als ndchst komplexere Struktur wird Lundgrens zweidimensionale Spirale vor-
gestellt und im Hinblick auf Unterschiede zum Lamb-Oseen-Wirbel untersucht. Uber die
Lundgrentransformation wird dann der Burgerswirbel als Losung der dreidimensionalen
Navier-Stokes-Gleichung diskutiert (siehe dazu auch Kapitel 4).

3.1 Punktwirbel

Die einfachste kohédrente Struktur ist der Punktwirbel, dem in der Hydrodynamik in
etwa die Bedeutung der Punktladung im Fall der Elektrodynamik zukommt. An die-
sem idealisierten Konzept lassen sich viele Einfliisse von kohérenten Strukturen auf die
Lagrangesche Teilchendynamik demonstrieren. Teilweise sind aufgrund der Einfachheit
dieser Wirbellésung sogar analytische Losungen verfiigbar, weshalb der Untersuchung
dieser Losung im Folgenden Aufmerksamkeit gewidmet werden soll.

Beim Punktwirbel handelt es sich um eine Losung der zweidimensionalen Eulerglei-
chung

d
Eu(wat) = —Vp(z,1), (3.1)
beziehungsweise um eine Losung der entsprechenden Wirbeltransportgleichung
d
T w(x,t) =0. (3.2)
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o

Abbildung 3.1: Zwei radial benachbarte Lagrangeteilchen werden im Laufe der Zeit durch
differentielle Rotation auseinandergeschert.

Die Vortizitdt nimmt dabei die Form einer Deltafunktion an,

w(x,t) =To(x), (3.3)

I" bezeichnet dabei die Zirkulation des Wirbels und ist ein Maf fiir die Starke; I' wird
daher im folgenden auch als Wirbelstérke bezeichnet. Es wurde angenommen, dass sich
der Wirbel im Koordinatenursprung befindet. Die Symmetrie des Problems legt eine
Formulierung in Polarkoordinaten nahe. Das zugehorige Geschwindigkeitsfeld hat eine
rein azimuthale Komponente und ergibt sich zu

u = 0 (3.4)

Yo = 27r

Im Koordinatenursprung divergiert das Geschwindigkeitsfeld, besitzt dort also eine Sin-
gularitdt. Mit dem Geschwindigkeitsfeld sind auch die Lagrangeschen Bewegungsglei-
chungen festgelegt, sie lauten

Fo= 0 (3.5)
I
2mr2’

p =

Die Losung ergibt sich fiir ein Teilchen, das sich am Ort (rg, ) befindet, unmittelbar

'Dass es sich tatsichlich um eine Losung der Eulergleichung handelt, wird in Abschnitt 3.2 durch einen
Grenziibergang zu verschwindender Viskositat begriindet.
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3.1 Punktwirbel

zu

r(t) = ro (3.6)

(t) = I t+
14 - 2mrd vo-

Ein Teilchen, das sich im Abstand rg zum Ort des Punktwirbels befindet, bewegt siCh also
bei konstantem Radius r¢ mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit 5 F
ler Richtung um den Punktwirbel. Die Geschwindigkeit wird durch d1e erbelstarke T
und den Abstand rg bestimmt. Bei der Rotation eines starren Korpers verlduft bei ei-
ner konstanten Winkelgeschwindigkeit die azimuthale Geschwindigkeit proportional zu
r, was dazu fiihrt, dass radial benachbarte Punkte immer radial benachbart bleiben. Die
Tatsache, dass beim Punktwirbel u, ~ % gilt, fithrt zur sogenannten differentiellen Rota-
tion, welche anfinglich radial benachbarte Punkte auseinanderschert. Diese differentielle
Rotation ist einer der Griinde fiir die effektive Mischung in turbulenten Strémungen. Die
charakteristischen spiralformigen Verzerrungen einer Menge von Lagrangeteilchen sind
die Folge, wie nun erlautert werden soll.

Die Abbildung o,

Im Falle des Punktwirbels lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir ein Lagrangeteil-
chen analytisch 16sen. Das ermoglicht auch die in Kapitel 2 definierte Abbildung ®; in
geschlossener Form anzugeben, sie lautet

O (rg) <7~ o+ 2FT2 ) (3.7)

Damit kann die zeitliche Entwicklung beliebiger Anfangsbedingungen geschlossen ange-
geben werden. An Gleichung (3.7) liest man beispielsweise ab, dass eine um den Wirbel
gesetzte konzentrische Kreisscheibe sich unter dem Einfluss des Punktwirbels nicht ver-
formt, eine radiale Linie hingegen aufgrund der differentiellen Rotation zu einer Spirale
verzerrt wird.

Um den Einfluss der differentiellen Rotation weiter zu verdeutlichen, soll nun die Ent-
wicklung einer quadratischen Menge als Anfangsbedingung explizit berechnet werden;
genaugenommen wird der Rand der Menge als Funktion der Zeit angegeben. Die vier
Rénder der Menge sind definiert durch

Ry = {(z,y);z =0,y €[1,2]} (3.8)
Ry = {(z,y);z=1y€][1,2]}
Ry = {(z,y);z€0,1],y =1}
Ry = {(z,y);z€0,1],y =2}

Uber den Zusammenhang
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zwischen kartesischen und Polarkoordinaten lasst sich die Losung leicht angeben,
T T
d (R = — t 1,2 3.10
() = (15 +5at) wena) (3.10)
T
d (R = 1 2 t — 1,2
(r = { (VIR ety + i) e 1)
1 T
®,(R3) = {<\/ x? 4+ 1,arctan— + @2+ t> ,x € [0, 1]}
T s

(2 +1

®i(Ry) = \/x2+4arctanl+#t xe[0,1]p.
o ’ 4 2m(x?2+44) )’ ’
Abbildung 3.2 zeigt die berechneten Losungen. Man erkennt, dass die dem Punktwirbel
im Ursprung nédchsten Punkte aufgrund der differentiellen Rotation die grofite Winkel-
geschwindigkeit haben. So wird die gesamte Struktur in Bezug auf den radialen Abstand
auseinandergeschert, dabei wird ihre urspriingliche Form immer weiter zerstort. Nach
einiger Zeit hat sich das anfénglich quadratische Gebiet zu einer langen Spirale verzerrt.
Da dabei die Fldche erhalten bleiben muss, wird die Spiralstruktur feiner. Durch diesen
Mechanismus kommt es zu einer effektiven Mischung, weil die Spirale immer weiter den
Raum ausfiillt, wihrend sie feiner wird. Urspriinglich dicht benachbarte Punkte entfer-
nen sich somit weit voneinander, wihrend sich urspriinglich weit entfernte Teilchen nahe
kommen koénnen. In diesem Mechanismus ist zusammen mit der nichtlinearen Wech-
selwirkung der Wirbel selbst der Grund fiir die guten Mischeigenschaften turbulenter
Stromungen zu suchen.

Die Statistik eines Punktwirbels

In diesem Abschnitt werden nun einige statistische Eigenschaften eines Lagrangeteilchens
oder eines ganzen Ensembles selbiger hergeleitet, um zu demonstrieren, inwiefern ein ein-
zelner Wirbel Einfluss auf die Statistik hat. Betrachtet man etwas karikaturenhaft eine
turbulente Stromung als Ensemble solcher Wirbel, so ergeben sich statistische Eigen-
schaften eines turbulenten Feldes als Uberlagerung solcher Einzelereignisse. Bei der Un-
tersuchung statistischer Eigenschaften eines turbulentes Feldes werden héufig kartesische
Koordinaten verwendet. Die Losung der Bewegungsgleichungen fiir ein Lagrangeteilchen
(Gl. (3.6)) an einem Ort (1o, o) lauten in kartesischen Koordinaten

x(t) = 1o cos(wt+ o)
y(t) = ro sin(wt + ), (3.11)
mit der Winkelgeschwindigkeit w = 5 FTQ. Durch Differentiation ergeben sich unmittelbar
o

die Geschwindigkeit und die Beschleunigung

ug(t) = —row sin(wt+ o)
uy(t) = row cos(wt + o)
a(t) = —row? cos(wt + @)
ay(t) = —ro w? sin(wt + ¢g). (3.12)
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3.1 Punktwirbel

Abbildung 3.2: Verzerrung eines Quadrats durch differentielle Rotation im Feld eines Punkt-
wirbels der Stéarke I' = 2x, der im Ursprung lokalisiert ist. Von links oben nach rechts unten:
t €{0,1,2,4,8,16}. Dargestellt sind die analytisch berechneten Rander Ry — Ry. Alle Angaben
in willkiirlichen Einheiten.
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All die Grofen haben die funktionale Form ((t) = A cos(wt) oder ((t) = A sin(wt),
wobei ( fiir den Ort x oder y, die Geschwindigkeit u, oder u, oder die Beschleunigungen

a, oder a, stehen kann. Die entsprechenden Amplituden lauten A = 47y, A = :|:272O

2 .
oder A = i% respektive.
I T‘O

Elementarverteilungen

Die Frage lautet nun, wie ein einzelnes Teilchen in einem einzelnen Wirbel zu der Ge-
samtstatistik beitrdgt. Dazu miissen wir die einzelnen Gleichungen iiber die Zeit oder
in dquivalenter Weise iiber die Phase mitteln. Ohne Einschrankung betrachten wir fiir
die folgenden Rechnung nur die Sinusfunktionen, fiir die Kosinusfunktionen erhélt man
die gleichen Ergebnisse. Durch Drehen des Koordinatensystems kann auch die Phasen-
verschiebung ¢q eliminiert werden. Fiir das Argument der trigonometrischen Funktionen
schreiben wir a = wt. Wir erhalten dadurch die sogenannten Elementarverteilungen

1 2w

fE(C) = (0(¢ — Asin(a)))e = — 0(¢ — A sin(a)) dav. (3.13)

271'0

Um das Integral zu 16sen, muss die Deltafunktion weiter ausgewertet werden. Es gilt

2
Q=5 | > ey e —ando. (3.14)

wobei mit a; nun die einfachen Nullstellen des urspriinglichen Arguments der Delta-
funktion ¢ — A sin(«) bezeichnet werden, iiber die summiert werden muss. Fiir den Fall
|| > A hat die Funktion gar keine Nullstelle, und folglich gilt hier f¥(¢) = 0. Fiir den
Fall || = A handelt es sich um keine einfache Nullstelle, und auch hier gilt f#(¢) = 0.
Fiir den Fall |¢| < A gibt es im Intervall [0,27] zwei einfache Nullstellen, von denen
beispielsweise bei positiven A und ¢ eine durch «y = arcsin(¢/A) gegeben ist. Die iibrigen
moglichen Fille macht man sich leicht grafisch und anhand von Symmetrieiiberlegun-
gen klar. Nach Ausnutzung des Additionstheorems sin?(x) + cos?(z) = 1 ldsst sich das
Integral unmittelbar 16sen und es ergibt sich insgesamt fiir die Elementarverteilungen

0 fir [¢[>A
I¢] < A. (3.15)

E — .
f7(Q) {M/ﬁ fiir

Das bedeutet, dass ein einzelnes Teilchen in einem einzelnen Wirbel zur Statistik von Ort,
Geschwindigkeit und Beschleunigung mit der angegebenen Funktion beitrdgt, wie auch
Abbildung 3.3 verdeutlicht. Man erkennt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir grofse
Werte von ( in der Ndhe der Umkehrpunkte besonders hoch ist. Das ist leicht zu verste-
hen, da die trigonometrischen Funktionen in der Ndhe der Umkehrpunkte besonders flach
sind. Der Vollstandigkeit halber seien die Elementarverteilungen fiir Geschwindigkeit und
Beschleunigung genannt. Fiir die Elementarverteilung der Geschwindigkeitskomponente
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3.1 Punktwirbel

FE©)

—A ¢ A

Abbildung 3.3: Elementarverteilung f¥(¢). An den Umkehrpunkten ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte besonders hoch.

Uy gilt
0 fir |ug| > %
E _ .
[P (ug) = ————;é————; fir Juy| < 5%%5 (3.16)

—Uu
2,2 x
4w 0

und fiir die Beschleunigungskomponente a, entsprechend

0 fir |a.|> L

4m2r3
0

fFlag) = 1 . r2 (3.17)
v — fiir |ax|<47r2r8.

1,6 0%
167 o

Obwohl im Falle eines Einfangs in einen Wirbel die einzelnen Teilchen mit der vorge-
stellten Verteilungsfunktion zur Gesamtstatistik beitragen, haben diese Elementarvertei-
lungen dennoch keinerlei Ahnlichkeit mit den Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen wie
sie in einer realen turbulenten Stromung gemessen werden. Die charakteristische Form
mit einer betonten Spitze in der Mitte und weiten Fliigeln muss also im Bild der eingangs
erwihnten Vorstellung aus der Mittelung iiber viele Teilchen in einer grofen Menge von
Wirbeln herriihren.

Mittelung iiber ein Ensemble aus Teilchen

Als Néchstes sollen die Verteilungsfunktionen, die sich bei einer Mittelung iiber ein En-
semble aus Teilchen ergeben, untersucht werden. Um die gemittelten Verteilungsfunktio-
nen zu erhalten, kann man einerseits iiber alle moglichen radialen Anfangspositionen rq
mitteln, also

1D R E
F1P(0) ~ /0 FE(Q) dr. (3.18)
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Im Falle der in den kommenden Abschnitten betrachteten numerischen Ergebnisse sind
die Teilchen in der ganzen Ebene um den Wirbel herum verteilt. Diese Situation ent-
spricht dann in etwa einer Mittelung iiber eine kreisférmige Fléche, also

2 R
£22(0) ~ /0 /0 ro () dipo dr. (3.19)

Bei beiden Mittelungsprozessen wurde dabei eine konstante Teilchendichte angenommen.
Im Folgenden werden nun diese Mittelungen fiir die Geschwindigkeitskomponente wu, und
die Beschleunigungskomponente a, durchgefiihrt. Bei all diesen Rechnungen muss beach-
tet werden, dass die Funktionen f¥(¢) abschnittsweise definiert sind, was in Abhéingigkeit
des Parameters I' und den Groéfen u, bzw. a, zu Einschrinkungen an die Integrations-
grenze R fiihren kann. Allerdings gibt das Integral bei Verletzung dieser Einschrénkung
imaginére Beitriage, so dass man ohne Einschrankung iiber beliebige Grenzen integrieren
kann, wenn man anschliefend den Realteil des Integrals bildet. Um Fallunterscheidungen
zu vermeiden, beschranken wir uns ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf positive
Werte von T" und u,. Aufgrund der Symmetrie des Problems ist allerdings klar, dass die
Verteilungsfunktionen symmetrisch beziiglich der y-Achse sind.

Fiir die Mittelung von u, iiber die radialen Positionen ist nun das Integral

P (uy) / (3.20)

_u2

zu berechnen. Das Integral ldsst sich durch eine Substitution des Arguments der Wurzel
auswerten und nach einigen Zwischenschritten erhélt man

r o uy R\ 2
1D - _ o T
F1P (ug) 27r2u%% 1 \/1 ( - ) . (3.21)

2mug R
r

Der Wurzelausdruck liefert nur fiir < 1 reelle Beitrége. Ist das nicht erfiillt, so

erhdlt man das asymptotische Verhalten

12 (u) ~ —, (3.22)
ul‘
das heifst, dass die Verteilungsfunktion fiir groffe Werte von u, mit einer Potenz abfillt, al-
so weite Fliigel liefert. Die unphysikalisch anmutende Tatsache, dass die Losung £ (uy)
fiir beliebig hohe Werte von u, eine nichtverschwindende Wahrscheinlichkeitsdichte be-
sitzt, liegt am Punktwirbelkonzept. Aufgrund der Singularitét des Geschwindigkeitsfeldes
bei r = 0 konnen Teilchen in ausreichender Ndhe zum Ursprung beliebig schnell werden.
Im Falle der Mittelung iiber eine Kreisfliche lautet das zu berechnende Integral

2P (uy) /%/ _rodrodyo . (3.23)

/ T2 2
47r2r(2) - Uy

36



3.1 Punktwirbel

Das Ergebnis lautet nach einer zu oben analogen Rechnung

2
£ () N%{ 1 arcsin (277Rux>

Am?u3 r

TR \/ . <277Rux>2
27mu? r '
Wenn fiir das Argument des Arkussinus % > 1 gilt, liefert dieser nach Bildung des

Realteils nur einen konstanten Wert von 7. Fiir diesen Fall wird der Wurzelausdruck
imaginér, so dass sich der obige Ausdruck asymptotisch verhilt wie

(3.24)

F2P(ug) ~ ig (3.25)
ufl’
Eine Mittelung {iber eine kreisférmige Menge von Lagrangeteilchen verdndert also im
Vergleich zu einer eindimensionalen Mittelung das asymptotische Verhalten der Vertei-
lungsfunktion.
Die Integrale fiir die ein- bzw. zweidimensionale Mittelung lauten im Falle der Be-

schleunigungskomponente a,

R
W) ~ R und .
1P (a) /0 (3.26)

d’l“o
/[ T4 9
T 1674rS az

27 rR
fPlag) ~ R /O /O—Todmd(po (3.27)

T4 2 [
T\ Tontrg — %

Diese beiden Integrale lassen sich nicht wie die beiden vorangegangenen in Abhéngig-
keit von elementaren Funktionen angeben, die gesuchten Stammfunktionen héngen von
sogenannten verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen ab. Um einen Vergleich
mit den numerischen Ergebnissen in Abschnitt 3.2 zu ermoglichen, wird die Losung fiir
f?P(ay) jedoch angegeben. Man erhilt sie, indem man im Integranden das Argument des
Wurzelausdruckes substituiert. Nach Integration und Riicksubstitution erhdlt man nach

4/3

fQD(ax) N%{ . 2T

Einsetzen der Grenzen
11 3
— | oF} S — —,1
a7 ([52) [2)1)
1 A72a, 2R6 : 2 11 § 1 472a, 2R6
2 e 2] 2] I?

oF bezeichnet dabei die verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen mit den bei-
den oberen Parametern [%, %] und dem unteren Parameter [%] Eine genaue Diskussion

}.

(3.28)
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Abbildung 3.4: Asymptotisches Verhalten der Verteilungsfunktionen fiir u, und a,. Der Mitte-
lungsprozess veréndert die funktionale Form der Verteilungen grundlegend. Die Funktionen sind
nicht normiert, Zahlenwerte in willkiirlichen Einheiten.

dieser funktionalen Abhéngigkeit gestaltet sich recht schwierig, man kann jedoch feststel-

len, dass fir <47}#) RS > 1 der zweite Summand nur noch imaginire Beitrage liefert,

so dass sich die Verteilungsfunktion in diesem Bereich verhilt wie

12" (as) ~ 7. (3.29)
Ay
Die vorstehenden Rechnungen zeigen, dass sich das Punktwirbelkonzept dazu eignet,
einige analytische Rechnungen exakt durchzufiithren. So kénnen beispielsweise die funk-
tionalen Formen der Verteilungsfunktionen angegeben werden. Wiahrend die allgemeine
Form recht kompliziert ist, lassen sich jedoch bei allen Funktionen asymptotische Be-
reiche ablesen, in denen die einzelnen Verteilungen geméf eines Potenzgesetzes abfallen.
Als Tllustration ist dieses Verhalten in Abbildung 3.4 dargestellt. Die genaue funktionale
Form der Verteilungsfunktionen wird fiir den Lambwirbel in Abschnitt 3.2 diskutiert.
Es ergeben sich bei diesen Ensemblemittelungen also Verteilungsfunktionen, die zu-
mindest asymptotisch mit einer Potenz abfallen. Gegeniiber den Verteilungsfunktionen
fiir ein einzelnes Lagrangeteilchen zeigen die {iber eine Menge gemittelten Verteilungs-

funktionen ein qualitativ unterschiedliches Verhalten.

Autokorrelationsfunktion

Auch die Autokorrelationsfunktion eines einzelnen Teilchens und eines Ensembles von
Teilchen in einem einzelnen Punktwirbel sollen nun berechnet werden. Als Beispiel be-
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rechnen wir nur die Autokorrelationsfunktion fiir die Geschwindigkeitskomponente .
Die Definition der Autokorrelationfunktion lautet

Uy (t 4+ 7) ug(t))
(us(t)?) 7

wobei die Mittelung hier im Falle eines einzelnen Lagrangeteilchens eine Mittelung tiber
die Zeit oder die Phase bedeutet, im Falle eines Ensembles kommt noch eine Mittelung
iiber die Positionen der Teilchen hinzu. Fiir die Autokorrelationsfunktion eines einzelnen
Teilchens sind nun Zahler und Nenner zu bestimmen und nach einer kurzen Rechnung
ergibt sich

Ce(r) = & (3.30)

1 /2 1
(up(t + 1) uz(t)) = o /. r2 w? sin(w(t + 7)) sin(wt) d(wt) = 3 ré w? cos(wr)
1 2 1
(ug(t)?), = — rd w? sin?(wt) d(wt) = = rd w2 (3.31)
27T 0 2
Im Falle eines einzelnen Lagrangeteilchens ergibt sich also
C"* (1) = cos(wT). (3.32)

Zu einem einzelnen Lagrangeteilchen in einem einzelnen Wirbel gehort also eine oszillie-
rende Autokorrelationsfunktion. Das ist auch unmittelbar zu verstehen, denn wahrend
das Testteilchen im Feld des Punktwirbels eine Kreisbahn beschreibt, &ndern sich auch
die Komponenten der Geschwindigkeit periodisch. Nach einem vollen Umlauf ist das
Teilchen wieder vollstdndig korreliert, nach einem halben vollstandig antikorreliert.

Als néchstes wird ein Ensemblemittel iiber die radialen Anfangspositionen rg durch-
gefiihrt, es ist also zu berechnen

R
(ug(t+ 1) ug(t))try, = / 2 w? (sin(w(t + 7)) sin(wt)); dro (3.33)

R
(e () try = / 2 w? (sin?(wt)); dro. (3.34)

Die Zeitmittelung kann nun analog zu oben durchgefiihrt werden, so dass nur noch die
Mittelung {iber g verbleibt. Das Integral, welches zum Nenner der Autokorrelationsfunk-
tion gehort, ist dabei explizit zu bestimmen, das fiir den Zahler findet keine geschlossene
Darstellung. Insgesamt ergibt sich

. 1 R r
C (’7') = m /T 'r_g COS <W’T> d?"(]. (335)

Eine numerische Auswertung des Integrals offenbart eine interessante Eigenschaft (siehe
Abbildung 3.5). Wéhrend die Autokorrelationsfunktion fiir ein einzelnes Teilchen in ei-
nem einzelnen Wirbel ein oszillierendes Verhalten zeigt, fallt sie bei einer Mittelung iiber
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Abbildung 3.5: Autokorrelationsfunktion einer Menge von Lagrangeteilchen im Geschwindig-
keitsfeld eines Punktwirbels (Zahlenwerte fiir das Beispiel: r = 0.1, R = 7 und I' = 1). Aufgrund
von Dephasierungseffekten dekorrelieren die Lagrangeteilchen.

Anfangspositionen oszillierend ab. Dieses Verhalten ist durch einen Dephasierungseffekt
zu erklaren. Radial benachbarte Teilchen haben aufgrund der differentiellen Rotation
eine unterschiedliche Winkelgeschwindigkeit. Durch den Mittelungsprozess werden also
Teilchen miteinander korreliert, deren Phasen sich unterschiedlich schnell dndern. Im
Ergebnis kommt es so zu einem abfallenden Korrelationskoeffizienten, der leicht oszil-
liert.? Diese Oszillation riihrt daher, dass sich einige Phasen immer wieder kohérent
addieren. Die Frequenz héngt allerdings empfindlich von dem Bereich, iiber den gemit-
telt wird, und der Zirkulation I" ab. Mitunter gibt es Fille, in denen die Oszillation in
der grafischen Losung nicht zu sehen ist. Insgesamt hat dieses Verhalten interessante
Implikationen. Im Allgemeinen wird eine abfallende Autokorrelationsfunktion mit einer
zunehmenden statistischen Unabhingigkeit in Verbindung gebracht. Im Falle dieses ein-
zelnen Punktwirbels kann davon jedoch keine Rede sein, handelt sich hier doch um eine
deterministische Bewegungsgleichung, deren Losungen bekannt und nicht zufallsbehaftet
sind. In einem realen Fluid beobachtet man auch eine abfallende Autokorrelationsfunk-
tion der Geschwindigkeitskomponenten, die man gemeinhin dahingehend interpretiert,
dass das Lagrangeteilchen in der Fliissigkeit einen so weiten Weg zurtickgelegt hat, dass
die Bewegung nun statistisch unabhéngig von fritheren Zeiten ist. Eine Situation wie die
vorgestellte fiihrt jedoch auch zu einer Dekorrelation, so dass man im Ergebnis festhalten
muss, dass diese beiden unterschiedlichen Effekte nicht klar zu trennen sind.

2Eine Mittelung iiber eine zweidimensionale Fliche offenbart keine neuen Eigenschaften.
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3.2 Lamb-Oseen-Wirbel

Im Folgenden wird der Lamb-Oseen-Wirbel (oder kurz Lambwirbel) als exakte Losung
der Navier-Stokes-Gleichung vorgestellt. Es handelt sich dabei um das Analogon des
Punktwirbels im Falle der Navier-Stokes-Gleichung, mit dem Unterschied, dass nun vis-
kose Effekte hinzukommen. Viele der beobachteten Eigenschaften lassen sich jedoch mit
den Ergebnissen des letzten Abschnittes qualitativ verstehen.

Vortizitat und Geschwindigkeitsfeld

Die Gleichungen fiir Vortizitat, Geschwindigkeitsfeld und die entsprechenden Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen sollen nun kurz hergeleitet werden (siehe dazu auch [Fri05]).

Die Vortizitét ist definiert als w(x,t) = V x u(x,t). In zwei Dimensionen handelt es
sich bei der Vortizitdt um eine skalare Grofe und es gilt w(x,t) = w(x,t) e,. Wendet man
auf die Navier-Stokes-Gleichung (2.1) die Rotation an, so erhélt man die Wirbeltrans-
portgleichung (siehe dazu auch Kapitel 2). Im Falle einer zweidimensionalen Stromung
hat sie die Form

% w(zx,t) + (u(z,t) - Vw(z, t) = vAw(z, t), (3.36)

es handelt sich also um eine reine Advektions-Diffusionsgleichung fiir die Vortizitét.
Nimmt man an, dass die Vortizitdt eine rein radiale Abhéngigkeit besitzt, so folgt in
Analogie zum Biot-Savart-Gesetz der Elektrodynamik, dass das Geschwindigkeitsfeld ei-
ne rein azimuthale Komponente besitzen muss, also u(x,t) = u,(r,t) e,. Als Konsequenz
verschwindet die Nichtlinearitit aus Gleichung (3.36) und in Polarkoordinaten ergibt sich

iu)(?", t) = u;—r—rw(r, t). (3.37)

Diese Gleichung entspricht in ihrer Form der Wérmeleitungsgleichung in zwei Dimensio-
nen und hat daher eine Gauftkurve als Losung,

T
w(rt) = pr—yn e . (3.38)

Diese Glocke zerfliett mit der Zeit aufgrund der Viskositdt v, und im Limes unendlich
grofer Zeiten verschwindet sie aufgrund der Dissipation vollsténdig. Das Geschwindig-
keitsfeld bestimmt sich iiber den Stokesschen Integralsatz geméfs

2m 2T pr
/ up(r,t) e, ds = / / w(r' t)e, df. (3.39)
0 0 0
Die Losung ergibt sich unmittelbar zu

wp(r ) = —— (1 _ e—Z—i>. (3.40)

2rr

Fiir grofe Werte von r kann man die Exponentialfunktion vernachlassigen und man
erhélt ndherungsweise das Geschwindigkeitsfeld eines Punktwirbels. Fiir kleine Werte
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Abbildung 3.6: Azimuthales Geschwindigkeitsprofil u,, eines Lambwirbels. Im Vergleich zum
Punktwirbel bleibt die Geschwindigkeitskomponente stetig und wéchst zunéchst linear mit dem
Radius. Fiir einen grofen Radius stimmen die Geschwindigkeitskomponenten praktisch {iberein.
Zahlenwerte fiir das Beispiel in einheitenloser Form: I' = 1, » = 0.0001 und ¢ = 1000.

des Radius r kann die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickelt werden. In linearer

Néherung erhilt man
Ir

e ™ St
was dem Geschwindigkeitsfeld bei der Rotation eines starren Korpers entspricht. Durch
die Viskositét wird also gewissermafsen die Singularitidt des Punktwirbels gegléttet (siehe
dazu Abbildung 3.6). Fiir den Grenzfall verschwindender Viskositét geht die Navier-
Stokes-Gleichung in die Eulergleichung iiber. Man liest an den Gleichungen (3.38) und
(3.40) ab, dass sich in diesem Grenzfall die Vortizitdt und das Geschwindigkeitsfeld des
Punktwirbels ergeben.

Ahnlich wie bei dem Punktwirbel kann man die Bewegungsgleichungen fiir ein Lagran-
geteilchen in Polarkoordinaten formulieren, sie lauten

(3.41)

r(t) = 0

: r a2
Man liest unmittelbar ab, dass sich auch im Falle des Lambwirbels ein Teilchen auf einer
Bahn mit konstantem Radius bewegt, also r(t) = r¢. Die Losung der Gleichung fiir (%)
vereinfacht sich dadurch zu der Bestimmung eines Integrals

tr i
o(t) :/ 52 <1—e—m> dt/, (3.43)
to 7TT’O

was sich allerdings nicht mehr geschlossen losen ldsst. Aufgrund der weiter oben disku-
tierten Asymptotik des Geschwindigkeitsfeldes kennt man jedoch auch das asymptotische
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Abbildung 3.7: Mittlere Energie eines Lambwirbels, aus dem Eulerschen Geschwindigkeitsfeld
bestimmt. Uber den Simulationszeitraum fillt die Energie linear ab. Am Ende besitzt das Feld
noch ca. 95% seiner anfinglichen Energie.

Verhalten des Lagrangeteilchens mit Startpunkt (7o, ¢o),

8mv

(3.44)

L Int+ ¢y fiir kleinery
p(t) ~

ﬁt-ﬂpo fir grofery.

Numerische Ergebnisse

Im Weiteren werden numerische Ergebnisse vorgestellt. Diese wurden mit Hilfe des in An-
hang A vorgestellten Codes zur Lésung der zweidimensionalen Wirbeltransportgleichung
erstellt. Dazu wird eine Lambwirbel-Anfangsbedingung auf dem Feld initialisiert, indem
eine Gaufskurve mit vorgegebener Halbwertsbreite und Amplitude als Anfangsbedingung
gewdhlt wird. Sei dm die Anzahl der Gitterpunkte der Simulation in einer Dimension.
Die Vortizitat wird auf dem Gitter geméfs der Formel

(i = 5)° + ( —%“)2>

(3.45)

w(i k) =8 exp <_ 0.005 dm?

initialisiert. Vergleicht man das mit der Formel (3.38) und nimmt als physikalisches Si-
mulationsgebiet ein Quadrat mit Kantenlinge 27 an, so liest man fiir die vorgegebene
Viskositidt von v = 0.0001 eine Zeit von ¢t = 5072 ab. Fiir die Zirkulation ergibt sich
folglich I' = 2%773 ~ 4.961. Alle Angaben werden hier und im Folgenden in dimensi-
onslosen Grofen gemacht. Die Parameter wurden dabei aufgrund numerischer Erfahrun-
gen gewahlt (gentigend hohe Amplitude, ausreichende Grofe des Wirbels, annehmbare
Selbstwechselwirkung etc.; vgl auch Anhang A). In das Feld des Lambwirbels werden
dann 16384 Lagrangeteilchen in Form eines regelméfligen Gitters gelegt. Die genauen
Simulationsdetails finden sich dabei in Anhang B.2 unter dem Simulationsindex lamb-1.
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Abbildung 3.8: Vortizitatsfeld eines Lambwirbels zu Beginn der Simulation und nach 60 Zeit-
einheiten. Der Wirbel erhélt seine Form, diffundiert allerdings mit der Zeit leicht auseinander.
Die maximale Vortizitat fallt wahrend dieser Zeit von 8.0 auf einen Wert von 7.1.

Trajektorien

Zuriick zur Physik. Da es sich beim Lambwirbel um eine Lésung der Navier-Stokes-
Gleichung handelt, wird Energie dissipiert. Genaugenommen handelt es sich also nicht
um ein Gleichgewichtssystem. Da aufgrund der moglichst niedrig gewéahlten Viskositit
nur wenig Energie dissipiert wird, kann man im vorliegenden Beispiel von einem Quasi-
gleichgewicht ausgehen (siehe dazu auch die Abbildungen 3.7 und 3.8). Folglich werden
alle vorgestellten Statistiken iiber die gesamte Simulationsdauer gemittelt. Um einen
Eindruck von der Bewegung eines Teilchens in einem Lambwirbel zu geben, wird in Ab-
bildung 3.9 aber zunéchst die Trajektorie eines einzelnen Teilchens gezeigt. Zu sehen
ist jeweils die xz-Komponente von Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung; alle Kom-
ponenten oszillieren sinusoidal. Besonders an der Beschleunigung kann man die disspi-
pativen Effekte erkennen, die Amplitude fallt mit der Zeit etwas ab. Um auch beim
Lambwirbel den Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes auf eine Menge von Lagrangeteil-
chen zu demonstrieren, wurde eine Simulation mit einer quadratischen Menge bestehend
aus 4096 Lagrangeteilchen durchgefithrt (Simulationsindex lamb-2). In Abbildung 3.10
ist die zeitliche Verzerrung dargestellt.?> Gut zu erkennen ist der Einfluss der differenti-
ellen Rotation, das Quadrat wird mehr und mehr verzerrt und nimmt letztendlich eine
nahezu axialsymmetrische Form ein. Dieser Effekt ist unabhéngig von der anfdnglichen
Verteilung; auf lange Sicht stellt sich im Feld eines einzelnen Wirbels immer eine nahezu
axialsymmetrische Form ein.

3Eine Animation ist auf der beiliegenden DVD zu finden.
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Abbildung 3.9: Trajektorie eines Teilchens im Lambwirbel. Orts-, Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungskomponente oszillieren periodisch mit der zu erwartenden Phasenverschiebung. Die
Vortizitat entlang der Trajektorie ist eine abfallende Funktion der Zeit.

Verteilungsfunktionen

Im Folgenden sollen statistische Eigenschaften dieser Konfiguration (Index lamb-1) vor-
gestellt werden. Abbildung 3.11 zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir die z-
Komponente der Geschwindigkeit. Fiir kleine Werte der Geschwindigkeitskomponente
zeigen die Geschwindigkeiten einen dip, der andeutet, dass die Geschwindigkeit u, = 0 sel-
tener vorkommt als eine etwas hohere Geschwindigkeit. Das ist aufgrund der Anfangsbe-
dingung allerdings leicht einzusehen, da das Geschwindigkeitsfeld des Wirbels nirgendwo
identisch verschwindet. Allein aufgrund der Selbstwechselwirkung bei den periodischen
Randbedingungen gibt es auf der Hélfte der Quadratkanten des Simulationsgebietes klei-
ne Bereiche, in denen sich die Geschwindigkeit wegmittelt. Fiir groke Werte von u, zeigt
die Verteilungsfunktion einen algebraischen Abfall. Im Vergleich zum Punktwirbel fallt
die Kurve flacher ab, mogliche Griinde dafiir werden weiter unten angefiihrt. Nach dem
algebraischen Abfall kommt es zu einem abrupten cutoff in der Verteilungsfunktion. Dy-
namisch gesehen kénnte dieser darauf zuriickzufiihren sein, dass das Geschwindigkeitsfeld
des Lambwirbels im Ursprung nicht divergiert. Damit gibt es eine héchste Geschwindig-
keit, die ein Teilchen annehmen kann, was sich in dem Abbruch der Verteilungsfunktion
bemerkbar macht.

Abbildung 3.12 zeigt die Verteilungsfunktion fiir die Beschleunigungskomponente a,.
Diese zeichnet sich durch eine ausgeprigte Spitze und einen anschlieffenden algebraischen
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Abbildung 3.10: Verzerrung eines Quadrats im Feld eines Lambwirbels zu den Zeitpunkten
t € {0,4,8,16,40,60}. Deutlich ist der Einfluss der differentiellen Rotation zu erkennen. Vgl.
auch Abb. 3.2. Fiir eine Animation siehe Simulationsindex lamb-2.
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Abbildung 3.11: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungsfunktion fiir u, im Lambwirbel. Oben
links dargestellt ist die Funktion in linearen Koordinaten, oben rechts in doppelt logarithmi-
scher Darstellung. Die griine Linie (vertikal verschoben) deutet das asymptotische Verhalten der
Statistik im Falle des Punktwirbels an.
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Abbildung 3.12: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungsfunktion fiir a, im Lambwirbel in lo-
garithmischer bzw. doppeltlogarithmischer Darstellung. Die Beschleunigungskomponente zeigt
zunéchst einen algebraischen Abfall und einen cutoff. Die griine Linie (vertikal verschoben) zeigt
den asymptotischen Verlauf im Falle des Punktwirbels.
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Abfall aus. Ab einem gewissen Wert fiir a, kommt es zu einem cutoff. Dass dieser cut-
off nicht ganz abrupt stattfindet, hat damit zu tun, dass im Verlauf der Simulation der
Wirbel schwécher wird und die groftmogliche Beschleunigung kontinuierlich abnimmt,
wie genauere Studien ergaben. Im Vergleich zu der fiir den Punktwirbel bestimmten
asymptotischen Losung gibt es leichte Abweichungen, fiir die es jedoch mogliche Erkla-
rungen gibt. Physikalisch weicht der Lambwirbel durch sein Geschwindigkeitsfeld vom
Punktwirbel ab, was zu Modifikationen fithren kann. Dariiber hinaus wurde bei den zum
Vergleich stehenden Rechnungen in Abschnitt 3.1 eine kreisférmige Menge von Lagran-
geteilchen angesetzt, wobei in der Numerik eine quadratische Menge untersucht wurde.
Des Weiteren kénnen die in der Numerik auftretenden periodischen Randbedingungen
zu Abweichungen fiihren. Eine weitere Untersuchungen dieser Punkte sowie der exakten
analytischen Verteilungsfunktionen anstelle von den hier verwendeten asymptotischen
Losungen koénnte iiber die Abweichungen Aufschluss geben. Vor diesem Hintergrund ist
die erzielte Ubereinstimmung jedoch als gut zu bezeichnen.

Insgesamt ist in beiden Féllen festzustellen, dass die Verteilungsfunktionen einen al-
gebraischen Verlauf zeigen. Dabei fillt die Verteilungsfunktion fiir die Beschleunigungs-
komponente langsamer ab als die der Geschwindigkeit. Bemerkenswert ist, dass schon
anhand des Punktwirbelkonzeptes wesentliche Merkmale der Verteilungsfunktionen ana-
lytisch zugénglich sind.

Autokorrelationsfunktionen

Als Néchstes werden die Autokorrelationsfunktionen fiir u, und a, vorgestellt. Diese
werden in diesem Zusammenhang definiert als

i) = (ugg(t—l;;')ux(t» b,
Cax(T) _ <a$(tt;)ax(t)>7 (3_46)

wobei 02 der aus den Daten ermittelten empirischen Standardabweichung entspricht.
Abbildungen 3.13 und 3.14 zeigen die Autokorrelationsfunktionen fiir u, und a;. Der
Verlauf der Autokorrelationsfunktion fiir u, dhnelt qualitativ der Autokorrelationsfunk-
tion im Fall des Punktwirbels. In der Tat kommt es also zu einer Dekorrelation, ohne
dass von zunehmender statistischer Unabhéngigkeit gesprochen werden kann. Die Auto-
korrelationsfunktion fiir die Beschleunigung zeigt eine stirkere Oszillation, in der es auch
zu einer starken Antikorrelation kommt. Bemerkenswert ist hier, dass die Funktion iiber
weite Bereiche von 7 nahezu Null ist, sich dann aber noch einmal stirkere Korrelationen
durch eine kohérente Phaseniiberlagerung ergeben kénnen.
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Abbildung 3.13: Autokorrelationsfunktion fiir u,. Die Autokorrelationsfunktion zeigt nach
einem Abfall einen Nulldurchgang. Fiir grofe Zeiten ndhert sie sich der Null immer weiter an

(nicht abgebildet).
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Abbildung 3.14: Autokorrelationsfunktion fiir a,.. Die Autokorrelationsfunktion oszilliert stark
und zeigt ausgepriagte Antikorrelationen. Inlet: Selbst nachdem sie fiir lange Zeiten nahe Null
oszilliert, kann es fiir grofse Zeiten wieder zu einer kohérenten Addition von Phasen kommen.
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Abbildung 3.15: Histogramme fiir a, im Lambwirbel. Die griine Kurve entspricht einem Wir-

bel mit Zirkulation I' = %7‘(3, die rote Kurve einem Wirbel mit halber Zirkulation. Die Vertei-

lungsfunktionen sind unterschiedlich breit. Inlet: Normiert man die Verteilungsfunktion auf die
Standardabweichung, so zeigen sie eine identische funktionale Form. (Index lamb-3)

Eine veridnderte Anfangsbedingung

Exemplarisch wird noch eine Simulation mit einem Wirbel halber Zirkulation bei sonst
identischen Anfangsbedingungen durchgefiihrt, die sich ergebende Verteilungsfunktion
ist in Abbildung 3.15 zu sehen. Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Verteilungs-
funktionen fallt diese enger aus. Das ist unmittelbar einleuchtend, schliefllich sorgt eine
niedrigere Zirkulation fiir eine niedrigere Amplitude der Beschleunigung. Normiert man
die Funktion allerdings auf die Standardabweichung, so fallen die beiden Kurven zusam-
men. Im Ergebnis bedeutet das, dass die funktionale Abhéngigkeit der hier vorgestellten
Verteilungsfunktionen unabhéngig von der Zirkulation ist, und diese somit repriasentativ
sind.

Geschwindigkeitsinkremente

Als eine Art Randbemerkung wird noch die Verteilungsfunktion fiir die Geschwindig-
keitsinkremente in Abbildung 3.16 gezeigt. Fiir die kiirzeste Zeitdifferenz entspricht die
Geschwindigkeitsinkrementverteilung nahezu der Verteilungsfunktion fiir die Beschleuni-
gungskomponente. Die dargestellten Verteilungsfunktionen zeigen jedoch nicht den expe-
rimentell ermittelten Ubergang von stark intermittenten zu gaufischen Verteilungsfunk-
tionen (vgl. dazu Kapitel 1). In voll entwickelter Turbulenz miissen also physikalische
Mechanismen wirken, die nicht durch einen einzelnen Wirbel zu erkldren sind. Wir kom-
men auf diesen Punkt in Kapitel 4 zurtick.
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Abbildung 3.16: Geschwindigkeitsinkrementverteilungen im Falle des Lambwirbels. Die Ver-
teilungen zeigen keinerlei Ahnlichkeit mit den in Kapitel 1 vorgestellten. Von oben nach unten:
T € {4,8,16,32}. Die Verteilungsfunktionen sind auf Standardabweichung eins normiert und
vertikal verschoben.

3.3 Lundgrenwirbel

Bisher wurden die beiden einfachsten Losungen der zweidimenensionalen Gleichungen
der Hydrodynamik betrachtet, um einige grundlegende Aspekte der Dynamik von La-
grangeschen Teilchen in Wirbeln zu verstehen. In beiden Féllen handelt es sich dabei
um axialsymmetrische Losungen, die keine innere Struktur zeigen. Bei einem Blick auf
ein turbulentes zweidimensionales Vortizitétsfeld (siehe z.B. Abb. 1.7) fallt allerdings auf,
dass nicht nur axialsymmetrische Wirbel auftreten, sondern auch spiralartige Strukturen,
die z.B. Folge eines Verschmelzens zweier anderer Wirbel sind.

1982 stellte Lundgren in einem einflussreichen Artikel eine weitere Losung der Navier-
Stokes-Gleichung vor, den sogenannten Lundgrenwirbel (siehe [Lun82, Lun93|). Bei dieser
Wirbelstruktur handelt es sich um eine Losung der dreidimensionalen Navier-Stokes-
Gleichung, bei der die Vortizitdt eine ausgepréagte Spiralstruktur zeigt. Die dreidimensio-
nale Losung wird durch eine Koordinatentransformation, der Lundgrentransformation,
aus einer rein zweidimensionalen Losung gewonnen. Lundgrens Anliegen dabei war es,
durch eine analytische Losung der Navier-Stokes-Gleichung unter geeigneter Mittelung
das von Kolmogorov aufgrund von Dimensionsargumenten gefundene Energiespektrum
herzuleiten, welches auch in voll entwickelter Turbulenz beobachtet wird. Dieses Ener-
giespektrum, das im Inertialbereich einen algebraischen Abfall von E(k) ~ k=3 zeigt,
ist zwar experimentell bestétigt, konnte aber bis dato nicht mit Losungen der Grundglei-
chung in Zusammenhang gebracht werden. Da in turbulenten Strémungen, wie in Kapitel
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1 motiviert wurde, kohérente Strukturen als wichtiges Merkmal beobachtet werden, liegt
die Vermutung nahe, dass das Energiespektrum mit diesen Strukturen in Zusammen-
hang zu bringen ist. Frithere Versuche von Townsend [Tow51]| scheiterten aufgrund der
als Grundbausteine angenommenen Wirbelrohren und -flichen, die zu einem etwas ab-
weichenden algebraischen Abfall fiihren. Lundgren sieht in der von ihm vorgeschlagenen
Losung einen moglichen physikalischen Mechanismus, welcher der von Richardson propa-
gierten Energiekaskade in drei Dimensionen zu Grunde liegen koénnte. Wird ein Fleck aus
schwacher Vortizitat im Feld eines starken Wirbels verzerrt, so verhélt er sich in erster
Néherung wie ein passiver Skalar. Aufgrund der differentiellen Rotation wird er dann zu
einer Spiralstruktur verzerrt, &hnlich dem Quadrat in Abbildung 3.2. Durch diesen Pro-
zess werden immer feinere Strukturen erzeugt, die dann schliefslich durch die Viskositét
aufgezehrt werden. Dieser Mechanismus sorgt also effektiv fiir einen Energietransport
hin zu kleineren Skalen. Unterstiitzt wird der Mechanismus durch einen zweiten, den der
Koordinatentransformation. Diese sorgt fiir ein radiales Zusammendriicken der Spiral-
struktur bei einem gleichzeitigen Transport der Vortizitdt entlang der Wirbelachse, wie
in einem der kommenden Abschnitte erldutert wird.

Lundgren erreicht nun die funktionale Form des Kolmogorovschen Spektrums, indem er
annimmt, dass ein turbulentes Feld aus einer Uberlagerung solcher Wirbel zu verschiede-
nen Stadien ihrer Entwicklung besteht; er erhélt das Spektrum, indem er iiber die zeitliche
Entwicklung eines einzelnen Wirbels mittelt. Das kommt der aus der statistischen Phy-
sik bekannten Quasiergodizitdtshypothese nahe, die unter bestimmten Voraussetzungen
annimmt, dass ein Zeitmittel durch Scharmittel zu ersetzen ist. Gilbert [Gil93| konnte
zeigen, dass die im Lundgrenmodell enthaltenen physikalischen Mechanismen von Fila-
mentierung und gleichzeitiger Kompression in einer Richtung sowie Streckung in anderer
Richtung unter sehr allgemeinen Vorausetzungen zu dem beriihmten Spektrum fiihren.

All diese Beobachtungen finden dabei im Eulerschen Bild statt, der Einfluss der ge-
nannten Spiralstruktur auf Lagrangeteilchen wurde nach Kenntnis des Verfassers bisher
nicht diskutiert. Daher sollen an dieser Stelle die Trajektorien von Lagrangeteilchen in
einer lundgrenartigen Vortizitatssituation qualitativ diskutiert werden. Der Einfluss auf
die bisher im Falle des Punkt- und Lambwirbels vorgestellten Statistiken soll zudem
quantifiziert werden. Der Verfasser beschréankt sich dabei auf die zweidimensionale Spi-
ralstruktur. Bevor diese Ergebnisse vorgestellt werden, soll jedoch die Lundgrentransfor-
mation eingefithrt werden, da durch diese Transformation aus dem Lambwirbel der im
nichsten Abschnitt vorgestellte Burgerswirbel generiert werden kann.* Zudem werden
zunéchst noch die Gleichungen fiir Vortizitat und Geschwindigkeitsfeld des Lundgren-
wirbels erlédutert.

“Dieser Wirbel wird dann im Kapitel 4 als Baustein fiir ein Modell zur Erzeugung von Einteilchensta-
tistiken benutzt werden.
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Die Lundgrentransformation

Wie bereits erwahnt, ermoglicht die Lundgrentransformation aus einer Losung der zwei-
dimensionalen Navier-Stokes- oder Wirbeltransportgleichung, eine Losung der entspre-
chenden dreidimensionalen Gleichung zu erzeugen. Da sie mit den Arbeiten von Lundgren
in engem Zusammenhang steht (siehe auch [Lun82]) und in den folgenden Abschnitten
sowie im Kapitel 4 bendtigt wird, soll die Transformation an dieser Stelle vorgestellt
werden.

Die dreidimensionale Wirbeltransportgleichung (siehe Kapitel 2) lautet

%—‘;—i-u-Vw:w-Vu—i-qu, (3.47)

dabei wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit bei allen Feldern die Abhingigkeit von
Raum und Zeit weggelassen. Man nimmt nun an, dass man das Geschwindigkeitsfeld in
zwel Anteile aufteilt, von denen der eine dreidimensional und rotationsfrei ist, wahrend
der andere, rein zweidimensionale Anteil den gesamten Wirbelanteil des Feldes enthélt,

w(z,t) = u?P(x,t) + u?P(x,t) mit w3P(x,t) = (——2u, ——)x,z). (3.48)

Bei a(t) handelt es sich um den zunédchst als zeitabhéngig und positiv angenommenen
strain-Parameter. u?” sorgt also fiir ein radial nach innen gerichtetes Geschwindigkeits-
feld bei einer gleichzeitigen Strémung entlang der z-Achse. Die Wahl von u3P lisst er-
kennen, dass dieses Feld wie gefordert rotationsfrei und dariiber hinaus divergenzfrei
ist. Die Zweidimensionalitdt von w?” hat zur Folge, dass es sich bei der Vortizitdt um
eine quasiskalare Grofe handelt, w = V x u?” = we,. Im Folgenden bietet sich die
Wahl von Zylinder- bzw. Polarkoordinaten an. Das Geschwindigkeitsfeld lautet in diesen
Koordinaten

a
U, = —57“ + v (1, 0, t)

Uy = V(7 p,t)

u, = az, (3.49)

wobei v, und v, nur durch u?P hervorgerufen werden. Unter diesen Annahmen nimmt
die Wirbeltransportgleichung eine modfizierte Gestalt an,

Ow ( a )aw vso(?_w

udad —54‘?)7» E_FTagpzaw—i—yAw. (3.50)

ot

Da 43P schon allein die Kontinuitéitsgleichung erfiillt, muss dies auch fiir u?? gelten, als
Folge gilt

orv, ~ 0v,
P _ b1
or Oy 0, (3.51)
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was die Existenz einer Stromfunktion ¢ zu diesem zweidimensionalen Anteil sichert. Fiir
diese gilt

_ 1w
T (3.52)
v, = _g_‘f 3.53)
w = —Ay. (3.54)

Die Gleichung 3.50 suggeriert nun die Einfiihrung neuer Variablen,
& = S
t t
T = / S#')ydt" mit S(t) = exp (/ a(t') dt') , (3.55)
0 0
und mit der Bezeichnung ¢ (r, p,t) = ¥2(&, ¢, T') rechnet man leicht nach, dass Gleichung
(3.50) in diesen Variablen die Form

awg 161/)2 awg _ 61/)2 lan
or £ 0p 05 06 & Oy

= vA¢wo (3.56)

annimmt. Fiir die zweidimensionale Vortizitat wo(§, ¢, T) gilt in diesen Variablen
wo = —Ag ths. (3.57)

Das sind jedoch genau die Gleichungen, die zu einem rein zweidimensionalen Problem
gehoren. Durch die Transformation 3.55 ist die dreidimensionale Gleichung effektiv auf
eine zweidimensionale zuriickgefiihrt worden. Notig ist dazu lediglich die spezielle Annah-
me von u3”. Andersherum kann man unter der Transformation natiirlich auch aus jeder
zweidimensionalen Losung eine dreidimensionale generieren. In diesem Fall berechnet
sich die dreidimensionale Vortizat nach

w(r, e, t) = S(t)ws (S(t)l/Qr, cp,/o St dt'> . (3.58)
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Vortizitat und Geschwindigkeitsfeld

Um einen Eindruck von der Struktur der zweidimensionalen Lundgrenspirale zu geben,
wird nun die Losung der Eulergleichung in Form von der Vortizitat vorgestellt (siehe
[Lun82|). Da wir uns an dieser Stelle ausschlieflich mit zweidimensionalen Losungen
beschéftigen, lassen wir den Index aus dem letzten Abschnitt weg und verwenden die
iiblichen Buchstaben fiir die Polarkoordinaten.

Befindet sich eine Linie von nicht allzu hoher Vortizitdt im Geschwindigkeitsfeld eines
starken Wirbels, so verhélt sie sich in erster Ndherung wie ein passiver Skalar. Aufgrund
der differentiellen Rotation wird diese Linie zu einer Spirale geschert und in Polarko-
ordinaten gilt fiir jeden Punkt auf der Linie ¢ = Q(r)t, wobei Q(r) = 22 durch die
radial gemittelte Geschwindigkeit, die vom zentralen Wirbel erzeugt wird, gegeben ist.
Die Vortizitat solch einer einzelnen Linie ist dann gegeben durch

wa(r, o, t) =2 y(r) d(p — Q(r)t). (3.59)

Zwischen der gemittelten Vortizitdt ~(r) und der gemittelten Winkelgeschwindigkeit be-
steht der Zusammenhang

ry(r) = %TQQ(T), (3.60)

da die Zirkulation durch 27r2Q(r) gegeben ist. Um fiir differentielle Rotation zu sorgen,
muss lediglich $-Q(r) < 0 gelten. Mit der passenden Wahl von Q(r) ist die Losung
dann also vollstandig bestimmt. Besteht der Wirbel nicht aus einem einzigen Spiralarm,
sondern aus einer ganzen Menge, so lautet die Verallgemeinerung

warypit) = 2m ) 3;(r) 8l — &5 = Qr)1). (3:61)

Lundgren verallgemeinert diesen nicht viskosen Fall in [Lun82] weiter und erhélt viskose
Korrekturen zu diesen Losungen. Damit erhélt er eine asymptotische Losung der Navier-
Stokes-Gleichung. Dariiber hinaus unterwirft er die Vortizitdt dann der Transformation,
um eine dreidimensionale Losung fiir sein Modell zu erhalten.

Da wir uns fiir die Entwicklung eines Teilchens in der zweidimensionalen Lundgrenspi-
rale interessieren, verlassen wir an dieser Stelle diesen Weg und wenden uns dem Versuch
zu, das Geschwindigkeitsfeld zu bestimmen. Aufgrund der azimuthalen Periodizitét ldsst
sich die Vortizitdt in eine Fourierreihe entwickeln,

w(r, e, t) = Z wn(r,t) e™?. (3.62)

n=—oo

Die Fourierkoeffizienten sind dabei gegeben durch

wp = y(r) MU, (3.63)
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Ebenso kann man die Stromfunktion in eine Fourierreihe entwickeln und erhalt
OO .
Y(r,p,t) = Z Uy (r,t) e (3.64)
n—=——oo
Die Gleichung (3.57) aus dem letzten Abschnitt lautet in Polarkoordinaten

2y 10y 102
——<a7~2 +FE+T_20—¢2>'

(3.65)

Setzt man nun die Fourierentwicklungen fiir w und v ein, so erhilt man nach einem
Koeffizientenvergleich
Py 10y, n?
= - - - — . 3.66
Wn, < 87‘2 + r 87“ 7"2 ¢n ( )

Vassilicos erhélt in [VB96| eine asymptotische Losung fiir diese Gleichung, sie lautet im
Falle n #£ 0

Pl t) o — 2 5 e it (3.67)
1212 <d9(7’))
dr

Fiir die nullte Harmonische erhélt man aus Gleichung (3.66) mit Hilfe von Gleichung

(3.60)

% = —rQ(r), (3.68)
so dass sich insgesamt fiir grofe Zeiten ¢
U, t) ~ g + 3 — L minte-aon (3.6

r)
5. o (d(r))?
ergibt. Nach [VB96] lasst sich dieser Ausdruck weiter auswerten. Mit den Identitdten

inx

e > cosS N
E D) = 2 E 5 und
n n

n#0 n=1
. cos nx 2 1 T
2
Z n2 = E + Z [x]mod%r - 5 [x]mod27r (370)
n=1

ergibt sich schlieflich ein geschlossener Ausdruck fiir die Stromfunktion

r 2
)~ g + @{? + % [p — Q(?“)t]rznod27r — [ — Q1)) hod 2n } (3.71)

An dieser Losung kann man bereits sehen, dass sich fiir lange Zeiten ein rein axialsymme-
trisches Feld ausbilden wird, fiir das es keine radiale Geschwindigkeitskomponente mehr
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gibt. Korrekturen dazu fallen proportional zum Quadrat der Zeit ab. Die Geschwindig-
keitskomponenten ergeben sich durch Differentiation der Stromfunktion,

10y oY
Uy = ;% und USO == —E (372)
Fiir den radialen Anteil ergibt sich
v
~N— -0 — 7. .

Die azimuthale Geschwindigkeitskomponente betragt

9y 1 F 2y w1 2
v«pN‘W_t_2<{(dQ)z TP f U T2 Hhnoazr =10 Hhnoaar

dr dr
y a0 40

(3.74)

Beide Losungen werden fiir grofse Zeiten also durch den radialsymmetrischen Anteil do-
miniert. Formal kann man nun die Lagrangegleichungen fiir die Bewegung eines Teilchens
hinschreiben,

(¥
(t) ~ |2 () ~ [v.(t)];, ) 3.75
sy~ 2] #t) ~ [0 (Ol (0001 (3.75)

Fiir grofe Zeiten verschwindet die radiale Geschwindigkeitskomponente und es gilt r(¢) ~
const. Zugleich wird der Beitrag zur azimuthalen Geschwindigkeitskomponente nur noch
von dem axialsymmetrischen Anteil der Vortizitdt dominiert, folglich bewegt sich das
Teilchen wie im Geschwindigkeitsfeld eines Punkt- oder Lambwirbels auf einer Kreis-
bahn. Aufgrund der Komplexitdt der Bewegungsgleichungen wird im Folgenden die Be-
wegung von Lagrangeteilchen im Feld der Lundgrenspirale mit numerischen Methoden
untersucht.

Numerische Ergebnisse

Entwicklung der Vortizitat

Ahnlich wie bei der numerischen Untersuchung des Lambwirbels wird auf dem Gitter
eine Vortizitatsanfangsbedingung initialisiert. Diese besteht aus einem zentralen Wirbel,
der von zwei schwiacheren Wirbeln flankiert wird. In Formeln bedeutet das

w(i, k) =8 - exp <_ (i — 942y 4 (k — dTm)2>

0.005 dm?
(i — Hdm)2 4 (p — dny2
+4-exp (— 0003 dunZ (3.76)
(i — 3m)2 4 (f — dny2
+4-e — .
P ( 0.003 dm?
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Abbildung 3.17: Zeitliche Entwicklung des Vortizitétsfeldes einer Lundgrenspirale fiir ¢ €
{0,2,4,8,16,40} Zeiteinheiten. Fiir eine Animation siehe Simulationsindex lundgren-1.
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Abbildung 3.18: Teilchen im Geschwindigkeitsfeld der Lundgrenspirale. Im Feld gibt es Berei-
che, in denen eine radiale Bewegung nach auffen bzw. innen moglich ist.

Der innere Wirbel besitzt damit eine Zirkulation von I' & 4.916, wobei die beiden flankie-
renden Wirbel jeweils eine Zirkulation von I' & 1.488 aufweisen. Abbildung 3.17 zeigt die
zeitliche Entwicklung des Vortizitétsfeldes. Zu Beginn wird der zentrale Wirbel wie er-
lautert von den beiden schwicheren Wirbeln flankiert. Dann beginnen die kleinen Wirbel
im Geschwindigkeitsfeld des zentralen Wirbels aufgrund der differentiellen Rotation zu
diinneren Filamenten verzerrt zu werden. Da die beiden Wirbel ihrerseits ein Geschwin-
digkeitsfeld erzeugen, wird auch der zentrale Wirbel leicht verzerrt. Nach einiger Zeit
werden die begleitenden Wirbel zu einer feinen Spirale verzerrt. Sobald die Spiralarme
fein genug sind, werden sie durch die viskosen Effekte schnell dissipiert; im Vergleich
zum Zentralwirbel fallt ihre Amplitude deutlich schneller ab. Noch etwas spéter sind
die Spiralarme nahezu ausgestorben und der Wirbel zeigt eine fast axialsymmetrische
Form, nur leichte Fluktuationen im Vortizitdtsfeld erinnern an die Spiralstruktur. Mit
fortschreitender Zeit werden auch diese Strukturen durch die Diffusion geglattet.

Trajektorien

Wie zwei Abschnitte zuvor anhand der analytischen Losung fiir das Geschwindigkeitsfeld
motiviert, gibt es im Falle des Lundgrenwirbels eine nichtverschwindende Geschwindig-
keitskomponente in radialer Richtung. Das ist qualitativ einfach zu verstehen, wenn man
sich in der oben diskutierten Anfangsbedingung die Uberlagerung der verschiedenen Ge-
schwindigkeitsfelder der drei Wirbel vorstellt (vgl. Abb. 3.17). Alle dort abgebildeten
Wirbel erzeugen ein Geschwindigkeitsfeld, das im mathematisch positiven Sinne orien-
tiert ist. Nimmt man beispielsweise den linken begleitenden Wirbel, so gibt es oberhalb
dieses Wirbels einen Bereich, in dem sich sein Geschwindigkeitsfeld mit dem Geschwin-
digkeitsfeld des zentralen Wirbels derart iiberlagert, dass sich ein Lagrangeteilchen radial
nach aufen bewegt, wie Abbildung 3.18 illustriert. Man kann sich die Bewegung zusam-
mengesetzt aus einer Bahn um den begleitenden Wirbel und zusétzlich einer Bewegung
um den zentralen Wirbel vorstellen. Der begleitende Wirbel wird dabei durch das Ge-
schwindigkeitsfeld des zentralen Wirbels auseinandergeschert. Unterhalb des begleiten-
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Abbildung 3.19: Trajektorie eines Teilchens im Lundgrenwirbel. Die verschiedenen Kompo-
nenten zeigen Abweichungen von der sinusoidalen Form im Lambwirbel. Die Vortizidt ist keine
monoton fallende Funktion der Zeit mehr.

den Wirbels gibt es wiederum einen Bereich, in dem das Geschwindigkeitsfeld zu einer
Bewegung in radialer Richtung nach innen fithrt (Abb. 3.18). In beiden Féllen ist die
radiale Bewegung am deutlichsten wahrend der Spiralbildungsprozess noch nicht voll-
standig abgeschlossen ist. Hat sich erst eine deutliche Spirale ausgebildet, so bewegen
sich die Teilchen nahezu auf einer Kreisbahn. Abbildung 3.19 zeigt die z-Komponente
des Ortes, der Geschwindigkeit, der Beschleunigung und der Vortizitdt einer Trajektorie.
Im Gegensatz zur Lambkonfiguration zeigt die funktionale Form der Komponenten kei-
nen sinusoidalen Verlauf mehr, besonders die Beschleunigung zeigt Abweichungen. Durch
die Spiralstruktur wird das Geschwindigkeitsfeld in azimuthaler Richtung moduliert und
die zeitlich nicht stationire Konfiguration fithrt zu einer stindigen Anderung der Situa-
tion. Bemerkenswert ist insbesondere, dass die Vortizitat entlang der Trajektorie keine
monoton fallende Funktion der Zeit mehr ist. So sieht man, dass zu t ~ 10 die Vortizét
zu steigen beginnt. Das bedeutet, dass das Teilchen von einem Spiralarm erfasst wird.
Dieser Effekt kann nur im viskosen Fall auftreten, da die kurze Rechnung in Kapitel 2
zeigt, dass sich im Falle der Eulergleichung die Vortizitat entlang einer Trajektorie nicht
andern kann.

Die zeitliche Entwicklung einer quadratformigen Menge von Teilchen wird in Abbildung
3.20 gezeigt. Man erkennt deutliche qualitative Unterschiede zur analogen Situation im
Fall des Lambwirbels. Durch die Anwesenheit der Spiralstruktur wird die Axialsymmetrie
des Geschwindigkeitsfeldes gebrochen, so dass es nicht mehr zu der gleichméfigen diffe-
rentiellen Rotation wie im Fall des Lambwirbels kommt. Vielmehr werden die Spiralarme
in azimuthaler Richtung nicht von den Teilchen iiberschritten. Befindet sich ein Teilchen
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Abbildung 3.20: Zeitliche Entwicklung eines Quadrats von Teilchen in einer Lundgrenspirale
fiir t € {0,2,4,8,16,40} Zeiteinheiten. Fiir eine Animation siehe Simulationsindex lundgren-2.
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Abbildung 3.21: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungsfunktion fiir a, im Lundgrenwirbel in
logarithmischer bzw. doppeltlogarithmischer Darstellung. Die entsprechenden Verteilungsfunk-
tionen im Falle des Lambwirbels sind griin dargestellt.

in der Nahe eines solchen Spiralarms, so bewegt es sich wie oben erlédutert nicht in rein
azimuthaler, sondern auch in radialer Richtung. Aufgrund des Abschirmungseffektes der
Spiralarme kommt es zu tiefen ,Einschnitten in der vormals quadratischen Struktur.
Mit der Zeit sterben die nichtaxialsymmetrischen Anteile der Vortizitdtsverteilung im-
mer weiter aus. In der Konsequenz haben sie auch keinen Einfluss auf die Lagrangeschen
Trajektorien mehr. Fiir grofe Zeiten erkennt man daher die schon im Falle des Lamb-
wirbels diskutierte Verzerrung des Quadrats zu einer nahezu axialsymmetrischen Form.
Exemplarisch werden nun einige statistische Eigenschaften der Lundgrenkonfiguration
untersucht.

Verteilungsfunktion und Autokorrelation

Abbildung 3.21 zeigt die Verteilungsfunktion fiir die Beschleunigungskomponente a.
Im Vergleich zum Lambwirbel zeigt sie im Bereich von a, ~ 1,5 eine deutliche Abwei-
chung. Diese ldsst sich qualitativ mit dem Vergleich zweier Lambwirbel in Abschnitt 3.2
erklaren. Dort wurde gezeigt, dass Wirbel unterschiedlicher Zirkulation eine unterschied-
lich breite Verteilungsfunktion fiir z.B. die Beschleunigung zeigen. Bei der vorliegenden
Lundgrenspirale handelt es sich im Prinzip um ein Feld, in dem gleichzeitig Wirbel unter-
schiedlicher Zirkulationen anwesend sind. Die in der Statistik beobachtete Abweichung
riihrt also von der Uberlagerung dieser Statistiken her. Natiirlich ist das nur in grober
Approximation so zu verstehen, da die Wirbel miteinander wechselwirken und im Falle
der flankierenden Wirbel mit der Zeit deformiert und zerstort werden. Wie die doppeltlo-
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3.3 Lundgrenwirbel
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Abbildung 3.22: Autokorrelationsfunktion fiir a,,. Im Vergleich zum Lambwirbel (griine Kurve)
zeigt die Autokorrelationsfunktion fiir den Lundgrenwirbel stirkere Oszillationen.

garithmische Darstellung zeigt, stort die komplexere Struktur der Lundgrenspirale auch
den algebraischen Abfall der Verteilungsfunktion. Dies ist ein erster Hinweis darauf, dass
sich in einem turbulenten System, das aus vielen wechselwirkenden Wirbeln besteht, neue
Effekte und funktionale Formen der Verteilungsfunktionen herausbilden kénnen.

In Abbildung 3.22 wird die Autokorrelationsfunktion fiir die Beschleunigungskompo-
nente a, dargestellt. Diese zeigt zunéchst einen dhnlichen Abfall wie beim Lambwirbel,
ohne jedoch beim ersten Nulldurchgang eine so ausgeprigte Antikorrelation zu zeigen.
Wiéhrend sich dann die Autokorrelationsfunktion des Lambwirbels lange im Bereich von
Null bewegt, oszilliert sie im Fall des Lundgrenwirbels durchgehend stéarker, was nur
dadurch zu erkléren ist, dass scheinbar viele Teilchen sich langer mit gleicher Winkelge-
schwindigkeit und &hnlicher Amplitude bewegen.

Insgesamt modifiziert die Lundgrenspirale die bisher betrachteten Grofen leicht, ohne
zu grundlegenden neuen Effekten zu fithren. Gerade aber durch die deutlichen Unterschie-
de im Bezug auf die zeitliche Entwicklung einer Menge von Teilchen ist es moglich, dass
dieser Wirbel im Vergleich zum Punkt- oder Lambwirbel andere Eigenschaften im Bezug

auf den Teilchentransport zeigt. Dieser Punkt wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
untersucht.
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3 Kohéarente Strukturen

3.4 Burgerswirbel

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Wirbellosungen handelt es sich beim Burgers-
wirbel um eine Losung der dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung. Genaugenommen
spricht man von einer 21/2-dimensionalen Losung, da die Vortizitatsverteilung durch die
Lundgrentransformation aus dem zweidimensionalen Lamb-Oseen-Wirbel hervorgeht. Da
dieser Wirbel im kommenden Kapitel gewissermafen als Grundbaustein fiir ein Modell
fiir dreidimensionale Turbulenz dienen wird, sei er an dieser Stelle kurz vorgestellt.

Vortizitdt und Geschwindigkeitsfeld

In zwei Dimensionen lautet das Vortizitétsfeld des Lambwirbels (siehe Kapitel 3.2)

r_e
wo(§,T) = T € T (3.77)

Mit der Lundgrentransformation ersetzt man die Variablen,

— a2y
& — e 2'r

T — %[e“t—l] (3.78)

und erhalt wie in Abschnitt 3.3 erlautert das dreidimensionale Vortizitatsfeld

Tr a ar?
W(T,t) = mm eXp (—m) . (379)

Bei dieser Transformation wurde ein zeitunabhéngiger strain-Parameter a angenommen.
Im Grenzfall grofler Zeiten erhilt man das Vortizitéatsfeld des Burgerswirbel,
: Fa _a?

tll)rgo w(r,t) = ¢ v (3.80)
Bei dem Burgerswirbel handelt es sich also um eine zeitunabhéngige Gleichgewichtslo-
sung, bei der der Einfluss der Diffusion durch das zusétzliche strain-Feld ausbalanciert
wird. Physikalisch stellt man sich unter dem strain-Feld den iiber alle Wirbel gemittelten
Einfluss auf den einzelnen Wirbel vor. Im Ergebnis wirkt dieses Feld dhnlich wie der Wir-
belstreckungsmechanismus in der Navier-Stokes-Gleichung. Gleichung (3.80) definiert als
typischen Radius fiir den Burgerswirbel

S (4_V>%. (3.81)

a

Die azimuthale Komponente des Geschwindigkeitsfeldes kann nun analog zum Lambwir-
bel iiber den Satz von Stokes bestimmt werden, und man erhélt

ug(r) = — (1 - e_4v> . (3.82)
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3.4 Burgerswirbel

Genau wie beim Lambwirbel steigt das Geschwindigkeitsfeld fiir kleine Radien r linear
an und fallt fiir grofe Radien wie % ab. Weit aufserhalb verhalt sich das Geschwindig-
keitsfeld also wie das des Punktwirbels. Fiir die entsprechenden Bewegungsgleichungen
eines Lagrangeteilchens muss zuséatzlich das strain-Feld beachtet werden. Es ergibt sich

r(t) = — B r(t) (3.83)
o(t) = % Uy (1)
2(t) = az(t)

Die Losungen fiir die radiale und die z-Komponente lassen sich unmittelbar ablesen

r(t) = roe 2’ (3.84)
2(t) = zpe™. (3.85)

Ein Lagrangeteilchen bewegt sich im Geschwindigkeitsfeld eines Burgerswirbel also expo-
nentiell gebremst in radialer Richtung, wahrend es sich mit zunehmender Geschwindigkeit
entlang der Wirbelachse bewegt. Da die ¢-Komponente nur implizit {iber den radialen
Anteil von der Zeit abhéangt, vereinfacht sich die Losung der Differentialgleichung fiir die
Winkelkomponente auf die Losung eines Integrals. Die Differentialgleichung lautet

_ L (1 _ efﬁrée“”) _ (3.86)
271'7“(2]

¢
Da die rechte Seite nicht mehr von ¢ abhingt, gilt es lediglich ein Integral zu l6sen.
Es stellt sich jedoch heraus, dass man fiir dieses Integral keine geschlossene Losung an-
geben kann, eine Ndherungslosung ist jedoch leicht bestimmbar. Da sich aufgrund der
Bewegungsgleichungen (3.83) das Teilchen radial nach innen bewegt, bietet sich fiir grofse
Zeiten eine Naherung fiir kleine radiale Abstinde an. Eine Taylorentwicklung der Expo-
nentialfunktion in der Klammer bis zur ersten Ordnung ergibt unmittelbar

Ta
= —o 3.87
=g (3.87)
was sich einfach integrieren lasst,
T'a
t) = —t . 3.88
p(t) = ot + o (3.88)

Fiir grofle Zeiten bewegt sich das Lagrangeteilchen also ndherungsweise mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit. Da sich keine geschlossene Losung fiir die Winkelkomponente
angeben lasst, werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen numerisch integriert.
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3 Kohéarente Strukturen

Trajektorien

Abbildung 3.23 gibt einen Eindruck tiber die Dynamik eines Teilchens im Burgerswirbel.
Die Teilchen fiihren unter dem Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes Spiralbewegungen um
die Wirbelachse aus. Man erkennt, dass die Zirkulation I' im Wesentlichen die Frequenz
der Oszillation um die Wirbelachse vorgibt, wiahrend der strain-Parameter a bestimmt,
wie schnell sich das Teilchen in radialer Richtung und entlang der Wirbelachse bewegt.
Gerade die untere Abbildung zeigt qualitative Ubereinstimmung mit den in Kapitel 1
vorgestellten Einfangereignissen. Der Burgerswirbel scheint daher eine geeignete Wahl
zur Modellierung dieser Ereignisse zu sein.

Der Verfasser untersucht an dieser Stelle keine weiteren Eigenschaften eines einzelnen
Burgerswirbels. Statistische Eigenschaften eines Ensembles aus Burgerswirbeln werden
in Kapitel 4 untersucht.

3.5 Fazit

Ziel dieses Kapitels war es, einzelne Wirbelstrukturen zu untersuchen. Im Fokus stand da-
bei die Fragestellung, welchen Einfluss diese Strukturen auf Lagrangesche Teilchenbahnen
haben. Fiir den Punkt-, den Lamb-Oseen- und den Lundgrenwirbel wurden exemplarisch
Trajektorien und die zeitliche Entwicklung ganzer Mengen von Lagrangeteilchen vorge-
stellt. Des Weiteren wurden statistische Eigenschaften wie z.B. Verteilungsfunktionen
und Autokorrelationsfunktionen diskutiert. Dabei stellte sich heraus, dass der Mitte-
lungsprozess iiber eine Menge von Lagrangeteilchen zu qualitativ neuen Effekten fiihrt.
Unterschiede zwischen den verschiedenen Wirbellésungen wurden herausgestellt. Das ein-
fache Konzept des Punktwirbels machte es moglich, viele der auftretenden Effekte mit
analytischen Mitteln qualitativ zu verstehen. Fiir einen quantitativen Vergleich ist eine
genauere Untersuchung der exakten Ergebnisse (3.24) und (3.28) notwendig. Weiteren
Aufschluss konnte ein genauerer Vergleich der unterschiedlichen Geschwindigkeitfelder
und Teilchenensembles, {iber die gemittelt wird, geben.

Als Losung der dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung wurde der Burgerswirbel
eingefithrt. Teilchentrajektorien wurden qualitativ diskutiert.

Im Folgenden werden nun Eigenschaften von Ensembles von Wirbeln untersucht. Das
geschieht in Kapitel 4 anhand eines einfachen Modells fiir die Einteilchenstatistik fiir drei-
dimensionale Turbulenz und in Kapitel 5 am Beispiel von zweidimensionaler zerfallender
Turbulenz.
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3.5 Fazit

Abbildung 3.23: Trajektorien im Burgerswirbel iiber 400 Zeiteinheiten. Fiir alle Trajektorien
gilt ein Zeitschritt von d¢t = 0.01, eine Viskositidt von v = 0.001 und ein Anfangsort o = (1,2,1)
(alle Angaben in einheitenloser Form). Oben links: I' = 1 und @ = 0.005, oben rechts: I = 2 und
a = 0.005; unten: rote Kurve I' = 1 und a = 0.005, griine Kurve I' = 1 und a = 0.008.
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4 Ein Modell fur die Einteilchenstatistik
fur vollentwickelte dreidimensionale
Turbulenz

Im vorigen Kapitel wurde der Einfluss einzelner kohdrenter Strukturen auf Lagrangeteil-
chen untersucht. Die Betrachtungen sollen nun auf ein Ensemble von Wirbeln ausgeweitet
werden. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse finden sich in zusammengefas-
ster Form in [WJF06]. Wer mehr iiber die detaillierte Entwicklung des Modells erfahren
mochte, sei an [Wil06]! verwiesen. Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Zunichst wird die
dem Modell zu Grunde liegende Idee erldutert, bevor die numerische Implementierung
des Modells erlautert wird. Dann werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt und um
analytische Ergebnisse ergénzt. Zu Letzt werden die Ergebnisse diskutiert.

4.1 Die Idee

Wie in Kapitel 1 dargelegt wurde, zeigen experimentelle und numerische Untersuchun-
gen dreidimensionaler turbulenter Stromungen die Signatur von Teilcheneinfdngen in fi-
lamentartigen Wirbelstrukturen. In den Veréffentlichungen zum Thema werden intermit-
tente Eigenschaften der Geschwindigkeitsinkrement- und Beschleunigungsstatistik immer
wieder mit diesen Ereignissen in Zusammenhang gebracht, da wiahrend der Einfénge in
die Wirbel extrem hohe Geschwindigkeiten und Beschleunigungen gemessen werden (sie-
he dazu [BBC*04b, BBC105, MLP04, VLC"02| und Kapitel 1). Gleichzeitig zeigen die
Trajektorien des Burgerswirbels in Kapitel 3 eine qualitative Ahnlichkeit mit den expe-
rimentell und numerisch beobachteten Einfangereignissen.

Heute exististieren stochastische Modelle, die die genannten Verteilungsfunktion re-
produzieren kénnen (siehe z.B. [Fri03, FB02, Bau04, Bec06| oder [AMO04] fiir einen Uber-
blick) und somit wertvolle Einblicke in die statistischen Eigenschaften von Turbulenz
geben. Allerdings beriicksichtigen diese Modelle nicht die dynamischen Effekte, denen
ein Lagrangeteilchen in einer Fliissigkeit unterliegt. Wie bereits in Kapitel 1 erwahnt,
gab es in der Vergangenheit Versuche, Eigenschaften turbulenter Strémungen mit Hilfe
von Ensemblen kohérenter Strukturen zu modellieren. Zu erwéhnen sind hier vor allem
die Arbeit von Townsend [Tow51]|, der Wirbelrohren und -flachen nutzt, um Ausdriicke
flir das Energiespektrum herzuleiten. Eine zweiter wichtiger Beitrag gelang der Gruppe
um Kambe [HK97|, die mit Hilfe eines Ensembles von Burgerswirbeln das Verhalten der

'Das Dokument liegt auf der DVD bei.
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4.2 Numerische Implementierung

Wirbelachse

Abbildung 4.1: Die Lagrangesche Teilchenbahn wird als zeitliche Sequenz von Wirbeleinfingen
modelliert.

Eulerschen Strukturfunktionen untersuchten. Diese Arbeiten finden jedoch ausschliefllich
im Eulerschen Bild statt.

Unter diesen Voraussetzungen liegt es nahe, diese Ansétze auf die Lagrangesche Be-
schreibungsebene zu libertragen. Das soll in diesem Kapitel geschehen. Konkret bedeutet
das, dass die Trajektorie eines Lagrangeschen Teilchens in voll entwickelter Turbulenz als
zeitliche Sequenz von Wirbeleinfangen modelliert wird (siehe Abb. 4.1). Als ,Bausteine
dieser verschiedenen Ereignisse dienen die im letzten Abschnitt vorgestellten Burgerswir-
bel. Die Orientierung, die Zirkulation (im Folgenden auch als Wirbelstérke bezeichnet)
und der strain-Parameter a werden dabei auf der Grundlage geeigneter Verteilungsfunk-
tionen zufillig ausgewahlt. Dabei werden die verschiedenen Einfdnge als statistisch un-
abhiingig angenommen. Der Ubergang von einem zum anderen Wirbel geschieht einfach
durch das Abschalten des einen und das Anschalten des anderen Wirbels. Die resultie-
renden Trajektorien werden qualitativ diskutiert und die statistischen Eigenschaften des
Modells werden untersucht.

4.2 Numerische Implementierung

Bewegungsgleichungen

Fiir die numerische Implementierung des Modells werden die Bewegungsgleichungen fiir
ein Teilchen im Geschwindigkeitsfeld eines Burgerswirbel numerisch integriert. Dies ge-
schieht mit dem in Anhang A vorgestellten Runge-Kutta-Algorithmus vierter Ordnung.
Um beliebig orientierte Wirbel simulieren zu kénnen, muss das Geschwindigkeitsfeld in
koordinatensystemunabhéngiger Form formuliert werden. In allgemeiner Form lautet es

a T _ar?
u(x) = E'Urad + aze, + m <1 —e v > Vtans (41)
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4 FEin Modell fiir die Einteilchenstatistik

dabei sind der radiale Vektor v,,q und der tangentiale Vektor vy, definiert iiber
Vign = €, X & und V,eq = €5 X Vign. (4.2)

r ist dabei die Lénge des senkrechten Lotes des Ortsvektors x auf die z-Achse e, (sie
entspricht der Wirbelachse), und z ist gegeben durch z = « - e,. Es gilt fiir den Winkel
zwischen dem lokalen Ortsvektor und der Wirbelachse

a = arccos =% (4.3)
x|
und somit schlieflich
r = |x|sina. (4.4)

Die Wirbelstirke I' und der strain-Parameter a werden zufillig gemif den Uberlegungen
des folgenden Abschnitts gewahlt. Dazu werden die Zufallsgeneratoren der Intel Math
Kernel Library benutzt.?

Wahl der Parameter

Bei dem in Abschnitt 3.4 vorgestellten Burgerswirbel handelt es sich zundchst um eine
mathematische Losung der Navier-Stokes-Gleichung mit frei wahlbaren Parametern I'; a
und v. So lasst sich beispielsweise mit dem Parameter I' die Frequenz, mit der ein Teil-
chen um den Wirbel spiralt, einstellen, wihrend der Parameter a die radiale Ausdehnung
des Wirbels bestimmt und regelt, wie dominant die Bewegung entlang der Wirbelachse
ist. Es gibt zunéchst keinen Zusammenhang zwischen den Parametern und den typischen
Eigenschaften von Wirbelstrukturen, wie sie in einer realen turbulenten Fliissigkeit be-
obachtet werden. Um ein physikalisch sinnvolles Modell zu schaffen, miissen also die
Parameter in der Gréfsenordnung der entsprechenden Gréfsen in realen turbulenten Stro-
mungen gewahlt werden.

Der typische Radius eines Burgerswirbel wird im Modell mit 107 angenommen, ein
Wert, der mit den Beobachtungen in [MHKO3| konsistent ist. In dieser Arbeit kommen
die Autoren zu dem Ergebnis, dass die Linge der Wirbelfilamente von der Groéfenord-
nung der Systemausdehnung ist. Im Modell wird daher keine Beschriankung an die Léange
der Wirbel gestellt. Weiterhin stellen die Autoren von [MHKO3| fest, dass die Wirbel das
Fluid nicht vollstdndig durchsetzen, sondern in einen zufélligen Hintergrundfluss einge-
bettet sind, sie fiillen nur einen kleinen Teil des Volumens aus. Davidson gibt in [Dav04]
fiir das von Wirbeln besetzte Volumen bei einer Reynoldszahl (auf der Taylorskala) von
Re = 170 einen Anteil von 13% an. Natiirlich handelt es sich bei solchen Angaben im-
mer um grobe Schitzungen, die auf Grundlage eines willkiirlich gesetzten Schwellwertes
zu Stande kommen. Im Modell ist diese Eigenschaft in dem Sinne zu beriicksichtigen,
dass nach dem Abschalten eines Wirbels in einem gewissen Abstand ein weiterer Wirbel
anzuschalten ist. In dem vorgestellten Modell wird daher ein Volumenfaktor b = %

ges

2Die hier beschriebene Routine wurde bereits in Abschnitt 3.4 benutzt, um die Trajektorien im Bur-
gerswirbel zu berechnen.
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4.2 Numerische Implementierung

eingefiihrt, um dieser Tatsache Rechnung zu tragen. Der Volumenfaktor gibt das Volu-
men eines einzelnen Wirbels im Verhéltnis zum gesamten Volumen an, in dem sich nur
ein Wirbel befinden soll. Nimmt man an, dass neben dem Wirbel auch die umgebende
Zelle zylinderférmig und von der Hohe h ist, erhdlt man die Abschétzung

mr5h
wr2h’
was den typischen Radius des Burgerswirbels rp mit dem gesuchten Abstand r zum
néchsten Wirbel verkniipft,

b:

(4.5)

1 10

%rg = %n. (4.6)

T =

Im Modell wird b = 0.1 gesetzt.

Die typische Lebenszeit eines Wirbels wird in [MHKO3| im Bereich einiger large eddy
turnover times angegeben. Fiir das vorliegende Modell ist jedoch die Dauer eines Einfan-
gereignisses von Bedeutung. Diese Dauer definiert im Modell die Lebensdauer der Wirbel.
Die Autoren von [BBCT04b] geben dafiir etwa 107, an. Die passende Modellierung der
Wirbellebensdauer ist im vorliegenden Modell besonders wichtig, da mit zunehmender
Lebensdauer auch das straining eine immer dominantere Rolle gegeniiber der Spiralbewe-
gung um die Wirbelachse einnimmt. Die Lebensdauer der Burgerswirbel wird im Modell
mit 10 7, angenommen.

Um realistische Grofenordnungen der simulierten Geschwindigkeiten und von den Teil-
chen zuriickgelegten Wege zu erreichen, und um zusétzlich zumindest eine qualitative
Vergleichbarkeit mit experimentellen Daten zu gewahrleisten, miissen alle Parameter in
Abhéngigkeit der kinematischen Viskositéit v und der mittleren Energiedissipationsrate
¢ formuliert werden. Im Experiment ist v durch die verwendete Fliissigkeit vorgegeben,
wéahrend unter der Annahme eines im gesamten Inertialbereich konstanten Energietiber-
trags € durch die in das System gefiitterte Energie gegeben ist. Fiir die Reynoldszahl auf
der Disspationsskala gilt die bekannte Abschétzung [Dav04]

nv

Rediss = 7 ~ 17 (47)

wobei es sich bei v um eine typische Geschwindigkeit auf der der Skala n handelt. Wie
man mit Hilfe von Dimensionsiiberlegungen herleiten kann, gilt fir die Kolmogorovlange
und die Kolmogorovgeschwindigkeit (s. Kapitel 2)

)= (”_3>/ and v = (1) (4.8)

3

Um nun I' und @ mit diesen Gréfsen in Verbindung zu bringen, muss eine typische Ge-
schwindigkeit abgeschétzt werden. Es bietet sich die azimuthale Geschwindigkeitskom-
ponente u,, des Geschwindigkeitsfeldes des Burgerswirbel an der Stelle n an. Bricht man
die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion nach dem linearen Term ab, so ergibt
sich ein einfacher Zusammenhang

v = up(n) = — <1 - e—4f> ~ 2 (4.9)
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4 FEin Modell fiir die Einteilchenstatistik

Zusammen mit der Definition der Kolmogorovlange n ergibt sich

8

r (ev)?. (4.10)

a

Fiir den typischen Radius rp des Burgerswirbel gilt

- (4_”)1/2, (4.11)

a

das bedeutet fir den strain-Parameter

4
a=—, (4.12)
"B
was sich wieder in die Abschétzung fir die Wirbelstéirke einsetzen lésst,
e\ /2 1
I'~2 2(—) —omr 413
B\, B ™ ( )

wobei 7, die Kolmogorovsche Zeitskala bezeichnet. Bei einem typischen Wirbelradius von
rg = 107 folgt insgesamt fiir die Wirbelstérke

T ~ 2007w. (4.14)

Wie bereits erwdhnt, werden in experimentellen und numerischen Untersuchungen inter-
mittente Eigenschaften der Geschwindigkeitsinkrementverteilungen mit Wirbeleinfingen
in Zusammenhang gebracht. Der Burgerswirbel bietet zunéchst zwei dynamische Einfliis-
se, die zu hohen Geschwindigkeiten fiihren kénnen. Zum einen sind da die Oszillationen
um die Wirbelachse, die durch den Parameter I' kontrolliert werden, zum anderen gibt
es den strain-Parameter a. Setzt man nun fiir die Grofe des Wirbels den im Modell
gewédhlten Wert von rg = 107 ein, so erhélt man unmittelbar

LY (4.15)
25 1,

Da in den Exponentialfunktionen der Bewegungsgleichungen (3.83) das Produkt aus a

und der Zeit vorkommt, lasst sich abschétzen, dass das straining eine untergeordnete

Rolle spielt, solange die Lebensdauer kleiner als 257, ist. Bei der fiir die Ergebnisse

gewéhlten Lebensdauer von 107, ist dies der Fall.

Insgesamt sind mit der Lebenszeit und den Parametern a und I' alle notwendigen Gro-
Ren spezifiziert und in Abhéngigkeit der Viskositit und der mittleren Energiedissipation
ausgedriickt worden. Um im Modell Wirbel verschiedener Stirke und Groéfse zuzulassen,
werden I und a mit geeigneten Statistiken belegt. Die oben motivierten Werte dienen so-
mit als Erwartungswerte der Statistiken. Einen Hinweis, wie die Verteilungsfunktion fiir
die Wirbelstérke I' zu wahlen ist, gibt [JWSR93|. In dieser Arbeit wurde die Verteilungs-
funktion der Zirkulation aus einer direkten numerischen Simulation bestimmt. Die dort
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4.2 Numerische Implementierung

dargestellten Grafiken motivieren fiir das Modell die Wahl einer Lognormalverteilung fiir
den Parameter I'. Die Dichtefunktion dieser Verteilung ist gegeben durch

1 - (lnl;;Q/"‘L)
= —¢
V2mor I’

L (4.16)
mit den wéihlbaren Parametern py, und oy. Der Mittelwert und die Standardabweichung
dieser Verteilung sind gegeben iiber

f(T)

2
U = exp <,uL + %) und (4.17)
02 = (expo? —1)exp(2u +02). (4.18)

Der Parameter o7, = 0.4 wird so gewahlt, dass sich die typische asymmetrische Form der
Verteilungsfunktion aus [JWSR93] ergibt. Schlieflich wird pz, so angepasst, dass p dem
typischen Wert der Wirbelstirke geméft den oben erbrachten physikalischen Argumenten
entspricht.

Fiir den Parameter a wurde keine vergleichbare Motivation in der Literatur gefunden.
Da dieser Parameter jedoch den Wirbelradius festlegt, soll auch er fluktuieren kénnen,
um im Modell Wirbel unterschiedlicher Grofe zuzulassen. Als Verteilung wird eine Nor-
malverteilung angenommen, die um den oben motivierten typischen Wert von a zentriert
ist. Zusétzlich wird eine Standardabweichung von o, = 1 gewéhlt. Es wurde jedoch si-
chergestellt, dass eine Variation dieses Parameters keine signifikanten Einfliisse auf das
Ergebnis hat.

Entwicklung und Tests

Waéhrend der Entwicklung des Modells wurden zahlreiche Versuche und Tests durch-
gefiihrt. Deren detaillierte Dokumentation wiirde den Rahmen der vorliegenden Arbeit
tibersteigen, doch der interessierte Leser sei auf [Wil06| verwiesen.

Zum einen werden dort verschiedene numerische Werte fiir die Parameter a und T’
untersucht. Es ergibt sich, dass die vorliegenden Ergebnisse robust gegen leichte Ande-
rungen der Parameterwerte sind, solange diese in einem physikalisch sinnvollen Bereich
gewahlt werden. Desweiteren werden unterschiedliche Verteilungsfunktionen fiir ¢ und I'
untersucht. Eine Variation der Verteilungsfunktionen fiir ¢ und I' 1dsst nicht den Schluss
zu, dass die im Folgenden gewahlten die einzig moglichen sind. Lediglich ein Modell mit
festem a und T lieferte unzureichende Ergebnisse. Auf Grundlage dieser Tests kann man
jedoch behaupten, dass die vorliegenden Werte fiir die Parameter und die Wahl der Sta-
tistiken physikalisch begriindbar sind und im Vergleich mit anderen qualitativ die besten
Ergebnisse liefern.

Im Folgenden sollen einige der durchgefiihrten Tests vorgestellt werden. Die Orien-
tierung der Wirbelachsen wird im Programm beliebig und gleichverteilt gewéhlt. Die
statistischen Ergebnisse sollten also isotrop sein. Abbildung 4.2 demonstriert dies am
Beispiel der Geschwindigkeitskomponenten. Wie man sieht, ist die Isotropie gut erfiillt.
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Abbildung 4.2: Isotropie der Geschwindigkeitskomponenten im Modell.

Ein wichtiger Test betrifft die Wirbelwechsel. Wie erldutert wird der Wechsel zwischen
zwei Wirbeln durch ein einfaches Abschalten des alten und ein Anschalten des neu-
en Wirbels simuliert. Dadurch werden die Geschwindigkeitskomponenten beim Wechsel
unstetig. Um zu quantifizieren, inwieweit diese Unstetigkeiten die Statistik beinflussen,
wurde eine Simulation mit 22! Iterationen durchgefiihrt und die Geschwindigkeitskom-
ponente u, tiefpassgefiltert. Die Unstetigkeitsstellen verursachen im Fourierraum hohe
Frequenzanteile und kénnen somit durch Filtern dieser Frequenzen gegliattet werden.
Nach der Riicktransformation in den Realraum ist das Signal dann erheblich glatter. Als
Filter wurde ein Butterworthfilter verwendet. Dieser Filter hat gegeniiber einem idea-
len Tiefpassfilter den Vorteil, dass er eine glatte Filtercharakteristik besitzt und somit
die sonst auftretenden Uberschwinger im riicktransformierten Signal unterdriickt. Die
Filterfunktion fiir ein Butterworthfilter n-ter Ordnung ist im Fourierraum definiert iiber

_ 1
B(k) - (%)Zn

Fiir den Test wurde n = 2 und als Abschneidewellenzahl ky = 5 - 10* gewihlt. Ein ty-
pisches Geschwindigkeitssignal ist in Abbildung 4.3 zu sehen. Im Ergebnis gléittet die
Filterung die Unstetigkeitsstellen, erhélt dabei jedoch die wesentlichen Charakteristika
des Signals. Der Einfluss auf die Geschwindigkeitsinkrementstatistik ist in Abbildung 4.4
zu sehen. So sind die Inkrementverteilungsfunktionen fiir eine kleine Zeitdifferenz im ge-
filterten Fall etwas weniger intermittent, fiir eine etwas grofere Zeitdifferenz sind bereits
keine Unterschiede mehr zu erkennen. Dieser Test zeigt, dass die Unstetigkeitststellen
keinen signifikanten Einfluss auf die statistischen Ergebnisse haben. Fiir die Ergebnisse

(4.19)
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Abbildung 4.3: Tiefpassgefilterte Geschwindigkeitskomponente. Bei einer passend gewahlten
Abschneidewellenzahl glittet der Tiefpassfilter die Unstetigkeitsstellen, ohne die starken Fluk-
tuationen wihrend eines starken Wirbeleinfangs signifikant zu verfélschen.
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Abbildung 4.4: Tiefpassgefilterte Geschwindigkeitsinkrementverteilungen fiir v,. Links: 7 &
17,, rechts: 7 ~ 27,. Fiir eine kleine Zeitdifferenz sind Abweichungen zu erkennen, aber schon
ab 7 =~ 27, sind die Verteilungsfunktionen nahezu identisch.
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Parameter Wert

v 0.1 em®

e 2. 10* an’
fha 17.891
o 1.0

pir 62.83 an’
orLr 04
Zeitschritt At 0.0001s
b 0.1
Lebensdauer 107,
Anzahl Wirbel 44643
Iterationen 107

Tabelle 4.1: Parameterwerte flir das Modell. Die Wahl von Nicht-SI-Einheiten hat lediglich

numerische Griinde.
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Abbildung 4.5: Verteilungsfunktionen fiir I' und a. Fiir I' wird eine Lognormalverteilung ge-

wéhlt, a ist normalverteilt.

des folgenden Abschnittes wurde daher auf eine Tiefpassfilterung verzichtet. Fiir die fol-
genden Ergebnisse soll nun noch ein Uberblick iiber die Parameter gegeben werden, diese
sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Abbildung 4.5 zeigt die in der Simulation zur Verwendung
kommenden Verteilungsfunktionen fiir die Parameter I" und a.
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4.3 Ergebnisse

Nachdem alle fiir das Modell wichtigen Spezifikationen festgelegt worden sind, werden
im Folgenden die numerischen Ergebnisse vorgestellt.

Trajektorien

Abbildung 4.6 zeigt einen Ausschnitt aus der dreidimensionalen Trakjektorie sowie zeit-
aufgelost die z- und u,-Komponente der Trajektorie. Man sieht, wie die stédndigen Wir-
belwechsel zu einer verschlungenen Bahn fithren. Teilweise sind deutliche Spiralabschnitte
zu erkennen, welche von Wirbeln hoher Zirkulation herriihren. Bei schwécheren Wirbeln
fiihrt das Teilchen keine Spiralbahn aus, sondern bewegt sich eher geradlinig. Beson-
ders in den zeitaufgelosten Komponenten sind Abschnitte zu erkennen, in denen sich
das Lagrangeteilchen in einem schwachen Wirbel befindet oder weit entfernt von der
Wirbelachse ist. Ein Einfang in einem Wirbel hoher Stérke schlégt sich in den typisch
oszillierenden Komponenten nieder. An dieser Stelle bietet sich ein Vergleich mit den
experimentellen bzw. numerischen Daten an. Vergleicht man die vorgestellte Trajektorie
mit den Abbildungen 1.2, 1.5 und 1.6, so sind deutlich qualitative Ahnlichkeiten zu er-
kennen. Wie auch bei den dort dargestellten Trajektorien, zeigt das Modell Abschnitte
ohne extreme Ereignisse, die sich mit Perioden starker Oszillation abwechseln.

Statistische Grofien
Verteilungsfunktionen

Als néichstes wird ein Blick auf die Geschwindigkeitsverteilung und die Geschwindig-
keitsinkrementverteilungen geworfen. Alle in diesem Abschnitt vorgestellten Verteilungs-
funktionen sind auf ¢ = 1 und p = 0 normiert, um eine Vergleichbarkeit der funktionalen
Form zu gewéhrleisten.

In Abbildung 4.7 wird die Verteilungsform von u, im Vergleich zu einer Gaufvertei-
lung dargestellt. Die Verteilungsfunktion des Modells hat etwas stérkere Fliigel als eine
Gaufsverteilung und ein lokales Minimum bei u, ~ 0. Das Modell zeigt also leichte Abwei-
chungen von der in realer Turbulenz beobachteten Gaufiverteilung der Geschwindigkeits-
komponenten. Das stellt allerdings kein Problem dar, da auf die korrekte Modellierung
dieser Grofse kein Wert gelegt wurde.

Von Interesse ist hingegen die Frage, ob dieses Modell die in turbulenten Strémungen
beobachtete Intermittenz aufweist. Dazu werden die Verteilungsfunktionen fiir die Ge-
schwindigkeitsinkremente v, (7) = ug(t + 7) — uz(t) untersucht, die in Abbildung 4.8 zu
sehen sind. Deutlich zu erkennen ist ein Ubergang von einer stark intermittenten Form
fiir kleine Zeitinkremente zu einer eher gaufischen Form fiir grofle Zeitdifferenzen. Im
Vergleich dieses Ergebnisses mit den experimentellen und numerischen Ergebnissen aus
Kapitel 1 (siche Abbildungen 1.2, 1.5 und 1.6) lisst sich eine gute qualitative Uberein-
stimmung feststellen. Somit reproduziert das Modell eine wichtige Charakteristik tur-
bulenter Stromungen, die Intermittenz. Dariiberhinaus zeigt es, dass Intermittenz mit
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Abbildung 4.6: Trajektorie in einer Sequenz aus Burgerswirbeln. Oben: Gezeigt werden die ers-
ten 10° Datenpunkte der Simulation (Achseneinheit: m). Unten: In den einzelnen Komponenten
lasst sich gut der Einfluss eines starken Wirbels erkennen.
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Abbildung 4.7: Verteilungsfunktion der Geschwindigkeitskomponente u, im Vergleich zu einer
Gaufsverteilung.
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Abbildung 4.8: Verteilungsfunktion der Geschwindigkeitsinkremente v,. Die Verteilungs-
funktionen sind aus Darstellungsgriinden vertikal verschoben. Von oben nach unten: 7 €
{0.98,1.97,3.94,7.87,15.74} 7,,. Die Verteilungsfunktionen zeigen einen Ubergang von stark in-
termittenter Form hin zu einer eher gauftischen Form.
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kohérenten Strukturen in Zusammenhang gebracht werden kann, wie auch in den zahl-
reichen Veroffentlichungen, die in Kapitel 1 zitiert werden, vermutet wird. Die fiir das
Auftreten von Intermittenz notigen ,extremen Ereignisse* finden in diesem Modell drei
mogliche Ursachen:

e die Spiralbewegung im Wirbel,
e die Bewegung aufgrund des strain-Feldes entlang der Wirbelachse,
e plotzliche Wirbelwechsel.

Wie im Abschnitt 4.4 gezeigt wird, lasst sich die Struktur der Verteilungsfunktionen
auf das Punktwirbelkonzept zuriickfithren, das in Abschnitt 3.1 untersucht wurde. Dort
wurde gezeigt, dass sich bei einer Mittelung {iber eine Menge von Lagrangeteilchen hoch-
gradig nichtgaufische Verteilungsfunktionen ergeben, die die typischen breiten Fliigel
zeigen. Zwar wird im vorgestellten Modell nicht tiber eine Menge von Lagrangeteilchen
gemittelt, jedoch durchlduft das Lagrangeteilchen viele Wirbel auf unterschiedlichen Ab-
standen zur Wirbelachse. Zusétzlich hat es aufgrund des strain-Feldes auch immer einen
radialen Geschwindigkeitsanteil, der dafiir sorgt, dass das Teilchen kontinuierlich seine
Winkelgeschwindigkeit &ndert. Im Ergebnis fithren diese beiden Einfliisse auf eine zu
einer dem Mittelungsprozess beim Punktwirbel vergleichbaren Situation.

Dass durch die Bewegung entlang der Wirbelachse hohe Geschwindigkeitsinremente
erzeugt werden, kann bei der vorliegenden Wahl der Parameter ausgeschlossen werden,
wie in Abschnitt 4.2 erldutert wurde. Die Wahl der Lebensdauer der Wirbel auf 107,
sorgt dafiir, dass dieser Effekt subdominant bleibt.

Als letzte Moglichkeit muss man die pltzlichen Wechsel zwischen zwei Wirbeln als
Ursache fiir Intermittenz in Betracht ziehen. Wie in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde, kénnen
die Unstetigkeitsstellen als Ursache ausgeschlossen werden, jedoch bleiben auch nach der
Tiefpassfilterung bei den Wirbelwechseln starke Anderungen im Geschwindigkeitssignal
erhalten, die teilweise zu hohen Werten fiir das Geschwindigkeitsinkrement fithren kén-
nen. Wie in Bild 4.6 gezeigt wird, sorgen die Oszillationen wéhrend eines Einfangs in
einen starken Wirbel fiir die héchsten Werte fiir die Geschwindigkeitskomponente, und
fithren somit auch potentiell zu den hochsten Werten in den Inkrementen.

Kurtosis

Um weiter den Ubergang der Verteilungsfunktionen von starken Fliigeln hin zu eher
gaufischen Verteilungsfunktionen zu charakterisieren, wird die Kurtosis der Geschwin-
digkeitsinkrementverteilungen untersucht. Wir definieren die Kurtosis iiber

’UI’T4

Die Kurtosis ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Sie zeigt einen exponentiellen Abfall von
hohen Werten, die fiir Verteilungsfunktionen mit weiten Fliigeln typisch sind, bis fast

—3. (4.20)
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Abbildung 4.9: Kurtosis der Geschwindigkeitsinkrementverteilungen. Die Kurtosis fallt von
hohen Werten innerhalb von 107, fast bis auf den fiir eine Gaufiverteilung typischen Wert von
Null. Inlet: Der logarithmische Plot zeigt den nahezu exponentiellen Abfall der Kurtosis.

zu einem Wert von Null, der fiir Gaufverteilungen angenommen wird. Nach 107,, der
Lebenszeit eines einzelnen Wirbels im Modell, hat die Kurtosis dann einen in etwa kon-
stanten Wert. Wie Abbildung 4.8 zeigt, finden sich in diesem Bereich die nahezu gauf-
formigen Verteilungsfunktionen.

Autokorrelationsfunktion

Abbildung 4.10 zeigt die Autokorrelationsfunktion der Geschwindigkeitskomponente .
Auch diese zeigt einen Abfall innerhalb von 10 7,. Nach etwa 77, zeigt die Autokorrela-
tionsfunktion einen Nulldurchgang und anschliekend leichte Antikorrelationen. Physika-
lisch lassen diese sich erklaren, wenn man in Betracht zieht, dass das Lagrangeteilchen
in starken Wirbeln eine oder mehrere volle Oszillationen durchfiihrt. Nach einer hal-
ben Periode ist das Geschwindigkeitssignal dann véllig antikorreliert, was negativ zur
Autokorrelationsfunktion beitrégt. Nach 107, ist das Geschwindigkeitssignal dann voll-
kommen dekorreliert, was dadurch zu Stande kommt, dass ein neuer Wirbel angeschaltet
wird. Da dieser gegeniiber dem alten Wirbel zuféllig orientiert wird und zuféllige Wer-
te fiir @ und I' besitzt, ist fiir diese Zeitdifferenz 7 das Geschwindigkeitsignal u, (t + 7)
statistisch unabhéngig vom Geschwindigkeitssignal wu, (). Zusétzlich zu diesen Erklarun-
gen fiir den funktionalen Verlauf der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion muss der
Dephasierungseffekt, der im Zusammenhang mit dem Punktwirbel in Abschnitt 3.1 be-
sprochen wurde, beachtet werden. Im vorliegenden Modell sorgt die radiale Bewegung des
Teilchens fiir eine sich kontinuierlich &ndernde Winkelgeschwindigkeit, was ,wie erlautert,
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Abbildung 4.10: Autokorrelationsfunktion fiir u,. Nach 107, ist das Signal vollkommen de-
korreliert.

auch zu einer abfallenden Autokorrelationsfunktion fithren kann.

Die Verteilungsfunktionen fiir die Geschwindigkeitsinkremente zeigen also fiir die Zeit-
differenzen 7 eine nahezu gaufische Form, fiir die das Geschwindigkeitssignal dekorreliert
ist. Als Begriindung liegt nahe, dass das Inkrement vy (7) = uy(t + 7) — uz(t) aufgrund
der statistischen Unabhéngigkeit von u,(t 4+ 7) und u,(t) ab einer Zeitdifferenz von 107,
zu einer Zufallsgrofe geworden ist, obwohl wu,(t 4+ 7) und wu,(t) jeweils deterministischen
Bewegungsgleichungen gehorchen. Durch die Uberlagerung vieler solcher Zufallsgroken
durch die zeitliche Sequenz von Burgerswirbeln fithrt das, &hnlich wie mathematisch im
zentralen Grenzwertsatz formuliert, zu einer Gaufsverteilung. Natiirlich ist das in dieser
Form vorgebrachte Argument nicht mathematisch streng, eine strenge Herleitung ist fiir
dieses Modell allerdings bisher nicht gelungen.

Strukturfunktionen

Bei den Strukturfunktionen handelt es sich um die Momente der Geschwindigkeitsinkre-
mentverteilungsfunktionen.

S (1) = (lve(1)[") (4.21)

bezeichnet die Strukturfunktion n-ter Ordnung. In Abbildung 4.11 werden einige Struk-
turfunktionen in Abhéngigkeit der Zeitdifferenz 7 und unter Ausnutzung der extended
self-similarity [BCTT93| abgebildet. Die Strukturfunktionen zeigen keinen ausgepriigten
Skalierungsbereich, so dass im vorliegenden Modell kein klarer Inertialbereich definiert
werden kann. Nach 10 7, saturieren die Strukturfunktionen, was mit einem einfachen Ar-
gument zu verstehen ist. Uber die Definition des Geschwindigkeitsinkrements kann man
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Abbildung 4.11: Strukturfunktionen im Modell (y-Achse in willkiirlichen Einheiten). Oben: Die
Strukturfunktionen zeigen keinen ausgeprigten Skalierungsbereich. Unten: Auch unter Ausnut-
zung der extended self-similarity [BCTT93] ist kein deutlicher Skalierungsbereich zu erkennen,

vgl. Abb. (4.12).
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Abbildung 4.12: Kompensierte zweite Strukturfunktion im Modell. Es zeigt sich kein Plateau.

den Ausdruck fiir die zweite Strukturfunktion leicht umformen zu
Sa(1) = (ug(t + 7')2 + ugc(t)2 + 2wy (t 4 T)ug(t)). (4.22)

Aufgrund der Stationaritdt der Zeitreihe der Geschwindigkeitskomponente erhilt man
(ugp(t+7)2) = (uy(t)?). Wie die Untersuchung der Autokorrelationsfunktion gezeigt hat,
gilt fiir 7 > 107, jedoch (u,(t + 7)u,(t)) = 0, sodass insgesamt folgt

Sy~ 2(uz) fiir 7> 107, (4.23)

Um das Fehlen eines ausgepragten Inertialbereiches weiter zu dokumentieren, wird in
Abbildung 4.12 die kompensierte zweite Strukturfunktion gezeigt. Ware ein Skalierungs-
bereich vorhanden, so miisste sich in dieser Darstellung ein Plateau zeigen, was nicht der
Fall ist. Interessanterweise sind jedoch dem Verfasser weder Experimente noch Simulatio-
nen bekannt, in denen das Skalierungsverhalten zweifelsfrei nachgewiesen werden konnte.
Vielmehr zeigt die Abbildung 4.12 qualitative Ahnlichkeit mit der entsprechenden Ab-
bildung in [MMMPO1]. Die Frage nach der Existenz eines solchen Inertialbereiches ist
Gegenstand aktueller Diskussionen in der Fachliteratur.
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4.4 Analytische Beschreibungsansitze

Die vorgestellten numerischen Ergebnisse kénnen durch einige analytische Rechnungen
erganzt werden, wie im Folgenden erlautert wird.

Struktur der Verteilungsfunktionen

Die Verteilungsfunktionen fiir die Geschwindigkeitsinkremente kénnen etwas genauer un-
tersucht und mit den Berechnungen zum Punktwirbel (Abschnitt 3.1) in Verbinung ge-
bracht werden. Fiir kleine Zeiten findet im Modell kein Wechsel zwischen zwei Wirbeln
statt. Dementsprechend kann die Verteilungsfunktion fiir kurze Zeitinkremente aus einem
einzelnen Wirbel berechnet werden. Um die im Modell beobachteten Verteilungsfunktio-
nen zu erhalten, muss dann schlieflich iiber die vorkommenden Parameter gemittelt
werden.

Fiir den Fall, dass die Wirbelachse der z-Achse entspricht, gilt fiir die z-Komponente
der Position eines Lagrangeteilchens

t

z(t) = ro e~ 2t cos p(t), (4.24)

dabei bezeichnet rg den radialen Abstand zum Wirbel zum Startzeitpunkt und ¢(t) ist
durch die Losung der Bewegungsgleichungen (3.83) fiir ein Lagrangeteilchen im Burgers-
wirbel gegeben. Da die Parameterwahl einen kleinen Wert fiir den strain-Parameter a
vorsieht und die Rechnung fiir kleine Zeiten gelten soll, wird die Exponentialfunktion
durch Eins angendhert. Weil das Integral zur Bestimmung von ¢(¢) nicht geschlossen
angegeben werden kann, setzen wir ¢(t) = wt, wobei es sich bei w um eine geniherte
Winkelgeschwindigkeit handelt. Fiir groke Entfernungen zur Wirbelachse lésst sich die

Winkelgeschwindigkeit mit der des Punktwirbels ndhern, w = # Alternativ kann man
0

die in Abschnitt 3.4 hergeleitete Langzeitnidherung (3.88) benutzen. Diese Naherung ent-
spricht dem Fall, dass sich das Teilchen nahe an der Wirbelachse befindet. Damit lautet
die Gleichung fiir die Position des Teilchens

x(t) = ro coswt. (4.25)

Durch Differentiation erhélt man unmittelbar die Geschwindigkeits- und die Beschleuni-
gungskomponente

ugy(t) = —row sinwt (4.26)
az(t) = —row? coswt. (4.27)

Fiir das Geschwindigkeitsinkrement ergibt sich unter Ausnutzung eines Additionstheo-
rems

sin(wt + v¢) = Asin(wt + 1), (4.28)

. WT
v (1) = =219 ‘sm -

mit einer Phase v, die von den Anfangsbedingungen abhingt. Man kann nun analog
zu den statistischen Rechnungen im Falle des Punktwirbels in Abschnitt 3.1 {iber die
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Phase des Arguments mitteln und erhélt fiir das Geschwindigkeitsinkrement eine formal
ahnliche Elementarverteilung. Fiir den Fall v, < A erhilt man

1
V(7)) = —/—=. 4.29
(0ar)) = s (4.29)
Weiter muss man iiber die Parameter I', ¢ und die Anfangspositionen ry mitteln, da in
der Sequenz aus Burgerswirbeln jeder Wirbel mit unterschiedlichen Parametern versehen
ist. Setzt man fiir I', @ und r¢ die Verteilungsfunktionen f(I"), g(a) und h(rg) an, so erhalt
man filir die Inkrementverteilungsfunktionen

h(ro) dI' da drg

/f
\/47°0 sin? “’27 —02

T

(4.30)

Das offenbart, dass sich die Inkrementverteilungsfunktionen, formal &hnlich wie beim
Punktwirbel, aus der Uberlagerung der Elementarverteilungen, gewichtet mit den Ver-
teilungsfunktionen fiir die physikalischen Parameter des Modells, ergeben. Ganz analog
lasst sich ein Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion der Beschleunigungskomponente a,

ableiten. Man erhalt
flag) = §R{ M dI' da drg } (4.31)

my/riwt — a2

Auch dieser Ausdruck zeigt, dass es sich bei der Gesamtstatistik um eine Uberlagerung
der verschiedenen Elementarverteilungen handelt. Formal kann man nun einen Schritt
weiter gehen und die Momente dieser beiden Verteilungsfunktionen berechnen. Unter der
Voraussetzung, dass man das Produkt der Verteilungsfunktionen zu einer Funktion

F(¢) = f(I)g(a)h(ro), (4.32)

zusammen fassen kann, sind bei geeigneter Wahl der Variablen ( die Verteilungsfunktio-
nen fiir v, und a, beide von der Form

£) = %{/%dg}. (4.33)

Das n-te Moment dieser Verteilungsfunktionen berechnet sich geméfs

(&) = / acen (). (4.34)

Beziiglich € handelt es sich um eine gerade Funktion, iiber die bei der Momentenberech-
nung in symmetrischen Grenzen integriert wird. Die ungeraden Momente verschwinden

also, und man erhélt
2n
£2m) /F d(/ dg 3 (4.35)
Vi-¢
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4.4 Analytische Beschreibungsansétze

Durch die Substitution ¢ = &2 erhilt man

-1 [[ats (4.30

1¢) == / do ) 4.36
2Jo V(-0

was sich als eine Faltung fi * fo der Funktionen f; = C"_% und fo = =3 auffassen lisst.

Unter Ausnutzung der Tatsache, dass sich eine Faltung im Laplaceraum zu einer Multipli-

kation vereinfacht, lasst sich das vorliegende Integral durch eine Laplace-Transformation

16sen und man erhélt

(2n)!

Fiir die Momente bedeutet dies insgesamt
2n (2%)' m n
(€)= ()2 201 (€"). (4.38)

Dadurch wird ein Zusammenhang zwischen den Momenten der Verteilungsfunktionen fiir
vz bzw. a; und den Momenten der Verteilungsfunktionen fiir die physikalischen Parame-
ter hergestellt. Im Falle der Punktwirbelndherung fiir das Geschwindigkeitsfeld gilt dann
(= (%)4 % und man kann identifizieren

(az") ~ ('), (4.39)
wobei die Mittelungsklammern sich nur auf den Parameter I' beziehen, und die Mittelung

iiber rg noch durchzufiihren ist. Analog kann man fiir die Inkremente ableiten

I'r
4777"8

(0 (T)?™) ~ (2" sin®" ). (4.40)
Diese Ausdriicke zeigen den direkten Zusammenhang zwischen den statistisch gesuchten
Grofen und den Parametern, die in das Modell eingehen.

Ein Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

Das Hintereinanderschalten der verschiedenen Wirbel im Modell l&sst sich als eine itera-
tive Abbildung auffassen. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Teilchens von einem
Ort zum néchsten kann ein Ausdruck mittels der Frobenius-Perron-Gleichung gefunden
werden, was im Folgenden erldutert wird.

Das Durchlaufen eines Wirbels wird als Abbildung aufgefasst, die auf den Ortsvektor
eines Teilchens wirkt. In Matrixschreibweise ist diese Abbildung gegeben durch

e 2tcosp(t) e zlsing(t) 0
r(t) = —e 2tsing(t) e Ftcosp(t) 0 | ro
0 0 e
= Aro. (4.41)
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©(t) ist bestimmt als Losung der Differentialgleichung fiir ein Teilchen im Geschwindig-
keitsfeld eines Burgerswirbel,

t F / a .2 —at'
= [ at at (1— —5rge ) 4.42
o) = [ arg e (1 (142)

Um exakte Ergebnisse erzielen zu kénnen, bietet sich eventuell auch die Naherungslosung
flir grof’e Zeiten t an,

Ta
) ~ —t 4.43
Pt) ~ oot + 0, (1.43)

wobei g eine durch die Anfangsbedingungen gegebene Phasenverschiebung ist. Fixiert
man nun noch die Variable t als Lebenszeit 77, des Wirbels, hat man eine Abbildung
gefunden, die den Ort eines Teilchens nach Durchlaufen des Wirbels angibt.

Um nun eine zuféllige Sequenz von Burgerswirbeln beschreiben zu kénnen, muft man
daraus eine koordinatensystemunabhéngige iterative Abbildung ableiten, die dariiber
hinaus beriicksichtigt, dass die Wirbelachse zuféllig im Raum gedreht wird. Dies ge-
schieht durch eine Hintereinanderschaltung von Drehmatrizen. Die allgemeinste Form
der Raumdrehung erhélt man, indem man zuerst um die x-Achse dreht, dann um die
neue y-Achse und dann wieder um die neue z-Achse. Die Drehung wird also durch die
Transformationsmatrix

T = Dy (v) Dy(B) Dy () (4.44)
beschrieben, wobei
1 0 0 cosf 0 sing
Dy(a)=1 0 cosa sina . Dy(B) = 0 1 0 (4.45)
0 —sina cosa —sinf8 0 cospf

gilt, und D,/ () entsprechend definiert ist. «r, 5 und ~ sind dabei die Winkel, die die Dre-
hung im Raum parametrisieren. Um eine zuféllige Ausrichtung im Raum zu beschreiben,
wird spéter iiber diese Winkel gemittelt. Sei R,, nun der Aufvektor des n-ten Wirbels,
dann lautet die iterative Abbildung fiir den Ort des Lagrangeteilchens nach Durchlaufen
des n-ten Wirbels

Tni1 = Ry, + TAT Y(r,, — R,). (4.46)
Nun ist eine statistische Behandlung mittels der Frobenius-Perron-Gleichung moglich.
Sie lautet

p(r,n+1) = /dr'P(r\r') p(r' n). (4.47)
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach dem (n + 1)-ten Wirbel am Ort » zu finden,
ergibt sich also als das mit der Ubergangswahrscheinlichkeit gewichtete Integral iiber
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach dem n-ten Wirbel am Ort 7’ zu finden. Diese

Ubergangswahrscheinlichkeit kann formal bestimmt werden. Sei ,, der im n-ten Wirbel
iiberstrichene Winkel. Dann lautet die Frobenius-Perron-Gleichung in diesem Fall

pron+1) = [dr' [ dadsdy [destr - By~ TAT 0 - R) oo - son>p<r(’;z>8-)
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4.4 Analytische Beschreibungsansétze

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden in diesem Zusammenhang simtliche Ar-
gumente weggelassen. Es ist jedoch wichtig zu wissen, dass A = A(p,) mit ¢, =
on(1r,a,T,19) gilt. Die Mittelung tiber die drei Drehwinkel wird im Folgenden mit ()
abgekiirzt. Als néichstes kann eine Mittelung tiber R,, mit einer geeigneten Verteilungs-
funktion f(R,,) durchgefiihrt werden,

p(r,n+1) /dr /dgp /anf r—R,—TAT ' (r' = R,)) 5(0—p,) p(r',n)).

(4.49)

Um diese Integration auszufiihren, kann die erste Deltafunktion umgeschrieben werden.
Es gilt

§(r — R, + TAT '(r' = R,)) = 6((I - TAT YR, — (r — TAT 7))

~ det(1 —1TAT1)6(R" — (I =TAT™) " (r = TAT 7). (4:50)

Die Determinante kann bestimmt werden. Das Ergebnis lautet

det(I — TAT™Y) = e ¥t — e‘”L — 27397 cos(p) 4 2e 2L cos(p)

= 4cosh( aTL)cos(gp) — 2sinh(ary). (4.51)

Die Abhéangigkeit von den Drehwinkeln fallt also heraus, so dass nur noch das Argument
der Deltafunktion davon abhéngt. Mittelt man nun noch iiber den strain-Parameter a
und die Wirbelstédrke I" mit den Verteilungsfunktionen g(a) und hA(I'), so kann man unter
Vertauschung der Integrationen einen Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
identifizieren,

no__ 1 .
Prir) = <cosh(%aTL) cos(p) — 2sinh(ary)
(R, — (I = TAT Y™ (e = TATY")6(p — ) p. (4.52)

Dabei bedeutet

O = [do [ar, [da [ar s gta) hir). (4.53)

Unter der Annahme bestimmter Verteilungsfunktionen fiir die entsprechenden Parame-
ter kann dieses Integral nun weiter ausgewertet und die Ubergangswahrscheinlichkeit
bestimmt werden.

Der Einfachheit halber kann nun zunéchst die Langzeitndherung fir ¢, betrachtet wer-

den,
Ta

= 4.54
Pn Sy TL, ( )

wobei hier die durch die Anfangsbedingung gegebene Phase vernachlassigt wurde. @, ist
durch diese Ndherung unabhéngig von R, wodurch die Integrationen beziiglich ¢ und
R,, ausgefiihrt werden konnen. Das Ergebnis lautet

/ /dF (I -TAT Y)Y (r —TAT 7 '))g(a)h(r)>. (4.55)

cosh(3ary,) cos(£%7;,) — 2sinh(ary)
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4 FEin Modell fiir die Einteilchenstatistik

4.5 Fazit

In diesem Kapitel wurde ein Modell vorgestellt, das qualitativ die in voll entwickelter
Turbulenz beobachtete Intermittenz zeigt. Im Speziellen offenbart es einen kontinuierli-
chen Ubergang von stark intermittenten Geschwindigkeitsinkrementverteilungen fiir klei-
ne Zeitdifferenzen hin zu nahezu gaubformigen Verteilungsfunktionen fiir grofle Zeitdif-
ferenzen. Dieses Modell zeigt, dass intermittente Eigenschaften mit dem Vorhandensein
kohérenter Strukturen in Zusammenhang gebracht werden kénnen, dhnlich wie es in der
in Kapitel 1 vorgestellten Literatur vermutet wird. Gleichzeitig haben umfangreiche Tests
jedoch gezeigt, dass die Anwesenheit von Wirbeln allein nicht zielfiihrend ist, und man
geeignete Verteilungsfunktionen fiir die physikalischen Parameter annehmen muss, um
im Rahmen des Modells die qualitative Ubereinstimmung zu erreichen.

Im Rahmen des Modells lassen sich viele statistische Effekte anhand der dynamischen
Ingredienzien verstehen. So zeigen sich gaufsartige Verteilungen fiir die Zeitdifferenzen,
fiir die mehrere Wirbel zum Geschwindigkeitssignal beitragen. Der Nulldurchgang der
Autokorrelationsfunktion kann dynamisch durch Ereignisse erklart werden, in denen das
Lagrangeteilchen eine oder mehrere volle Wirbeloszillationen durchfiihrt.

Analytische Ansétze zeigen, dass das Entstehen der statistischen Grofien teilweise mit
den Ergebnissen in Kapitel 3 in Zusammenhang gebracht werden kann. Formal wird man
auf Gleichungen gefiihrt, die den Rechnungen zum Punktwirbel dhneln. Der Zugang iiber
die Frobenius-Perron-Gleichung verkniipft das Modell mit iterativen Abbildungen, muss
jedoch noch tiefergehend untersucht werden.

Uber die vorgestellten Ergebnisse hinaus stellt das Modell auch die Frage in den Raum,
ob die in Kapitel 1 experimentell oder numerisch beobachteten Grofien ausreichen, um
ein turbulentes Feld vollstdndig zu charakterisieren, schliefslich sind einige wesentliche
Merkmale auch in diesem einfachen Modell vorhanden.
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5 Zerfallende zweidimensionale Turbulenz

Als weiteres Beispiel fiir ein Ensemble von kohérenten Strukturen wird in diesem Kapitel
zweidimensionale zerfallende Turbulenz vorgestellt. Im Gegensatz zu getriebener zweidi-
mensionaler Turbulenz, in der grofiskalige Wirbelstrukturen durch die antreibende Kraft
unterdriickt werden, bilden sich in zerfallender Turbulenz ausgepragte Wirbelstrukturen
aus [Tab02]. Da die Navier-Stokes-Gleichung ein dissipatives System beschreibt, han-
delt es sich bei dem vorgestellten System nicht um ein System im Fliefsgleichgewicht,
die ermittelten Lagrangeschen Trajektorien befinden sich also nicht in einem statistisch
stationdren Zustand.

Dennoch ist seit einiger Zeit bekannt, dass zweidimensionale zerfallende Turbulenz
universelle Gesetzméfigkeiten zeigt. Viele der statistischen Grofen zeigen selbstdhnli-
ches Verhalten. So belegen die in [BPS88| vorgestellten Ergebnisse, dass die Anzahl der
Wirbel in der turbulenten Stromung Potenzgesetze in Bezug auf Wirbelradius, Ener-
gie und Enstrophie zeigen. Ahnliche Untersuchungen werden in [LCDS00| durchgefiihrt.
Arbeiten zur Lagrangeschen Betrachtung zweidimensionaler zerfallender Turbulenz sind
sehr spérlich gesédt, was das vorliegende Kapitel motiviert. Es ist wie folgt aufgebaut:
Um zunéchst zerfallende Turbulenz phénomenologisch vorzustellen, wird die zeitliche
Entwicklung des Vortizitatsfeldes dargestellt und diskutiert. Zusétzlich wird die zeitli-
che Entwicklung des Eulerschen Energiespektrums untersucht. Es folgt eine qualitative
Diskussion Lagrangescher Teilchentrajektorien in diesem turbulenten Feld, bevor einige
statistische Betrachtungen durchgefiihrt werden. Als zentrale Lagrangesche Messgrofe
fokussieren wir auf die Statistik der Beschleunigung entlang der Trajektorien. Diese wird
auf selbstdhnliches Verhalten untersucht. Zu guter Letzt wird versucht, einige statistische
Grofen mit dynamischen Effekten in Wirbelstrukturen in Zusammenhang zu bringen.

5.1 Entwicklung von Vortizitat und Energiespektrum

Fiir die vorliegenden Untersuchungen wurde als Anfangsbedingung eine Vortizitdtsvertei-
lung getriebener Turbulenz gewahlt ([Kam06a|, Index decay-1). Diese Anfangsbedingung
zeichnet sich gegeniiber einer rein zufélligen durch das Kolmogorovsche Energiespektrum
E(k) ~ k="* aus. Es wurde sichergestellt, dass verinderte Anfangsbedingungen zu qua-
litativ &hnlichen Ergebnissen fithren. So wurde die vorliegende Anfangsbedingung mit
unterschiedlichen Werten fiir die kinematische Viskositit v zerfallen gelassen. Zusétzlich
wurde ein Vortizitdtsfeld im Ortsraum rein zuféllig initialisiert, was zu einem Energie-
spektrum von E(k) ~ k~! fiihrt. Stellvertretend fiir diese Menge an Experimenten wird
an dieser Stelle nur ein Datensatz ausfithrlich ausgewertet. Fine systematisch verglei-
chende Studie findet im Rahmen dieser Arbeit nicht statt.
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Abbildung 5.1: Entwicklung der Vortizitdt bei zerfallender Turbulenz fiir verschiedene Zeit-
punkte ¢ € {0.3,2,4,8,16,32}. Es bilden sich grofiskalige kohérente Strukturen. Eine Animation
findet sich auf der beiligenden DVD (Simulationsindex decay-1).
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Abbildung 5.2: Entwicklung des Energiespektrums fiir verschiedene Zeitpunkte. Zunéchst ver-
lieren die kleinen Skalen Energie, zusétzlich wird den grofen Skalen Energie zugefiihrt. Das
Spektrum steilt sich mit der Zeit auf.

Abbildung 5.1 zeigt die zeitliche Entwicklung der Vortizitat w(x, t) fir zerfallende Tur-
bulenz. Zu Beginn wird das Feld von einer Vielzahl kleiner Wirbel bevolkert, die sich sehr
schnell durch Verschmelzungsprozesse zu groferen Wirbeln zusammenschliefsen. Die ma-
ximale Vortizitéat fallt wihrenddessen rapide ab. Dabei zeigen die Wirbel eine komplexe
Dynamik, dhnlich der von Punktwirbeln [BPS88|. Im Gegensatz zu Punktwirbeln haben
die Wirbel eine begrenzte Lebensdauer. Entweder verschmelzen sie mit anderen Wirbeln
gleichen Vorzeichens oder werden im Geschwindigkeitsfeld anderer Wirbel so stark in
diinne Filamente verzerrt, dass sie durch den Einfluss der Viskositit zerstort werden.
Dieser Prozess setzt sich solange fort, bis nur noch zwei Wirbel unterschiedlichen Vorzei-
chens tibrighleiben. Man spricht in diesem Zusammenhang daher auch vom finalen Dipol
[Tab02].

Abbildung 5.2 zeigt die zeitliche Entwicklung des Energiespektrums. Zunéchst wer-
den die hohen Wellenzahlen geddmpft, mit der Zeit erkennt man jedoch auch, dass den
niedrigen Moden Energie zugefiihrt wird, ein Anzeichen fiir die inverse Energiekaskade.
Das Spektrum geht dabei von seiner anfénglichen k~*3-Form in eine steilere Form iiber.
Anschaulich ist die Entwicklung leicht zu interpretieren. Hohe Moden korrespondieren zu
feinen Strukturen im Ortsraum, also zu kleinen Wirbeln. Verschmelzen diese zu grofteren
Strukturen, so verlieren diese hohen Moden Energie, gleichzeitig wird niedrigeren Moden
Energie zugefiihrt. Dariiber hinaus verlieren alle Moden aufgrund dissipativer Effekte
Energie.!

'Der zeitliche Verlauf der Gesamtenergie ist in Abb. A.9 zu sehen.
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Abbildung 5.3: Trajektorien in zerfallender Turbulenz. Gut zu erkennen ist, dass die Lagran-
geteilchen héufig flir mehr als einen Umlauf in einer Wirbelstruktur bleiben und neben der
Bewegung um das Wirbelzentrum sich mit dem Wirbel durch die Ebene bewegen.

5.2 Trajektorien

Als néchstes sollen die Teilchentrajektorien qualitativ untersucht werden. In Abbildung
5.3 sind typische Trajektorien zu sehen. Die Trajektorien zeigen einen ausgepragten spi-
ralartigen Verlauf, der andeutet, dass eine Bewegung innerhalb von Wirbeln generisch
flir dieses System ist. Eine genaue Betrachtung offenbart, dass zwei anfanglich dicht be-
nachtbarte Lagrangeteilchen (rot und griin) sich schon nach kurzer Zeit weit voneinander
entfernen konnen. Diese Eigenschaft ist typisch fiir Systeme, die komplexes oder raum-
zeitlich chaotisches Verhalten zeigen. Ein Vergleich der anfidnglich weiter voneinander
entfernten roten und blauen Trajektorie offenbart jedoch, dass durch einen zeitlich leicht
versetzten Einfang in denselben Wirbel zwei Trajektorien auch fiir lange Zeit benachbart
bleiben kénnen. Qualitativ kann man auch eine Zunahme der mittleren Radien der Tra-
jektorien mit der Zeit erkennen, was durch die zunehmende Gréfte der einzelnen Wirbel
zu erkléren ist. Abbildung 5.4 zeigt die rote Trajektorie aus Abbildung 5.3 zeitaufgelost.
Wiéhrend der Bewegung um einen Wirbel zeigen die einzelnen Komponenten ein oszillie-
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Abbildung 5.4: Trajektorie in zerfallender Turbulenz. Wahrend eines Wirbeleinfangs oszillieren
die Komponenten von Geschwindigkeit und Beschleunigung.

rendes Verhalten. Diese Sequenzen sollten also &hnlich zu den Betrachtungen in Kapitel
3 zu den betreffenden statistischen Grofen beitragen. Auch diese Abbildung bestétigt,
dass die Bewegung innerhalb von Wirbeln typisch fiir dieses System ist. Zusétzlich er-
kennt man die starken Fluktuationen in Beschleunigung und Vortizitdt zu Beginn der
Simulation. Zu diesem Zeitpunkt ist das Feld noch sehr rau und hat kaum etwas von
seiner Gesamtenergie verloren.

Die qualitative Diskussion der Trajektorien wird mit der Untersuchung der zeitlichen
Entwicklung einer Menge von Lagrangeteilchen abgeschlossen, siche Abbildung 5.5. Diese
Abbildung zeigt, dass die anfanglich quadratférmige Menge von Lagrangeteilchen unter
dem Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes stark verzerrt wird. Bildet sich lokal ein star-
ker Wirbel, so bewegen sich die umliegenden Tracerteilchen eine Zeit lang in seinem
Geschwindigkeitsfeld, dhnlich zu der in Kapitel 3 betrachteten Einzelwirbelsituation. Zu-
sétzlich fiihren die Wirbel eine Translationsbewegung durch die Ebene aus. Zwischen zwei
Wirbeln unterschiedlichen Vorzeichens liegt topologisch gesehehen ein Sattel. Verschie-
dene Wirbel gleichen Vorzeichens werden somit von Separatrizen getrennt. So kénnen
zwei anfénglich dicht benachbarte Teilchen, die durch solch eine topologische Grenze
getrennt werden, sich weit voneinander entfernen, da ihre Dynamik hauptséchlich von
nur einem der beiden verschiedenen Wirbel beinflusst wird. So wird die gesamte Menge
sauseinandergerissen und verteilt sich nach kurzer Zeit {iber das gesamte Simulations-
gebiet. Diese Betrachtungen lassen vermuten, dass das gute Durchmischungsvermoégen
turbulenter Strémungen von der topologischen Mischung aus Wirbeln und begrenzenden
Separatrizen herriihrt.
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Abbildung 5.5: Entwicklung einer Menge von Lagrangeteilchen bei zerfallender Turbulenz fiir
verschiedene Zeitpunkte ¢ € {0,0.3,1,2,8,16}. Die Menge wird unter dem Einfluss der Stromung
stark verzerrt und verteilt sich schliefslich {iber das gesamte Simulationsgebiet. Eine Animation
findet sich auf der beiligenden DVD (Simulationsindex decay-2).
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Abbildung 5.6: Links: Histogramm der Geschwindigkeitskomponente u, einer einzelnen Tra-
jektorie. Rechts: Verteilungsfunktion f(us).

5.3 Statistische Eigenschaften

Nach diesen qualitativen Betrachtungen werden einige statistische Eigenschaften zerfal-
lender zweidimensionaler Turbulenz untersucht. Nach einigen Vorbemerkungen werden
wir unser Hauptaugenmerk auf die Beschleunigung entlang der Trajektorien richten und
diese Grofe auf Selbstdhnlichkeit untersuchen.

Beitrag einer einzelnen Trajektorie zur Statistik

Als eine Art Randbemerkung beginnen wir mit der Frage, inwiefern eine einzelne Tra-
jektorie zur Gesamtstatistik beitragt, schlieflich erhélt man Verteilungsfunktionen in der
Regel durch einen Mittelungsprozess iiber eine Menge von Trajektorien und gegebenen-
falls durch zusétzliche Zeitmittelung.? In Abbildung 5.6 wird das iiber die gesamte Simu-
lationsdauer gemittelte Histogramm der Geschwindigkeitskomponente u, der im letzten
Abschnitt vorgestellten roten Trajektorie gezeigt. Neben einem ausgepragten Maximum
in der Nahe von Null zeigt dieses Histogramm weitere Maxima in der Nahe von +0.5.
Ein Vergleich mit Abbildung 5.4 und dem in Abschnitt 3.1 eingefiihrten Konzept der
Elementarverteilungen lédsst schlussfolgern, dass diese Maxima von dem Zeitabschnitt
stammen, in dem die Geschwindigkeitskomponente ein oszillierendes Verhalten zeigt.
Rechts in Abbildung 5.6 ist die {iber alle Lagrangeteilchen und Zeitschritte gemittelte
Verteilungsfunktion f(u;) zu sehen, welche nahezu gaukverteilt ist. Ahnlich wie in Ab-
schnitt 3.1 zeigt die iiber eine Menge gemittelte Verteilungsfunktion keine Ahnlichkeit
mit den Histogrammen der einzelnen Lagrangeteilchen. Im Gegensatz zu den in Kapitel
3 vorgestellten Untersuchungen wird im Falle der zweidimensionalen zerfallenden Turbu-
lenz jedoch nicht nur iiber eine Menge von Lagrangeteilchen in einem einzelnen Wirbel
gemittelt, sondern iiber ein interagierendes Ensemble von Wirbeln.

Fiir diese Betrachtung wird vernachlissigt, dass es sich bei der Geschwindigkeitskomponente u, um
keine Zeitreihe handelt, die statistisch stationér ist.
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Abbildung 5.7: Zeitaufgeloste Momente (w™). Die Momente zeigen fiir ¢ € [0.1,10] einen
ausgeprigten algebraischen Abfall. Das Inlet zeigt einen Fit geméf Potenzgesetzen (w™) ~ .
Die Exponenten « werden angegeben.

Anzeichen fiir Selbstahnlichkeit

Wir wenden uns nun Anzeichen fiir selbstdhnliches Verhalten von statistischen Grofen in
zweidimensionaler zerfallender Turbulenz zu. Wir untersuchen dazu die zeitaufgeldsten
Momente der Verteilungsfunktion fiir die Vortizitét entlang der Trajektorien,

1 N
(wlt)") = 5 D", (51)
1=1

wobei N die Gesamtzahl der Trajektorien und w;(t) die Vortizitat entlang der Trajekto-
rie des i-ten Lagrangeteilchens bezeichnet. Einige dieser Momente sind in Abbildung 5.7
dargestellt. Fiir ¢t € [0.1,10] zeigen die Momente einen deutlichen algebraischen Abfall
und somit selbstdhnliches Verhalten. FEin Fit mit Funktionen ¢ -z zeigt, dass die Expo-
nenten der héheren geraden Momente nahezu ganzzahlige Vielfache des Exponenten des
zweiten Moments sind. Das ist ein erstes Anzeichen dafiir, dass nicht nur die Momente
selbstédhnlich sind, sondern auch die gesamte zu Grunde liegende Verteilung, was jedoch
hier nicht weiter untersucht wird.

Ab etwa t = 10 fallen die Momente stiarker ab, was ein Hinweis auf eine qualitative
Anderung der dynamischen Vorgiéinge in der Stromung ist. Welche Ursachen hier zu
Grunde liegen, bleibt zum jetzigen Zeitpunkt Spekulation.

Es sei darauf hingwiesen, dass diese Betrachtung der Vortizitdt entlang der Trajek-
torien keine Lagrangesche Besonderheit darstellt, da bei einer hinreichend guten sta-
tistischen Abdeckung des Eulerschen Feldes mit Lagrangeteilchen diese Gréfte mit der

98



5.3 Statistische Eigenschaften

1000 \

\
100 £ O ]
8-10
10 F ]

0.1 F r \ ;

flaz)

0.01 f

0.001 F

le-04 ]

16-05 Il Il Il Il Il
-15 -10 -5 0 5 10 15

a,(t)

Abbildung 5.8: Zeitaufgeloste Verteilungsfunktionen fiir a,(t) (vertikal verschoben). Mit zu-
nehmender Simulationszeit nimmt die Varianz dieser Verteilungsfunktionen ab. Die Zahlenwerte
geben an, iiber welche Zeitfenster gemittelt wird.

iber das gesamte Feld gemittelten Eulerschen iibereinstimmt. Dasselbe gilt auch fiir
die Geschwindigkeit. Wir untersuchen deshalb im Folgenden die nur im Lagrangebild
zugéngliche Beschleunigung entlang der Trajektorien.

Selbstidhnlichkeit in der Beschleunigungsstatistik

Abbildung 5.8 zeigt die zeitaufgeldste Verteilungsfunktion der Beschleunigungskompo-
nente a,. Um eine bessere statistische Qualitéit der einzelnen Funktionen zu erreichen,
wird jeweils iiber zwei Zeiteinheiten gemittelt. Bei den einzelnen Verteilungsfunktionen
handelt es sich um hochgradig intermittente Verteilungsfunktionen mit weiten Fliigeln.
Die Varianz der Verteilungsfunktionen nimmt mit der Zeit ab. Das ist leicht zu verste-
hen, schliefflich nehmen die Gesamtenergie des Geschwindigkeitsfeldes und die Vortizitdt
mit der Zeit ab. Die Anwesenheit weniger starker Wirbel sorgt auch fiir weniger starke
Beschleunigungen. In Abbildung 5.9 sind dieselben Verteilungsfunktionen auf Mittelwert
Null und Standardabweichung Eins normiert zu sehen. Im Rahmen der statistischen Un-
sicherheiten kollabieren diese Kurven und belegen somit, dass im betrachteten Zeitraum
die Beschleunigungsverteilungsfunktion fiir eine einzelne Komponente ein universelles,
selbstahnliches Verhalten zeigt.

Unterstiitzt wird diese These durch Abbildung 5.10. Dort werden einige Momente der
Verteilungsfunktion f(a,) dargestellt. Diese zeigen dhnlich den Momenten der Vortizitét
einen Abfall geméfs eines Potenzgesetzes. Im Rahmen der statistischen Genauigkeit zeigt
ein Fit, dass die Exponenten der hoheren geraden Momente Vielfache des zweiten Mo-
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Abbildung 5.9: Zeitaufgeloste normierte Verteilungsfunktionen fiir a,(t). Im Rahmen der sta-
tistischen Genauigkeit kollabieren die Kurven.

le+14

le+12

le+10

le4+08

~  le+06

]

10000

00 —

0.01 | toz)

16—04 Il Il Il Il
0.01 0.1 1 10 100

t

Abbildung 5.10: Momente der Verteilungsfunktion fiir a,. Die Momente zeigen einen Verlauf
gemal eines Potenzgesetzes. Das Inlet zeigt einen Fit mit Potenzgesetzen, die Exponenten werden
angegeben.
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Abbildung 5.11: Kompensierte Momente der Verteilungsfunktion fiir a,.

ments sind. Um das noch weiter zu dokumentieren, werden in Abbildung 5.11 einige mit
der passenden Potenz des zweiten Moments kompensierte hohere Momente gezeigt. Die-
ser Plot bestéatigt die bisherigen Beobachtungen, zeigt jedoch auch, dass in den héheren
Momenten die statistische Unsicherheit recht grofs ist.

Dynamik und Statistik

Die Beschreibung dieses turbulenten Systems schliefft mit dem Versuch, einen Zusammen-
hang zwischen dynamischen Effekten und statistischen Gréfsen zu kniipfen. Als zentrale
Grofse wird wieder die Beschleunigungsstatistik betrachtet. Im Gegensatz zu den Be-
trachtungen des letzten Abschnitts wird fiir die Verteilungsfunktion iiber die gesamte
Zeit gemittelt, die sich ergebenden Verteilungsfunktion kann man sich daher als Uberla-
gerung von zeitaufgelosten Verteilungsfunktionen wie in Abbildung 5.8 vorstellen.

Man zerlegt nun den Beschleunigungsvektor in einen zur momentanen Geschwindigkeit
parallelen, sowie einen senkrechten Anteil. Dazu definiert man

(—uy, uz) .

o (5.2)

u
U= und uw, =

|ul

Die entsprechenden Beschleunigungskomponenten erhélt man dann durch Projektion,
ay=a-u; und a; =a- uj. (5.3)

Falls ein Teilchen immer nur in Richtung seiner Geschwindigkeit beschleunigt bewegt
wird, gilt a; ~ 0. Bewegt sich ein Teilchen ausschliefslich auf einer Kreisbahn um einen
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5 Zerfallende zweidimensionale Turbulenz

Abbildung 5.12: Zerlegung der Beschleunigung in einen Anteil parallel zur Geschwindigkeits-
richtung und einen Anteil senkrecht zur Geschwindigkeitsrichtung.

Wirbel, so gilt a ~ 0. So gibt die Definition der Grofen ein Mal, inwieweit die Be-
wegung durch das Spiralen um einen Wirbel beeinflusst wird, oder ob andere Effekte
eine Rolle spielen. Einen nichtverschwindenden Wert fiir a) liefert zum Beispiel der Fall,
dass sich ein Teilchen unter Einfluss eines schwachen Wirbels befindet, dieser jedoch im
Geschwindigkeitsfeld der anderen Wirbel Beschleunigungen erfahrt. Da die zweidimen-
sionale zerfallende Turbulenz statistisch isotrop ist, sollte die Betrachtung der Beschleu-
nigungskomponente a, eine Mischung aus beiden Einfliissen offenbaren.

Abbildung 5.13 zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungsfunktionen fiir a,, a) und
a1 . Die Verteilungsfunktion fiir a | zeigt die hochste Varianz und damit, dass Beschleu-
nigungen, die senkrecht zur Geschwindigkeit wirken, stérker zu den weiten Fliigeln der
Verteilungsfunktion fiir a, beitragen als Beschleunigung in Richtung der momentanen
Geschwindigkeit. Diese Art der Beschleunigung korrespondiert, wie erlautert, gerade zu
Bewegungen der Lagrangeteilchen um einen Wirbel. Diese Betrachtung gibt also einen
weiteren Hinweis darauf, dass kohérente Strukturen signifikant zu statistischen Grofien
beitragen. Normiert man die verschiedenen Verteilungsfunktionen auf die Standardab-
weichung o = 1, so fallen sie nahezu zusammen. Das zeigt, dass die verschiedenen dyna-
mischen Effekte nicht iiber verschiedene funktionale Formen der Verteilungsfunktionen,
sondern lediglich iiber eine Uberlagerung nahezu identischer Verteilungsfunktionen mit
unterschiedlichen Varianzen beitragen.

5.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde zerfallende zweidimensionale Turbulenz im Hinblick auf den
Einfluff von Wirbelstrukturen auf Lagrangesche Teilchenbahnen untersucht. Schon eine
qualitative Betrachtung der Eulerschen Felder zeigt, dass die Entwicklung dieses Systems
von der Entstehung und Dynamik kohdrenter Strukturen dominiert wird. Eine Untersu-
chung der Trajektorien zeigt, dass die Bewegung innerhalb von einzelnen Wirbeln typisch
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Abbildung 5.13: Verteilungsfunktion fiir a,, a) und a, . Die Verteilungsfunktion fiir a  zeigt

die grofte Varianz, die Verteilungsfunktion fiir | die kleinste. Inlet: bei Normierung auf o = 1
und g = 0 kollabieren die Kurven nahezu.

fiir die Lagrangeteilchen in diesem System ist. Ein Vergleich mit den Untersuchungen der
Einzelwirbellosungen der Navier-Stokes-Gleichung aus dem Kapitel 3 belegt, dass die
dort untersuchten Szenarien auch in einem vollstdndig turbulenten Feld von Bedeutung
sind. Zusétzlich spielen im vorgestellten System jedoch auch die Gebiete zwischen den
Wirbeln eine wichtige topologische Rolle, da sie Bereiche topologisch trennen, in denen
benachbarte Teilchen fiir l&ingere Zeit benachbart bleiben.

Weiter wurde neben der Vortizitétsstatistik die Lagrangesche Beschleunigungsstatis-
tik auf Selbstdhnlichkeit untersucht. Es zeigt sich, dass sowohl die einzelnen Momente
als auch die gesamte Verteilungsfunktion selbstdhnliches Verhalten zeigen. Damit ist der
Nachweis gelungen, dass fiir zerfallende Turbulenz auch im Lagrangebild universelle Ge-
setzméfigkeiten gelten. Die physikalische Ursache bleibt indes unklar und muss weiter
untersucht werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Auf Grundlage der in Kapitel 1 dargestellten experimentellen und numerischen Beob-
achtungen wurde, ausgehend von den dort motivierten Fragestellungen, das Verhalten
von Lagrangeschen Testteilchen in kohérenten Strukturen untersucht. Das Augenmerk
lag dabei auf der Frage, wie sich Teilchen qualitativ in Wirbelstrukturen bewegen und
wie diese Bewegungen zu statistischen Gréfken wie Autokorrelationsfunktionen oder Be-
schleunigungsverteilungsfunktionen beitragen.

Methodisch wurde dabei wann immer moglich ein analytischer Zugang gesucht, al-
lerdings erfordert bereits eine Untersuchung von Wirbell6sungen wie dem Lamb-Oseen-
Wirbel oder dem Lundgrenwirbel eine numerische Behandlung. Zu diesem Zweck wurde
im Rahmen dieser Arbeit ein Programm zur Integration der zweidimensionionalen Wir-
beltransportgleichungen erstellt, welches die Erzeugung von Lagrangeschen Trajektorien
ermoglicht.

In Kapitel 3 wurden systematisch Einzelwirbellosungen der Grundgleichungen der Hy-
drodynamik untersucht. Als Losung der Eulergleichung wurde der Punktwirbel betrach-
tet. Aufgrund der einfachen Struktur der Bewegungsgleichungen fiir ein Lagrangeteil-
chen ermoglicht der Punktwirbel, viele Effekte mit analytischen Mitteln zu verstehen.
So konnte die funktionale Form der Verteilungsfunktion eines einzelnen Teilchens in ei-
nem einzelnen Punktwirbel fiir Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung abgeleitet wer-
den. Gleiches gilt fiir die Autokorrelationsfunktion fiir eine Geschwindigkeitskomponente.
Anschliefsend wurde der Einflufl einer Mittelung iiber eine Menge von Lagrangeteilchen
untersucht, dabei ergaben sich qualitativ neue Eigenschaften. Es konnte gezeigt wer-
den, dass dieser Mittelungsprozess zu Verteilungsfunktionen mit Potenzverhalten fiihrt,
und der Abfall von Autokorrelationsfunktionen mit Dephasierungseffekten in Zusammen-
hang zu bringen ist. Weiterhin wurden der Lamb-Oseen-Wirbel und der Lundgrenwir-
bel in Hinblick auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede untersucht. Gerade im Falle des
Lamb-Oseen-Wirbels konnten analytische Ergebnisse des Punktwirbelkonzepts mit nu-
merischen Methoden qualitativ bestétigt werden. Der Lundgrenwirbel zeigt besonders
in Hinblick auf die Teilchentrajektorien Unterschiede, auch radial gerichtete Bewegungen
von Lagrangeteilchen sind in dieser Wirbelkonfiguration moglich. In Vorbereitung auf das
folgende Kapitel wurden dann als Losung der dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
der Burgerswirbel eingefiihrt und Trajektorien diskutiert.

In den folgenden zwei Kapiteln wurden Ensembles von kohdrenten Strukturen be-
trachtet. Als Modell fiir die Einteilchenstatistik in dreidimensionaler Turbulenz wurde in
Kapitel 4 eine zeitliche Sequenz von Burgerswirbeln betrachtet, durch die sich ein La-
grangeteilchen bewegt. Das Modell reproduziert qualitativ den Ubergang von intermit-
tenten Verteilungsfunktionen fiir die Geschwindigkeitsinkremente hin zu eher gauflischen
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Funktionen. Damit reproduziert dieses Modell eines der wichtigsten Ergebnisse aktueller
Experimente zur Lagrangeschen Statistik. Weiterhin wurden Groéfen wie die Autokor-
relationsfunktion der Geschwindigkeitskomponente untersucht und diskutiert. Der funk-
tionale Verlauf konnte sowohl mit Dephasierungseffekten als auch mit der statistischen
Unabhéngigkeit zweier aufeinander folgender Wirbeleinfdnge erklart werden. Analytische
Rechnungen verkniipfen dieses Modell mit den Ergebnissen zum Punktwirbel aus Kapi-
tel 3. Ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit diesen Rechnungen zeigt, dass der
Mittelungsprozess iiber viele Wirbel mit geeignet verteilten physikalischen Parametern
entscheidend zur funktionalen Form der Verteilungsfunktionen beitrégt.

Abschliefsend wurde als weiteres Beispiel fiir ein Ensemble von kohérenten Strukturen
zerfallende zweidimensionale Turbulenz betrachtet. Im Gegensatz zum modellierenden
Zugang aus Kapitel 4 wurde hier die volle zeitliche Dynamik geméfs der zweidimensiona-
len Navier-Stokes-Gleichung simuliert. Dieses System zeichnet sich durch die Entstehung
von grofiskaligen Wirbeln aus, die die gesamte Dynamik priagen. Bei einer qualitativen
Diskussion der Trajektorien konnte der Einfluf dieser Wirbel auf die Teilchendynamik
bestéatigt werden. Definierte Wirbeleinfdnge bestétigen dariiberhinaus die Relevanz der
Untersuchungen aus Kapitel 3. Eine statistische Untersuchung der Lagrangeschen Be-
schleunigung offenbarte selbstdhnliches Verhalten sowohl der Momente als auch der Ver-
teilungsfunktionen. Damit ist ein Nachweis von universellem statistischen Verhalten in
Lagrangescher zweidimensionaler Turbulenz gelungen.

Insgesamt bestétigt die vorliegende Arbeit den zentralen Einflufs von Wirbeln auf die
Lagrangesche Teilchendynamik und kléart an zahlreichen Stellen den Zusammenhang zwi-
schen Teilchendynamik, Mittelungsprozess und Struktur der Wahrscheinlichkeitsdichte-
verteilungsfunktionen. Besonders hervorzuheben sind im Bezug auf aktuelle Forschungs-
ergebnisse die Ergebnisse des in Kapitel 4 vorgestellten Modells. Die guten qualitativen
Ubereinstimmungen mit Experimenten und direkter Numerik lassen die Frage aufkom-
men, ob die betrachten Grofen ausreichen, um turbulente Strémungen hinreichend zu
charakterisieren.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte die Fragestellung nach dem Zusammenhang zwischen
dynamischen und statistischen Grofen an vielen Stellen nur angerissen werden, weiter-
gehende Arbeiten sind daher notwendig, sowohl auf Seiten der Statistik als auch auf Sei-
ten der Dynamik. So ist zum Beispiel die Untersuchung von mehrzeitigen Verteilungen
oder Mehrteilchenverteilungen vorstellbar. Des Weiteren konnte der Einflufs der Dynamik
mehrerer Wirbel auf die Lagrangeschen Trajektorien weiter untersucht werden. Sicherlich
wiinschenswert ist eine direkte numerische Untersuchung dreidimensionaler turbulenter
Stromungen.

Die analytischen Ergebnisse zum Punktwirbel kdnnten zu einer tiefergehenden Unter-
suchung zweidimensionaler turbulenter Stromungen auf Grundlage eines Punktwirbel-
modells ermutigen.
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A Direkte numerische Simulation

In den vergangenen Jahrzehnten hat sich der Computer in der wissenschaftlichen Gemein-
de als immer wertvolleres Hilfsmittel erwiesen. So kann man mit Hilfe von Computern
groke Datenmengen speichern, verarbeiten und auswerten. Dies ermd&glicht beispielsweise
Statistiken aus experimentell zugédnglichen Daten zu erzeugen. Aber der Computer bie-
tet eine weitere, moglicherweise noch bedeutendere Moglichkeit der wissenschaftlichen
Arbeit.

Viele mathematische Fragestellungen oder physikalische Gesetze sind einer rein ana-
lytischen Behandlung oftmals nicht zugénglich. Gerade fiir den Fall nichtlinearer Bewe-
gungsgleichungen ist es in der Regel nicht moglich, geschlossene Losungen zu ermitteln.
Eine numerische Losung dagegen ist jedoch nicht selten mit den Mitteln moderner Com-
puter zu berechnen. Oftmals ist dieser Zugang sogar die einzige Moglichkeit, bestimmte
physikalische Groflen zugénglich zu machen. Damit ist der Computer nicht mehr allein
flir die Auswertung experimenteller Daten zustdndig, sondern bietet durch Simulation
die Moglichkeit, physikalische Experimente durchzufiithren. Grofie Vorteile dieser Her-
angehensweise sind die nahezu perfekte Reproduzierbarkeit gewonnener Daten und die
Tatsache, dass durch geeignete Diagnostiken Messgrofsen zugénglich sind, die in realen
Experimenten nur schwer zu bestimmen sind. Dariiber hinaus ist es moglich, mit Compu-
tern physikalische Zusammenhénge in ungeahnter Anschaulichkeit zu visualisieren. Somit
kann der Computer nicht nur dazu dienen, physikalische Gesetze zugénglich zu machen,
sondern ermoglicht es zusétzlich, die physikalische Intuition zu schulen. Insgesamt bie-
tet der Computer durch die Methode der Simulation ein Hilfsmittel von unschétzbarem
Wert zur Uberpriifung theoretischer Vorhersagen und Visualisierung komplexer Zusam-
menhénge. Im Idealfall fiihren diese Moglichkeiten sogar zu neuen Denkanstofen bei der
Weiterentwicklung bestehender physikalischer Theorien.

Die numerische Behandlung physikalischer Gleichungen ist ein komplexes Handwerk,
und jeder, der selbst einmal ein etwas aufwéndigeres numerisches Problem zu 16sen ver-
sucht hat, weif, dass die Anzahl méoglicher Fehlerquellen nahezu unbegrenzt ist. Aufierste
Sorgfalt und allzeit skeptische Uberpriifung der eigenen Programme und der damit er-
zeugten Daten bestimmen daher letztlich die wissenschaftliche Qualitdt der Ergebnisse.
Zudem sollte man nicht vergessen, dass die von Rechnern ermittelte Losung von Bewe-
gungsgleichungen immer nur approximativ ist, d.h. man macht gegeniiber der mathema-
tisch korrekten Losung einen Fehler. Diesen Fehler einzuschétzen, zu kontrollieren und
so weit wie moglich zu minimieren, gehort zum Handwerk der Numerik. Fiir eine hohe
Qualitét der erzeugten Daten ist es daher unabdingbar, dieser Problematik so tief wie
moglich auf den Grund zu gehen.

Viele der in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind numerisch erzeugt oder Ergeb-
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A.1 Zeitschrittverfahren

nis direkter numerischer Simulation (DNS). Unter direkter numerischer Simulation ver-
steht man in diesem Zusammenhang die numerische Losung einer physikalischen Grund-
gleichung. Neben der Auswertung und der physikalischen Interpretation der Ergebnisse
bestand ein betréchtlicher Teil der Arbeit darin, die betreffenden Programme zu schrei-
ben und zu tberpriifen. Letztgenannter Punkt erwies sich dabei als der zeitintensivere.
Um diese Arbeit und die damit in Zusammenhang stehende Sorgfalt zu dokumentieren,
dient dieses Kapitel. Dariiberhinaus mochte es dem interessierten Neuling einen ersten
Anhaltspunkt zum Einstieg in das Gebiet der Computersimulation liefern. Nicht selten
haben sich flir den Verfasser ndmlich gerade Diplom- oder Doktorarbeiten als wertvolle
und dem Neuling verstédndliche Quellen erwiesen.

Im Folgenden soll die konzeptionelle Entwicklung des Simulationscodes bis hin zu nu-
merischen Tests Schritt fiir Schritt erlautert werden. Das fertige Programm soll die Wir-
beltransportgleichung 16sen und es ermoglichen, Lagrangesche Testteilchen in der Stro-
mung zu verfolgen. Entlang ihrer Bahnen sollen die Geschwindigkeit, die Beschleunigung
und die Vortizitdt aufgezeichnet werden.

Das Kapitel ist wie folgt organisiert: Nach einer kurzen Einfiihrung in die verwendeten
Zeitschrittverfahren wird die Losung partieller Differentialgleichungen mittels des Pseu-
dospektralverfahrens am Beispiel der Wirbeltransportgleichung erldutert. Im Weiteren
werden zwei Verfahren zur kubischen Interpolation zweidimensionaler Felder auf dquidi-
stanten Gittern diskutiert. Im Anschluss wird der generelle Aufbau des Programms zur
Losung der zweidimensionalen Wirbeltransportgleichung vorgestellt. Nach einer kurzen
Diskussion der Grenzen der Numerik werden dann verschiedene Tests zur Bestimmung
und Absicherung der numerischen Qualitdt vorgestellt.

A.1 Zeitschrittverfahren

In diesem Abschnitt soll das benutzte Zeitintegrationsverfahren kurz vorgestellt werden.
Dieses sogenannte Runge-Kutta-Verfahren wird in der direkten numerischen Simulation
und zur Integration der Bewegungsgleichung des Wirbelmodells (s. Kapitel 4) benutzt.
Es zeichnet sich durch einfache Implementation und hohe numerische Stabilitiat sowie
Genauigkeit aus.

Die allgemeine Struktur von Bewegungsgleichungen lautet

z = f(x). (A.1)
Dabei kann « ein Skalar, ein Vektor oder ein Feld sein. Der Punkt deutet dabei die
Zeitableitung an. Die Funktion f kann dabei auch skalar, vektorwertig oder wie z.B im
Falle der Navier-Stokes-Gleichung ein nichtlinearer Differentialoperator sein. Um diese
Gleichung nun numerisch zu integrieren, muss die Zeit diskretisiert werden.
Zur Anschauung soll kurz das Eulerverfahren hergeleitet werden. Um zu einer diskre-
tisierten Gleichung zu gelangen, kann der Differentialquotient durch den Differenzenquo-
tienten approximiert werden:

Tt AY) —x(t)  x(t+ At) — (1)
©= dm, At ~ At ' (A4.2)
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A Direkte numerische Simulation

Zusammen mit Formel (A.1) ergibt sich
x(t + At) = z(t) + Atf(z(t)) + O(AL?). (A.3)

Diese Formel kann dann iteriert werden und liefert eine approximative Losung der Glei-
chung (A.1). Der Fehler, der bei der Verwendung dieser Methode entsteht, ist von der
Ordnung O(At?); man spricht daher von einer Genauigkeit erster Ordnung. Obgleich es
sehr intuitiv ist, ist dieses Verfahren jedoch in der Regel keine gute Wahl, da andere
Verfahren genauer und numerisch stabiler sind. Selbst wenn das Argument der Genauig-
keit oftmals nicht entscheidend erscheint, muss man sich klarmachen, dass ein Verfahren
hoherer Ordnung die Moglichkeit bietet, den Zeitschritt bei gleichem Fehler wesentlich
grofer zu wahlen. Man spart dadurch effektiv Rechenzeit. Zu weitergehenden Betrach-
tungen sei der Leser an [PFTV86] verwiesen. Der Verfasser folgt in den kommenden
Zeilen diesem Buch.

Die néchst einfachere Moglichkeit, dieses Verfahren zu verbessern, ist, einen zwei-
schrittigen Algorithmus einzufiihren. Anstatt mit dem zum Zeitpunkt ¢ ermittelten Funk-
tionswert f(x(t)) einen Schritt iiber das volle Intervall zu machen, kann man sich auch
mit halber Schrittweite in die Mitte des Intervalls vortasten und dort den Wert von f
evaluieren. Nun kann man ausgehend vom urspriinglichen Punkt x(¢) den Zeitschritt At
mit dem neu ermittelten Wert von f durchfithren. Man kann mathematisch zeigen, dass
sich bei diesem Verfahren die Genauigkeit um eine Ordnung auf zwei erhoht.

Eine Verallgemeinerung dieses Prinzips stellt das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ord-
nung dar, das sogar eine Genauigkeit vierter Ordnung aufweist, d.h. der Fehler ist von
Ordnung O(At%). Damit wiegt es die Nachteile des Eulerverfahrens auf, ohne schwieriger
zu implementieren zu sein. In einfachen Worten ausgedriickt lautet der Algorithmus:

1. Bestimme ki = f(x(t)).

2. Mache ausgehend vom Punkt x(¢) einen halben Zeitschritt At/2 und ermittele dort
ko = f(@(t + At/2)).

3. Mache ausgehend vom Punkt @(t) einen halben Zeitschritt At/2 mit dem neu er-
mittelten Wert f(x(t + At/2)) und ermittele dort ein neues k3 = f(x(t + At/2)).

4. Benutze nun dieses f(x(t 4 At/2)), um einen vollen Zeitschritt At zu machen, und
bestimme kg = f(x(t + At)).

Der gewtinschte Wert x(t + At) ergibt sich dann als gewichtete Summe dieser vier eva-
luierten Funktionswerte:

At
@t + At) = @(t) + = (k1 + 2k + 2k + ka) + O(At). (A.4)

Abbildung (A.1) verdeutlicht dieses Vorgehen.
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x(t + At)

\\\\\‘\\%\;\

4

Abbildung A.1l: Schematische Darstellung des Runge-Kutta-Algorithmus. Skizze analog zu
[PFTV86].

A.2 Pseudospektralverfahren

Einfithrung

Das pseudospektrale Verfahren bietet eine einfache und leistungsstarke Moglichkeit, par-
tielle Differentialgleichungen numerisch zu integrieren. Besonders periodische Randbe-
dingungen sind einfach zu realisieren.! Das Pseudospektralverfahren macht sich Eigen-
schaften der Fouriertransformation zu Nutze, was nun kurz erldutert werden soll. Der
tiefergehend interessierte Leser sei auf [CHQZ87]|, [Boy00| und die Diplomarbeit [Zeg05]
hingewiesen.

Die Fouriertransformation eines zweidimensionalen skalaren Feldes f(x,t) ist definiert
als

Fhe,t) = % / kT (1) (A.5)

mit der entsprechenden Umkehrung

f(@.t) = %2—77 / o f(k, 1): (A.6)

k bezeichnet dabei die zweidimensionalen Wellenvektoren. Unter der Annahme periodi-
scher Randbedingungen vereinfacht sich das Integral (A.6) zu einer Reihe, da nur noch
diskrete Wellenvektoren k;; angenommen werden konnen,

(e 9]

f(z,t) = Z cijeik“'w, (A.7)

4,j=—00

mit zu bestimmenden Fourierkoeffizienten c;;. Falls das Integrationsgebiet [27 x 27| be-
tragt, bestehen die Komponenten der Wellenvektoren aus ganzen Zahlen. Bisher sind

'Dieses Verfahren ist nicht auf periodische Randbedingungen beschréinkt, allerdings ist es ungleich
komplizierter komplexere Geometrien zu beriicksichtigen.
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A Direkte numerische Simulation

alle Relationen exakt. Die Vereinfachung vom Integral zur Reihe bedeutet also keine Né-
herung, sondern ist lediglich eine Konsequenz der periodischen Randbedingungen. Die
Einfachheit einer spektralen Methode besteht zum Teil darin, dass Ableitungen sehr ein-
fach berechnet werden koénnen. So gilt z.B. fiir die Ubersetzung einer Ortsableitung in
den Fourierraum der Zusammenhang

o f(a) L ik, F0), (A3)

wie leicht an Gleichung (A.7) abgelesen werden kann. Auch dieser Zusammenhang ist
exakt, es entsteht hier also kein Diskretisierungsfehler wie z.B. bei der Methode der
finiten Differenzen.

Wie auch die Zeit, so muss zur numerischen Integration auch der Ortsraum diskreti-
siert werden. Dazu wird das kontinuierliche Feld nur an diskreten Gitterpunkten berech-
net. Durch diese Diskretisierung kénnen im Fourierraum nur eine endliche Anzahl von
Frequenzen aufgelost werden, wodurch sich die Reihe (A.7) zu einer endlichen Summe

vereinfacht,
n

f@t)= ) cye®i® (A.9)

i,j=—n

Betriagt die Anzahl der Gitterpunkte in einer Dimension d, so gilt n = %l. Diese Diskre-
tisierung fiihrt zu potentiellen Fehlern und der Tatsache, dass nicht mehr beliebig feine
Strukturen im Ortsraum aufgelost werden konnen. Dieses Problem wird im Abschnitt
A.6 weiter diskutiert.

Das Pseudospektralverfahren kann z.B. benutzt werden, um eine Gleichung der Form

O flat) = LU @) + N (S, 1) (A10)
numerisch zu integrieren. £ bezeichnet dabei einen linearen Differentialoperator, wihrend
N einen nichtlinearen Differentialoperator bezeichnet. Durch Fouriertransformation be-
ziiglich der Ortskoordinate geht die Gleichung tiber in

O k1) = £k, 1) + FIN (T, 1), (A1)
Die Grofen mit Hut bezeichnen dabei die fouriertransformierten Groflen, wahrend F die
durchzufiihrende Fouriertransformation andeutet. Die Fouriertransformation der Nicht-
linearitdt kann nicht einfach durchgefiihrt werden. Eine Nichtlinearitéit, wie beispiels-
weise ein Produkt, wird zu einer Faltung im Fourierraum, die numerisch nur aufwindig
zu bestimmen ist. Daher berechnet man die einzelnen Komponenten der Nichtlineari-
tdt im Fourierraum, transformiert diese dann zuriick in den Ortsraum und fiihrt dort
die Multiplikation durch. Das gebildete Produkt kann dann wieder in den Fourierraum
riicktransformiert werden. Da bei diesem Vorgehen die Gréfsen nicht rein spektral berech-
net werden, sondern auch Operationen im Ortsraum durchgefiihrt werden, spricht man
von einem Pseudospektralvefahren. Der numerische Aufwand (die benétigte Rechenzeit)
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A.2 Pseudospektralverfahren

dieser Methode wird in den meisten Fallen durch die diskrete Fouriertransformation ver-
ursacht. Durch den FFT-Algorithmus skaliert der Rechenaufwand dieses Verfahrens mit
dem Faktor N log N, wobei N = d? der Anzahl der Gitterpunkte entspricht.

Die rechte Seite der Gleichung kann also geméfs dem Pseudospektralverfahren bestimmt
werden. Die Zeitintegration kann mit den eben vorgestellten Methoden durchgefiihrt
werden. Die in dieser Arbeit benutzten Programme nutzen dabei alle den Runge-Kutta-
Algorithmus vierter Ordnung. Um einen Zeitschritt durchzufiihren, muss also die rechte
Seite der Gleichung viermal an den oben genannten Stiitzstellen bestimmt werden.

Integration der Wirbeltransportgleichung

Die Wirbeltransportgleichung in zwei Dimensionen lautet (s. Kapitel 2)

%w(m,t) = —(u(x,t) - V) w(z,t) + v Aw(z,t). (A.12)

Bei w(a, t) handelt es sich dabei um die skalare Vortizitit, u(x,t) bezeichnet die zweidi-
mensionale Geschwindigkeit. Der konvektive Teil der Ableitung stellt in dieser Gleichung
die Nichtlinearitét dar. Durch Fouriertransformation geht diese Gleichung nun iiber in

%@(k, t) = F{— (u(z,t) - V) w(z, 1)} — vk2 ok, t). (A.13)

Die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes sichert in zwei Dimensionen die Exis-
tenz einer Stromfunktion 1, die mit der Vortizitét iiber eine Poissongleichung zusam-
menhéngt,

Az, t) = —w(x,t). (A.14)

Der Zusammenhang zur Geschwindigkeit ergibt sich mit

ox

Wiéhrend die Berechnung des Diffusionsterms aus Gleichung (A.13) direkt abzulesen
ist, erfolgt die Berechnung der Nichtlinearitdt schrittweise. Die Nichtlinearitéit lautet in

u(z,t) =V x(z,t)e, ,dh. u, = agyw(a:,t) und  uy = —gw(cc,t). (A.15)

Komponenten

0 t 0 t
(u(z,t) - V) w(z, t) = (ux(a:,t) % +uy(x, ) %) . (A.16)
Um nun die Geschwindigkeitskomponenten zu berechnen wird zunéchst aus der Vortizi-
tat die Stromfunktion berechnet. Im Fourierraum lasst sich der Laplaceoperator einfach

invertieren und man erhalt

- w(k,t
I 1) = 50, (A17)
Die einzelnen Komponenten der Geschwindigkeit ergeben sich im Fourierraum damit zu
ok, t) = iky Dk, t) T ug(a,t) (A.18)
dy(k,t) = —i ko D(k,t) Ty (). (A.19)
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A Direkte numerische Simulation

Fiir die Nichtlinearitdt sind des Weiteren die Ableitungen der Vortizitdt zu bestimmen,

ikoo(k,t) T %ﬁ’t) (A.20)
1 Ow(a,t)

ikyo(k,t) T (A.21)

oy
Wie bereits erwéhnt, kann nach der Riicktransformation in den Ortsraum die Multipli-
kation der einzelnen Faktoren durchgefiihrt werden. Nach anschliefender Transformation

zuriick in den Fourierraum liegt dann die spektrale Nichtlinearitét vor. An dieser Stelle
kann es zu Aliasing-Fehlern kommen. Dieser Effekt wird im Abschnitt A.3 diskutiert.

Bestimmung der Beschleunigung

Da auch die Beschleunigung entlang der Trajektorien bekannt sein soll, muss die Be-
schleunigung berechnet werden. Das kann durch die Differentiation der Geschwindig-
keiten entlang der Teilchenbahnen geschehen. Alternativ kann man die rechte Seite der
Navier-Stokes-Gleichung berechnen,

%u(m,t) + (u(x,t) - V)u(x,t) = =Vp(z,t) + vAu(z,t). (A.22)

Der Rechenaufwand hierfiir ist dufserst hoch, allerdings ist dieses Verfahren genauer als
die Differentiation der Trajektorien. Da die Beschleunigung auch nicht zum Iterieren der
Gleichung benutzt wird, muss die Rechte-Hand-Seite nur einmal pro Zeitschritt (anstatt
an den vier Stiitzstellen des Runge-Kutta-Verfahrens) ausgewertet werden. Das Vorgehen
ist analog dem des letzten Abschnittes, man méchte die Gleichung im Fourierraum l6sen.
Die spektrale Darstellung der Navier-Stokes-Gleichung lautet

|

a(k,t) = —F{(u(z,t) - V)u(z, )} —ikp— vk alk,t). 2 (A.23)

QD

t

Auch hier kann die Berechnung des Diffusionsterms direkt an der Gleichung abgelesen
werden. Um den Druck zu berechnen, muss zunachst die Nichtlinearitét bestimmt werden.
Dies geschieht analog zum vorhergehenden Abschnitt. In Komponenten lautet sie

Oug(x,t) Oug(x,t)

((u(z,t) - V) u(x,t)), = uz(x,t) o + uy(x,t) a9y (A.24)
(u(@.t) - V) ulz,1), = ux(x,t)W+ y(:c,t)‘?“?g;’t) (A.25)

2 Aus der Tatsache, dass der Diffusionsterm proportional zu k? ist, ergibt sich, dass in einer Fliissigkeit
zuerst die feinen Strukturen geddmpft werden.

112



A.3 Stabilitat des Verfahrens

Die einzelnen Komponenten berechnen sich dabei nach

ikyo(k,t) F

Uy (k,t) = — = ug(x,t) (A.26)
adhw:—ﬁ%%ﬁﬁ P (@) (A.27)
ikxax(k,t)::-—E@lﬁﬁégflfl N §&ﬁ§§§fl (A.28)
i@ﬂﬁhﬂ:—@%gﬁ-fi @%%Q (A.29)
Mﬂwhwzﬁggilfi @%%ﬁ (A.30)
i@mﬂhozﬁﬂ%%ﬁﬁ.ii @%%il (A.31)

Im Ortsraum kann dann wieder die Multiplikation durchgefithrt werden, und nach einer
weiteren Fouriertransformation der beiden Komponenten der Nichtlinearitdt liegt diese
dann im Fourierraum vor. Wie man leicht aus der Navier-Stokes-Gleichung herleitet,
geniigt der Druck einer Poissongleichung,

Ap(z,t) = -V ((u(z,t) - V) u(z,t)). (A.32)
Diese Gleichung ist im Fourierraum wieder einfach zu losen. Das Ergebnis lautet

R FH{((u(x.t) - V) ul@.t),} +ky 7 H{((u(=,t) - V) u(w,t))y}.

Damit ergeben sich die Komponenten des Beschleunigungsfeldes a(k,t) nach
ar(k,t) = —ikyp(k,t) — vk, (k,t) (A.34)
ay(k,t) = —ikyp(k,t) — v k>, (k,t). (A.35)

Zwei weitere Fouriertransformationen sind noétig, um das Feld im Ortsraum vorliegen zu
haben.

A.3 Stabilitat des Verfahrens

Selbst wenn ein Programm fehlerfrei ist, heifft das nicht, dass es unter allen Umsténden
numerisch stabil laufen muss.? In jedem Fall ist eine Instabilitit jedoch Indikator fiir eine
schlechte numerische Qualitdt der erzielten Ergebnisse, denn bereits bevor es zu einem
Programmabbruch durch eine numerische Instabilitdt kommt, ist der numerische Feh-
ler in solch einem Fall schon vorher nicht mehr zu vernachléssigen. Ziel muss es daher
sein, numerische Simulationen nur in Parameterbereichen durchzufiihren, in denen die

3Dennoch sind Instabilititen oftmals ein Hinweis auf nicht entdeckte Fehler.
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Stabilitat ausreichend getestet und gesichert ist. Dieser Abschnitt soll als Stabilitatskri-
terium die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung einfiihren. Desweiteren soll das Aliasing-
Problem kurz erldutert werden. Unter Beachtung dieser beiden Punkte ist es moglich,
die Navier-Stokes-Gleichung stabil zu integrieren. Weitere numerische Schwierigkeiten
werden im Abschnitt A.6 diskutiert.

Die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung

Die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung bietet eine Abschétzung, wie grofs ein Zeitschritt
bei der numerischen Integration werden darf, um die Stabilitdt des Verfahrens zu sichern.
Die Bedingung kann mathematisch rigoros abgeleitet werden, jedoch soll an dieser Stelle
eine heuristische Begriindung ausreichen.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die einleuchtende Forderung, dass sich eine In-
formation in einem Zeitschritt nicht weiter als einen Gitterpunkt bewegen soll; unter
dieser Forderung bleibt das numerische Verfahren dann stabil. Im Falle der Navier-Stokes-
Gleichung ist dieses Bild sogar besonders anschaulich, da hier das Geschwindigkeitsfeld
bestimmt wird, man hier also tatséchlich von einer Informationsausbreitungsgeschwin-
digkeit sprechen kann. In diesem Fall lautet die Forderung némlich, dass der Zeitschritt
so klein sein soll, dass eine Information nicht weiter als einen Gitterpunkt mit dem Ge-
schwindigkeitsfeld bewegt werden darf. Als Konsequenz bedeutet das, dass ein Feld, das
hohere Geschwindigkeiten aufweist als ein anderes, mit einem kleineren Zeitschritt zu
simulieren ist. Abbildung A.2 illustriert dies. Information kann bei der Navier-Stokes-
Gleichung entweder durch Advektion oder Diffusion transportiert werden, was zu zwei un-
abhéngigen Bedingungen an den Zeitschritt fithrt. Diese Bedingungen an den Zeitschritt
kénnen dann genutzt werden, um eine adaptive Schrittweitenkontrolle durchzufiihren.

Sei Az der kleinste Gitterabstand. Fiir den Fall, dass das simulierte physikalische
Grundgebiet eine Seitenlinge von 27 besitzt und das Gitter mit d? vielen Punkten auf-
gelost ist, gilt Az = %’r. Die Bedingung soll global fir das ganze Feld gelten. Man definiert
daher

Umax = max{|ug|, |uy|} (A.36)

als Maximum des Betrags der beiden Geschwindigkeitskomponenten iiber alle Gitter-
punkte. Der Gitterabstand Ax soll nun kleiner sein als der Weg, den eine Information
advektiert werden kann, also

Umax Atadv
AV

Dies kann man natiirlich auch als Anforderung an den Zeitschritt formulieren. Definiert
man A als die Courant-Zahl, so lautet Bedingung (A.37) umformuliert

Aty = 28A _ 2mA (A.38)

Umax Umax d

AT < Upax Atagy = 1< (A.37)

Das Verfahren ist in diesem Fall genau dann numerisch stabil, falls A < 1 gilt. Der zweite
Transportmechanismus in der Navier-Stokes-Gleichung ist die Diffusion. Fiir eine Menge
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Abbildung A.2: Schematische Darstellung der CFL-Bedingung. Eine Information (z.B. in Form
eines Lagrangeteilchens) befindet sich zum Zeitpunkt ¢; an der Position (z;,y;). Der gewéhlte
Zeitschritt At muss so klein sein, dass die Information wihrend eines Zeitschrittes nicht weiter
als eine Zelle gelangen darf. In dieser Skizze ist der Zeitschritt also noch etwas zu grofs gewéhlt.

von Partikeln, die einer Diffusionsgleichung in zwei Dimensionen mit Diffusionskonstante
D unterliegt, gilt das bekannte Diffusionsgesetz

(z*) =4Dt. (A.39)

Als typischen Weg, den ein Teilchen im Mittel zuriicklegt, kann die Wurzel dieses Aus-
drucks angesehen werden. Im Falle der Navier-Stokes-Gleichung gilt D = v. Fiir einen
einzelnen Zeitschritt gilt dann die Bedingung

41/Atdiﬁ‘

Az?
Analog der obigen Argumentation erhélt man nach Einfiihrung der Courant-Zahl als
zweites Kriterium

Az? > 4vAtgg =— 1> (A.40)

4y d?v
Stabilitéit ist auch hier gewdhrleistet, falls A < 1%. Der insgesamt gesuchte Zeitschritt
ergibt sich dann als

(A.A41)

At = min{Atadv, Atdig}. (A42)

Damit ist effektiv eine adaptive Schrittweitenkontrolle erreicht. Fiir die statistische Aus-
wertung der Trajektorien (z.B. Bestimmung von Geschwindigkeitsinkrementverteilungen)

4Zwar reicht es, A nur etwas kleiner als eins zu wihlen, damit das Verfahren stabil bleibt, allerdings
wird in Abschnitt A.6 klar, dass ein deutlich kleiner als eins gewéhltes A die numerische Qualitét der
Lagrangetrajektorien betrachtlich verbessern kann.
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Abbildung A.3: Fehlinterpretation durch Aliasing. Die roten Punkte symbolisieren die diskre-
ten Gitterpunkte. Die schwarze Linie zeigt den Sinus hochster Frequenz, der durch dieses Gitter
aufgelost werden kann. Der gestrichelte Sinus zeigt einen Sinus doppelter Frequenz, der fehlin-
terpretiert wird; die zusétzlichen Nulldurchgédnge kénnen vom Gitter nicht aufgelost werden.

ist hingegen ein fester Zeitschritt von Vorteil. Daher wurde in der Praxis zunéchst mit der
adaptiven Schrittweitenkontrolle die zeitliche Entwicklung der Schrittweite At beobach-
tet. Nach einiger Zeit wurde die Simulation dann abgebrochen und als feste Schrittweite
ein Zeitschritt gewdhlt, der kleiner als alle beobachteten war. Dieses Verfahren ist in
sofern gerechtfertigt, dass im Falle der untersuchten Wirbelstrukturen und der zerfallen-
den Turbulenz in der Regel das erste CFL-Kriterium (A.38) greift. Durch das zeitliche
Abklingen der Vortizitdt und des Geschwindigkeitsfeldes ist der Zeitschritt bis auf Fluk-
tuationen eine wachsende Funktion der Zeit. Das zweite CFL-Kriterium (A.41) kommt
besonders bei hohen Viskositdten oder bei extrem langer Integrationsdauer, d.h. wenn
Geschwindigkeitsfeld schon fast in den Gleichgewichtszustand relaxiert ist, zum Tragen.

Aliasing

Ein weiterer Effekt, der zu Instabilitédten fiihren kann, ist das Aliasing. Hierbei handelt es
sich um einen Diskretisierungsfehler. Da das simulierte Geschwindigkeitsfeld nicht konti-
nuierlich, sondern nur auf gewissen, diskreten Gitterpunkten bekannt ist, gibt es auch eine
kleinste Struktur im Ortsraum, die aufgelost werden kann. Zu der Lénge dieser Struk-
tur korrespondiert im Fourierraum eine grofite Wellenzahl. Wird aus irgendeinem Grund
durch die Numerik in der spektralen Doméne eine Wellenzahl erzeugt, die oberhalb dieser
h6chsten auflésbaren Wellenzahl steht, so wird diese als eine tiefere Wellenzahl fehlinter-
pretiert, wie Abbildung A.3 verdeutlicht. Dadurch wird Energie aus einem physikalisch
nicht aufgelosten Bereich in niedrige Wellenzahlen transferiert, was dann zu einem blow
up der Losung fithren kann.

Alle linearen Operationen, wie z.B. rdumliche Ableitungen, konnen im Fourierraum
nicht zu Beitrdgen zu anderen Wellenvektoren als den eigenen fithren, wie z.B. an Glei-
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chungungen (A.7) und (A.8) abgelesen werden kann. Durch diese linearen Operationen
konnen folglich keine hoheren Frequenzen entstehen, die dann fehlinterpretiert werden
konnen. Anders ist es bei der quadratischen Nichtlinearitat der Gleichung. Der Einfach-
heit halber wird hier nun der eindimensionale Fall mit einem zugrundeliegenden Simulati-
onsgebiet von [0, 27| und einer Anzahl von Gitterpunkten d betrachtet. Die Wellenzahlen
der Fourierreihenentwicklung werden dann ganzzahlig und es gilt:

dj2 d/2

g 9 g
u(z,t) = Z c;e’" und a—u(w,t) = Z ijcjer. (A.43)
j=—d/2 v j=—d/2

Die quadratische Nichtlinearitdt der Navier-Stokes-Gleichung ist von der Form

5 /2
u(x,t) %u(az, t) = Akzd/Q cjikcy ettk)z, (A.44)
k=

An der Addition im Exponenten kann man ablesen, dass der Bereich der moglichen
Frequenzen nun auf [—d, d] erweitert wird. Da das Gitter diese Frequenzen jedoch nicht
auflosen kann, werden die Frequenzen aufserhalb des Intervalls [—g, %l] fehlinterpretiert.

Die Losung dieses Problems wird durch sogenanntes De-Aliasing erreicht, dabei wer-
den die Fourierkomponenten aller Wellenzahlen, die durch die Nichtlinearitdt zu pro-
blematischen hoheren Wellenzahlen beitragen konnten, zu Null gesetzt. Das Nullen von
Fourierkomponenten héherer Wellenzahlen erniedrigt jedoch die effektive Auflésung, so
dass man versucht, moglichst kleine Bereiche zu trunkieren. Eine weit verbreitete Tech-
nik ist die 2/3—Regel von Orszag. Diese erweist sich zwar nicht als optimale Methode
hinsichtlich der resultierenden effektiven Auflésung, ist jedoch hinreichend gut und dar-
tiber hinaus einfach zu implementieren (s. auch [Boy00]). Sei kmax die hochste aufgeloste
Wellenzahl, dann sieht die 2/3-Regel vor, alle Fourierkomponenten der Wellenzahlen mit
|k| > %kmax auf Null zu setzen. Im Falle des obigen Beispiels gilt das fiir alle Wellen-
zahlen j mit j > g. Anhand der Skizze A.4 macht man sich klar, dass durch dieses
Nullen der Wellenzahlen im Falle einer quadratischen Nichtlinearitét der Form (A.44)

keine Aliasingeffekte mehr auftreten kdnnen.

A.4 Kubische Interpolation

Die statistischen Auswertungen dieser Arbeit beziehen sich hauptséchlich auf Lagran-
gesche Grofen. Wie eingangs erwdhnt sollen die Orte, Geschwindigkeiten, Beschleuni-
gungen und Vortizitdten entlang der Teilchentrajektorien aufgezeichnet werden. Da sich
ein Lagrangeteilchen im Allgemeinen nicht auf einem Gitterpunkt befindet, miissen die
interessierenden Grofen aus den benachbarten Gitterpunkten interpoliert werden. Ein-
fithrende Kapitel zu diesem Thema finden sich in [PFTV86|. Ein ausfiihrlicher Vergleich
verschiedener Interpolationsschemata wird in [YP88] angestellt.

Bei jedem Zeitschritt kommt es bei der Interpolation zu einem Fehler. Dieser Inter-
polationsfehler resultiert beispielsweise darin, dass ein Lagrangeteilchen an einen etwas

117



A Direkte numerische Simulation

7

Abbildung A.4: 2/3-Regel von Orszag. Die Werte der komplexen Exponentialfunktion lie-
gen auf dem Einheitskreis. Die Multiplikation zweier Exponentialfunktionen entspricht in dieser
Polardarstellung einer Addition zweier Winkel. Schematisch angedeutet ist die Lage der Wel-
lenzahlen. Der grau schraffierte Bereich kennzeichnet den Teil der Wellenzahlen, fiir den die
Fourierkomponenten c¢; auf Null gesetzt werden. Als Beispiel wird die Addition zweier Wellen-
zahlen j; und jo dargestellt. Die resultierende Wellenzahl fillt in den verbotenen Bereich, und
der entsprechende Fourierkoeffizient wird auf Null gesetzt.
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falschen Ort fortbewegt wird. Gerade fiir Untersuchungen zu ortsabhingigen Grofen
wie Diffusion kann es dadurch zu erheblichen Fehlern kommen, gerade wenn Mehrteil-
chenstatistiken betrachtet werden. Der Wahl des Interpolationsschemas muss besondere
Aufmerksamkeit geschenkt werden. Die Autoren von [YeuOl| kommen zu dem Ergeb-
nis, dass lineare Interpolation inadédquat ist. Weit verbreitet ist die Einschétzung, dass
kubische Splines fiir eine hohe numerische Qualitdt biirgen, allerdings sind diese recht
aufwéndig zu berechnen. Einen guten Kompromiss zwischen Rechenaufwand und nume-
rischer Qualitdt stellen kubische Polynome dar. In diesem Abschnitt sollen kurz zwei
Verfahren aus [PFTV86]| vorgestellt werden, namlich die kubische zweidimensionale und
die bikubische Polynominterpolation. Beide Verfahren arbeiten mit Polynomen dritten
Grades, verfolgen dabei jedoch einen unterschiedlichen Ansatz.

Zweidimensionale kubische Polynominterpolation

Die kubische zweidimensionale Interpolation fiihrt zwei eindimensionale Interpolationen
durch. Dazu wird zunéchst in einer Richtung anhand von vier umgebenen Stiitzstellen
ein kubisches Polynom bestimmt. Das geschieht mit dem Newtoninterpolationsverfahren.
Dieses arbeitet mit sogenannten héheren Steigungen, welche iterativ definiert sind durch

[xi] = wi (A.45)
oy xiq1] = LY (A.46)
Tip1 — T
[xi7 Tigt, xi—l—Q] _ [$i+2, $i+1] - [mia xi+1] (A47)

Tit2 — X5
(A.48)

Man erkennt leicht, dass es sich bei diesen hoheren Steigungen um Sekantensteigun-
gen, also letztlich um diskretisierte Ableitungen handelt. Folglich ldsst sich das Po-
lynom in einer Art diskreten Taylorreihe darstellen. Bei vier gegebenen Stiitzstellen
{(z1,91), (x2,2), (z3,¥3), (£4,y4)} einer Funktion f € C* ergibt sich fiir den gesuch-
ten Funktionswert f(z) an der Stelle x

f(x) = [z1] + [x1, x2](x — 21) + [71, 22, 23] (T — 1) (T — 22) (A.49)
+[x1, x2, 23, x4)(x — 1) (T — T2) (T — 23) + R5(x). (A.50)

Bei R5 handelt es sich analog zur gewohnlichen Taylorformel um das Restglied, das eine
Abschétzung des Fehlers zulésst,

Rs = oo Q) (& = ) — ) — 25) (& — 22) (A51)

mit einem gewissen ( € [z1,z4]. Das somit bestimmte Polynom ist eindeutig, daher
entspricht es dem Polynom, das mit einem anderen Verfahren, z.B. der Lagrangeinter-
polation, bestimmt wird.
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Abbildung A.5: Algorithmus fiir die kubische zweidimensionale Interpolation. Die zweidimen-
sionale Interpolation wird auf eindimensionale Interpolationen zuriickgefiihrt (s. Text). Die ein-
dimensionale Interpolation kann beispielsweise mit dem Newtonverfahren erfolgen.

Sei nun eine Funktion f : R? — R an den Stiitzstellen {(z;,y;);1 <i<4,1<j <4}
gegeben. Gesucht ist der interpolierte Wert an der Stelle (x,y). Um die eindimensionale
Newtoninterpolation nun auf zwei Dimensionen zu erweitern, geht man wie folgt vor.
Zunéchst werden vier eindimensionale Interpolationen in z-Richtung durchgefiihrt:

L. {(xiayj);l <i< 47j = 1} - f(xayl)
2. {(i,y5);1 <i < 4d,j =2} — f(z,0)
3. <i<4,j=3} — f(x,y3)

)

);
{(@s,y5);
4. {(zi, y5);

Schlieflich wird eine weitere Interpolation in y-Richtung durchgefiihrt:

5. {f(z,y;);1<j <4} — f(z,y),

Damit ist der gesuchte Funktionswert interpoliert, Abbildung A.4 verdeutlicht diesen Al-
gorithmus. Dieses Verfahren liegt allen vorgestellten Simulationsergebnissen zu Grunde.

1<

Bikubische Interpolation

Das im obigen Abschnitt vorgestellte zweidimensionale Interpolationsverfahren wird auf
ein eindimensionales Verfahren zuriickgefiithrt. Vom mathematischen Ansatz her geht
es also nicht von der Zweidimensionalitdt des Problems aus. Eine Folge ist, dass das
Verfahren keine Mischterme der Variablen x und y beriicksichtigt. Die M6glichkeit einer
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Abbildung A.6: Fiir die bikubische Interpolation werden die Funktionswerte und Ableitungen
an den vier umliegenden Gitterpunkten benétigt. Da die Ableitungen dort meistens nicht explizit
bekannt sind, bendtigt man weitere Gitterpunkte, um diese durch Bildung finiter Differenzen zu
approximieren.

vollen zweidimensionalen Interpolation bietet das bikubische Verfahren, das hier nur kurz
vorgestellt werden soll. Eingehendere Erklarungen finden sich in [PFTV86].

Bei der bikubischen Interpolation wird die Funktion f an der gesuchten Stelle (z,y)
durch ein kubisches Polynom interpoliert. Fiir die Bestimmung des Polynoms benotigt
man nur vier umliegende Gitterpunkte, an diesen miissen jedoch die Funktion selbst, die
ersten Ableitungen %, g—g und die gemischte Ableitung % bekannt sein. Wird das
Polynom direkt an den einzelnen Gitterpunkten ausgewertet, ergeben sich diese vorgege-
benen Werte. Das Verfahren erzwingt also eine Stetigkeit der Funktion selbst sowie der
genannten Ableitungen. Da jedoch meist nur die Funktionswerte selbst, aber nicht ihre
Ableitungen bekannt sind, braucht man letztlich doch die sechzehn umgebenden Gitter-
punkte wie bei der kubischen zweidimensionalen Interpolation. Aus ihnen kénnen dann
durch Bildung finiter Differenzen die Ableitungen approximiert werden. Haufig formuliert

man das Polynom in lokalen Koordinaten,

r — I

t = —— und (A.52)
Ty — 1

w = LY (A.53)
Y2—UN

Das kubische Polynom in zwei Variablen lautet dann

4
flx,y) = Z Cij it d (A.54)

i,j=1

mit zu bestimmenden Koeffizienten ¢;;. Bildet man von diesem Ausdruck die oben ge-
nannten Ableitungen, so entsteht ein einfaches lineares Gleichungssystem, aus dem man
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die ¢;; berechnen kann. Die Losung soll hier nicht explizit angegeben werden. Diese Ko-
effizienten miissen lediglich einmal bestimmt werden und finden sich fest implementiert
in der aus [PFTV86| entnommenen Routine.

Beide vorgestellten Interpolationsverfahren wurden implementiert. Die Subroutinen fiir
die zweidimensionale kubische Interpolation wurden dabei neu entwickelt, diejenigen der
bikubischen Interpolation wurden weitgehend aus [PFTV86| entnommen. Ziel des Ver-
gleichs war es, die Ergebnisse auf Richtigkeit und numerische Qualitdt hin zu tiberpriifen.
Insbesondere war fragwiirdig, ob das erste vorgestellte Interpolationsverfahren aufgrund
der Riickfiihrung auf eindimensionale Interpolationsvefahren Vorzugsrichtungen besitzt.
Eine weitere Frage war, ob die bei der bikubischen Interpolation auftretende Stetigkeit
der Ableitung von Vorteil ist. Die Ergebnisse dieser Tests finden sich in Abschnitt A.6.

A.5 Struktur des DNS-Codes

Dieses Kapitel soll den Aufbau des DNS-Codes erlautern. Das Programm zur numerischen
Simulation der Wirbeltransportgleichung wurde in FORTRAN 90 geschrieben, die grafi-
schen Ausgaben des Vortizitétsfeldes werden darin mit der Bibliothek DISLIN erledigt.
Die Fouriertransformationen fiihrt eine Subroutine aus der Intel Math Kernel Library
(IMKL) durch. Wie im Abschnitt A.2 gesehen, entféllt ein erheblicher Anteil des nume-
rischen Aufwands auf die Fouriertransformation, was zur Folge hat, dass die Rechenzeit
des Programms hauptséchlich durch die Giite der Fouriertransformation bestimmt wird.

Abbildung A.5 zeigt den schematischen Aufbau des Programms in leicht vereinfachter
Weise. Der Aufbau sei kurz erldutert. > Zunichst wird das Programm mit den Anfangs-
bedingungen fiir das Feld und die Lagrangeteilchen initialisiert. Dabei wird die Anfangs-
bedingung bereits dealiased, um eventuell auftretende zu hohe Moden zu entfernen. Auch
das Feld der k-Vektoren, das die spezielle Sortierung der FFT beriicksichtigt, wird ini-
tialisiert. Dann wird die Runge-Kutta-Subroutine aufgerufen. Diese berechnet zunéchst
das Eulersche Geschwindigkeitsspektrum in einer gesonderten Subroutine, bevor es die
Subroutine zur Berechnung der rechten Seite der Wirbeltransportgleichung aufruft. Diese
Subroutine wird viermal fiir jedes k; aufgerufen. Im Falle von ki wird optional iiber das
CFL-Kriterium ein geeigneter Zeitschritt bestimmt. Dann wird die Subroutine zur Inter-
polation der Geschwindigkeit entlang der Trajektorien aufgerufen, die ihrerseits die Sub-
routinen zur Polynominterpolation aufruft. Nach Verlassen der Runge-Kutta-Subroutine
wird eine Subroutine zur Interpolation der Vortizitit entlang der Trajektorien aufgerufen,
die ihrerseits auf die Interpolationssubroutinen zuriickgreift. Anschliefsend berechnet ei-
ne weitere Subroutine die Beschleunigung und interpoliert diese entlang der Trajektorien
mittels der Interpolationssubroutinen. Dann wird die Subroutine fiir die Dateiausgabe
der Trajektorien aufgerufen. Schlieflich wird der Zeitschritt fiir das Feld und die La-
grangeteilchen unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedingungen durchgefiihrt.
Innerhalb des Quelltextes sind an verschiedenen Stellen Diagnostiken fiir die Bestimmung
der Gesamtenergie (aus dem Feld im Orts- sowie Fourierraum und aus den Lagrangeteil-

5Dieser und auch alle anderen Quelltexte finden sich auf der beiliegenden DVD.
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Aufruf: Initialisierung der Anfangsbedingungen und k-Vektoren

Aufruf: Runge-Kutta

L s | Aufruf: rechte Seite der WT-GI.
( Berechnung ki — k4 )

¢

3 Interpolation der Geschwindigkeit
: :

Aufruf: Vortizitdt interpolieren

;

Aufruf: Beschleunigung bestimmen und interpolieren

'

Aufruf: Dateiausgabe Lagrangeteilchen

'

Zeitschritt fiir Feld und Teilchen durchfithren

Abbildung A.7: Schematischer Aufbau des DNS-Codes.
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chen), der Reynoldszahl etc., sowie zur grafischen Ausgabe des Vortizitatsfeldes und der
Trajektorien eingearbeitet. Des Weiteren werden bei der Berechnung der Wirbeltrans-
portgleichung alle Felder notigenfalls dealiased.

A.6 Grenzen der Numerik und Tests

Auch wenn die direkte numerische Simulation ein wertvolles Werkzeug ist, sollte man sich
ihrer Grenzen bewusst sein. Wie bereits erlautert, unterliegen alle numerisch bestimmten
Grofien Fehlern, sei es verfahrensbedingt, aufgrund der Diskretisierung oder der endli-
chen Rechengenauigkeit des Computers. Wie schon erwdhnt handelt es sich bei einer
numerischen Loésung also immer um eine approximative Losung, die allerdings meistens
die beste darstellt, die es gibt. In diesem Kapitel sollen einige Uberlegungen zur nume-
rischen Qualitét erldutert werden. Im Anschluss daran werden Tests vorgestellt, die zur
Absicherung gegen Programmierfehler und zur Einschéatzung der numerischen Qualitét
dienen.

Beschriankung durch die Auflésung

Durch die Diskretisierung auf dem Gitter kann nur eine endlich feine Struktur aufgelost
werden. Fiir den Fall angetriebener Turbulenz wird in der Theorie ein Zusammenhang
zwischen den grofiten und kleinsten auftretenden Strukturen angegeben. Dieser lautet

n ~ Re~il, (A.55)

dabei bezeichnet n die Kolmogorovldnge, [ die grofite auftretende Lénge und Re die
Reynoldszahl. Die Reynoldszahl wird aus der Numerik iiber den Zusammenhang

2/ (u?)

Re = (A.56)
bestimmt. Dabei wird als Systemlénge 27 und als typische Geschwindigkeit die Wurzel
aus dem gemittelten Quadrat der Geschwindigkeit angenommen. Die kleinste Kolmogo-
rovldnge, die vom Gitter aufgelost werden kann, ldsst sich als n = %’r, also als Quotient
aus Systemldnge und Anzahl der Gitterpunkte in einer Dimension d, abschitzen. Die
grofite darstellbare Struktur wird durch die Systemlénge vorgegeben, also [ = 2x. Zu-
sammen mit Gl. (A.55) ergibt sich die Abschétzung

Re ~ d3. (A.57)

Als Konsequenz kann bei einer Auflésung von 10242 Turbulenz bei einer Reynoldszahl von
ca. Re ~ 10000 simuliert werden, bei einer Auflésung von 20482 ergibt sich eine Reynolds-
zahl von Re = 26000. Dabei sind die bendtigte Rechenleistung und der Speicherbedarf
allerdings um den Faktor vier gestiegen. Der in der Kolmogorovtheorie durchgefiihrte
Grenziibergang zu unendlich hoher Reynoldszahl kann daher niemals numerisch aufge-
16st werden. Die gerade gemachte Abschétzung gilt fiir getriebene Turbulenz. Sie bietet
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Abbildung A.8: Problem der Selbstwechselwirkung. Aufgrund der periodischen Randbedin-
gungen wechselwirkt eine grofle Wirbelstruktur mit sich selbst.

eine Einschétzung der Gréfenordnung der zu erwartenden stabilen Reynoldszahl. Wahlt
man eine etwas hohere Reynoldszahl, so sorgt das Dealiasing fiir das Wegschneiden ho-
herer Moden, d.h. die Simulation bleibt {iber begrenzte Bereiche auch bei Verletzung
von Gl. (A.57) stabil. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch u.a. zerfallende Turbulenz
behandelt. Aufgrund der inversen Energiekaskade verschmelzen dabei feine Strukturen
zu immer groferen Wirbeln, d.h. die Gréfse der aufzulésenden Strukturen nimmt mit der
Zeit zu. Das ermoglicht es, tiber die Abschéatzung (A.57) hinauszugehen, ohne dabei die
numerische Stabilitét zu riskieren.

Selbstwechselwirkung

Nicht nur bei der Untersuchung moglichst feiner Strukturen treten numerische Probleme
auf, auch bei der Betrachtung grofser Strukturen ist Vorsicht geboten. In dieser Arbeit
werden unter anderem einzelne Wirbelstrukturen untersucht. Teilweise werden diese mit
Hilfe der DNS simuliert. Um dabei moglichst grofse Teile des Gitters zu nutzen, sollte
die Struktur moglichst groft sein. Aufgrund der dem Pseudospektralverfahren inhéren-
ten periodischen Randbedingungen wechselwirkt eine grofe Struktur mit sich selbst, wie
Abbildung A.8 verdeutlicht. Dabei kommt es zu Verzerrungen des Geschwindigkeitsfel-
des und schliefilich des Vortizitatsfeldes, die unphysikalisch sind. Die Strukturen deut-
lich kleiner zu wéahlen vermindert zwar dieses Problem, die tatséchliche Auflosung der
Simulation nimmt dadurch jedoch ab, was sich beispielsweise lokal in einem stérkeren In-
terpolationsfehler &dufsert. Insgesamt muss man versuchen, diese Faktoren gegeneinander
auszubalancieren.
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Abbildung A.9: Numerischer Test der mittleren Energie, beispielhaft bei einer Simulation
zerfallender Turbulenz. Dargestellt ist die mittlere Energie aus: a) dem Geschwindigkeitsfeld im
Ortsraum, b) der Vortizitdt im Fourierraum, c¢) dem integrierten Energiespektrum und d) den
Lagrangeteilchen. Die aus den Feldern bestimmten Grofen stimmen nahezu perfekt iiberein,
erst bei extremer Vergrofierung sind leichte Abweichungen zu erkennen. Die mittlere Energie der
Tracer fluktuiert stiarker (s. Text). (Index decay-1)

Mittlere Energie und Energiequotient

Um die verschiedenen im Simulationsablauf berechneten Felder und Trajektorien auf
Konsistenz zu iiberpriifen, wird die mittlere Energie FE auf verschiedene Arten berechnet
und miteinander verglichen. Gravierende Fehler sollten dabei auffallen. Berechnet wurde
die mittlere Energie aus

a) den Geschwindigkeitsfeldern im Ortsraum,
b) dem Vortizitétsfeld im Fourierraum,

c¢) dem integrierten Energiespektrum,

d) den Lagrangeteilchen.

Wie Abbildung A.9 zeigt, stimmen die Feldgrofien nahezu perfekt iiberein. Daraus kann
der Schluss gezogen werden, dass schwerwiegende Fehler, wie z.B. Normierungsfehler, bei
der Fouriertransformation auszuschliefsen sind. Des Weiteren ist dieser Test ein Hinweis,
dass auch die Normierung der Spektrumsberechnung korrekt ist. Die aus den Lagrange-
teilchen bestimmte mittlere Energie fluktuiert deutlich stérker. Das hat zum einen damit
zu tun, dass es durch die Interpolation zu Fehlern kommt. Da es insbesondere bei der
Untersuchung von grofskaligen Strukturen verstirkt zu systematischen Abweichungen
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Abbildung A.10: Numerischer Test: Energiequotient ¢(¢) am Beispiel derselben Simulation.
Die Abweichungen betragen weniger als 2%.

kommt, wird dieser Punkt gesondert in A.6 untersucht. Dariiber hinaus ist die statis-
tische Abdeckung des Feldes nicht perfekt. Bei der in den vorgestellten Simulationen
iiblichen Teilchenzahl von 16384 und einer Auflésung von 1024% Gitterpunkten betrigt
die Teilchendichte ein Teilchen pro 64 Gitterpunkten.b

Diese Problematik fiihrt natiirlicherweise auf die Definition des Energiequotienten.

Dieser ist definiert als
o ETracer(t)

at) = FEreia(t)

Abbildung A.10 zeigt beispielhaft ¢(¢) fiir eine typische Simulation. Man erkennt eine
Fluktuation von ¢(t) um eins. Ware die Simulation perfekt, so miisste sich ein ¢(t) = 1
ergeben. Die Abbildung lasst dennoch eine niedrige Abweichung und somit eine hohe
numerische Qualitdt erkennen. Die Grofe ¢(t) dient bei den Simulationen dazu, die nu-
merische und statistische Qualitdt der gewonnenen Trajektoriendaten abzusichern und
systematische Abweichungen auszuschliefsen.

(A.53)

CFL-Tests

Um zuverlissige qualitative und quantitative statistische Aussagen iiber die Teilchentra-
jektorien treffen zu konnen, ist es wichtig, die auftretenden Fehler moglichst gering zu
halten. Bei der Untersuchung der einzelnen kohdrenten Strukturen ist im Rahmen dieser
Arbeit ein systematisches Abweichen der Teilchenbahnen von den theoretisch vorherge-

5Diese Teilchendichte ist deutlich besser als in aktuellen dreidimensionalen Simulationen.
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Abbildung A.11: Systematisches Abweichen durch numerische Ungenauigkeiten. Dargestellt
ist eine typische Trajektorie in einem Lambwirbel, die auf einer Kreisbahn laufen sollte. Die
Abweichungen steigen mit wachsender CFL-Zahl. Zu beriicksichtigen ist jedoch auch, dass bei
hoherer CFL-Zahl bei gleicher Iterationszahl eine lingere physikalische Zeit simuliert wird. (Index
cfl-vgl)
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Abbildung A.12: Systematische Abweichung beim Energiequotienten ¢(t) fiir verschiedene
CFL-Zahlen A € {0.1,0.25,0.5,0.75}. Die Abweichungen sind deutlicher bei héherer CFL-Zahl.
Bei dieser Abbildung wird die Iterationszahl konstant bei 30000 gehalten, die physikalisch simu-
lierte Zeit ist bei einer CFL-Zahl von 0.1 deutlich geringer.
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sagten beobachtet worden. Im Falle des Lambwirbels (s. Kapitel 3) sollten die Trajek-
torien ndmlich Kreisbahnen sein, jedoch beobachtet man ein leichtes Hinausspiralen der
Lagrangeteilchen, obwohl alle Simulationsparameter in den Grenzen des bekannten Sta-
bilitatsbereiches liegen. Eine genauere Untersuchung des Problems ergibt, dass neben der
Auflésung der Simulation auch der gewéhlte Zeitschritt eine grofe Rolle spielt. Fiir die
Stabilitdt der Integration der Wirbeltransportgleichung ist dies zwar schon in Abschnitt
A.3 untersucht worden, allerdings macht das CFL-Kriterium dabei keine Aussage, wie
grofs der Fehler der Positionen der mitgefiihrten Teilchen ist.

Die Autoren von [YP88] kommen bei der systematischen Untersuchung verschiedener
Interpolationsalgorithmen und CFL-Werte zu dem Ergebnis, dass ab einer CFL-Zahl, die
kleiner als 0.5 ist, keine signifikanten Abweichungen der Trajektorien mehr zu beobach-
ten sind. Allerdings wurden die genannten Untersuchungen bei kleineren Gitterauflosun-
gen durchgefiihrt, so dass bei den betrachteten Feldern dann eher Diskretisierungsfehler
etc. zum Tragen kamen. Um in dieser Arbeit die Simulationsqualitét zu {iberpriifen,
wurde ein typischer Testfall simuliert. Als Anfangsbedingung der Vortizitdt wird eine
Gaufsglocke gewahlt; diese entspricht dem in Kapitel 3 untersuchten Lambwirbel. Die
Simulationen wurden dann bei eingeschaltetem adaptiven Zeitschritt durchgefiihrt. Als
CFL-Zahl wurden 0.1, 0.25, 0.5 und 0.75 gewéhlt. In Abbildung A.11 ist eine typische
Trajektorie abgebildet. Man erkennt, dass die systematischen Abweichungen bei héherer
CFL-Zahl zunehmen. In der Abbildung wird der Effekt dadurch verstéirkt, dass eine feste
Iterationszahl gewéhlt wurde, so dass die Trajektorien eine unterschiedliche physikalische
Simulationsdauer aufweisen. Einen Vergleich in Bezug auf die physikalisch simulierte Zeit
bietet Abbildung A.12. Hier wird der Energiequotient in Abhéngigkeit der physikalisch
simulierten Zeit gezeigt. Bei einer CFL-Zahl von 0.1 wird ¢(¢) ~ 1 erreicht. Gleichzeitig
ist die physikalisch simulierte Zeit dufserst gering. Zum Vergleich: Um dieselbe physi-
kalische Zeitdauer zu simulieren, steigt der Rechenaufwand bei einer CFL-Zahl von 0.1
um den Faktor 7.5 gegeniiber einer CFL-Zahl von 0.75. Um einen Kompromiss zwischen
Rechenaufwand und numerischer Qualitét zu schliefsen, wird bei allen in den iibrigen
Kapiteln vorgestellten Simulationen eine CFL-Zahl von 0.25 gewahlt.

Zu guter Letzt soll fiir das vorliegende Beispiel ein Blick auf die Entwicklung des
Zeitschritts in Abhéngigkeit der Iterationen geworfen werden, Abbildung A.13 gibt hier
Auskunft. Die Schrittgrofe wéchst bei dem vorliegenden Beispiel linear mit den Itera-
tionen, allerdings mit unterschiedlichen Steigungen. Die kontinuierliche Entwicklung des
Zeitschritts weist darauf hin, dass die Simulation in einem numerisch stabilen Bereich
durchgefiihrt wird. In den Simulationen, die zu statistischen Auswertungen herangezogen
werden, wird jedoch immer mit konstanter Schrittweite gerechnet. All diese Betrachtun-
gen lassen den Schluss zu, dass mit einem geniigend hohen Rechenaufwand die beschrie-
benen Fehler zu minimieren sind. Das Problem der systematischen Abweichung macht
sich besonders stark bei der Untersuchung grofsskaliger Strukturen bemerkbar, doch auch
bei zerfallender oder getriebener Turbulenz tritt es auf. Dort mitteln sich die Fehler in
der Regel jedoch zu einem gewissen Grad statistisch aus. Welche Auswirkung die vor-
liegende Problematik auf ortsraumbezogene Grofen wie z.B. Diffusionskoeffizienten hat,
bleibt zu untersuchen.
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A Direkte numerische Simulation
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Abbildung A.13: Zeitschritt in Abhéngigkeit der Iterationen. Die Schrittgrofe wichst linear
mit den Iterationen.

Vergleich der Interpolationsverfahren

Die in Abschnitt A.4 vorgestellten Interpolationsverfahren sollen anhand einer Lambwir-
belkonfiguration kurz miteinander verglichen werden. Der Zeitschritt wurde dabei fest
mit einer zugehorigen CFL-Zahl A < 0.25 gewéhlt. Abbildung A.14 zeigt eine typische
Trajektorie. Beide Interpolationsverfahren zeigen nahezu identische Ergebnisse. Erst bei
extremer Vergroferung kann ein Unterschied erkannt werden. Es kann der Schluss ge-
zogen werden, dass sich beide Interpolationsverfahren fiir die vorliegenden Erfordernisse
als gleichwertig erweisen. Die etwas hohere Genauigkeit des einen und die Stetigkeitsvor-
teile der anderen scheinen in diesem Zusammenhang von vernachlissigbarer Bedeutung
zu sein. Gleichzeitig kann aufgrund dieses Tests den Interpolationsroutinen Vertrauen
geschenkt werden. Der vorgestellte Test wird mit einer einzelnen grofiskaligen Struktur
durchgefiihrt. Im Falle zerfallender oder getriebener Turbulenz ist zu erwarten, dass die
Trajektorien nicht fiir alle Zeiten perfekt iibereinstimmen. Da es sich in den genannten
Féllen um chaotische Systeme handelt, sorgen die auftretenden minimalen Abweichun-
gen zu einem Auseinanderlaufen der Trajektorien. Im statistischen Mittel ist jedoch kein
Unterschied zu erwarten.

Vergleich mit einem unabhiangigen Code

Als ultimativer Test wurde der vorliegende FORTRAN 90 Code mit einem zweiten unab-
héngigen Code tiberpriift [KamO06b]|. Dieser Code wurde in C' 4 + geschrieben und be-
nutzt als Fouriertransformationsroutine die FFTW. Alle benutzten Subroutinen wurden
unabhingig vom vorliegenden Code geschrieben, lediglich konzeptionelle Ahnlichkeiten
bestehen. Die Interpolationsverfahren sowie die Dateiausgabe sind vollkommen unab-
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A.6 Grenzen der Numerik und Tests
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Abbildung A.14: Vergleich der Interpolationsverfahren anhand einer einzelnen Trajektorie:
a) bikubische Interpolation, b) zweidimensionale kubische Interpolation. Von oben nach unten:
Ortskoordinate z(t), Geschwindigkeitskomponente u,(t) und Beschleunigungskomponente a,(t).
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Abbildung A.15: Vergleich der unabhéingigen Programme anhand einer einzelnen Trajektorie:
a) FORTRAN-Code, b) C++-Code. Von oben nach unten: Ortskoordinate z(t), Geschwindigkeits-
komponente u,(t) und Beschleunigungskomponente a,(t). (Index code-vgl)

131



A Direkte numerische Simulation

héngig von diesem Code konzipiert, so dass ein exemplarischer Vergleich bei identischen
Anfangsbedingungen nahezu identische Ergebnisse liefern sollte. Als Anfangsbedingung
wurde ein sogenannter Lambwirbel (siehe dazu Kapitel 3) gewéhlt und Trajektorien,
Verteilungsfunktionen und Autokorrelationsfunktionen verglichen. Als Beispiel wird in
Abbildung A.15 eine Trajektorie gezeigt. Die Ubereinstimmung zeigte sich im Rahmen
der Rechengenauigkeit als perfekt. Mit diesen Tests kann die Moglichkeit schwerer Fehler
im Programm als gering eingeschétzt werden.
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B Zusatzmaterialien

B.1 DVD

Um die Reproduzierbarkeit und Uberpriifbarkeit der vorgestellten Ergebnisse zu sichern,
liegt der Arbeit eine DVD mit Quellcodes, Anfangsbedingungen und Animationen bei.
Die Verzeichnisstruktur ist wie folgt:

/ani-ab/ Animationen, Anfangsbedingungen
/quelltexte/2d-dns/dns/ Quelltext zur DNS
/quelltexte/2d-dns/tools/ Auswertetools zur DNS

/quelltexte/3d-modell/einzelwirbel/  Visualisierung einzelner Burgerswirbel
/quelltexte/3d-modell/wirbelsequenz/ Programm fiir Sequenz aus Wirbeln
/zusaetzliche-dokumente/ zusétzliche Dokumente
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B Zusatzmaterialien

B.2 Simulationsdetails

Hier finden sich tabellarisch die Parameter der verschiedenen Simulationen. Fiir jede Si-
mulation wird die Anzahl der Zeitschritte steps, die Anzahl der Gitterpunkte in einer
Dimension dm, die Anzahl der Lagrangeteilchen ntracer, die Viskositét v, der Zeitschritt
dt und das Intervall out, indem die Dateiausgabe erfolgt, angegeben. Auf der beiiegenden
DVD findet man Anfangsbedingungen und Animationen der Simulationen im Verzeich-
nis /ani-ab/. Fiir die einzelnen Simulationen findet man jeweils ein mit dem Simulati-
onsindex bezeichnetes Unterverzeichnis. Die Anfangsbedingungen fiir die Simulationen
cfl-vgl, int-vgl und code-vgl liegen nicht bei, da es sich um numerische Tests mit
teilweise modifizierten Programmversionen handelt.

lamb-1 lamb-2 lamb-3
steps 60000 steps 60000 steps 60000
dm 1024 dm 1024 dm 1024
ntracer 16384 ntracer 4096 ntracer 16384
v 0.0001 || v 0.0001 || v 0.0001
dt 0.001 dt 0.001 dt 0.001
out 40 out 40 out 40
lundgren-1 lundgren-2
steps 60000 steps 60000
dm 1024 dm 1024
ntracer 16384 ntracer 4096
v 0.0001 || v 0.0001
dt 0.001 dt 0.001
out 40 out 40
decay-1 decay-2
steps 100000 || steps 100000
dm 1024 dm 1024
ntracer 16384 ntracer 4096
v 0.0004 v 0.0004
dt 0.0005 dt 0.0005
out 40 out 40
cfl-vgl int-vgl code-vgl
steps 30000 steps 60000 steps 15000
dm 1024 dm 1024 dm 1024
ntracer 16384 ntracer 16384 ntracer 16384
v 0.0001 || v 0.0001 || v 0.0001
dt 0.0035 || dt 0.001 dt 0.0035
out 20 out 40 out 10
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