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Einleitung

Komplexe Systeme sind von enormer Wichtigkeit und beeinflussen uns in nahezu al-
len Bereichen des Lebens, betrachtet man nur das Klima, die Finanzmarkte oder das
Leben selbst als Beispiele. Daher erlangten komplexe Systeme in den letzten Jahrzehnten
zunehmend mehr Aufmerksamkeit in der Wissenschatft.

Unter diesem Schlagwort fasst man Systeme zusammen, die aus einer groen Anzahl
von Subsystemen bestehen, deren gegenseitige Wechselwirkung als mehr oder weni-
ger komplex angesehen werden kann [21]. Werden solche Systeme durch einen Strom
von Energie, Materie, Geld oder Nahrung, je nachdem, was in dem betrachteten Sys-
tem relevant ist, aus dem Gleichgewicht getrieben, kdnnen sie die Fahigkeit besitzen,
aus sich heraus makroskopische, geordnete Strukturen zu entwickeln, ohne dass die-
se dem System von aullen aufgeprigt werden. Dieses Phanomen bezeichnet man als
Selbstorganisation.

Selbstorganisationsprozesse entstehen durch meist nichtlineare Wechselwirkungen
einer grollen Anzahl von Subsystemen. Den Modellgleichungen, die diese Wechsel-
wirkungen beschreiben, kann man jedoch im Allgemeinen nicht “ansehen”, welche
Strukturen sie produzieren. Ein besseres Verstdndnis der Mechanismen, nach denen
Selbstorganisation funktioniert, wird im Rahmen der Synergetik [23, 24]!, einer in den
1970er Jahren entstandenen Theorie {iber Selbstorganisation, erlangt. Danach entstehen
makroskopische Strukturen, indem einige wenige kollektive Grélen, in der Theorie als
Ordnungsparameter bezeichnet, die Dynamik des Systems beherrschen und die verblei-
benden Freiheitsgrade unterwerfen.

Die Problemstellung, mit der sich diese Arbeit beschiftigt, besteht darin, aus der
Analyse von Messdaten komplexer Systeme zu einem Modell in Form von Ordnungs-
parametergleichungen zu gelangen. Diese Problematik ist kein volliges Neuland. Um
die Jahrtausendwende wurde eine Methode [12, 49] entwickelt, die es unter bestimmten
Voraussetzungen erlaubt, deterministische (Drift) und stochastische (Diffusion) Anteile
von Bewegungsgleichungen aus Zeitreihen von Messgrollen getrennt voneinander zu
extrahieren (s. Abschnitt 1.8). Dadurch l&sst sich ein Modell in Form langevinartiger sto-
chastischer Differentialgleichungen oder dazu dquivalenter Fokker-Planck-Gleichungen
gewinnen. Diese Methode wurde mittlerweile zur Analyse vieler komplexer Systeme

IEtwaigen Lesern, die sich selbst als naturwissenschaftliche Laien bezeichnen wiirden, sei das in weiten
Teilen allgemein verstandliche Buch [22] empfohlen.



2 Einleitung

aus verschiedenen Bereichen wie Physik [10], Medizin [15] oder Finanzwirtschaft [11]
angewendet.

Im Rahmen dieser Arbeit wird obiges Verfahren verwendet, um das Verhalten einer
kollektiven Variablen aus einem Modellsystem zu analysieren, wobei die Daten synthe-
tisch, d. h. durch numerische Simulationen, erzeugt werden. Das Modellsystem besteht
aus einer grof3en Anzahl identischer, miteinander gekoppelter, verrauschter Oszillatoren
in einem bimodalen Potential im Grenzfall starker Ddmpfung. Die kollektive Variable ent-
spricht dabei dem Mittelwert aller Oszillatorzustdnde und kann als Ordnungsparameter
betrachtet werden.

Dieses System zeigt ein fiir komplexe, selbstorganisierende Systeme typisches Phéa-
nomen, ndmlich die Riickkopplung zwischen mikroskopischen Freiheitsgraden und
Ordnungsparametern. Das Verhalten des Ordnungsparameters, hier die mittlere Os-
zillatorvariable, ergibt sich aus den Zustdnden samtlicher einzelner Oszillatoren, den
mikroskopischen Freiheitsgraden. Jeder dieser Oszillatoren wird hingegen durch die
Kopplung mit allen anderen Oszillatoren maligeblich durch den Ordnungsparameter
beeinflusst. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von zirkularer Kausalitit. Das
gleiche Phanomen findet man beispielsweise auch im Laser, dem Musterbeispiel der
Synergetik [23]. Ein weiterer Grund, weshalb dieses System von allgemeinem wissen-
schaftlichen Interesse ist, besteht in der iiberraschend starken stochastischen Resonanz?,
die man bei der Variation verschiedener Systemparameter beobachtet [5, 38, 40]. Ein
qualitatives Verstdndnis dieser Effekte wiirde durch die Kenntnis einer effektiven ein-
dimensionalen stochastischen Bewegungsgleichung, die das Verhalten der kollektiven
Variablen beschreibt, erheblich vereinfacht werden [17, 39]. Eine solche Gleichung kann
jedoch analytisch nicht exakt abgeleitet werden. Daher wird das oben erwdhnte Verfah-
ren zur Schitzung von Drift und Diffusion dazu verwendet, auf numerischem Wege zu
einem effektiven Modell zu gelangen.

Ein bisher ungel6stes Problem bei der Analyse von komplexen Systemen, deren Bewe-
gungsgleichungen weder auf mikroskopischer noch auf makroskopischer Ebene bekannt
sind, besteht in der Identifikation von Ordnungsparametern. Dies ist insbesondere bei
der Analyse raumzeitlicher Daten von Bedeutung. In der Ndhe von Instabilitdten ldsst
sich ein raumzeitliches Signal eines komplexen Systems durch eine Uberlagerung stabiler
und instabiler raumlicher Moden darstellen. Die Amplituden der instabilen Moden fun-
gieren dabei als Ordnungsparameter und dominieren die Dynamik des Systems, die sich
im Wesentlichen auf einer invarianten Mannigfaltigkeit abspielt. Zur Identifikation von
Ordnungsparametern und invarianten Mannigfaltigkeiten werden in dieser Arbeit neue
Methoden aus der Theorie der Synergetik heraus entwickelt und an einem einfachen
Modellsystem getestet. Die Abbildung auf der Titelseite zeigt das Driftvektorfeld, die
farbkodierte Verbundwahrscheinlichkeitsdichte sowie die invariante Mannigfaltigkeit
dieses Modellsystems.

Die Arbeit gliedert sich in vier Kapitel. Das erste Kapitel beinhaltet eine Einfiihrung

2, [14] fiir einen Ubersichtsartikel iiber stochastische Resonanz
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in die Theorie der stochastischen Prozesse, welche bei der Beschreibung komplexer
Systeme eine wichtige Rolle spielen. Im zweiten Kapitel werden einige Grundprinzipien
der Synergetik eingefiihrt. Die oben erwdhnte Analyse der Ordnungsparameterdyna-
mik eines Modellsystems gekoppelter Oszillatoren ist Gegenstand des dritten Kapitels.
SchlieBlich widmet sich das vierte Kapitel der Identifikation von Ordnungsparametern
und invarianten Mannigfaltigkeiten.

Da die Kapitel 3 und 4 weitgehend unabhéngig voneinander entstanden sind, werden
die erzielten Resultate jeweils am Ende der Kapitel zusammengefasst und diskutiert. Auf
eine Zusammenfassung der Arbeit als ganzes wird verzichtet.






1. Stochastische Prozesse

Durch das in der Einleitung angesprochene Ordnungsparameterkonzept gelangt man zu
einer makroskopischen Beschreibung komplexer Systeme mit einer stark reduzierten An-
zahl von Freiheitsgraden. Den nicht beriicksichtigten mikroskopischen Freiheitsgraden
wird in den Ordnungsparametergleichungen durch Rauschterme Rechnung getragen;
folglich haben wir es mit stochastischen Prozessen zu tun. Daher werden in diesem
Kapitel einige fiir das Weitere unverzichtbare Begriffe und Zusammenhénge aus diesem
Bereich dargestellt. Dazu werden im ersten Abschnitt der Wahrscheinlichkeitsbegriff
sowie die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir univariate Zufallsvariablen {iber Grenzwerte von
Haufigkeiten eingefiihrt und im darauf folgenden Abschnitt auf multivariate Zufallsva-
riablen verallgemeinert. Es wird dabei mehr Wert auf die Vermittlung eines intuitiven
Verstdndnisses der Begriffe als auf mathematische Exaktheit gelegt. Der dritte Abschnitt
beschiéftigt sich mit der Schitzung von Wahrscheinlichkeitsdichten aus Stichproben.
In den darauf folgenden Abschnitten geht es dann schlielllich um zeitabhingige Zu-
fallsvariablen, also um stochastische Prozesse. Der dabei eingeschlagene Weg fiihrt uns
von Markov-Prozessen iiber Langevin-Gleichungen zur Fokker-Planck-Gleichung. Dabei
wird jeweils nur der eindimensionale Fall behandelt. Schlieflich widmet sich der letzte
Abschnitt einer Methode zur Schitzung von Kramers-Moyal-Koeffizienten aus Daten. Als
hauptsichliche Quellen fiir dieses Kapitel dienen [45] und [42].

1.1. Einige grundlegende Begriffe der Stochastik

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment, dessen Ausgang nicht vorhersagbar ist. Den
Ausgang eines Zufallsexperimentes bezeichnet man als Ereignis, die Menge aller mégli-
chen Ereignisse als Ergebnismenge Q. Ordnet man jedem Ereignis eine Zahl zu, bezeich-
net man diese Zahl als Zufallsvariable oder stochastische Variable ¢:

&0-0cR. (1.1)

Beispielsweise gibt es beim klassischem Miinzwurf die Ereignisse “Kopf” oder “Zahl”.
Wir kénnen nun eine stochastische Variable ¢ definieren, die beim Ereignis “Kopf” die
Zahl 1 annimmt und beim Ereignis “Zahl” die Zahl 42. Die Zahlen 1 und 42 sind dann
Realisationen von ¢. In diesem Beispiel ist Q2 = {“Kopf”, “Zahl”} und Q' = {1,42}.
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Wirft man obige Miinze N mal, werden die Realisationen 1 bzw. 42 mit den Hdufig-
keiten Hg (1) bzw. He y(42) auftreten, wobei Hg (1) + He y(42) = N ist. Teilt man die
Haufigkeiten der jeweiligen Realisationen durch die Anzahl N der Miinzwiirfe, erhalt
man die relativen Héufigkeiten

He n (1)

N Vie', 1.2)

he N(D) =
die offensichtlich der Beziehung

1
he N(1) + he n(42) = N [He n(D) + He n(42)] =1 (1.3)
geniigen. Als Wahrscheinlichkeit, bei einem Miinzwurf die Realisation i zu erhalten,
definieren wir

Pe(i)= lim hen(i). (1.4)

In diesem Beispiel besteht Q' aus abzéhlbar vielen Elementen. Es gibt genau zwei
Realisationen. In der Physik haben wir haufig mit Zufallsexperimenten zu tun, bei denen
es nichtabzidhlbar viele Realisationen gibt. In diesem Fall kann man meist nicht mehr wie
oben eine Wahrscheinlichkeit fiir eine einzelne Realisation definieren. Man kann jedoch
eine Wahrscheinlichkeit fiir eine Teilmenge der Menge aller moglichen Realisationen
definieren, indem wir beispielsweise fragen, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, dass die
Realisation eines Experimentes in einem bestimmten Intervall liegt.

Unterteilen wir ' in nichtiiberlappende Intervalle I,

M
Qcr=1;, (1.5)
j=1

und wiederholen das Experiment N mal, kénnen wir jedem Intervall eine relative Haufig-
keit hy(I;) zuweisen, wobei analog zu Gl. (1.3)

M
Y henUj)=1 (1.6)
j=1

gilt. Die Wahrscheinlichkeit, die Realisation eines Experimentes im Intervall I jzZu finden,
kann dann definiert werden als

Pe(xelj) = 1\1{1_1};() hen(I)) . (1.7)
Um aus den relativen Haufigkeiten den Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte abzuleiten,
fithren wir die Haufigkeitsdichten

- he N(T7)
he (1) =~ (1.8)
1]
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ein, wobei |I;| die Breite des Intervalls I; bedeutet. Ldsst man nun die Anzahl der In-
tervalle M gegen unendlich und gleichzeitig Linge eines jeden Intervalls gegen null
gehen, wird aus der Haufigkeitsdichte eine Funktion, die sich aus einer Summe von
0-Funktionen zusammensetzt:

- - 1 N
henUj) = hen(x) = — ) 6(x—&;) . (1.9)
NS
Dabei stellt ¢; die Realisation der stochastischen Variable beim iten Experiment dar.

Nun kénnen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. probability density function, pdf)
definieren:

fex):= lim he N (x)
1N
= Jim i:Zl(s(x_fi)
=(0(x—-¢)). (1.10)
In der letzten Umformung haben wir den Erwartungswert
1N
() = lim — l_:Zlg(éi) (1.11)

eingefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Realisation von ¢ bei einem Experiment in
einem beliebigen Intervall [a, b] < Q' liegt, lautet damit:

b
P,g(asxsb):ffg(x)dx. (1.12)
a

Aus Gl. (1.10) ergibt sich die Normierungs-Bedingung

ffg(x)dx =1. (1.13)
Q

Ist die pdf einer stochastischen Variablen bekannt, lassen sich damit Erwartungswerte
berechnen:

(g(&) =fg(x)ff(x)dx. (1.14)
Q!
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Dass diese Formel mit der Definition (1.11) {ibereinstimmt, zeigt folgende Rechnung:

(g(&)» =fg(x)fg(x)dx
Q!
1 X
=fg(x)1\llgrgoﬁi;6(x—fi)
Q/

1 ¥
= gim N & | 8008
Q/
1 N
=Igglg>oﬁi221g(6i). (1.15)

Die pdf, die in der Natur am haufigsten vorkommt, ist die Gau3-Funktion

exp(—% (%)2) . (1.16)

1
z (x) =
e ovV2n
Zufallsvariablen, deren pdf eine Gaul3-Funktion ist, nennt man gaufsverteilt oder normal-
verteilt. Der Grund, weshalb so viele Zufallsvariablen gaulverteilt sind, liegt im zentralen
Grenzwertsatz (s. [42]), der hier jedoch nicht behandelt wird.

1.2. Multivariate Wahrscheinlichkeitsdichten

Wir betrachten nun mehrere kontinuierliche stochastische Variablen
&1,....6n e cR™. (1.17)

Jetzt steht ¢; nicht mehr fiir den Wert, den eine stochastische Variable bei der iten Durch-
fiihrung eines Experimentes annimmt, sondern fiir die ite stochastische Variable. Wiirfelt
man beispielsweise mit drei Wiirfeln, kénnte man stochastische Variablen ¢;, ¢» und
¢3 jeweils fiir die Augenzahl eines Wiirfels definieren. Fiihrt man ein Experiment mit r
stochastischen Variablen N mal durch, bezeichnet ¢; ; den Wert, den die ite stochastische
Variable bei der jten Durchfiihrung annimmt. Die r-dimensionale pdf l4sst sich dann als
Verallgemeinerung zu Gl. (1.10) definieren:

1 N r

fevnts e x) = lim — [ Y [[6(xi— &) (1.18)
N=oo IV | j=1i=1

=(0(x1 =€)+ 6(x, —&r)) . (1.19)

Der Ubersichtlichkeit halber benutzen wir im Folgenden die Abkiirzung

frxn,onxn) = fe, e, (X100, %) . (1.20)
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Wir bezeichnen f; als Verbundwahrscheinlichkeitsdichte (engl. joint probability density
function, jpdf).

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Realisation eines Experimentes in einem bestimmten
Bereich Y < ' liegt, ist dann

P(@&1,...¢r)€Y) :ffr(xly---;xr)dxl"'dxr- (1.21)
Y

Der Erwartungswert einer Funktion g(¢y,...,¢,) ist definiert als

<g(€1,...,§r)>=fg(xl,...,xr)fr(xl,...,xr)dxl---dxr. (1.22)
Q!

Neben der jpdf ist eine weitere wichtige Grof3e die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
(engl. conditional probability density function, cpdf). Sie gibt die pdf einer stochastischen
Variablen an unter der Bedingung, dass die anderen stochastischen Variablen feste Werte
annehmen. Bezeichnet man mit p(x;|xy,..., x;) die pdf von ¢; an der Stelle x; unter der
Bedingung, dass die anderen Variablen ¢»,... ¢, die festen Werte xp, ..., x, annehmen, gilt
offenbar der Zusammenhang

fr(xly---;xr) = p(xl|x2;---,xr)fr—l(x2;---,xr) ) (123)

wobei sich f;_; aus f; iber

fr-1(x2, ..., %) =ffr(x1,...,xr)dx1 (1.24)

ergibt. Damit konnen wir die cpdf definieren als

fr(xly---;xr)
ffr(xly'-"xr)dxl .

pxilxa,...,x;) = (1.25)

1.3. Schitzen von Wahrscheinlichkeitsdichten

Viele der in dieser Arbeit verwendeten Algorithmen erfordern die Schdtzung von Wahr-
scheinlichkeitsdichten aus Stichproben von Messdaten bzw. Daten aus numerischen
Simulationen. Gegeben ist dabei eine Menge von Messpunkten X1,..., Xy, von der ange-
nommen wird, dass sie einer Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) unterliegen. Dabei konnen
die Datenpunkte X; aus einer (univariate Daten) oder mehreren (multivariate Daten)
Komponenten bestehen. Ziel ist es, anhand der gegebenen Messpunkte die Wahrschein-
lichkeitsdichte fx(x) zu schitzen.

Zu diesem Zweck stellt die mathematische Statistik eine Vielzahl an Methoden, soge-
nannte Schdtzer, bereit [26, 47, 50]. Neben dem am weitesten verbreiteten Histogramm-
schitzer, soll an dieser Stelle noch der Kernschitzer dargestellt werden, der gegeniiber
dem Histogrammschétzer einige Vorteile aufweist.
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1.3.1. Der Histogrammschitzer

Die einfachste und verbreitetste Methode ist die Erstellung eines Histogramms. Bei
einem univariaten Datensatz definiert man dazu Intervalle I,,, = [xo + mh; xo + (m + 1) h),
sogenannte Bins, flir ganzzahlige m. Dabei ist x( der willkiirlich festzulegende Ursprung
und & bezeichnet die Breite der Bins. Der Histogrammschétzer ist folgendermalien
definiert:

A 1
fl) = Nh (“Anzahl der Datenpunkte aus dem gleichen Bin wie x”) . (1.26)

Die Breite & der Bins bestimmt den Grad der Glattung der resultierenden geschétzten
Wahrscheinlichkeitsdichte f (x).Je groler h gewdhlt wird, desto “glatter” wird f (x). Wahlt
man % jedoch zu grof}, wird moglicherweise eine vorhandene Struktur von f(x) nicht
mehr aufgel6st. Wie man & wihlt, um ein optimales Ergebnis zu erzielen, hdngt von der
Form der realen Wahrscheinlichkeitsdichte ab, die natiirlich a priori nicht bekannt ist.
Nimmt man eine GauB3-Verteilung an, so kommt man nach [47] auf das Ergebnis

Ropt = 3.496N~1/3 (1.27)

fiir die optimale Binbreite. Dabei ist 6 ein Schitzer der Standardabweichung o, wie z. B.

1 X -
=4 —— Xi—X)=. 1.28
N—l,-zzl( i—X) (1.28)

Obwohl GI. (1.27) nur fiir Gaul8-Verteilungen giiltig ist, wird sie auch in anderen Fallen
hiufig als Daumenregel verwendet.
Bei der Verallgemeinerung auf multivariate Datensétze definiert man Bins der Form

1 1
Imy,.omg = [xo + mlhl;xo +(my + 1)h1) X +ee X

X8+ mahg; x&+ (mg + 1)hd) . (1.29)
In diesem Fall ist der Histogrammschétzer definiert als

fx) =

N]_[Th - (“Anzahl der Datenpunkte aus dem gleichen Bin wie x”) . (1.30)
i=1"

Wie man in diesem Fall die Binbreiten h;, ..., h; optimal wihlt, ist dem Verfasser dieser
Arbeit nicht bekannt.

1.3.2. Der Kernschitzer

Kernschétzer werden im univariaten Fall definiert als

(1.31)

) = NK("_X")
T@=gp LX)
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Dabei ist die sogenannte Kernfunktion K(y) eine beliebige Funktion mit der Eigenschaft
[e.0]
/K(y)dyzl. (1.32)
—0o0

Ublicherweise wird fiir K(y) eine symmetrische, nichtnegative Funktion mit genau ei-
nem Maximum bei y = 0 gewihlt. Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften der
Kernfunktion tibertragen sich auch auf f (x), was ein Vorteil gegeniiber dem Histogramm-
schétzer ist, der als Stufenfunktion definiert ist.

Die am meisten verwendete Kernfunktion ist der Epanechnikov-Kern

3V5 5 02Y i 12
K(y)z{o“m(5 yo) Hary 55, (1.33)

sonst

da er effizient zu berechnen ist und ein gutes Kovergenzverhalten zeigt [26]. Viel entschei-
dender als die Wahl der Kernfunktion ist nach [26] jedoch die Wahl der sogenannten
Bandbreite h. Wie die Binbreite beim Histogrammschétzer, entscheidet die Bandbreite
beim Kernschétzer tiber den Grad der Glittung. Es existiert eine Vielzahl an Methoden,
die optimale Bandbreite fiir einen gegebenen Datensatz zu bestimmen. In dieser Arbeit
wird die Daumenregel von Silverman [26]

hopt = 1.066 N~1/5 | (1.34)

mit & aus Gl. (1.28) verwendet.
Die natiirliche Erweiterung des Kernschétzers auf multivariate Daten ist

o= et S (45
(x)= ———— K L. (1.35)
NTIY_, hi 51 j=1 hj

Auch fiir diesen Fall gibt es eine Daumenregel fiir die optimale Wahl der Bandbreiten h;
[26]:

Rjopt = @jN_I/(dM) . (1.36)

Dabei ist ¢ ; die Standardabweichung der jten Komponente des Datensatzes.
Eine Verbesserung des Schétzers (1.35) ist

1 N
HH ' (x— X))} (1.37)
>

T® = Naen &

d
FHH ' x-X)} =[] KIH " x-X)];}, (1.38)
j=1
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wobei H die Bandbreitematrix ist. Fiir die optimale Bandbreitematrix existiert die Dau-
menregel [26]

Hop = £/2 N1+ (1.39)

{2”2}” = (X - X)) (X - X)) (1.40)

Die Verwendung dieser Bandbreitematrix fiihrt auf das gleiche Ergebnis, das man erreich-
te, wiirde man den Datensatz derart transformieren, dass die Matrix (1.39) Diagonalge-
stalt hétte, und anschlieBend den Schitzer (1.35) benutzte und dabei als Bandbreiten h;
die Diagonalelemente der transformierten Matrix (1.39) verwendete. Der Schitzer (1.37)
bertiicksichtigt daher im Gegensatz zu (1.35) Korrelationen zwischen den Komponenten
von X. Letzterer entspricht einem Spezialfall von (1.37), wenn man als Bandbreitematrix

H =diag{h,,..., hg} (1.41)

verwendet.

1.4. Zeitabhingige Zufallsvariablen

Wir betrachten nun stochastische Variablen, deren Realisationen von der Zeit abhingen,
d.h. ¢ = &(1). Eine Realisation der Variablen entspricht dann einer Kurve, wie in Abb. 1.1
dargestellt wird. Die zeitliche Entwicklung einer stochastischen Variable bezeichnet man
als stochastischen Prozess. Analog zu (1.10) kénnen wir die zeitabhéngige pdf definieren
als

Jelx, 1) = (6 (x—&(1) (1.42)
und die n-Punkt jpdf als

Jn(X1, 155X, ) = (0 (x1 = §(11)) -+~ 6 (xp — (1)) - (1.43)
Die cpdf

folx1, t1;x2, 1)

Jfi(x2, 1) (144

p(x1, t1lx2, 1) =

wird fiir t; > t, auch Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte genannt, da
p(x1, flxz, t2)dx

die Wahrscheinlichkeit angibt, die Realisation von ¢ zur Zeit #; im Intervall [x1, x; + dx;]
zu finden unter der Voraussetzung, dass zur Zeit t, der Wert x, realisiert wurde.
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HON

Y

Abb. 1.1 Beispiel einer Reali-
sation eines stochastischen
Prozesses.

Ein stochastischer Prozess ist durch die Angabe aller méglichen n-Punkt jpdfs voll-
stindig charakterisiert. Es lassen sich dann alle zeitabhdngigen Momente und Korrelati-
onsfunktionen berechnen:

&) ¢ty = f x1(ty) - 'xn(tn)fn(xl’ 1. Xp, tp)dxy -~ dxy, . (1.45)
Ein stochastischer Prozess ist stationdir, falls alle n-Punkt jpdfs der Relation

fa(x1, t e Xn, t) = fa(xy, 6L+ AL X, By + AT (1.46)

fiir beliebige At gentigen.

1.5. Markov-Prozesse

Eine wichtige Unterklasse stochastischer Prozesse stellen sogenannte Markov-Prozesse
dar. Ein Markov-Prozess ist ein stochastischer Prozess mit der Eigenschaft, dass fiir
beliebige n und beliebige t; > t, > --- > ¢, gilt:

Prn—1(x1, t11X2, B25.. .5 X, B) = p11 (X1, 111 X2, 12) . (1.47)

Das heil$t, die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand x; zur Zeit f; realisiert wird, unter der
Bedingung, dass zur fritheren Zeit t, der Zustand x; realisiert wurde, hdangt nicht davon
ab, welche Zustdnde zu Zeiten ¢; < t, realisiert wurden. In diesem Sinne bezeichnet
man einen Markov-Prozess als einen Prozess ohne “Gedéchtnis”, da er sich an die Zeiten
t; < t, nicht “erinnern” kann.

Mit der Eigenschaft (1.47) ldsst sich die n-Punkt jpdf schreiben als

n-1

1, 15050, ) = | [] pan (i, tilxisn, tin) | fi(ens 62) (1.48)
i=1
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Sind also die pdf f; sowie die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten p;;; bekannt, er-
geben sich daraus alle moglichen n-Punkt pdfs, was die Beschreibung eines Markov-
Prozesses erheblich vereinfacht.

Als Konsequenz aus der Markov-Eigenschaft ergibt sich die Chapman-Kolmogorov-
Gleichung (CKG)

p(x, t1lx3, 13) =fp(x1,t1|x2,t2)p(x2, f2|x3, 13) dxz , (1.49)

auf deren Beweis hier verzichtet wird (s. dazu [45]).

1.6. Langevin-Gleichungen

Das beriihmteste Beispiel der Natur fiir einen Markov-Prozess ist die Brownsche Bewe-
gung [8], deren Bewegungsgleichung

D(t) = —yv(t) +/2qE(1) (1.50)

lautet. Dabei ist v(t) eine Geschwindigkeitskomponente eines in einer ruhenden Fliis-
sigkeit suspendierten Teilchens zur Zeit . Der erste Term der rechten Handseite steht
fiir die Reibung nach dem Gesetz von Stokes. Der zweite Term modelliert die durch die
unregelméligen St6Be mit den Molekiilen der Fliissigkeit hervorgerufene Kraft. (¢) ist
eine zeitabhingige, gauliverteilte stochastische Variable mit den Eigenschaften

€(my=0 (1.51a)
EmEE )y =6-1). (1.51b)

Der Parameter g in Gl. (1.50) ist proportional zur Temperatur der Fliissigkeit, die die
Stdrke der Fluktuationen bestimmt. Man bezeichnet ¢(¢) als Langevin-Kraft und Bewe-
gungsgleichungen, in denen Langevin-Krifte vorkommen, als Langevin-Gleichungen.

Da Langevin-Krifte §-korreliert sind, beschreiben Losungen von Langevin-Gleichun-
gen Markov-Prozesse. Bei realen physikalischen Prozessen gibt es jedoch in der Regel
eine endliche Korrelationszeit. Im Falle der Brownschen Bewegung ist diese durch die
recht kurze Dauer eines Stol3es gegeben. Die Markov-Eigenschaft (1.47) gilt dann nur auf
Zeitskalen, die gro im Vergleich zur Korrelationszeit sind.

Die allgemeine Form einer einkomponentigen Langevin-Gleichung lautet! [45]

X=h(X,0+V2g(X, )0, (1.52)

1Selbstverstindlich kann der Faktor v/2 auch in die Funktion g hineingezogen werden. Dann ergibt sich ein
entsprechend anderer Zusammenhang zu den Kramers-Moyal-Koeffizienten, s. Gln. (1.60). In anderen
Darstellungen, wie auch in [45], wird der Faktor in die Normierung der Langevin-Kraft geschoben, so
dass anstelle von (1.51b) (¢(£)&(t')) = 26 (¢ — t') gilt.
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wobei ¢(¢) die oben erwédhnten Eigenschaften besitzt. Hingt die Funktion g nicht von X
ab, spricht man von einer Gleichung mit additivem Rauschen, sonst von multiplikativem
Rauschen.

Natiirlich kann man stochastische Differentialgleichungen der Form (1.52) nicht 16-
sen in dem Sinne, dass man zu einer bestimmten Anfangsbedingung die Losung X ()
berechnet, da diese von der Realisation der Zufallsvariablen ¢ (¢) abhdngt, die per defini-
tionem nicht vorhersagbar ist. Wir konnen also anhand einer Langevin-Gleichung nicht
vorhersagen, welchen Wert die Variable X zu einer bestimmten Zeit ¢ haben wird. Es ist
jedoch moglich, Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse oder Erwartungswerte
bestimmter Grof3en anzugeben. Erstere wie Letztere lassen sich aus den n-Punkt pdfs
fn(x1, t15...; Xy, ty) berechnen. Da diese, wie im letzten Abschnitt gezeigt, bei Markov-
Prozessen durch die cpdfs p(x;, tjlx;+1, t;+1) sowie eine gegebene Anfangsverteilung
f1(xn, t) ausgedriickt werden kénnen, lautet das Ziel, die cpdfs zu berechnen. Diese sind
Losungen der Fokker-Planck-Gleichung, die im folgenden Abschnitt behandelt wird.

1.7. Die Fokker-Planck-Gleichung

Die Fokker-Planck-Gleichung (FPG) ist eine partielle Differentialgleichung fiir die Zeitent-
wicklung von Wahrscheinlichkeitsdichten. Ziel dieses Abschnittes ist es, die Herleitung
der FPG zu skizzieren und dabei den Zusammenhang zur Langevin-Gleichung herzu-
stellen. Aulerdem wird die stationédre Losung der FPG berechnet. Eine ausfiihrlichere
Darstellung sowie Methoden zur Losung von FPGen finden sich in [45].

1.7.1. Herleitung

Um eine Gleichung fiir die Zeitentwicklung der pdf fx(x, t) der Form

% [x(x,t) = “Funktion bekannter Grolen” (1.53)
zu entwickeln, starten wir mit der Relation

fX(x,t+T):fp(x,t+r|x',t)fx(x’, t)dx’, (1.54)

deren Beweis direkt durch Einsetzen von (1.44) folgt. Unter Verwendung der bedingten
Momente

My (¢, 1,7) = {[X(t+7) - X(0)]")

X()=x'

=f(x—x’)"p(x,t+r|x’,t)dx (1.55)

ldsst sich nach [45] folgende Entwicklung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte in
(1.54) ableiten:

p(xc+7|x,t)= o(x—x"). (1.56)

1+§i(—i)nM (x,t,7)
=\ ox) TV
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Setzt man diese Entwicklung in (1.54) ein, so ergibt sich

fX(x) t+T):fX(x’ t)+ Z _'(__) Mn(x’ trT)fX(x’ t)- (1'57)
oonl\l ox

Damit folgt unmittelbar die Kramers-Moyal-Entwicklung

fX(xvt+T)_fX(x) t)
T

0

EfX(x' t)=£i§(1)
S (_9) pm
= -——| D N b, 1.58
n;( Gx) (x, 1) fx (x, 1) (1.58)

wobei mit D" (x, t) die Kramers-Moyal-Koeffizienten

() 1. 1

D" (x,t) = —lim - M, (x, t,1)
nlt—-0t

- Liim 1 ([X(+m)-x0)]") (1.59)

nlt—0Tt

X()=x

bezeichnet werden.

Falls der stochastische Prozess X(f) einer Langevin-Gleichung der Form (1.52) ge-
horcht, lassen sich die Kramers-Moyal-Koeffizienten explizit berechnen. Nach [45] ergibt
sich folgender Zusammenhang?:

DW(x, 1) = h(x, 1) (1.60a)
D®(x, 1) =g*(x, 1) (1.60b)
DW(x,)=0 fir n=3. (1.60¢)

Demzufolge kann der erste Kramers-Moyal-Koeffizient mit dem deterministischen Teil

der Langevin-Gleichung (1.52) identifiziert werden und der zweite mit der Amplitude

des Rauschterms. Daher bezeichnet man DV (x, 1) als Drift und D'? (x, t) als Diffusion.

Aufgrund von (1.60c) bricht bei einem Langevin-Prozess die Kramers-Moyal-Entwick-
lung nach dem zweiten Glied ab und es ergibt sich die Fokker-Planck-Gleichung

2

%fx(x, n=]-2pWn+ L

e SzDP | . (1.61)

Es sei betont, dass die Differentialoperatoren sowohl auf die Kramers-Moyal-Koeffizien-
ten als auch auf die pdf wirken.

Unter der Beriicksichtigung spezifischer Randbedingungen gibt die FPG an, wie sich
eine gegebene Anfangs-pdf mit der Zeit entwickelt. Die cpdf p(x, t|xo, tp) ist eine spezielle
Losung der FPG zu der Anfangsbedingung fx (x, f5) = 6 (x — xo).

2Dabei wird die Definition stochastischer Integrale nach Ito verwendet (s. [45]). Mit der Definition nach

Stratonovich erhilt der erste Koeffizient einen zusitzlichen Term: DY (x, 1) = h(x, 1) + % g(x, 1) .

Dieser wird als rausch-induzierte Drift bezeichnet und verschwindet im Falle von additivem Rauschen.



1.8. Schitzen von Drift und Diffusion 17

1.7.2. Stationére Losung

Sind die Kramers-Moyal-Koeffizienten zeitunabhéngig, ldsst sich eine einfache statio-
nire Losung der FPG im eindimensionalen Fall angeben. Diese Losung lédsst sich leicht
ableiten, indem man die FPG als Kontinuititsgleichung formuliert. Fiihrt man dazu den
Strom

0
S(x, 1) = DY (x) fx (x, 1) - a—D‘Z) () fx (x, 1) (1.62)
X
ein, so ldsst sich die FPG formulieren als
0 0
. ) r _S ) 1) = 0 . 1.63
Oth(x )+6x (x,1) ( )
Fiir die stationdre Losung soll gelten:
ﬂfstat(x H=0 (1.64)
ar’xX ’ '
Damit folgt aus Gl. (1.63)

S(x) = const. (1.65)

Ist der Strom an irgendeiner Stelle null, was insbesondere bei natiirlichen Randbedin-
gungen gegeben ist, folgt weiter S(x) = 0. Dann ergibt sich mit Gl. (1.62)

DY (x)
D@ (x)

2 p@(x) f(x) = D) £ x) =

- D@ (x) £32 (x) . (1.66)

Dies lasst sich leicht integrieren mit dem Ergebnis

N F DO (x)
stat _ !
) = Dom exp{ f Il dx' 3 . (1.67)

Dabei ist A eine Normierungskonstante, in der bereits die Integrationskonstante des
Exponenten enthalten ist.

1.8. Schitzen von Drift und Diffusion

Die Kramers-Moyal-Koeffizienten

1 1
D" (x,)=— lin(l); (x=x)"p(x,c+7|x,1)dx (1.68a)

n't—

= L L ([X@t+1)-x0]") (1.68b)

nlt—0t

X(=x
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lassen sich bei Prozessen, die einer Langevin-Dynamik gehorchen, aus einer gegebe-
nen Zeitreihe schitzen, wie erstmalig in [49] ausfiihrlich dargestellt wurde. Der darin
beschriebene Algorithmus besteht darin, die cpdf im Integral von (1.68a) mit Hilfe von
Histogrammen aus dem Datensatz zu schédtzen und anschliefend das Integral nume-
risch auszuwerten. Erstmalig angewandt wurde diese Methode bei der Untersuchung
statistischer Eigenschaften der turbulenten Kaskade in [10]. Mittlerweile existiert eine
Vielzahl an Verdffentlichungen, die Methode selbst und Weiterentwicklungen betreffend
[2,12,28-30, 34-36, 41, 55], sowie zu Anwendungen [11, 16, 18, 32]. In diesem Abschnitt
wird lediglich die grundlegende Methode so dargestellt, wie sie in dieser Arbeit verwendet
wird.

1.8.1. Die generelle Methode

Anstatt das Integral von (1.68a) auszuwerten, ldsst sich auch der bedingte Mittelwert in
(1.68b) direkt aus den Daten schitzen, wie im Folgenden dargestellt wird. Wir gehen da-
von aus, dass wir {iber die Daten von N Realisationen X; (£),..., Xy (f) des stochastischen
Prozesses X(t) verfiigen, wobei jede Realisation aus M Datenpunkten fiir die Zeiten
t=1iAtmiti=0,1,...,M—1 besteht. Wir unterteilen nun die Menge der méglichen
Realisationen von X () in Bins

Ij=1[xo+ (j—1AX, xo+ jAX]

mit j = 1,...,K. Dabei sind der Ursprung x;, sowie die Breite Ax der Bins zunéchst
willkiirlich festzulegen. Fiihren wir die Finite-Time-Koeffizienten

- 11
DWx,n=—={[Xt+1)-X(D]" 1.69
P00 =~ ([xern-x]")| (1.69)
ein, so konnen wir dafiir den folgenden Schéitzer definieren:
) YN (X (t+mAt) - X, ()]0 (X, (1)
DP(xel, 0= X — Jo,000) (1.70)
nlmAty.,_, 0;(X,(1)
Dabei ist
1, firxel;,
0;(x) = (1.71)
0 sonst.

Das Zeitinkrement mAt aus (1.70) entspricht der GréBe 7 aus (1.68). Um den Grenz-
tibergang T — 0 zu vollziehen, kann (1.70) fiir verschiedene m berechnet werden. Den
Schitzer fiir die Kramers-Moyal-Koeffizienten erhidlt man dann durch Extrapolation fiir
m—0:

DP(xel;,n™= D" (xel;, ). (1.72)
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Welche Art von Extrapolationsverfahren sinnvollerweise gewahlt wird, muss im Einzelfall
entschieden werden. Haufig reicht es aus, den Finite-Time-Koeffizienten fiir m =1 zu
verwenden.

Die numerische Berechnung des Schitzers (1.70,1.72) liefert eine Stufenfunktion, die
anschlieBend bei Bedarf durch einen analytischen Ausdruck approximiert werden kann.

1.8.2. Stationiire, nicht stationire und periodische Prozesse

Ist der betrachtete Prozess stationdr und ergodisch, so hdngen die Kramers-Moyal-Koef-
fizienten nicht von der Zeit ab und das Ensemblemittel kann durch ein Zeitmittel ersetzt
werden. Anstelle von Gl. (1.70) lautet dann der entsprechende Schitzer:

YL [X e+ mAn) - X(10)]"0;(X (1))

~ (1.73)
nimAtY.,_, 0;(X(t))

DP(xel))=

Ist der Prozess nicht stationédr und verfiigt man nicht tiber ein Ensemble von Realisa-
tionen (oder iiber kein hinreichend grof3es), muss die gemessene Zeitreihe in Zeitfenster
unterteilt werden. Man kann dann jedes Zeitfenster als einen von den anderen unabhén-
gigen stationdren Prozess betrachten und die Schitzung wie oben beschrieben fiir jeden
dieser Prozesse durchfiihren. Dabei miissen die Zeitfenster einerseits klein genug gewéhlt
werden, so dass man ndherungsweise von Stationaritdt innerhalb eines Zeitfensters aus-
gehen kann, andererseits aber hinreichend groR, damit die Statistik auskonvergiert. In
diesem Fall hdngt die Anwendbarkeit des Verfahrens letztlich von der Samplingfrequenz
der verfiigbaren Daten ab.

Bei stochastischen Prozessen mit periodischem Treiber (ein solcher wird in Kapitel 3
untersucht) nehmen Drift und Diffusion nach einer bestimmten “Einschwingphase” die
Periodizitdt des Treibers an. In diesem Fall kann die Schitzung so durchgefiihrt werden,
als entspriche jede gemessene Periode des Prozesses X (¢) einer Realisation eines (nicht
stationidren) Prozesses X (). Alle gemessenen Perioden zusammen ergeben dann ein
Ensemble dieses Prozesses, so dass, wie oben beschrieben, Ensemblemittel geschitzt
werden konnen (vgl. Abb. 1.2).

Ist die Periodenldnge des Treibers grol3 und ist dieser nur langsam verdnderlich, kann
jede Periode in Zeitfenster unterteilt werden. Man betrachtet dann das ite Zeitfenster
einer Periode (die roten Bereiche in Abb. 1.2) als eine Realisation des iten stationdren
Prozesses X (¢). Die iten Zeitfenster aller gemessenen Perioden bilden zusammen ein
Ensemble des iten Prozesses. Bei der Bestimmung von Drift und Diffusion fiir diesen
Prozess konnen dann Ensemble- und Zeitmittel kombiniert werden. Drift- und Diffu-
sionsschitzung von Prozessen mit periodischem Treiber werden ausfiihrlich in [55]
diskutiert.
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X(2)

T 2T 3T

1. Realisation ——
ites Zeitfenster ———

X1

T/2 T

2. Realisation ——
ites Zeitfenster ———

>
T/2 T
I 3. Realisation
ites Zeitfenster ———
i1

T/2 T

Abb. 1.2 Drift- und Diffusionsschitzung bei Prozessen mit periodischem Treiber. Jede Periode
eines Prozesses X (f) mit periodischem Treiber F(¢) = F(¢t+ T) (oben) wird als Realisation eines
Prozesses X (1) interpretiert. Diese Realisationen (die unteren drei Diagramme) bilden zusammen
ein Ensemble des Prozesses X (f). Aus diesem Ensemble konnen die Kramers-Moyal-Koeffizienten
dann mit dem Schétzer (1.70) und (1.72) bestimmt werden. Bei groBer Periodenlédnge und einem
langsam verinderlichen Treiber kann jede Realisation des Prozesses X (f) in Zeitfenster unterteilt
werden. Jedes dieser Zeitfenster wird dann als Realisation eines stationdren Prozesses interpretiert.
So bilden die roten Bereiche zusammen ein Ensemble des ndiherungsweise stationdren Prozesses
XD (). Bei der Schétzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten des Prozesses XD () kénnen dann
Ensemble- und Zeitmittel kombiniert werden.



2. Synergetik

Dieses Kapitel widmet sich einigen wichtigen Grundlagen aus der Synergetik, die in den
darauf folgenden Kapiteln von zentraler Bedeutung sind. Nach einer kurzen Einfithrung
werden in Abschnitt 2.2 zunéchst einige fiir das Weitere unverzichtbare Begriffe aus der
Theorie der nichtlinearen Dynamik eingefiihrt. Die folgenden Abschnitte behandeln
dann zwei zentrale Prinzipien der Synergetik, ndmlich das Versklavungsprinzip und das
Prinzip der unvoreingenommenen Schitzung. Der letzte Abschnitt {iber die Information
von Systemen in der Ndhe von Instabilitdten bildet die theoretische Grundlage fiir eine
der beiden in Kapitel 4 entwickelten Methoden zur Identifikation von Ordnungsparame-
tern.

2.1. Einfiihrung

Der Begriff Synergie leitet sich aus dem griechischen ovvepyta ab, was sich als “Zu-
sammenarbeit” oder “Zusammenwirken” iibersetzen ldsst. Unter dem Begriff Synergetik
versteht man somit “die Lehre vom Zusammenwirken”. Wahrend der Begriff gelegent-
lich auch in eher esoterischen Denkmodellen auftritt, ist hier die in den 1970er Jahren
von Hermann Haken [23-25] entwickelte, interdisziplindre Theorie der Entstehung von
Selbstorganisation in komplexen Systemen gemeint.

2.1.1. Komplexe Systeme und Selbstorganisation

Unter komplexen Systemen seien hier offene Systeme verstanden, die sich fernab vom
thermodynamischen Gleichgewichtszustand befinden und dariiber hinaus aus einer
grollen Anzahl von Untersystemen bestehen, die miteinander auf mehr oder weniger
komplexe Art und Weise wechselwirken. Selbstorganisation bezeichnet die spontane
Herausbildung von rdumlichen, zeitlichen, raumzeitlichen oder funktionellen Strukturen,
also geordneten Zustdnden, ohne dass diese dem System von auflen aufgeprédgt werden
[21].

Beispiele fiir Selbstorganisation in komplexen Systemen findet man in vielen verschie-
denen Wissenschaftsdisziplinen. Aus dem Bereich der Physik seien hier der Laser [23]
und die Rayleigh-Bénard-Konvektion [9] genannt, aus der Chemie die Belousov-Zhabo-
tinsky-Reaktion [46] und aus der belebten Natur die Bildung von Fischschwidrmen sowie

21
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von Mustern in Bakterienkolonien [4] oder Hirnstromaktivitdten [20]. Aber auch jenseits
der Naturwissenschaften gibt es Beispiele, wie die Bildung 6ffentlicher Meinungen aus
der Soziologie [51] oder die Selbstorganisation in Stddten aus der Geographie [44].

2.1.2. Nichtgleichgewichts-Phaseniiberginge

In Systemen, die das Phdnomen der Selbstorganisation zeigen, gibt es meist bestimmte
kritische Werte von Kontrollparametern, die eine Grenze zwischen einem geordneten
und einem ungeordneten Zustand darstellen. Im Beispiel der Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion ist ein solcher Kontrollparameter die Temperaturdifferenz AT zwischen zwei
horizontalen Platten, zwischen denen sich eine Fliissigkeiten befindet. Oberhalb eines
bestimmten kritischen Wertes AT, bilden sich spontan typische Konvektionsrollen her-
aus, die unterhalb von AT, nicht vorhanden sind. Solche qualitativen Anderungen des
Systemzustands auf makroskopischer Skala bezeichnet man in offenen Systemen als
Nichtgleichgewichts-Phaseniiberginge.

2.1.3. Was leistet die Theorie?

Das Ziel der Synergetik besteht darin, vereinigende Prinzipien komplexer, selbstorga-
nisierender Systeme zu entdecken [21]. Das wichtigste Prinzip, das die Theorie dabei
hervorgebracht hat, ist das Ordnungsparameterkonzept. Dieses erkldrt die spontane
Entstehung geordneter Strukturen dadurch, dass wenige kollektive GréRen, sogenannte
Ordnungsparameter, die Dynamik dominieren und die verbleibenden Freiheitsgrade des
Systems unterwerfen und somit dem System eine gewisse Ordnung aufzwingen. Das
Ordnungsparameterkonzept ermdoglicht so eine Beschreibung komplexer Systeme mit
einer drastisch reduzierten Anzahl von Freiheitsgraden. Die beobachteten Nichtgleich-
gewichts-Phaseniibergidnge treten in den Ordnungsparametergleichungen in Form von
Instabilitdten auf.

Die Theorie beinhaltet zwei mogliche Herangehensweisen, die Evolutionsgleichungen,
denen die Ordnungsparameter gehorchen, bei Systemen in der Ndhe von Nichtgleichge-
wichts-Phasentibergdngen abzuleiten.

2.1.4. Von unten nach oben oder andersherum

Die erste Herangehensweise setzt voraus, dass die Modellgleichungen auf mikrosko-
pischer Ebene bekannt sind. In diesem Fall bietet das Versklavungsprinzip einen ma-
thematischen Formalismus, die Ordnungsparametergleichungen aus den mikroskopi-
schen Modellgleichungen abzuleiten. Dieses Prinzip beruht auf einer Hierarchie der
typischen Zeitskalen zwischen der Ordnungsparameterdynamik und der Dynamik der
verbleibenden Freiheitsgrade. Diese Hierarchie ist in der Ndhe von Nichtgleichgewichts-
Phaseniibergidngen gegeben. Da man durch das Versklavungsprinzip von einer mikrosko-
pischen zu einer makroskopischen Beschreibung des System gelangt, bezeichnet man
diese Herangehensweise auch als Bottom-Up-Ansatz.
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Sind die mikroskopischen Wechselwirkungen nicht bekannt oder derart komplex,
so dass ein Bottom-Up-Ansatz aussichtslos erscheint (wie z.B beim menschlichen Ge-
hirn), eignet sich die zweite Herangehensweise. Das Prinzip der unvoreingenommenen
Schéitzung', das 1957 von E. T. Jaynes in die statistische Mechanik eingefiihrt wurde
[27], erlaubt es, aus Messungen makroskopischer Observablen phdnomenologische Ord-
nungsparametermodelle abzuleiten, aus denen dann méglicherweise Riickschliisse auf
die Wechselwirkungen auf mikroskopischer Ebene gezogen werden kénnen. Dement-
sprechend bezeichnet man diese Herangehensweise als Top-Down-Ansatz.

Um die ndhere Darstellung dieser beiden Ansétze etwas zu entlasten, werden zunédchst
einige Grundbegriffe der nichtlinearen Dynamik eingefiihrt.

2.2. Einige Grundbegriffe der nichtlinearen Dynamik

Die Darstellung dieses Abschnittes orientiert sich an den einfithrenden Lehrbiichern
(52], [1] und [19].

2.2.1. Dynamische Systeme

Untersuchungsgegenstand der nichtlinearen Dynamik sind Systeme, die durch einen
Satz von Gro8en g;, i = 1,..., N, beschrieben werden kénnen, die sich mit der Zeit ¢
dndern, d. h. g; = g;(1). Handelt es sich um rdumlich ausgedehnte Systeme, kénnen die
Groflen g; zusidtzlich vom Ort r abhdngen. Dieser Fall wird hier jedoch nicht behandelt.

Der Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt ¢ sei durch Angabe des Zustandsvektors

q) = (q1(0),...,gn)T 2.1)

eindeutig bestimmt. Der Zustandsvektor beschreibt fiir einen festen Zeitpunkt ¢ einen
Punkt im N-dimensionalen Zustandsraum. Die Menge solcher Punkte fiir alle Zeiten
t € [£p,00) bezeichnet man als Trajektorie.

Die Rate, mit der sich q(¢) dndert, also die zeitliche Ableitung g(¢), kann sowohl von
den Komponenten ¢;(t) als auch durch duRere Einfliisse explizit von der Zeit abhéngen.
Ist Letzteres nicht der Fall, bezeichnet man das System als autonom. Nichtautonome Sys-
teme lassen sich jedoch mathematisch immer durch Einfiihren einer neuen Komponente
gdn+1 = t in ein autonomes System iiberfithren. Wir kénnen die zeitliche Entwicklung des
Zustandsvektors also beschreiben durch

q@) = f(q(0),...,qn(@0), 1) . 2.2)

Gl. (2.2) bezeichnet man als dynamisches System.

n der iiberwiegend englischsprachigen Literatur werden Begriffe wie maximum information principle [25]
oder maximum-entropy principle [27] verwendet. Hier wird der Begriff Prinzip der unvoreingenommenen
Schéitzung aus [22] ibernommen.
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2.2.2. Lineare, autonome dynamische Systeme

Wir betrachten zunichst lineare, autonome Systeme. Dabei bedeutet linear, dass die
Funktion f linear in allen Komponenten von g ist, und autonom, dass f nicht explizit
von der Zeit abhingt. In diesem Fall kénnen wir (2.2) schreiben als

g =Aq(0), 2.3)

wobei A eine nicht-singuldre N x N-Matrix aus konstanten Koeffizienten ist?. Die Losun-
gen des linearen Systems haben die Form

q;,()=c; elitvi , (2.4)

wobei v; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; ist, wie sich leicht durch Einsetzen
von (2.4) in (2.3) tiberpriifen ldsst. Existieren N linear unabhéngige Eigenvektoren, so ist
die allgemeine Losung von (2.3) eine Linearkombination der speziellen Losungen (2.4),
deren Koeffizienten ¢; von den Anfangsbedingungen abhingen. Andernfalls miissen
verallgemeinerte Eigenvektoren hinzugezogen werden (vgl. [19] und darin enthaltene
Referenzen).

2.2.3. Nichtlineare autonome Systeme

Wir beschiftigen uns weiterhin mit autonomen System, lassen nun jedoch zu, dass
die Funktion f in Gl. (2.2) nichtlinear in den Komponenten von g ist. In den meisten
Féllen kann man nun keine expliziten Losungen mehr angeben. Man ist gezwungen, sich
mit qualitativen Aussagen iiber die moglichen Trajektorien zu begniigen oder sich den
Methoden der Numerik zu bedienen.

Als ersten Schritt in Richtung einer qualitativen Beschreibung eines nichtlinearen
Systems ist es sinnvoll, dessen Ruhelagen und ihre Stabilitdt zu bestimmen.

Fixpunkte und Stabilitdit

Als Fixpunkt oder Ruhelage bezeichnet man einen Zustand g, mit der Eigenschaft

dq (1)

| =fa)=0. (2.5)

U

Hat ein System also einmal einen Fixpunkt erreicht, wird es diesen Zustand fiir alle
Zeiten beibehalten. In der realen Welt ist dies jedoch nicht zwangsldufig der Fall, da
Fluktuationen das System aus seiner Ruhelage heraus treiben konnen. In diesem Fall
ist es entscheidend, wie das System auf kleine Auslenkungen aus der Ruhelage reagiert.
Werden kleine Abweichungen von einem Fixpunkt abgedampft, bezeichnet man diesen

2Allgemeiner wire die Gleichung g(t) = Aq(t) + b. Diese lisst sich jedoch durch die Transformation
q — q+A~1b auf (2.3) zuriickfithren, sofern A invertierbar ist, was wir voraussetzen.
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als stabil. Werden die Stérungen hingegen verstarkt, bezeichnet man den Fixpunkt als
instabil.
Um die Stabilitdt einer Ruhelage g, zu bestimmen, betrachtet man daher eine Stérung

q,()=q(1)—qq. 2.6)

Fiir deren zeitliche Entwicklung gilt:

4,0 = g - g,
(ZiS) q(t)
(2i2) f(q(t))

D figy+a,1) . 2.7

Ist g (1) hinreichend klein, l4sst sich f(q, + q (1)) durch eine Taylorentwicklung bis zur
linearen Ordnung annéhern. Es ist dann

q;(t) = f(q0) + L(q9)q(1)

“Ligya,), (2.8)

} (2.9
q

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle g bezeichnet. Gl. (2.8) ist dquivalent zu (2.3), deren
Losungen wir bereits diskutiert haben.

Ob kleine Storungen anwachsen oder abgedampft werden, hdangt nach (2.4) von den
Realteilen der Eigenwerte der Jacobi-Matrix ab. Sind die Realteile simtlicher Eigenwerte
kleiner als null, werden kleine Storungen exponentiell abgeddmpft; der Fixpunkt ist
stabil®. Existiert mindestens ein Eigenwert mit positivem Realteil, wird eine Stérung in
Richtung des zugehdrigen Eigenvektors anwachsen; der Fixpunkt ist instabil. Falls der
Realteil ein oder mehrerer Eigenwerte null ist* und alle anderen negativ sind, miissen
hohere Ordnungen der Taylor-Entwicklung von f betrachtet werden, um eine Aussage
tiber die Stabilitdat zu machen. Eine detailliertere Klassifikation von Fixpunkten findet
sich z.B. in [1] und [52].

wobei

0fi
Lg)={L;j(@)} =4 =—
q i\q {Oqj

3Genau genommen ist hier asymprotisch stabil gemeint. Es existieren aulerdem die Begriffe Lyapunov
stabilund exponentiell stabil. Eine genaue Definition dieser Begriffe findet sich in [19].

4Fixpunkte, bei denen die Realteile samtlicher Eigenwerte von null verschieden sind, heiRen hyperbolische
Fixpunkte. Alle anderen heillen degenerierte Fixpunkte. Der Satz von Hartman-Grobman garantiert, dass
der Fluss des nichtlinearen Systems in der Ndhe hyperbolischer Fixpunkte topologisch dquivalent zu
dem Fluss des linearisierten Systems ist (vgl. [1]).
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2.3. Das Versklavungsprinzip

Das Versklavungsprinzip besteht in einem mathematischen Formalismus, mit dessen
Hilfe in der Ndhe von Instabilitdten die explizite Zeitabhdngigkeit von schnell relaxieren-
den Grollen eliminiert werden kann. Diese schnell relaxierenden Grélen werden dann
analytische Funktionen der langsamen Grol3en, wodurch die Anzahl der Freiheitsgrade
in vielen Féllen drastisch reduziert wird.

Der Formalismus kann sowohl auf Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen als
auch auf Systeme partieller Differentialgleichungen angewendet werden. An dieser Stelle
soll nur Ersteres mit dem Spezialfall autonomer Systeme behandelt werden. Aullerdem
wird die adiabatische Elimination schnell relaxierender Variabler aus der Fokker-Planck-
Gleichung dargestellt.

2.3.1. Anwendung auf autonome dynamische Systeme

Ausgangspunkt des Formalismus ist die in Abschnitt 2.2.3 dargestellte lineare Stabilitéts-
analyse. Dazu betrachten wir ein N-komponentiges autonomes dynamisches System
g = f(q), mit einen Fixpunkt q,,. Linearisiert man um diesen Fixpunkt, erhédlt man nach
Gl (2.8)

() =L(qp)q,(D) , (2.10)

wobei L die Jacobi-Matrix von f ist. Der nichste Schritt besteht darin, die Eigenwerte 1;
und die zugehorigen Eigenvektoren v; von L zu bestimmen. Existieren N linear unabhin-
gige Eigenvektoren, konnen wir diese als Basisvektoren fiir ein neues Koordinatensystem
verwenden. Damit konnen wir schreiben

N
'NOEDWAGITE (2.11)

i=1

Werden die Indizes derart sortiert, dass die entsprechenden Eigenwerte
Re{d1} = Re{ds} =,...,= Re{As} = 0> Re{Asiq} =, ..., = Re{An} (2.12)
erfiillen, konnen wir die Vektoren

w(t):=(E1(0),..., &) (2.132)

s(1):= o1 (D), (D) (2.13b)
definieren. Da fiir die Amplituden ¢; der Eigenvektoren v;

&) = &0’ (2.14)

gilt, werden alle Komponenten des Vektors s im linearisierten System mit der Zeit expo-
nentiell abgeddmpft (stabile Amplituden), wohingegen die Komponenten des Vektors u
exponentiell anwachsen (instabile Amplituden, engl. unstable).
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Wir berticksichtigen nun wieder die nichtlinearen Anteile unseres Ausgangssystems,
so dass gilt

q:(1) =L(q)q(t) + N(q(1), (2.15)

wobei N(q,(¢)) die Nichtlinearititen bezeichnet. Setzen wir Gl. (2.11) ein, ergibt sich

N N
go=) &vi=L)Y &vi+N(Ey,...,EN)
i=1 i=1
N
=Y Aiéivi+N(y,....EN) (2.16)
i-1

Multiplizieren wir von links mit dem adjungierten Zeilenvektor v}r., der die Beziehung

v;-vi:(Sij (2.17)

erfiillt, so erhalten wir
éjz/ljfj+Nj(fl,...,fN) mit szv}'N. (2.18)
Mit den Definitionen (2.13) konnen wir dies schreiben als

it=A,u+N,(u,s) (2.19a)
§=A;s+N(u,s). (2.19b)

Dabei sind A, und A Diagonalmatrizen aus Eigenwerten:

A, :=diag(Ay,...,Ap), (2.20a)
Ag:=diag(Ayiq,..., AN) - (2.20b)

Die Gln. (2.19) sind immer noch exakt. Bisher wurde nichts weiter als eine Koordinaten-
transformation durchgefiihrt. Das Versklavungsprinzip erlaubt es nun, in der Ndhe von
Instabilitdten das Gleichungssystem (2.19) durch Approximationen zu vereinfachen.

Typische Zeitskalen, die die Dynamik der Amplituden ¢;, aus denen die Vektoren z und
s bestehen, charakterisieren, sind durch die entsprechenden Eigenwerte A; festgelegt.
Deren Realteile konnen als Raten interpretiert werden, mit denen die Amplituden in der
Néhe des betrachteten Fixpunktes anwachsen oder abgedampft werden. Als typische
Zeitskala fiir die Amplitude ¢; konnen wir daher

T"_ 1
"7 |Re{A;}]

(2.21)

definieren.
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Eine Instabilitdt ist dadurch charakterisiert, dass es einen oder mehrere Eigenwerte
gibt, deren Realteile einen Nulldurchgang vollfiihren®. Der Gl. (2.21) kénnen wir entneh-
men, dass

T; —oo falls Re{l;}—0. (2.22)
Wir betrachten nun den Fall, dass eine Amplitude u; gerade instabil geworden ist, d. h.
Re{A;} 20. (2.23)

Wegen (2.22) werden sich alle anderen Amplituden im Vergleich zu u; sehr schnell
verdndern. Das hat zur Folge, dass die Trajektorien stabiler Amplituden schnell in den
entsprechenden Ruhelagen enden, deren Positionen im Zustandsraum nur noch von
den aktuellen Werten der instabilen Amplituden abhidngen kann. Wir kénnen daher
niherungsweise annehmen, dass die stabilen Amplituden einer Anderung der instabilen
Amplituden instantan folgen. Das heilt, der Wert einer stabilen Amplitude zur Zeit ¢,
sk (1), hdngt nur noch von den Werten der instabilen Amplituden zur Zeit ¢ ab:

Sk(8) = sk (ur(2),..., up(1)) (2.24)

In diesem Sinne versklaven die instabilen Amplituden die stabilen. Da die Dynamik
nun vollstdndig durch die instabilen Amplituden determiniert ist, werden diese als Ord-
nungsparameter bezeichnet. Die Funktionen (2.24) beschreiben in der Terminologie der
nichtlinearen Dynamik invariante Mannigfaltigkeiten.

Ist eine Beziehung der Form (2.24) gefunden, ergibt sich durch Einsetzen in Gl. (2.19a)
die Ordnungsparameterdynamik

it=Ay u+N,(u sw). (2.25)

SchlieRlich bleibt das Problem der Konstruktion der Funktionen sy (u; (£),..., uy ().
Aufgrund der Nichtlinearitdten in (2.19) ist dies im Allgemeinen nicht exakt méglich. Wir
kénnen die Funktion jedoch in der Ndihe des betrachteten Fixpunktes, der sich bei dem
transformierten Gleichungssystem (2.19) im Ursprung befindet, anndhern, indem wir
eine Entwicklung nach Potenzen der u;

sk(u):Zakiui+2bkijuiuj+... (2.26)
i ij
ansetzen. Beschranken wir uns auf eine Beschreibung in einer kleinen Umgebung des

Fixpunktes, konnen wir annehmen, dass die u; klein, und somit h6here Potenzen ver-
nachlédssigbar sind. Je mehr Terme man beriicksichtigt, desto grof3er wird die Umgebung

SNatiirlich sind die Eigenwerte keine dynamischen Variablen, die im Laufe der Zeit verschiedene Werte
annehmen, sondern Funktionen der duleren Kontrollparameter. Wenn gesagt wird, das System befinde
sich in der Néhe einer Instabilitdt, ist damit gemeint, dass die Kontrollparameter so gewahlt sind, dass es
einen Eigenwert gibt, dessen Realteil fast verschwindet.
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des Fixpunktes, in der die berechnete Ordnungsparameterdynamik eine gute Nédherung
darstellt.

Leitet man (2.26) nach der Zeit ab und vergleicht das Ergebnis mit (2.19), so erhalt
man ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten von (2.26). Dieses Verfahren wird nun
an einem einfachen Beispiel durchgefiihrt.

2.3.2. Ein Beispiel: Das Haken-Zwanzig-System

Wir betrachten ein Beispielsystem mit einem Ordnungsparameter © und einer stabilen
Amplitude s [13, 23]:
U=€EU—US (2.27a)

§=—ys+u? (2.27b)
Dabei seien € und y reelle Konstanten und es sei
Y>0. (2.28)

Das System (2.27) ist in der Literatur unter dem Begriff Haken-Zwanzig-System bekannt.
Eine Instabilitét tritt auf bei

£.=0. (2.29)

Fiir € < g, gibt es einen Fixpunkt im Ursprung, der stabil ist; fiir € > £, wird der stabile
Fixpunkt im Ursprung zum Sattelpunkt und es entstehen zwei stabile Fixpunkte bei

(£V/Y€, ).

“Knapp oberhalb” der Instabilitit, d. h. € 2 €., konnen wir das Versklavungsprinzip
(2.24) anwenden. Dazu machen wir den Ansatz

s(w) = au+bu* +0 (u*) (2.30)

und vernachlédssigen im weiteren Verlauf der Rechnung als erste Ndherung alle Terme
hoéherer Ordnung als u?. Leitet man (2.30) nach der Zeit ab, ergibt sich

S=au+2but. (2.31)
Setzen wir (2.27a) ein, wobei wir den Term proportional zu € vernachlédssigen, so erhalten
wir
§=—aus—2bu’s

= —au(au+ bu*) - 2bu* (au+ bu?)
=—a’u® -3abu’® - 2b%u*

=-a*u*+0 (u°) . (2.32)
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Nach (2.27b) gilt weiterhin

§=—y(au+bu?) + u*
=—ayu+(1-by)u’. (2.33)

Vergleichen wir die Koeffizienten von (2.32) mit denen von (2.33), so ergibt sich

—ay=0 (2.34)
—a’=1- by . (2.35)

Dieses Gleichungssystem wird gelost durch

a=0 (2.36)
b=y, (2.37)
Damit folgt
1
s(u) = ;u2+@’(u3) : (2.38)

In (2.27a) eingesetzt, ergibt sich damit die Ordnungsparameterdynamik
1
uzsu—;u3+6’(u4) . (2.39)

Bertiicksichtigt man hohere Potenzen von u, erhédlt man Gleichungen, die in einer gro3e-
ren Umgebung des Fixpunktes im Ursprung giiltig sind.

Das Ergebnis (2.38) erhidlt man auch, indem man in Gl. (2.27b) § = 0 setzt und an-
schlieBend nach s auflost. Diese Art der Ndherung bezeichnet man als adiabatische
Approximation. Dieser Begriff existiert auch in der Quantenmechanik und wird dort als
Synonym fiir die Born-Oppenheimer-Approximation verwendet. Das Versklavungsprin-
zip ist mit dem Prinzip der Born-Oppenheimer-Approximation durchaus vergleichbar.
Letzteres beruht ebenfalls auf der Zeitskalentrennung zwischen den schnellen Elektronen
und langsamen Atomkernen oder Ionenriimpfen in einem Molekiil oder Festkorper.

2.3.3. Anwendung auf die Fokker-Planck-Gleichung

Wir ersetzen nun unser dynamisches System aus Abschnitt 2.3.1 durch ein System von
Langevin-Gleichungen, die in Abschnitt 1.6 eingefiihrt wurden. Der Einfachheit halber
beschrdanken wir uns auf ein zweikomponentiges System, das bereits in der Form (2.19)
vorliegt, und fligen additives Rauschen hinzu:

= Ayu+Ny(u,s)+1/2D%E (1) (2.40)

§=Ass+ Ns(u,s) +1/2D2&(1) . (2.41)
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Das System befinde sich in der Ndhe einer Instabilitét, d. h. es sei 1; < 0 und
|Aul < 1Asl . (2.42)

Die Fokker-Planck-Gleichung fiir die jpdf f,(u, s) lautet

0 0 (1) 0 (1) 02 (2)

&fz(u,s) = - aDu + aDs fs(u,s) + 0 + Dy 6_ fs(u,s).  (2.43)
Dabei ist

DV (u,s) = Ayu+ Ny(u,s), (2.44)

DW(u,s) = Ags+ Ny(u, ) . (2.45)
Wir machen nun den Ansatz

fo(u, ) = p(slu) f1(u) (2.46)

mit dem Ziel, das Versklavungsprinzip zu verwenden, um eine FPG fiir fj(u) alleine
abzuleiten. Setzen wir dies in (2.43) ein, so ergibt sich

fz—pfl +pfi= (D(”pf) Dﬁf)a];lp figs ( Up)
ofiop . 0*p
DY f—Z+DP (2L 2. (247
" Sf1632+ u 6u6u+f16u2 247

Eine Integration der gesamten Gleichung tiber s fiihrt auf
0 .
flafdsp + flfdsp:
\V_./

——f1 f asp®p + DL 7 f dsp - fi [D{" p]

(2.48)

0 Smax a

+ D
as Smin

. ) s . .
Setzen wir voraus, dass Dgl) p sowie a—’f an den Rdndern des Definitionsbereichs von s
verschwinden, was der generische Fall ist, so erhalten wir

% ——fdeD(l)p+D(2) fl

) 2.49
ot “oou? (2.49)
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Dies ist noch keine geschlossene Gleichung, da noch die unbekannte cpdf p(u|s) enthal-
ten ist.
Vergleichen wir (2.47) und (2.49), so gilt offensichtlich

. 9 p 0fidp . 0°p
Ph =—f1&(D§DP) + Dg”fl@ + D (2= =+ fi

ou ou ou)’ (2.50)

Da die Variable s nach Voraussetzung schnell relaxiert, konnen wir davon ausgehen, dass
p(slu) sich schneller mit s @ndert als mit u. Daher kénnen wir in erster Ndherung die
Terme mit Ableitungen nach u in (2.50) gegeniiber den Termen mit Ableitungen nach s
vernachldssigen. Diese Ndherung fithrt auf
0 0’p
y=-—(D{p) + DY . 2.51
p 63 ( N p) S asz ( )
Dies ist eine FPG fiir p(s|u), wenn wir u als Konstante betrachten. Die stationdre Losung
ist nach Gl. (1.67) gegeben durch

N
D_E-l) (u, S,) ,
—— ds
Dy

p(slu) = A exp (2.52)

Setzen wir nun fiir Dgl)(u, s') Gl (2.45) ein, wobei wir in der nichtlinearen Funktion
ndherungsweise s = 0 setzen, ldsst sich das Integral auswerten. Dies ergibt unter Beriick-
sichtigung der Normierungsbedingung [ ds p(s|u) = 1:

. As As N;(u) 2 253
P =\~ 5@ P 0@ " 725 ) [ (59

Damit kann das Integral in GI. (2.49) fiir konkrete Funktionen N, und N, ausgewertet
werden. Wir tun dies am Beispiel des im vorherigen Abschnitt behandelten Haken-
Zwanzig-Systems. Dafiir gilt nach GIn. (2.27):

N,(u,s)=—-us, Nguw=u*, A,=¢, As=—7. (2.54)

Damit erhalten wir fiir das Integral

2,12
IzzfdsD(ul)p=f(gu—us)ﬂexp{a(s—%) }, (2.55)

wobei die Abkiirzungen

a:=—L(2) und A := L(2)=\/—E (2.56)
2Dy 2n Dy /4
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benutzt wurden. Dies ergibt

w2\ w2\
I=ANu Efexp{a(s—?) }ds—fsexp{a(s—T) }ds . (2.57)

~ J N\ )
~~ ~~

=v-nla :% —la

Mit (2.56) folgt schlielich

u3
I=eu——. (2.58)
Y

Damit erhalten wir als FPG fiir die pdf des Ordnungsparameters fj (u):

2
+ D(Z)a—) A1) . (2.59)

if(u t)—(—i(eu—u—3
o’ T ou Y “ ou?

Die entsprechende Langevin-Gleichung lautet:
u @)
u:f:u—7+ 2D;E(D) . (2.60)

Der deterministische Teil dieser Ordnungsparametergleichung entspricht also genau
dem Ergebnis (2.39) in adiabatischer Ndherung. Auch das Resultat (2.38) fiir die invarian-
te Mannigfaltigkeit finden wir in unserer Rechnung wieder. Dazu betrachten wir noch
einmal Gl. (2.53). Auf das Haken-Zwanzig-System angewendet ergibt sich

Y Y 2
(slu) = exp+ — s—s(u) (2.61)
P \ 22D? p{ 2D§Z)( ) }

mit dem s(u) aus Gl. (2.38). Innerhalb der adiabatischen Approximation ist also die cpdf
p(slu) eine um die invariante Mannigfaltigkeit s(«) des deterministischen Falls zentrierte
GauB-Verteilung. Das heil’t, dass die schnell relaxierenden Moden um die invariante
Mannigfaltigkeit fluktuieren.

2.4. Das Prinzip der unvoreingenommenen Schitzung

Wie bereits in der Einfiihrung zu diesem Kapitel erwdhnt wurde, erlaubt das Prinzip der
unvoreingenommenen Schitzung (im Folgenden mit MEP, aus dem engl. Maximumi-
Entropy Principle, abgekiirzt), aus der Kenntnis makroskopischer Observablen Riick-
schliisse auf die mikroskopische Dynamik eines Systems zu ziehen. Makroskopische
Observablen konnen beispielsweise Erwartungswerte mikroskopischer Variablen sein. In
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diesem Fall 1dsst sich eine Verteilungsfunktion der mikroskopischen Variablen konstru-
ieren, aus der sich unter bestimmten Annahmen ein mikroskopisches Modell ableiten
ldsst.

Der Ausgangspunkt der Uberlegung ist der Folgende: Durch die Kenntnis bestimmter
Erwartungswerte einer Zufallsvariablen verfligt ein Beobachter iiber eine unvollstandi-
ge Information der zugrunde liegenden Verteilung. Es existiert nun eine Vielzahl von
moglichen Verteilungen, die mit den bekannten Erwartungswerten kompatibel sind.
Ein rational handelnder Beobachter wiirde nun unter all diesen Verteilungen diejenige
auswdhlen, die am besten die vorhandene Information widerspiegelt und in welche am
wenigsten Annahmen einfliel3en, die nicht durch die vorhandene Information zu recht-
fertigen sind. Wir nennen diese die unvoreingenommenste Verteilung. Sie ist dadurch
ausgezeichnet, dass sie gewissermallen die Ungewissheit des Beobachters maximiert.

2.4.1. Die Informationsentropie

Ein MaQ fiir die Ungewissheit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung liefert die, maBgeblich
von C. E. Shannon entwickelte Informationstheorie. In [48] zeigte Shannon, dass das
einzige MaR, das bestimmte plausible Bedingungen erfiillt, durch

n
i(p1,...pn) == pjlogp; (2.62)
j=1

gegeben ist. Darin ist p; die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisation des Zustandes j bei
einem Zufallsexperiment. Die Grof3e i wird als Shannon-Entropie, Informationsentropie
oder einfach nur Information bezeichnet. Die Basis des Logarithmus in der Definition ist
beliebig.

Im Falle kontinuierlicher Zufallsvariablen ldsst sich die differentielle Information

i(fx)=- f dxf(x)log f(x), (2.63)

definieren, wobei f(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Bei mehreren Zufallsvariablen
ist x als Vektor, und f als jpdf zu betrachten. Die differentielle Information ist jedoch
streng genommen nicht als Verallgemeinerung der Shannon-Entropie, die nur fiir den
diskreten Fall definiert ist, zu verstehen. Der Ubergang von diskreten zu kontinuierli-
chen Variablen kann dargestellt werden, indem man die Werte, die eine kontinuierliche
Zufallsvariable annehmen kann, in Bins I; der Breite ¢ einteilt. Nach dem Mittelwert-
satz der Integralrechnung existiert ein x; € I}, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Realisation im Bin I; liegt, durch

pi=ef () 269
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gegeben ist. Setzt man dies in Gl. (2.62) ein, ergibt sich
ie=—)_ ef(x;)log(ef (x;)) (2.65)
J
= —Zsf(xj)log(f(xj)) - Y ef(xj)log(e) . (2.66)
J

J

Ldsst man nun € gegen null gehen, erhilt man

i= —ff(x) log f(x)dx — loge, (2.67)

wobei der hintere Term divergiert. Solange es nur um Informationsdnderungen geht, oder
darum, die Verteilung maximaler Information zu bestimmen, kann der hintere Term als
Konstante ignoriert, und die differentielle Information, Gl. (2.63), verwendet werden. Als
Mak fiir die Ungewissheit einer Verteilung kann (2.63) jedoch nicht interpretiert werden,
insbesondere da der Ausdruck negativ werden kann.

Diejenige pdf, die der unvoreingenommensten Schétzung entspricht, kann durch
Extremalisierung des Funktionals (2.63) berechnet werden. Die Informationen, die wir
tiber die pdf haben, flieBen dabei als Nebenbedingungen ein. Mathematisch haben wir es
mit einem Problem der Variationsrechnung unter Nebenbedingungen zu tun, wofiir sich
die Methode der Lagrange-Multiplikatoren eignet. Fiir eine Darstellung dieser Methode
und Beispielrechnungen sei auf [25] verwiesen. Es sei betont, dass diejenige pdf, die
die Information unter gegebenen Nebenbedingungen maximiert, nicht unbedingt die
tatsdchliche pdf im Sinne der Definition (1.10) sein muss. Ob dies der Fall ist oder nicht,
hédngt von der Wahl der Nebenbedingungen ab.

2.4.2. Anwendung auf Systeme in der Nihe von Instabilitiaten

Wir beschreiben nun, wie mit Hilfe des MEP Ordnungsparametermodelle von Systemen
in der Nédhe von Instabilitdten aufgestellt werden konnen. Fiir eine generelle Prozedur
schldgt Haken Nebenbedingungen der Form [25]

ci =g (2.68a)
cij =144iq;j) (2.68b)
Cijk ={qiqjqr (2.68¢)
Cijke ={qiqjqxqe) (2.68d)

vor, wobei g = (q1,..., gn) der Zustandsvektor des betrachteten Systems ist. Die Koeffizi-
enten ¢;, Cij, Ci jk, Ci jre werden aus Messdaten bestimmit. Als Resultat der Variation des
Funktionals (2.63) unter den Nebenbedingungen (2.68) ergibt sich die jpdf

n(@) =exp[-V(q,{A})], (2.69)
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V(g i) =A+Y Aiqi+>_Aijqiqi+ Y Aijididjqe+ Y, Aijkedidjqede - (2.70)
i ij ijk ijke
Die A’s sind dabei die noch zu bestimmenden Lagrange-Multiplikatoren, die von den
Koeffizienten der Nebenbedingungen (2.68) abhidngen. Unter bestimmten Voraussetzun-
gen ist V als Potential zu interpretieren: Im eindimensionalen Fall zeigt ein Vergleich
mit der stationdren Losung der FPG (1.67), dass dies bei additivem Rauschen der Fall
ist. Im mehrdimensionalen Fall muss die Voraussetzung des detaillierten Gleichgewichts
(engl. detailed balance) erfiillt sein (s. [25]). Das Potential ergibt sich dann durch ein
Wegintegral iiber den Driftkoeffizienten. Die Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren
ist in den meisten Fillen nicht auf analytischem Wege moglich und muss numerisch
erfolgen, was an dieser Stelle jedoch nicht diskutiert werden soll.
Sind die Lagrange-Multiplikatoren bestimmt, ldsst sich mit der Interpretation von

V (q,{A}) als Potential analog zu der unter 2.3.1 beschriebenen Prozedur eine Koordi-
natentransformation durchfiihren, so dass sich die neuen Koordinaten in Ordnungspa-
rameter und stabile Amplituden einteilen lassen. Der erste Schritt bei dieser Koordina-
tentransformation besteht darin, den Ursprung des neuen Koordinatensystems in ein
geeignetes Extremum von V zu legen. Im zweiten Schritt wird die Matrix der entspre-
chend transformierten Lagrange-Multiplikatoren (A; j) diagonalisiert. Das neue Potential
lautet dann

V(g AW)=A+Y Aig7 + Y Aijidi@iae+ Y. Aijke@idjarde - 2.71)

i ijk ijke

Die transformierten Lagrange-Multiplikatoren A; entsprechen dabei den Eigenwerten
der symmetrischen Matrix (/L j) und sind daher reell. Wir identifizieren nun die Ord-
nungsparameter #; mit denjenigen Komponenten §;, fiir die

Ai<0 (2.72)
ist, und die stabilen Amplituden s; mit den Komponenten 4, mit der Eigenschaft
1;>0. (2.73)

In Analogie zur Anwendung des Versklavungsprinzips auf die FPG, s. Abschnitt 2.3.3,
machen wir nun den Ansatz

fu,s)=e" = fup(siu, (2.74)

mit dem Ziel, einen Ausdruck fiir die Verteilung der Ordnungsparameter f(u) abzuleiten.
Dazu zerlegen wir V in einen Anteil, der nur von den Ordnungsparametern abhingt, und
einen, der sowohl von den stabilen Amplituden als auch von den Ordnungsparametern
abhingt:

V(w,8,4AY) = 1+ U, (, {A9}) + Vs (u, 5, {19}) . (2.75)
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Dabei sind V,, und V; wie folgt definiert:

v, = Zig”) ”12 +y ig;‘}cul Ujup+ ) /Al%c[ Uilj Uity (2.76)
i ijk ijke
B DS +3 T A +4 T Ay st . 27
Es gilt:
fu) :fdsf(u,s)
_ f dseV(ws{A})
_ V(A [ dses s (A9 (2.78)
Fiir das Integral verwenden wir die Abkiirzung
f dseV(ws{A) .2 g=htw (2.79)
so dass wir
fw) =exp{d+Vy (1, {A"}) - h(w)} := e"u® (2.80)

erhalten. Mit Gl. (2.74) folgt daraus:

p(slu) = exp{V (u,s, {)AL}) - Wy (w)}
=exp{Vs (w5, {1}) + h(w)} . (2.81)

Wir konnen nun das Potential VS aus Gl. (2.77) anndhern, um das Ergebnis der Anwen-
dung des Versklavungsprinzips auf die FPG, Gl. (2.61), zu verallgemeinern. Dazu gehen
wir davon aus, dass die Ordnungsparameter u; klein sind und, analog zu der Bedingung
(2.42), dass die Parameter /15.3) betragsmiRig groll im Vergleich zu den Parametern ;15.”)
sind, so dass wir annehmen koénnen, dass die s; von der Grélenordnung u‘l2 sind. Alle
Terme aus Gl. (2.77), die durch die Punkte abgekiirzt sind, sind dann von der Ordnung
u° oder hoher. Wenn wir diese vernachlissigen, entfallen sémtliche Produkte aus ver-
schiedenen Komponenten s;, so dass wir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(s|u)
durch ein Produkt der Form

p(slw) =] p(silw) (2.82)

1

darstellen konnen. Die einzelnen Faktoren haben dann genau wie (2.61) Gaul3-Gestalt.
Nach [25] lassen sie sich explizit darstellen als

p(silu) = exp {—;15.5) (si— gl-(u))2 + igs)g?(u)} mit (2.83)

(2.84)

1 ~ ~
g = — [32/15.;)kujuk+4zAg‘;)kéujukug
21, jk jke
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2.5. Die Information von Systemen in der Nihe von
Instabilititen

Die Informationsentropie, die in Abschnitt 2.4.1 eingefiihrt wurde, ist nicht nur im Zu-
sammenhang mit dem Prinzip der unvoreingenommenen Schitzung von Bedeutung.
Im Zusammenhang mit dem Ordnungsparameterkonzept zeigt sich, dass sich die In-
formation in zwei Summanden aufspalten ldsst, von denen der eine nur von der pdf
der Ordnungsparameter abhédngt. In der Ndhe von Instabilitdten nimmt dieser Teil der
Information drastisch zu, wohingegen der andere Term eher konstant bleibt [25]. Diese
Tatsache wird in Kapitel 4 eine grof3e Rolle spielen.

2.5.1. Aufspaltung der Information

Im letzten Abschnitt wurde mittels des MEP gezeigt, dass sich die Verteilungsfunktion
von Systemen in der Ndhe von Instabilitdten gemaQ

fau,9)=f@[]pisilw (2.85)

aufspalten ldsst. Setzen wir diesen Ansatz in die Formel fiir die Information des Systems
an, so ergibt sich:

i(f(u,s) = —fduds f(u,s)log f(u,s) (2.86)

=—fduds F@ ] psilw |log fw) +) logp(sjlw | . (2.87)
i J

Wir wir sehen, ldsst sich das Integral aufspalten in zwei Summanden
I =iy+ IRest, (2.88)

wobei der erste Summand

iy = —fdu f(u)logf(u)fds Hp(silu) (2.89)

= —fdu f)log f(uw) (2.90)

nur von der Verteilungsfunktion der Ordnungsparameter abhdngt. Wir nennen ihn die
Ordnungsparameterinformation. Fiir den zweiten Summanden ergibt sich:

iRest:—fdu f(u)fds [1pGsilw)) logp(s;lw (2.91)
i J
:—fdu f@) fdslogp(sjlu)l_[p(silu) (2.92)
7 i

:—fdu f(u)Zfdsj p(sjlw)logp(sjlu) . (2.93)
J
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Abb. 2.1 Die Funktion — flog f.

Dabei entspricht das letzte Integral, iiber das summiert wird, der Definition der Infor-
mation einer versklavten Amplitude, wenn man die pdf durch eine auf die Ordnungs-
parameter bedingte cpdf ersetzt. Dies entspricht in gewisser Weise der Philosophie des
Versklavungsprinzips, das besagt, dass die versklavten Amplituden den Ordnungspara-
metern instantan folgen. Bezeichnen wir die Information der versklavten Amplituden
als

is(u) :—Zfdsj p(silu)logp(sjlu), (2.94)
J
so entspricht igest dem Erwartungswert von is bzgl. der Ordnungsparameter:

iest = (is (1)), = f du fwisw) . (2.95)

2.5.2. Die Ordnungsparameterinformation in der Nihe von Instabilititen

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie sich die Information fiir verschiedene Verteilun-
gen verhdlt, ist es zweckméallig, einmal den Integranden — flog f als Funktion von f zu
betrachten (s. Abb. 2.1). Demnach liefert eine Verteilung f positive Beitrdge zur Informa-
tion fiir 0 < f < 1 und negative fiir f > 1. Das heil3t, dass fiir stark lokalisierte Verteilungen
eine geringe oder stark negative Information im Vergleich zu breiten Verteilungen zu
erwarten ist.

Abb. 2.2 zeigt das typische Verhalten einer pdf eines Ordnungsparameters weit unter-
halb, knapp unterhalb und knapp oberhalb einer Instabilitét. Fiir die Information ist zu
erwarten, dass sie von links nach rechts zunimmt. Eine typische cpdf fiir versklavte Am-
plituden ist durch Gl. (2.61) gegeben, wobei in der Ndhe von Instabilitdten angenommen
werden kann, dass der Parameter y grof3 ist, so dass die Verteilung stark lokalisiert ist.
Entsprechend ist die Information der versklavten Amplituden, Gl. (2.94), fiir gew6hnlich
klein oder stark negativ.

Dieser quantitative Unterschied zwischen der Information der Ordnungsparameter
und der Information der versklavten Amplituden wird in Abschnitt 4.4 ausgenutzt, um
eine Methode zur Identifikation von Ordnungsparametern und versklavten Amplituden
aus Daten abzuleiten.
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Abb. 2.2 Typische pdf eines Ordnungsparameters in der Ndhe einer Instabilitdt. Links: Weit
unterhalb der Instabilitdt. Mitte: Knapp unterhalb der Instabilitdt. Rechts: Knapp oberhalb der
Instabilitat.



3. Ordnungsparameterdynamik fiir ein System
gekoppelter Oszillatoren

In diesem Kapitel wird das Verhalten einer kollektiven Variablen eines hochdimensiona-
len Modellsystems analysiert. Diese kann im Kontext einer Darstellung des Systems als
Hierarchie von Bewegungsgleichungen fluktuierender Momente (vgl. Abschnitt 3.2) als
Ordnungsparameter interpretiert werden kann. Es folgt zunédchst eine kurze Einfiihrung
in das Modellsystem und die Motivation der durchgefiihrten Analyse.

3.1. Einfiihrung

Das betrachtete Modellsystem besteht aus N identischen Oszillatoren in einem bimoda-
len tiberddmpften Potential. Dabei ist jeder Oszillator mit allen anderen gekoppelt und
wird aulerdem stochastischen Fluktuationen unterworfen. Zusétzlich wird das gesamte
System durch eine periodische Kraft F(¢) = F(t + T) angetrieben (vgl. Abb. 3.1). Das
System stochastischer Evolutionsgleichungen lautet (in dimensionsloser Form):

O N
g = 2=+ ) (= x) +VEDE(D +F(D) L=, N 3.1)
j=1

Dabei ist x;(¢) die Koordinate des iten Oszillators, © eine Kopplungskonstante und D die
Amplitude der gaul3verteilten Langevin-Kraft ; (¢), fiir die

€i(0)=0 und (;()5;(s))=6;;6(t—ys) 3.2)

gilt.
Ohne die periodische Kraft F(¢) wurde dieses System erstmals als Beispielmodell fiir
Selbstorganisation in offenen komplexen Systemen durch Riickkopplungsschleifen von

Kometani und Shimizu [31] aufgestellt. Unter Riickkopplungsschleifen versteht man
dabei die Wechselwirkung zwischen der kollektiven makroskopischen Variablen

1 N
S(1) = N;xim, (3.3)

41



42 3. Ordnungsparameterdynamik fiir ein System gekoppelter Oszillatoren

LI

Abb. 3.1 Illustration des betrachteten Modellsystems. Links: N Oszillatoren (N = 3 in der Ab-
bildung), beschrieben durch die Variable x;, bewegen sich in einem bimodalen tiberddmpften
Potential. Die lineare attraktive Kopplung der Oszillatoren untereinander wird durch die Federn
veranschaulicht. Rechts: Die Form der periodischen Kraft F(t) aus GL. (3.1), die in dieser Arbeit
verwendet wurde.

Vi) F(1)

t

Y

die ein Ensemblemittel iiber die Subsysteme x; darstellt, und den Abweichungen der
Subsysteme vom Ensemblemittel

a; (1) =x; ()= S(1) . (3.4)

Die Form der Wechselwirkung der Subsysteme untereinander
= i
— 2 (xj—x) 3.5
N =

entstammt einem Modell fiir die Wechselwirkung zwischen Myosin und Aktinfilamenten
bei der Muskelkontraktion.

Spéter untersuchten Desai und Zwanzig die dynamischen Eigenschaften sowie den
Gleichgewichtszustand dieses Systems im thermodynamischen Grenzfall N — oo [7].
Dabei entwickelten sie eine systematische Hierarchie von stochastischen Bewegungsglei-
chungen fiir die Kumulanten von a;.

Die Antwort des Systems auf ein externes periodisches Signal wurde erstmals von
Morillo, Gémez Ordéiiez und Casado untersucht [38]. Dabei entdeckten sie, dass das
Phidnomen der stochastischen Resonanz durch die Wechselwirkung der Subsysteme
(3.5) erheblich verstarkt wird. Unter stochastischer Resonanz (SR) versteht man die Ver-
stirkung oder Optimierung der Antwort eines nichtlinearen Systems auf ein schwaches
kohédrentes externes Signal durch Rauschen [14]. In den letzten Jahren wurde auch der
Einfluss der anderen Systemparameter auf die SR im Falle endlicher Systemgrofie N
eingehend erforscht [5, 6, 43]. Dabei wurde das Verhalten der kollektiven GréBe S(#), Gl
(3.3), betrachtet.

In einem kiirzlich erschienenen Artikel [40] untersuchen die Autoren die SR-Effekte
der Variablen S(t) bei schwachem Treiber. Schwach bedeutet dabei, dass ein einzelnes



3.2. Die gau8sche Approximation 43

System ohne Kopplung, das man dem gleichen Treiber unterwirft, mit den Methoden
der linearen Antworttheorie untersucht werden kann. In diesem linearen Regime sind
die SR-Effekte, wie die Verstarkung der mittleren Amplitude der Systemantwort auf die
treibende Kraft oder das Signal-Rausch-Verhiltnis, sehr klein. Das interessante Ergebnis
dieser Arbeit ist, dass die SR-Effekte der Variablen S(#) dennoch grof$ sind, so dass sich
das N-dimensionale gekoppelte System nicht im linearen Regime befinden kann.

Um diesen und andere Effekte besser verstehen zu kdnnen, ist es wiinschenswert, eine
effektive eindimensionale Langevin-Gleichung der Form

S() = -Uly(S)+ F(S,0)+&(S, 1) (3.6)

ftir den stochastischen Prozess S(¢) zu formulieren. Dies wurde bereits frither von Pi-
kovsky und Zaikin [43] auf analytischem Wege versucht, indem dhnlich wie in [7] eine
Hierarchie von stochastischen Bewegungsgleichungen fiir die fluktuierenden Momente

N
M (1) = iZ [x;(0) - S()1F (3.7)
NS

aufgestellt wurde. Unter Vernachldssigung aller Momente mit k = 3 und der Anwen-

dung des Versklavungsprinzips gelangten die Autoren zu einer Gleichung der Form (3.6),

was in Abschnitt 3.2 dargestellt wird. Es stellt sich jedoch heraus, dass diese den ur-

spriinglichen Prozess nicht zufriedenstellend beschreibt und au8erdem nicht in allen
Parameterbereichen existiert [40].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird zum einen {iberpriift, ob der stochastische
Prozess S(t) Markov-Charakter hat, was die Voraussetzung dafiir ist, dass eine Gleichung
der Art (3.6) iiberhaupt formuliert werden kann. Zum anderen wird das in Abschnitt 1.8
beschriebene numerische Verfahren zur Bestimmung von Drift und Diffusion angewen-
det, um das effektive Potential U, sowie den Charakter des effektiven Rauschens zu
bestimmen. Abschlielend wird der geschitzte effektive Prozess mit dem tatsdchlichen
verglichen. Ein Teil der Ergebnisse ist bereits in [17] ver6ffentlicht.

3.2. Die gaul3sche Approximation

Mit der Definition von S in Gl. (3.3) und (3.1) ergibt sich

| %
S=—) x;
NiS
1 N ox
==Y xi-x+—= ) (xj—x)+V2DE(O+F(D) |,
N3 N5
was sich zu

N
S:S—%;x§+\/%f(ﬂ+}7(r) (3.8)
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umformen lisst. Dabei ist £(¢) eine Langevin-Kraft mit den gleichen Eigenschaften wie
¢i(t), was aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt. Der Summationsterm in (3.8) ldsst sich
nicht als Funktion von S darstellen; Gl. (3.8) ist also nicht geschlossen. In [6] wird mit
Hilfe der Definition von sogenannten fluktuierenden Momenten

1 N
M (1) = NZ [x; (1) - S(1)1* 3.9)
i=1

eine unendliche Hierarchie von Langevin-Gleichungen aufgestellt. Mit Hilfe von (3.9)
lasst sich der Summationsterm in (3.8) durch

1 N
— Y x}=Ms+3SM, +§°. (3.10)
NS

ausdriicken. Damit ergibt sich:

C o 3 3 Q,,
§=8-8-3SMy— M3+ Nf(t)+F(t). (3.11)

Berechnet man die zeitlichen Ableitungen der fluktuierenden Momente, so ergibt sich,
dass Mj.(t) eine Funktion von My_y, My, My, und My, ist. Méchte man ein geschlos-
senes niedrigdimensionales System aus Langevin-Gleichungen formulieren, bleibt ledig-
lich die Hoffnung, dass die Beitrédge der fluktuierenden Momente héherer Ordnungen
vernachldssigbar klein sind, so dass man diese unendliche Hierarchie von Gleichungen
durch eine endliche approximieren kann.

Eine mogliche Ndherung besteht darin, alle fluktuierenden Momente My mit k = 3 zu
vernachldssigen, was in der Literatur als gaullsche Approximation bezeichnet wird. Mit
dieser sowie einigen anderen fiir groe N giiltigen Ndherungen formulierten Pikovsky
und Zaikin [43] das geschlossene zweikomponentige System

: X 2D

§=5-5°=3MS+)/ =&+ F(1) (3.12a)
1. ) X
SM=(1-38-0)M-3M*+D. (3.12b)

Dabei ist M := M, mit der Definition (3.9) und somit stets positiv. Betrachtet man den
thermodynamischen Limes N — oo, so verschwindet der Rauschterm in (3.12a). Wird
weiterhin die Kraft F(¢) voriibergehend vernachldssigt, so erhdlt man ein determinis-
tisches, autonomes, nichtlineares dynamisches System. Dieses besitzt einen Fixpunkt
bei

S;=0 (3.13a)

M; = [1-0+V(1-07+12D]| /6 (3.13b)
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sowie zwei weitere bei

1/2
S33=2{05-025 |0~ V2+0)2-24D]| /4 (3.14a)
M;,= [2+6-V(2+@)?-24D] [12. (3.14b)

Wir betrachten eine Stérung M = M — M des ersten Fixpunktes. Dafiir ergibt sich das
transformierte System
S=01-3M;)S-38°-3SM (3.15a)
M = aM—-6M? —6M;S* — 65> M (3.15b)
mit dem Parameter

a=-2 [5(1—@)+6\/(1—@)2+12D] . (3.16)

Die Jacobi-Matrix des Systems (3.15) bei S =0, M = 0 hat bereits Diagonalgestalt und
lautet:
_ — 02
. (0.5(1 +0-V(1-02+ 12D) 0) |
0

(3.17)
a

Der obere linke Eintrag von L hat einen Nulldurchgang bei ® = 3D und ist positiv fiir
O > 3D. Der Koeffizient a ist als Funktion von O fiir verschiedene D in Abb. 3.2 dargestellt.
Fiir D > 0 ist « immer negativ und in der Ndhe der Instabilitdtspunkte bei ©® = 3D, die

0
-5
-10
-15
3 -20
b D=0.0 ——
-25 D=0.1 —— _
30 D=0.2 Abb. 3.2 Der Koeffizient a als
35 D=03 —— Funktion der Kopplungsstirke ©
D=0.4 fiir verschiedene Rauschampli-
-40 tuden D. Die schwarzen Punkte
0 2 4 6 8 10 . o
entsprechen den jeweiligen In-
0 stabilitdtspunkten © = 3D.

durch die schwarzen Punkte markiert sind, betragsmé&Rig hinreichend grof3, so dass
das in Abschnitt 2.3 behandelte Versklavungsprinzip verwendet werden kann, um die
Variable M aus dem System (3.15) zu eliminieren. Nach [43] ergibt sich dabei das effektive
einkomponentige System

SzaS—b83+\/%€(t)+F(t) (3.18)
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mit den Koeffizienten

a:0.5(1+@—\/(1—@)2+12D) und (3.19)
b= 4a

2-0+\/(2+0)2-24D

Da der Ausdruck unter der Wurzel in Gl. (3.20) negativ werden kann, existiert das System
nicht in allen Parameterbereichen.

(3.20)

3.3. Numerische Simulation

Zur numerischen Simulation des Systems (3.1) wird das einfachste Zeitintegrationssche-
ma, ndmlich das explizite Euler-Verfahren, verwendet. Bei einer Schrittweite At ergibt
sich danach die Koordinate des iten Oszillators zum Zeitpunkt ¢ + At zu

xi(t+AL) =

N
xi () +At xi(t)—x?(t)+%Z(xj(t)—xi(t))+F(t) +V2DALE(1) . (3.21)
j=1

Nach jedem berechneten Zeitschritt wird die Variable S(#) gemal Gl. (3.3) berechnet und
gespeichert.
Die Kraft F(¢) = F(t + T) hat die Form

A, 0=si<t

0; te<t<T/2

—A; TI2<t<T/2+t,
0, T/2+t,<t<T

F(1) = (3.22)

Der Ubersichtlichkeit halber wird bei den verschiedenen Simulationslidufen anstelle des
Parameters ¢, der Parameter

r=2t/T (3.23)

angegeben. Er dient als Mak fiir die relative Linge eines Rechteckimpulses im Vergleich
zur Periodenldnge.

Die Rauschterme ¢;(#) werden mit Hilfe des Box-Muller-Verfahrens [3] erzeugt. Da-
bei werden aus zwei Standardzufallszahlen z; und z, zwei stochastisch unabhédngige
standardnormalverteilte Zufallszahlen n; und n, erzeugt:

n1 =+v-2Inz;cos(2mzy)
n, =+ —-2Inz;sin2nzy) .

(3.24)
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Tab. 3.1 Simulationsparameter

Datensatz  Parameter

N D e A r At T Tem/T
Siml 50 0.3 1.0 02 05 107* 6300 500
Sim2 10 0.1 05 01 01 107* 6300 500
Sim3 10 0.2 05 01 01 107* 6300 500
Sim4 10 02645 05 0.1 01 10* 6300 500
Simb 10 0.3 05 01 01 10* 6300 500
Sim6 10 0.4 05 01 01 107* 6300 500
Sim7 10 0.3 05 01 05 107* 6300 3900
Sim8 2 0.3 05 02 05 107 6300 500
Sim9 10 0.2 05 03 05 1073 40  5-107

Unter Standardzufallszahlen versteht man dabei unabhéngige Zufallszahlen, die auf dem
Intervall [0; 1] gleichverteilt sind; als standardnormalverteilt bezeichnet man Zufallszah-
len, die einer Gau3-Verteilung mit einer Varianz von eins unterliegen.

Die Standardzufallszahlen werden mit Hilfe einer frei verfiigbaren Fortran-Version des
Mersenne Twister-Algorithmus [37] erzeugt. Dieser hat eine Periodizitét 219937 _ 1 womit
sicher gestellt ist, dass die Rauschterme auch bei langen Simulationszeiten d-korreliert
sind.

Als Anfangsbedingung wird immer x;(0) =0 V i =1,..., N gewdhlt. Damit die Statistik
nicht von den Anfangsbedingungen abhéngt, wird die Zeitreihe S(#) erst nach einer
“Einschwingphase” von zehn Periodenldngen der Kraft F(t) gespeichert.

Die Parameter von sdmtlichen in dieser Arbeit ausgewerteten Simulationen sind in
Tab. 3.1 aufgelistet. Dabei ist T, die physikalische Lange der Simulation und Ty / T die
Anzahl der simulierten Perioden. Die am hiufigsten verwendete Periodenldnge T = 630
entspricht in etwa der in vorherigen Arbeiten [5, 40] verwendeten Kreisfrequenz Q = 0.01.

3.4. Stationaritit

Bei stochastischen Prozessen mit periodischem Treiber nehmen nach einer bestimmten
“Einschwingphase” samtliche stochastischen Observablen die Periodizitdt des Treibers
an. Daher kann bei der Zeitabhingigkeit dieser Gré3en, die Transformation

t—t modT (3.25)

angewandt werden. Bei groen Periodenldngen T der Kraft F(t), ist dariiber hinaus
zu erwarten, dass wihrend jeder der vier Phasen, in denen F konstant ist, der Prozess
nach einer bestimmten Relaxationszeit 9, stationar wird. Ist 9, sehr viel kleiner als .,
bzw. T/2 —t; in Gl. (3.22), konnen bei simtlichen Mittelungsprozessen alle Datenpunkte
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Abb. 3.3 Korrelationsfunktion C(z,7) = (S(#)S(t + 7)) fiir den Datensatz Sim7. Die rechte Abbil-
dung zeigt einen Schnitt fiir konstantes 7 = 0.1.

aus einer Phase verwendet werden. Man kann den Prozess S(¢) dann aufspalten in vier
verschiedene stationdre Prozesse, wobei jeder Prozess einer der vier Phasen entspricht.
Jede gemessene Phase entspricht dann einer Realisation des entsprechenden stationdren
Prozesses.

Um die Relaxationszeit abzuschitzen, wird die Korrelation

Ct, 1) =SSt +71)) (3.26)

in Abhdngigkeit von ¢ und 7 untersucht. Dabei wird die neue Zeitachse mit der Trans-
formation (3.25) in 40 Intervalle unterteilt und fiir jedes Intervall fiir verschiedene 7 der
Erwartungswert (3.26) geschéitzt. Abb. 3.3 zeigt das Ergebnis fiir den Datensatz Sim7.
Danach kann die Relaxationszeit 9, abgeschitzt werden auf

0,=35+5. (3.27)

Bei einer Periodenldnge von T = 630 und einem Parameter r = 0.5 ist die Lange einer
Phase konstanter Amplitude des Treibers . = 157.5, so dass es gerechtfertigt ist, ndhe-
rungsweise von Stationaritdt wihrend einer solchen Phase auszugehen. Die Ergebnisse
aus Abschnitt 3.6.1 bestitigen dies.

3.5. Markov-Eigenschaft

Um zu testen, ob der stochastische Prozess S(t) auf einer bestimmten Zeitskala T Markov-
Charakter hat, wird die Giiltigkeit der CKG (1.49), die hier die Form

P2 (S1, 142783, 1) ZdeZPT(Sl,t+2T|Sz,t+T)pT(Sg,t+T|S3,t) (3.28)
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annimmt, Gberpriift. Es sei betont, dass die Giiltigkeit der CKG kein Beweis dafiir ist, dass
S(#) ein Markov-Prozess ist, sondern lediglich eine notwendige Bedingung dafiir darstellt.
Sie wére dennoch ein Indiz dafiir, dass eine Beschreibung des Prozesses S(¢) als effektiver
eindimensionaler Markov-Prozess nicht allzu weit von der Realitdt entfernt ist.

Zur Uberpriifung der Giiltigkeit von (3.28) werden separat die linke und rechte Hand-
seite aus einer Zeitreihe geschitzt und miteinander verglichen. Wir bezeichnen die linke
Handseite von (3.28) mit p55(S1/S;) und die rechte Handseite mit p51°(S1|Ss). Eine
gute Moglichkeit eines Vergleiches beider Funktionen bieten Konturplots. Dabei werden
sowohl von p%fs(sl |S3) als auch von pgfs(sl |S3) Konturlinien, d. h. Linien, auf denen
der entsprechende Funktionswert konstant ist, in die (S;, S3)-Ebene geplottet. Man kann
dann mit dem Auge beurteilen, wie gut die Konturlinien {ibereinanderliegen.

Zum Zwecke eines objektiveren Vergleiches konnen auch Abstandsmalle, wie z. B. die
Kullback-Leibler-Divergenz [33], berechnet werden. Doch auch dann ist es schwierig zu
entscheiden, ab welchem Wert des Abstandsmaf3es man die CKG fiir giiltig erkldrt. Hier
wird ein Vergleich mittels Konturplots vorgezogen.

Um die cpdfs aus Gl. (3.28) zu bestimmen, werden zunéchst die entsprechenden jpdfs
for(S1, £ +27; 83, t) und f7(S2, £+ 7; S3, t) mittels des Schitzers (1.35) unter Verwendung
des Epanechnikov-Kerns (1.33) bestimmt. Dabei werden alle Datenpunkte der zweiten
Phase des Treibers, in der F(¢) = 0 ist, aus allen Perioden verwendet. Die cpdfs werden
anschlieBend mittels Gl. (1.25) bestimmt. Das dabei auftretende Integral im Nenner von
(1.25) wird zur numerischen Berechnung mit einer Riemannschen Summe angenéhert,
ebenso wie das Integral der rechten Handseite der CKG (3.28).

Es stellt sich schlussendlich noch die wichtige Frage, wie das Zeitinkrement 7 in (3.28)
zu wihlen ist. Da bei der Schitzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten der Grenzwert 1 —
0 gebildet wird (vgl. Abschnitt 3.6.2), erscheint es sinnvoll und notwendig die Giiltigkeit
der CKG fiir das kleinste verfiigbare 7, ndmlich das Zeitinkrement At der numerischen
Simulation, zu tiberpriifen.

Abb. 3.4 zeigt das Ergebnis fiir die beiden Datensitze Sim7 und Sim8 fiir 7 = At = 1074,
Fiir die cpdfs ergeben sich sehr schmale gaul$f6rmige Kimme entlang der Winkelhalbie-
renden in der (S1, S3)-Ebene. Um die Konturlinien klar erkennen zu konnen, wird jeweils
ein im Vergleich zur Abb. 3.6 stark vergroBerter Ausschnitt dargestellt. Fiir beide Daten-
sdtze liegen die Konturlinien sehr gut iibereinander. Aus Griinden, die im Folgenden
genauer dargestellt werden, ist es jedoch fragwiirdig, wie aussagekriftig dieses Ergebnis
ist.

Fiir kleine Zeitinkremente 1 gilt bei einem Langevin-Prozess nach [45] fiir die Uber-
gangswahrscheinlichkeitsdichte ndherungsweise

[$1-8- DSy, 1)1

S1,t+7T|S, 1) = ex
P = S 4D (S, N7

(3.29)

Fiir beliebige feste Werte von S, und ¢ ergeben sich demnach normierte Gaul3-Funktio-
nen, deren Breiten vom Zeitinkrement T abhidngen. Im Grenziibergang 7 — 0 gehen die
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Abb. 3.4 Vergleich der linken und rechten Handseite der CKG (3.28) fiir 7 = At = 10~*. Die Ab-
bildungen zeigen (im Vergleich zu Abb. 3.6 stark vergréBerte) Ausschnitte von Konturplots. Fiir
die linke Abbildung wurde der Datensatz Sim7 verwendet, fiir den rechten Sim8 (s. Tab. 3.1). In
beiden Fillen liegen die Konturlinien in den Bereichen, in denen die Verteilungen auskonvergiert
und daher die Konturlinien glatt sind, gut iiberein. Die CKG scheint also in beiden Fillen erfiillt
zu sein.

GaulR-Funktionen in §-Funktionen uiber. Die Gaul$-Funktionen sind zentriert um
S, +DW(S,, )T . (3.30)

Fiir 7 = 0 sind sie zentriert um S,. Fiir jedes feste Sy ist die Ubergangswahrscheinlichkeits-
dichte also eine um S, zentrierte Gaul$-Funktion, falls das Zeitinkrement 7 sehr klein ist.
Deren einziger “Freiheitsgrad” ist die Breite der GauRR-Funktion. Dieses Grenzverhalten
ergibt sich bei allen stochastischen Prozessen, auch bei solchen ohne Markov-Charakter.
Daher wird sich in den meisten Féllen fiir sehr kleine Zeitinkremente auch die Giiltig-
keit der CKG numerisch bestédtigen lassen. Erkennbare Abweichungen sind erst dann
zu erwarten, wenn 1 grol§ genug ist, so dass die Drift Einfluss auf (3.30) nimmt und
somit mehrere “Freiheitsgrade” vorhanden sind. Um abzuschétzen, wann dies der Fall ist,
wird (3.30) mit der geschétzten Drift des Datensatzes Sim?7 fiir verschiedene Werte von
7 geplottet, s. Abb. 3.5. Der Abbildung ldsst sich entnehmen, dass moglicherweise erst
ab einem Wert der GréRenordnung 10~! Abweichungen von der CKG sichtbar werden
kénnen.

Aus diesem Grunde wird das Verfahren auch fiir gro8ere T wiederholt. Abb. 3.6 zeigt
exemplarisch die Ergebnisse fiir 7 = 0.25 fiir die Datensétze Sim7 und Sim8. Es kann
weder hier noch fiir irgendeinen anderen Wert von 7 eine signifikante Abweichung von
der Giiltigkeit der CKG nachgewiesen werden.
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Abb. 3.5 Nach Gl. (3.29) sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;(Sy, t + 7Sy, ) fiir kleine 7
fiir feste Werte von S, Gaul3-Funktionen, die um (3.30) zentriert sind. Die Abbildung zeigt diese
Zentren fiir den geschitzten Drift des Datensatzes Sim7 fiir verschiedene 7. Bei 7 = At = 107*
ist der Einfluss der Drift in (3.30) nicht wahrnehmbar. Als Ubergangswahrscheinlichkeit erhélt
man daher einen Kamm von schmalen Gaul3-Kurven entlang der Winkelhalbierenden in der
(81, S2)-Ebene. Da dies auch bei nicht-markovschen Prozessen zu erwarten ist, wird auf einer
solch kleinen Zeitskala keine Abweichung zwischen LHS und RHS der CKG (3.28) zu beobachten
sein. Bei 7 = 0.1 und 7 = 0.5 wird eine Verformung des Gaul3-Kammes sichtbar. Erst auf diesen
Zeitskalen scheint daher eine Uberpriifung der CKG sinnvoll.

Es sei noch einmal betont, dass diese Ergebnisse keinen Beweis der Markov-Eigenschaft
des Prozesses S(f) darstellen. Lediglich der gewissenhaft durchgefiihrte Versuch, das
Gegenteil zu beweisen, ist gescheitert.

3.6. Schiitzen der Kramers-Moyal-Koeffizienten

Die Resultate des vorangegangenen Abschnittes lassen hoffen, dass es moglich ist, den
stochastischen Prozess S(#) durch eine effektive eindimensionale Langevin-Gleichung
zu beschreiben. Der nédchste Schritt, die Schdtzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten,
wird in diesem Abschnitt beschrieben.

3.6.1. Zeitabhiingigkeit

Das Ergebnis aus Abschnitt 3.4 legt die Vermutung nahe, dass Drift und Diffusion wih-
rend einer Phase konstanter treibender Kraft nach kurzer Zeit stationdr werden. Ist dies
der Fall, so kann der stochastische Prozess S(¢) in guter Naherung beschrieben werden,
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Abb. 3.6 Vergleich der linken und rechten Handseite der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (3.28)
fiir T = 0.25 fiir die Datensdtze Sim7 (oben) und Sim8 (unten). Die Konturlinien liegen in den
Bereichen, in denen die Verteilungen auskonvergiert sind, gut ibereinander. Die Chapman-
Kolmogorov-Gleichung scheint also auch hier in beiden Féllen erfiillt zu sein.
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indem fiir jede dieser vier Phasen jeweils zeitlich konstante Drift- und Diffusionsterme
geschitzt werden. Um diese Vermutung zu {iberpriifen, wird die Zeitabhédngigkeit beider
Koeffizienten fiir den Datensatz Sim9 {iberpriift. Die Periodenlidnge ist dabei sehr klein
gewdhlt, um mit handhabbarem numerischem Aufwand eine hinreichend gute Zeitaufl6-
sung bei der Schitzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten zu erzielen. Dadurch werden
bei gegebener zeitlicher Auflésung weniger Zeitfenster benotigt.

Die Schétzung der Koeffizienten erfolgt wie in Abschnitt 1.8 beschrieben. Dazu wird
jede Periode in 80 Zeitfenster unterteilt, wovon jedes eine Linge von fzr = 0.05 hat.
Abb. 3.7 zeigt die geschitzten Drift- und Diffusionskoeffizienten fiir konstantes S = 0
in Abhéangigkeit von der Zeit. Die Zeit, nach der die Drift nach einem Sprung in der
Amplitude des Treibers stationdr wird, ist von der GréBenordnung 1. Daher kann in
sehr guter Ndherung davon ausgegangen werden, dass die Drift wihrend einer Phase
konstanter Amplitude des Treibers zeitlich konstant ist. Der Einfluss der treibenden Kraft
auf die Diffusion ist vernachléssigbar klein. Sie kann in guter Ndherung iiber die ganze
Periode hinweg als zeitlich konstant betrachtet werden.
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Abb. 3.7 Drift (oben) und Diffusion (unten) fiir S = 0 in Abhéngigkeit von der Zeit fiir den Daten-
satz Sim9. Die Amplitude des Treibers betrdgt A = 0.3. Nach einem Sprung in der Amplitude des
Treibers wird die Drift nach einer Zeit der Gr68enordnung 1 stationir. Bei der Diffusion ist der
Einfluss des Treibers vernachldssigbar klein.
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Aufgrund dieser Ergebnisse werden bei allen Schitzungen der {ibrigen Datensétze mit
der Periodenldnge T = 630 Zeitfenster der Gro3e einer Phase konstanter Amplitude der
treibenden Kraft verwendet.

3.6.2. Der Grenzwert 7 — 0

Wie in Abschnitt 1.8 bereits dargestellt wurde, wird im Allgemeinen der Grenzwert 7 — 0,
der in der Definition der Kramers-Moyal-Koeffizienten (1.68) vorkommt, bestimmt, in-
dem der Schitzer (1.70) fiir diverse Zeitinkremente 7 = mAt ausgewertet, und anschlie-
Bend fiir T — 0 extrapoliert wird. Abbildung 3.8 zeigt im oberen Diagramm den Finite-
Time-Drift DY fiir § = 0 in Abhéngigkeit von 7. Im Bereich zwischen 100 und 1000
Zeitschritten ist D" annihernd konstant. Im Bereich zwischen 1 und 70 Zeitschritten
zeigt sich dann ein annédhernd lineares Verhalten. Es wire moglich, in diesem Bereich
linear fiir T = 0 zu extrapolieren. Der Unterschied zwischen dieser Methode und der
Methode, einfach den Wert fiir das kleinst mégliche T zu verwenden, ist jedoch so gering,
dass der Aufwand sich nicht lohnen wiirde.

Bei der Diffusion zeigt sich ein anderes Verhalten, wie in Abb. 3.8 unten zu sehen ist.
Die Abhéngigkeit der Finite-Time-Diffusion DP von 7 ist wesentlich stirker. Doch auch
hier wiirde ein Extrapolationsverfahren keine signifikante Verbesserung liefern.

Da bei der aktuellen Analyse die Zeitreihen kiinstlich erzeugt werden und somit die
“Samplingfrequenz” beliebig gewdhlt werden kann, befinden wir uns in einer komforta-
blen Situation. Bei der Analyse “echter” Daten ist es hingegen sehr wichtig, die Finite-
Time-Koeffizienten in Abhingigkeit von 7 zu betrachten und gegebenenfalls zu extrapo-
lieren, da ein zu grofes T zu drastischen Abweichungen fiihren kann, wie Abbildung 3.8
verdeutlicht.

3.6.3. Diffusion und héhere Momente

Bei allen untersuchten Datensitzen ergibt sich ein in guter Ndherung konstanter Diffusi-
onskoeffizient von
D
p@_2 (3.31)
N
Ein Beispiel zeigt Abb. 3.9 fiir den Datensatz Sim9 mit D = 0.2 und N = 10. Dass die
geschitzte Diffusion fiir gréRere Betrdge von S ansteigt, liegt daran, dass in diesen Be-
reichen weniger Datenpunkte vorhanden sind. Die Erfahrung zeigt, dass bei geringerer
Datendichte die geschitzte Diffusion meist nach oben abweicht. Die Ursache dafiir ist
jedoch noch nicht hinreichend geklart.

IMoglicherweise liegt die Ursache darin, dass die GréRe, iiber die gemittelt wird, immer positivist, d. h.,
der Wertebereich ist nach unten beschrénkt. Daher kann es in der Statistik grofSere AusreifSer nach oben
als nach unten geben, was bei geringer Datendichte zu asymmetrischen Abweichungen fiihrt.
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Abb. 3.8 Finite-Time-Drift und -Diffusion fiir konstantes S = 0 in Abhédngigkeit des Zeitinkremen-
tes 7.



56 3. Ordnungsparameterdynamik fiir ein System gekoppelter Oszillatoren

0.02030 T T T T T

0.02025 | R
0.02020 | R
0.02015 | R
0.02010 | R

0.02005 | R

D®(S,t=1.875)

0.02000 | R

0.01995 ! L ! L L . . ..
15 -10 -05 00 05 10 15 Abb.3.9 Diffusion fir konstan
tes £ = 1.875 in Abhingigkeit von
S fiir den Datensatz Sim9.

Im Allgemeinen fiihren Projektionen eines hochdimensionalen stochastischen Prozes-
ses mit additivem Rauschen auf einen Unterraum kleinerer Dimension zu multiplikati-
vem Rauschen. Dass dies hier nicht der Fall ist, ist ein wichtiges Resultat. Es stimmt mit
der effektiven Langevin-Gleichung (3.18), die in [43] abgeleitet wurde, tiberein.

Um zu iiberpriifen, ob die Kramers-Moyal-Entwicklung tatsdchlich abbricht, wird
auBerdem der vierte Koeffizient bestimmt. Dabei ergibt sich

DWW
Sz~ 107 (3.32)
D

d.h., DY ist praktisch null. Damit garantiert das Pawula-Theorem (s. [45]), dass auch der
dritte Koeffizient sowie alle hoheren verschwinden.

3.6.4. Die qualitative Form der Drift

Abb. 3.10 zeigt die geschitzten Driftkoeffizienten fiir jede der vier Phasen fiir den Daten-
satz Sim9. Die Ergebnisse der zweiten und der vierten Phase, bei denen die Kraft F = 0 ist,
stimmen bis auf statistische Schwankungen iiberein. Man kann also weiterhin die zweite
und vierte Phase (zumindest fiir gro8e Periodenldngen) als verschiedene Realisationen
des gleichen stochastischen Prozesses betrachten.

Die Drift der zweiten und vierten Phase DgiO(S) ldsst sich durch ein ungerades Poly-
nom fiinften Grades darstellen:

DY) (S)=aS+bS>+cS°. (3.33)

Die dunkelblaue Kurve in Abb. 3.10 entspricht einem Fit dieser Funktion?. Sollte die gauR-
sche Approximation, mit der Pikovsky und Zaikin das zweikomponentige System (3.12)

2Die Koeffizienten werden — wie auch bei allen folgenden Fits — mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate bestimmt. Dazu wird eine Routine der Open Source-Software GnuPlot verwendet.
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Abb. 3.10 Die Drift fiir die vier Phasen der Periode des Treibers fiir den Datensatz Sim9. Jede Kurve
entspricht dem Drift des letzten Zeitfensters der jeweiligen Periode. Die Symbole entsprechen
den numerischen Ergebnissen, die Kurven stellen Fits von Polynomen fiinften Grades dar.

aufstellten, eine gute Ndherung darstellen, miissten bei der Anwendung des Verskla-
vungsprinzips auf dieses System gemal$ (3.33) Terme hoherer Ordnung berticksichtigt
werden.

Die Driftkoeffizienten der ersten und dritten Phase lassen sich ebenfalls durch Polyno-
me fiinften Grades darstellen; in diesem Fall sind jedoch auch gerade Terme notwendig:

DY) () =aS+bS*+cSP+dS +eS°+f . (3.34)

Die hellblaue und die griine Kurve in Abb. 3.10 zeigen Fits dieser Funktion fiir die erste,
bzw. die dritte Phase. An diesem Ergebnis wird deutlich, dass der Treiber F(¢) auf den
effektiven Drift der kollektiven Variable S(#) keinesfalls rein additiv wirkt, was in dem
effektiven Modell (3.18) angenommen wird.

3.6.5. Der Gleichgewichtszustand

In der Vergangenheit wurde dem Gleichgewichtszustand des nicht getriebenen Systems
(F = 0) viel Aufmerksamkeit entgegengebracht. Dieser wurde von Desai und Zwanzig
im thermodynamischen Grenzfall N — oo auf analytischem Wege diskutiert [7]. Dabei
entdeckten sie verschiedene Regionen im Parameterraum der Kopplungsstiarke ©® und
der Rauschamplitude D. In zweien dieser Regionen ist die pdf der kollektiven Variablen
S(#) eindeutig und entweder unimodal oder bimodal, jeweils symmetrisch um S = 0. Im
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Abb. 3.11 Abhingigkeit der Drift von der Rauschamplitude. Die Abbildung zeigt Fits ungerader
Polynome fiinfter Ordnung der geschitzten Driftkoeffizienten der Phasen, in denen die Kraft
F =0 ist. Es wurden die Datensitze Sim2 bis Sim6 verwendet (s. Tab. 3.1).

dritten Bereich gibt es zwei verschiedene pdfs, die beide unimodal und zentriert um einen
Wert £S5y # 0 sind. Welche der beiden pdfs realisiert wird, hdngt vom Anfangszustand des
Systems ab.

Im Falle endlicher Systemgrol3e N kann diese Uneindeutigkeit der pdf nicht vorkom-
men. Der Gleichgewichtszustand bei endlichem N wird auf numerischem Wege aus-
fithrlich in [17] diskutiert. Es treten dabei erhebliche Abweichungen zum thermody-
namischen Grenzfall auf. Bei fester Systemgrolie N gibt es eine kritische Linie in der
(D, 0)-Ebene. Fiir groBe D, oberhalb dieser Linie, ist die stationdre Verteilung unimodal,
fiir kleine D, unterhalb der Linie, ist sie bimodal. Dieser Ubergang spiegelt sich auch im
Driftkoeffizienten der effektiven Langevin-Dynamik in Form einer Bifurkation wider.

Dies wird gezeigt, indem fiir festes N = 10 und © = 0.5 die Drift fiir F = 0 fiir variierende
D bestimmt wird. Um ein besseres Sampling des Phasenraums zu erhalten, wird das
System trotzdem mit treibender Kraft simuliert. Die Drift wird jedoch nur fiir die Phasen
berechnet, in denen die Amplitude gerade null ist. Um diese Phasen zu verldngern, wird
der Parameter r auf 0.1 gesetzt. Abb. 3.11 zeigt das Ergebnis. Die Bifurkation erfolgt in
etwa bei einer Rauschamplitude von D = 0.2645. Erhoht man die Kopplungsstérke 6,
findet die Bifurkation bei einer hheren Rauschamplitude statt. In dem zweikomponen-
tigen System (3.12) liegt der Bifurkationspunkt bei @ = 3D (vgl. Abschnitt 3.2), was in
offensichtlichem Widerspruch zu den hier erzielten Ergebnissen steht.

Das Bifurkationsverhalten ldsst sich anschaulich folgendermaRen interpretieren: Ist
die Amplitude des Rauschterms groR, finden viele Uberginge zwischen den beiden
Potentialmulden statt. Sind in einer Mulde mehr Teilchen als in der anderen, wird die
Ubergangsrate von der stark bevilkerten Mulde in die schwach bevélkerte Mulde groRer
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sein als andersherum. Dieser diffusive Effekt treibt die kollektive Variable S in Richtung
Null, so dass hier ein stabiler Fixpunkt in der effektiven Dynamik entsteht.

Eine starke Kopplung hat den Effekt, dass die verschiedenen Oszillatoren nahe beiein-
ander gehalten werden. Ist eine Potentialmulde stdrker bevolkert als die andere, werden
die Oszillatoren aus der schwicher besetzten Mulde in die stirker besetzte gezogen.
Dadurch wird der Fixpunkt in der Dynamik der kollektiven Variablen S bei Null instabil
und in der Ndhe der beiden Potentialmulden entstehen jeweils stabile Fixpunkte.

3.7. Rekonstruktion und Vergleich

Es stellt sich nun die Frage, wie gut das geschitzte eindimensionale Langevin-Modell den
tatsdchlichen Prozess reproduziert. Betrachtet man den Gleichgewichtszustand des unge-
triebenen Systems, so ldsst sich dessen numerisch geschitzte Wahrscheinlichkeitsdichte
mit der stationdren Losung der FPG, in die die geschitzten Drift- und Diffusionskoeffi-
zienten eingehen, vergleichen, s. Abschnitt 3.7.1. Fiir den getriebenen Fall werden als
Vergleichsgrolen der kohdrente und inkohérente Teil der Einpunkt-Korrelationsfunktion
untersucht, s. Abschnitt 3.7.2. In beiden Fillen wird nur jeweils ein Satz von Parametern
untersucht, ndmlich der von Sim7.

3.7.1. Stationire pdf

Um die stationére pdf zu schitzen, wird das N-dimensionale System wie in Abschnitt
3.3 beschrieben simuliert, wobei die Kraft F(#) zu null gesetzt wird. Simtliche weiteren
Parameter gleichen denen des Datensatzes Sim7, (s. Tab. 3.1). Die Variable S(#) wird erst
nach 6.3-10° Zeitschritten gespeichert, so dass davon ausgegangen wird, dass der Gleich-
gewichtszustand erreicht ist. Die pdf wird mit dem Schitzer (1.31) und der Kernfunktion
(1.33) bestimmt.

In der stationdren Losung der geschitzten FPG ist der Diffusionskoeffizient geméal3
(3.31) gegeben durch

D® =0.03. (3.35)

Als Drift wird das Ergebnis der Schétzung fiir den Datensatz Sim7 fiir die Phasen mit
F =0 verwendet. Die Parameter der Fitfunktion (3.33) sind Tab. 3.2 zu entnehmen. Damit

Tab. 3.2 Koeffizienten der geschétzten Driftfunktionen fiir den Datensatz Sim7

Phase Parameter

a b c d e f

-0.0292 -0.0673 —0.2354 - - -
-0.0287 -0.0269 —0.0402 0.0293 -0.2683 0.0993
—0.0264 0.0460 -0.0267 -0.0654 -0.2997 -0.1000

™ ™™
o
[N
kS
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lautet die stationédre Losung der FPG:

§=L L (a2 b, Coo 3.36
fstat()—mexp D0 |2 +Z +é . (3.36)

Die Normierungskonstante .4/ wird mit Hilfe des Softwarepakets Mathematica nume-
risch bestimmt. Sie ergibt sich zu

N =0.02065 (3.37)

Abb. 3.12 zeigt die stationdre pdf (3.36) aus der FPG zusammen mit der numerisch
geschitzten pdf. Beide Verteilungen stimmen sehr gut iiberein.

3.7.2. Einpunkt-Korrelationsfunktion

Eine wichtige GroéRe, die bei der Analyse der stochastischen Resonanz in [5] untersucht
wurde, ist die Einpunkt-Korrelationsfunktion

T
L(7) = %fdt(S(t)S(t+T)) , (3.38)
0

wobei T die Periodenldnge des Treibers ist. Sie ldsst sich aufspalten in einen kohédrenten
Teil

T
Le(r) = %fdt(S(t))(S(t+r)) (3.39)
0

mit der Eigenschaft L (1) = L.(7 + T) und einen inkoh&renten Teil
) T
L;(1)= ?fdt<8(t)8(t+r)> - L:(7), (3.40)
0

der fiir grolle T asymptotisch gegen null geht.

Die beiden Funktionen L.(7) und L;(7) stellen eine gute Moglichkeit zum Vergleich
zwischen dem urspriinglichen N-dimensionalen und dem effektiven eindimensionalen
System dar.

Zum Zwecke dieses Vergleiches wird der effektive Prozess mit den geschitzten Kra-
mers-Moyal-Koeffizienten simuliert. Dabei werden die Ergebnisse fiir den Datensatz
Sim7 verwendet. Wie bereits in Abschnitt 3.7.1 erwdhnt, ergibt sich ein effektiver Diffusi-
onskoeffizient von

D? =0.03. (3.41)



3.7. Rekonstruktion und Vergleich 61

0.8 T T T

FPG

07 L - Numerik i

0.6 | 1
05 | / \ i
0.4 - | \ b
03 / ; -

0.2 | \ B

0.1 } } t t T ! T

Sstat(S)

le-02 | ]
le-03 L ! \ ]
le-04 | \ h
le-05 F \ ]
le-06 F /

le-07 £ E
le-08 E

le-09 i 1 1 1 1 1
-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 20

Abb. 3.12 Die stationédre pdf des ungetriebenen Systems mit den Parametern von Sim7. Die
griinen Punkten entsprechen der numerischen Schédtzung; die blaue Kurve stellt die stationdre
Losung der FPG mit den geschitzten Drift- und Diffusionskoeffizienten dar. Im oberen Teil des
Graphen ist die Ordinate linear skaliert, im unteren Teil logarithmisch.

Die Fitkoeffizienten der drei Driftfunktionen nach den Gln. (3.33) und (3.34) sind in Tab.
3.2 aufgelistet. Das Integrationsschema lautet dann

S(t+A1) =S+ V2DDALE(1)

DY) (S(0); mod T € [0, £)
DY (S(1); mod T € [, T/2)

. (3.42)
mod T € [T/2,TI2+t.)

mod T € [T/2+ 1, T)

DY, (S));

DY (S(0));

~ ot~ S
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Die Funktionen (3.39) und (3.40) werden sowohl fiir die rekonstruierte Zeitreihe der
effektiven eindimensionalen Dynamik als auch fiir den Datensatz Sim7 numerisch be-
rechnet. Abb. 3.13 zeigt das Ergebnis. Die Ubereinstimmung zwischen dem urspriingli-
chen N-dimensionalen und dem geschitzten effektiven eindimensionalen Modell ist
nahezu perfekt.
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Abb. 3.13 Der kohidrente (unten) und inkohérente (oben) Teil der Einpunkt-Korrelationsfunktion
L(7). Die blaue Kurve entspricht jeweils dem urspriinglichen N-dimensionalen System und die
griine dem rekonstruierten effektiven eindimensionalen System. Die verwendeten Systempara-
meter entsprechen denen des Datensatzes Sim7.

3.8. Zusammenfassung und Ausblick

Fassen wir die wichtigsten Resultate zusammen. Zunichst wurde gezeigt, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeitsdichten der kollektiven Variablen S(t), Gl. (3.3), des N-dimen-
sionalen Prozesses (3.1) die Chapman-Kolmogorov-Gleichung erfiillen. Dies gibt Anlass
zu der Hoffnung, dass der Prozess S(t) Markov-Charakter hat und daher im Prinzip durch
eine eindimensionale effektive Langevin-Gleichung bzw. eine entsprechende Fokker-
Planck-Gleichung beschrieben werden kann.

Die Schitzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten des Prozesses S(f) zeigt zunéchst,
dass diese bei hinreichend gro8en Periodenldngen des betrachteten Treibers F(f) wih-
rend einer Phase konstanter Amplitude schnell genug stationidr werden, so dass S(#)
in guter Ndherung durch vier hintereinandergeschaltete stationédre Prozesse, die sich
periodisch wiederholen, modelliert werden kann. Da fiir die zweite und die vierte Phase
des Treibers, in denen jeweils die Amplitude null ist, die Kramers-Moyal-Koeffizienten
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gleich sind, reicht die Angabe von drei Sdtzen zeitunabhingiger Drift- und Diffusionsko-
effizienten aus, um den Prozess S(#) zu beschreiben.

Weiterhin ergibt sich, dass der Diffusionskoeffizient in guter Ndherung in allen Phasen
des Treibers gleich, und dariiber hinaus unabhingig von S ist. Das Rauschen ist also
additiv. Der vierte Kramers-Moyal-Koeffizient verschwindet praktisch, was nach dem
Pawula-Theorem zur Folge hat, dass die Kramers-Moyal-Entwicklung auch tatsdchlich
abbricht und eine Fokker-Planck-Gleichung ergibt.

Was die qualitative Form der Drift betrifft, gibt es zwei wesentliche Unterschiede zu
dem Modell von Pikovsky und Zaikin. Der Erste besteht darin, dass ein S°-Term in allen
Phasen des Treibers unverzichtbar ist. Der zweite Unterschied besteht in dem Einfluss
des Treibers auf die Driftfunktion D™ (S). Im Modell von Pikovsky und Zaikin ist dieser
Einfluss rein additiv, d. h., es gilt:

DW(S) =DV (S +F(1). (3.43)

Nach dem hier erzielten Ergebnis hingegen beeinflusst der Treiber auch den S-abhéngi-
gen Teil der Drift (vgl. Gl. (3.34)) und kdnnte daher als multiplikativ bezeichnet werden.
Diese beiden Punkte unterscheiden die Drift der Variablen S(#) auch qualitativ von der
eines einzelnen Oszillators ohne Kopplung, welcher durch die Langevin-Gleichung

i=x-x3+F()+V2DE(D) (3.44)

beschrieben wird. Dies liefert eine Erkldrung dafiir, dass die SR-Effekte von S(#) bei
schwacher Amplitude der treibenden Kraft wesentlicher stiarker sind, als die SR-Effekte
eines einzelnen Oszillators bei gleichem Treiber, was in [40] beobachtet wurde (vgl.
Abschnitt 3.1).

Es wurde gezeigt, dass sich die beobachteten Phaseniiberginge zwischen uni- und
bimodaler pdf von S im Gleichgewichtszustand, die bei Variation der Parameter D und ©
auftreten, im Drift als Bifurkation wiederfinden.

Die stationdre pdf, die sich aus der Fokker-Planck-Gleichung mit den geschitzten
Drift- und Diffusionskoeffizienten des ungetriebenen Systems ergibt, stimmt mit der
numerisch gemessenen pdf von S des tatsdchlichen N-dimensionalen Systems tiberein.
Im getriebenen Fall reproduziert das geschitzte effektive eindimensionale System korrekt
die Einpunkt-Korrelationsfunktion des Originalsystems.

Dass die Beschreibung des stochastischen Prozesses S(¢) durch eine effektive eindi-
mensionale Langevin-Gleichung gut funktioniert, ist im Kontext des in Abschnitt 3.2
erwdhnten hierarchischen Gleichungssystems der fluktuierenden Momente so zu ver-
stehen, dass die Letzteren von der Variablen S(¢) versklavt werden. Dabei ist keineswegs
garantiert, dass diese Versklavung in allen Bereichen des Parameterraumes von N, D und
O funktioniert. Die in Abschnitt 3.7 dargestellten Tests wurden aufgrund des hohen Auf-
wandes nur fiir einen Satz von Parametern durchgefiihrt. Ebenso wurde die CKG nur fiir
zwei Sdtze von Parametern tiberpriift. Es wére also noch interessant zu untersuchen, ob
das Verfahren in anderen Parameterbereichen scheitert. In diesem Zusammenhang wére
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weiterhin interessant, die im néachsten Kapitel entwickelte Methode zur Rekonstruktion
von invarianten Mannigfaltigkeiten anzuwenden, um zu sehen, wie die fluktuierenden
Momente sich in Abhédngigkeit der Systemparameter verhalten.

Unter der Annahme, dass die in Abschnitt 3.2 dargestellte gau8sche Approximation
eine gute Ndherung darstellt, was nach [40] zumindest in bestimmten Parameterberei-
chen der Fall zu sein scheint, konnte man versuchen, das Versklavungsprinzip in héherer
Ordnung auf das System (3.12) anzuwenden, um den wichtigen S°-Term zu erhalten. Die
Ergebnisse bei der Untersuchung des Gleichgewichtszustandes in Abschnitt 3.6.5 zeigen
jedoch, dass schon der Bifurkationspunkt ® = 3D des Systems (3.12) nicht demjenigen
des echten Systems entspricht. Man miisste also zusétzlich fluktuierende Momente ho-
herer Ordnung beriicksichtigen. An dieser Stelle ist es fraglich, ob der dadurch erzielte
Erkenntnisgewinn noch den rechentechnische Aufwand rechtfertigen wiirde.



4. Identifikation von Ordnungsparametern und
invarianten Mannigfaltigkeiten aus Daten

Im vorherigen Kapitel wurde eine effektive eindimensionale Ordnungsparameterglei-
chung fiir ein hochdimensionales Modellsystem aus (synthetisch erzeugten) Daten ge-
schétzt. In diesem Fall waren sowohl die Bewegungsgleichungen des mikroskopischen
Modellsystems als auch der Ordnungsparameter bekannt. In diesem Kapitel wird der
Fall betrachtet, dass Messdaten eines Systems vorliegen, bei dem weder die zugrunde
liegende mikroskopische Dynamik noch die Ordnungsparameter bekannt sind. Es wird
aber vorausgesetzt, dass sich das System in der Ndhe einer Instabilitdt befindet und
wenige Ordnungsparameter die Dynamik dominieren. Das Ziel bei einer Analyse solcher
Messdaten besteht darin, die Ordnungsparameter, die versklavten Modenamplituden
und die invariante Mannigfaltigkeit, um die die versklavten Amplituden fluktuieren,
zu identifizieren und die Ordnungsparameterdynamik durch Langevin-Gleichungen
zu beschreiben. Die Methodik des letzten Schrittes ist bereits bekannt und wurde im
vorangegangen Kapitel angewendet. Fiir die ersten Schritte werden neue Anséitze, die
sich aus der Theorie der Synergetik (s. Kapitel 2) begriinden, entwickelt und an einem
einfachen Modellsystem getestet.

4.1. Motivation

Eine mogliche Anwendung der hier entwickelten Methoden besteht darin, ausgedehnte
Systeme zu beschreiben, die rdumliche oder raumzeitliche Muster ausbilden. Solche
Systeme werden iiblicherweise durch partielle Differentialgleichungen der Form

qx,1)=N(qx,1),V,a,x,1) (4.1

beschrieben. Dabei ist q(x, t) ein Vektorfeld, dessen Komponenten messbare Grollen
darstellen, die das betrachtete System charakterisieren. Eine solche messbare Grof3e kann
z. B. eine Geschwindigkeitskomponente einer Fliissigkeitsstrémung, die Konzentration
einer chemischen Substanz oder die Anzahl einer Bakterienart pro Flichenelement
sein. Die zeitliche Entwicklung von q(x, f) wird durch die Funktion N bestimmt, die von
q(x, t) selbst, riumlichen Ableitungen von g (x;, t), die durch den V-Operator symbolisiert
werden, einem Satz von externen Kontrollparametern & und schlie@8lich explizit vom Ort
x und der Zeit ¢ abhidngen kann.

65
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In der Praxis bestehen raumzeitliche Daten aus einer Menge von Observablen, die an
verschiedenen diskreten Punkten x; im Raum zu verschiedenen diskreten Zeitpunkten ¢;
gemessen wurden. Von den unendlich vielen Freiheitsgraden des Vektorfeldes sind also
experimentell nur endlich viele Freiheitsgrade zuginglich. Das gleiche gilt fiir numerische
Simulationen. Daher ersetzen wir das Vektorfeld q(x,t) durch einen Zustandsvektor
q(t;), dessen ite Komponente ¢;(¢;) der zur Zeit £; am Ort x; gemessenen Observable!
entspricht. Dabei gehen wir davon aus, dass die Messungen an verschiedenen Orten
jeweils zu gleichen Zeiten erfolgen, und nehmen an, dass der zeitliche Abstand zwischen
zwei Messungen konstant ist.

Es wird angenommen, dass die zeitliche Entwicklung dieses Zustandsvektors durch
ein System stochastischer Bewegungsgleichungen beschrieben werden kann:

q(1)=N(q(1),{e) + H(q)é (1) . (4.2)

Dabei ist N eine nichtlineare Funktion der Komponenten von ¢q, die von einem Satz von
Kontrollparametern {¢} abhédngt. Bei dem Term &(¢) handelt es sich um einen gaul3ver-
teilten Rauschterm mit den Eigenschaften (1.51). Die Diffusionsmatrix H(q) hat tiblicher-
weise Diagonalgestalt.

In der Nihe von Instabilitdten kénnen wir den Zustandsvektor durch eine Uberlage-
rung von stabilen und instabilen raumlichen Moden darstellen:

q)=) s+ ur(g,, - (4.3)
k l

Nach dem in Abschnitt 2.3 beschriebenen Versklavungsprinzip konnen die Amplituden
sk(t) der stabilen Moden g sk durch die Amplituden u,(¢) der instabilen Moden 9y,
ausgedriickt werden, so dass sich die Bewegungsgleichungen auf

() = f(u(®), s@() +Gu(n), s(®)&@), u(t)={u/ (1)} (4.4)

reduzieren. Wir bezeichnen dann die Amplituden u,(t) als Ordnungsparameter. Da die
rdumlichen Moden im Allgemeinen nicht orthogonal sind, fithren wir die adjungierten
t toa
Moden q, ; und g ; ein, so dass
T — T —
9y, 9uj=0ij> b5; 9u;=0,
: ; (4.5)
q4,;°495;=0, d;°45;=0ij

gilt, wobei §;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Damit ergibt sich fiir die Ordnungspara-
meter und die Amplituden der stabilen Moden

wi()=q',,-q@), (4.6)
sj() = qz,j-q(t). 4.7)

1Bei mehreren verschiedenen Observablen miissen weitere Indizes eingefiihrt werden, was jedoch keinen
grollen Unterschied bedeutet.
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Um das betrachtete System mit Hilfe von Ordnungsparametern beschreiben zu kénnen,
bendtigen wir also die adjungierten Moden q;i und q;i, die durch s(u) beschriebene
invariante Mannigfaltigkeit sowie den Driftvektor f(u) und die Diffusionsmatrix G(u)
der Ordnungsparametergleichung (4.4).

Ohne die Berticksichtigung von Rauschen wurde bereits in den 1990er Jahren von C.
Uhl, R. Friedrich und H. Haken eine Methode zur Losung dieses Problems entwickelt [53,
54]. Dabei wurden fiir die Funktionen s; (%) und f(u) parametrische Ansitze gemacht,
deren Parameter sowie die Komponenten der adjungierten Moden q; ; und q’; ; durch
ein Extremalprinzip bestimmt wurden.

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden unterscheiden sich davon zum einen
durch die explizite Einbeziehung von Rauschen und zum anderen dadurch, dass keine
parametrischen Ansétze fiir die zu bestimmenden Funktionen gemacht werden.

4.2. Testsystem

Als Testsystem fiir die entwickelten Ansétze wird das folgende zweikomponentige Mo-
dellsystem verwendet:

G =eq1(t) —q1()g2() + /2D1¢1 (1) (4.8a)
G2(0) = —yqa (D) + g2 () + V/2D2&5 (1) . (4.8b)

Dabei sind €,y > 0 und € « y. Dies entspricht dem bereits in den Abschnitten 2.3.2 und
2.3.3 behandelten Haken-Zwanzig-System mit Rauschen. Dementsprechend handelt es
sich bei q; = u um einen Ordnungsparameter und bei g, = s um eine schnell relaxierende
Modenamplitude. Die gesuchten adjungierten Moden sind daher

1 0
al=(y) . at=())- 9)

Die Amplitude s(¢) fluktuiert nach GIn. (2.61) und (2.38) um die invariante Mannigfaltig-
keit, die durch

s(u) = %u2+@’(u3) (4.10)

beschrieben wird. Die stochastische effektive Ordnungsparametergleichung lautet nach
(2.60) in adiabatischer Ndherung

. us(1)
u(t) = eu(t) — y +1/2D1&(1) . (4.11)

Dementsprechend ist die gesuchte Funktion

3
Fu) :su—u?. 4.12)
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Die Matrix G hat nur einen Eintrag:

G=+v2D;. (4.13)

Zunichst wird das Problem der Identifikation der adjungierten Moden qL und ql
angegangen. Dazu werden in den Abschnitten 4.3 und 4.4 zwei verschiedene Ansitze dis-
kutiert. Beiden Ansdtzen gemein ist, dass jeweils eine bestimmte GroRe in Abhédngigkeit
einer Testmode q' aus einer Zeitreihe g(f) geschitzt wird. Die Zeitreihe wird numerisch
erzeugt, was im folgenden Abschnitt 4.2.1 erldutert wird. Durch Extremalisierung dieser
GroRe beziiglich g* werden qL und qi identifiziert. Die Extremalisierung erfolgt dabei
immer unter der Nebenbedingung, dass die Moden g normiert sind:

q -q"=1. (4.14)

4.2.1. Erzeugung der Zeitreihe

Die numerische Erzeugung der Zeitreihe erfolgt durch das explizite Euler-Verfahren:

q1(t+AD) = (eq1(t) — q1(D)q2(D) At +\/2D1Até (1) (4.15a)
G2 (t+A0) = (=Y q2 () + G5 (D) At + \/2Da Atéx (1) . (4.15b)

Die standardnormalverteilten Zufallszahlen &, (¢) und ¢, (#) werden dabei auf die bereits
in Abschnitt 3.3 beschriebene Art erzeugt. Die verwendeten Parameter sind in Tabelle
4.1 aufgelistet. Die Parameter € und y werden so gewihlt, dass die Voraussetzung des
Versklavungsprinzips erfiillt ist: Es gilt |e/y| = 0.1 « 1. Die Rauschamplituden sind derart
festgelegt, dass einerseits der Determinismus noch dominant ist, anderseits aber das
System noch hinreichend stark aus seinen Ruhelagen herausgetrieben wird. Fiir wei-
tergehende Untersuchungen wire es interessant, die Funktionalitit der im Folgenden
diskutierten Ansétze in Abhingigkeit dieser Parameter zu untersuchen. N ist die Anzahl
der Datenpunkte der erzeugten Zeitreihe.

Tab. 4.1 Simulationsparameter

Parameter Wert
At 1074
£ 0.1

Y 1

Dy 1073
D, 1073

N 108
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4.3. Der Driftansatz

4.3.1. Motivation

Der Driftansatz basiert direkt auf der Trennung der Zeitskalen zwischen Ordnungspa-
rametern und versklavten Amplituden. Dass sich die Ersteren wesentlich langsamer
verdandern als die Letzteren, wird sichtbar, wenn man das Driftvektorfeld schitzt. Die
Komponenten des Driftvektors sind hier definiert als

i=12. (4.16)

1
) —1i
D (@) =lim — (i (¢ + 1) = 4i(0) | g

Dabei stellt (...) ein Zeitmittel dar. Somit lautet der entsprechende Schétzer:

1 X0Mqi (o) — qi (1010 i (q (1))

DW(gel)=— , i=1,2. (4.17)
’ Y YN0 k(q(t)
Dabei sind
Iik=[qro+ (G =DAG, qro+ jAGL] x [Go0+ (k= 1)Aq, 42,0 + kAGo] (4.18)

zweidimensionale Bins und

1, firgelj,

@jk(q) :{ (4.19)

0 sonst.
ist die entsprechende Verallgemeinerung von (1.71).

Abb. 4.1 zeigt das geschitzte Driftvektorfeld unseres Testsystems, das auch in der
Abbildung auf der Titelseite zusammen mit der farbkodierten jpdf f>(u, s) sowie der
Approximation der invarianten Mannigfaltigkeit in vierter Ordnung, s(u) = 71, u? + % ut, zu
sehen ist. Die Betrdge der Komponenten der Vektorpfeile in g»-Richtung sind im Mittel

grofer als die in g;-Richtung, da q; sich langsamer verdndert als g».
Um diese Beobachtung zur Identifikation von qL und qi zu verwenden, wird die GréRe

((qT) — <‘qT'D(”(q)|>q (4.20)

definiert. Dabei bezeichnet (...) 4 das Mittel tiber den Phasenraum, also praktisch das
Mittel iiber alle Bins, fiir die der Driftvektor geschitzt wurde. { (g') dient als MaR fiir
das Inverse der typischen Zeitskala der Dynamik projiziert auf q'. Es ist wichtig, den
Betrag des Skalarproduktes zu verwenden, damit Driftvektoren, die in entgegengesetzte
Richtungen zeigen, sich nicht gegenseitig herausmitteln. Es wird folgende Hypothese
formuliert:

minimal, fir q*zq’;

+
— (4.21)
¢ (q ) {maximal, fir q'=q!
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Abb. 4.1 Das mittels (4.17) geschitzte Driftvektorfeld fiir das System (4.8). Die Pfeile sind auf
Einheitsldnge normiert. Der Betrag der Vektoren ist farblich kodiert dargestellt. An den Stellen,
an denen keine Pfeile zu sehen sind, gibt es nicht geniigend Datenpunkte in der simulierten
Zeitreihe. Da die Richtungen der Vektoren von Bedeutung sind, wurde die Skalierung der Achsen
so gewdhlt, dass gleiche Intervalle auf beiden Achsen jeweils die gleiche Lange haben.

4.3.2. Numerische Umsetzung

Die Hypothese (4.21) wird fiir das in Abschnitt 4.2 beschriebene System getestet, indem
¢ (qT) beziiglich q' extremalisiert wird. Der Nebenbedingung (4.14) wird dabei durch
den Ansatz

t_ tepy - [COSP
q'=q'(p)= (sinq)) (4.22)
Rechnung getragen. Das nun zu l6sende Problem besteht darin, numerisch das Mini-
mum und das Maximum einer reellen Grof3e beziiglich einer reellen Variable aus einem
beschrénkten Intervall zu bestimmen. Bei dessen Losung wird der Weg des geringsten
Aufwandes unter Verzicht auf numerische Prizision und Eleganz eingeschlagen. Das
Intervall [-7/2, /2] wird mit einer Schrittweite von A¢ = 5-10~* abgetastet und dabei fiir
jedes ¢ die GroRe ¢ (qT (¢)) berechnet. AnschlieBend werden Minimum und Maximum
von { (q'(¢)) bestimmt.

Fiir die Anwendung auf Probleme mit mehr als zwei Dimensionen miisste ein etwas
fortgeschritteneres Optimierungsverfahren verwendet werden, wie beim Informations-
ansatz geschehen (s. Abschnitt 4.4.2).

4.3.3. Ergebnis

Aus dem Minimum respektive Maximum ergibt sich:

-0.99959 0.081
T t_
9u _( 0.028 ) s (0.9967) ’ 4.23)
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Abb. 4.2 Resultierende Projektionsrichtungen beim Driftansatz. Die blaue Gerade entspricht
der Projektionsrichtung des Ordnungsparameters u. Die zugehorige Geradengleichung lautet
G2(q1) = (‘7;2 / ‘7;,1)‘71- Die griine Gerade mit der Gleichung g2 (g;) = (qi2 / ‘7:,1)‘71 entspricht der
Projektionsrichtung der versklavten Amplitude s. Das Driftvektorfeld ist das gleiche wie in Abb.
4.1 und dient nur der Orientierung.

Um das Ergebnis graphisch zu veranschaulichen, werden die damit verbundenen Projek-
tionsrichtungen zusammen mit dem Driftvektorfeld in Abb. 4.2 dargestellt. Die Projekti-
onsrichtungen lassen sich durch Ursprungsgeraden der Steigung

‘7;2/‘7;1 mit i=u,s (4.24)

darstellen.

Die geringe Abweichung vom gesuchten Ergebnis (4.9) ldsst sich vermutlich auf die
durch die begrenzte Anzahl von Datenpunkten bedingte Ungenauigkeit der Schitzung
des Driftvektorfeldes zurtickfiihren.

4.4. Der Informationsansatz

4.4.1. Motivation

Mit den Argumenten aus Abschnitt 2.5.2 ldsst sich annehmen, dass in der Ndhe von
Instabilitdten die Information der Ordnungsparameter grof$, und die der versklavten
Amplituden klein ist. Letztere wurde in Gl. (2.94) definiert als

is(u) = —Z[dsj p(sjlu)logp(sjlu) . (4.25)
J



72 4. Identifikation von Ordnungsparametern und invarianten Mannigfaltigkeiten

Fiir die jpdf aller versklavten Amplituden gilt

f(s) = fduf(u, s)

= fduf(u)p(slu)
=(p(siw), . (4.26)

Das heil3t, f(s) kann als Erwartungswert der bedingten Verteilung p(s|u) bzgl. u auf-
gefasst werden. Analog gilt fiir die pdf einer einzelnen, oBdA der ersten versklavten
Amplitude:

f(sl)=[duf(u)[dsz...dsnp(s|u)
n
zfduf(u)fds;g...dsnHp(silu)
i=1

=fduf(u)p(sllu)
=(p(silw), . (4.27)

Wir betrachten noch einmal die Gleichungen (2.83) und (2.84). Diese lauten:

pisilw) =exp{-A9 (s; - giw)* + AP g2 |, (4.28)
1 5 A
gi(u) = E SZ/IE.;)kujuk+4Z/lg?kgujukug (4.29)
21; jk jke

In der Ndhe von Instabilitdten konnen wir annehmen, dass die Parameter ;15.5) grol§
sind. Daraus folgt zum einen, dass die cpdfs p(s;|u) scharf um die Funktionen g;(u)
lokalisiert sind. Aufgrund der Vorfaktoren 1/ Z)ALE.S) der Funktionen g;(u) folgt daraus zum
anderen, dass sich die Letzteren fiir kleine # nur langsam dndern, und damit auch die
u-Abhingigkeit der cpdfs p(s;|u) nur sehr schwach ist. Nimmt man beide Folgerungen
zusammen, ldsst sich mit Gl. (4.27) ableiten, dass auch die pdfs f(s;) scharf lokalisiert
sind, was zur Folge hat, dass die entsprechende Information

i= —deif(Si)logf(si) (4.30)
klein, oder stark negativ ist.

Aus dieser Uberlegung kann ein weiteres Kriterium zur Identifikation der adjungierten
Moden abgeleitet werden. Dazu wird die Information in Abhingigkeit von q' definiert:

i(q*) =- f fx,, (0log fx, (x)dx (4.31)
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Der stochastische Prozess qu ist dabei definiert als

Xg(=q"-q).

Es wird nun die folgende Annahme getroffen:

i( T)_ maximal, fiir qT:qL
)= minimal, fir ¢'=gq]

73

(4.32)

(4.33)

Um die adjungierten Moden qL und qI zu identifizieren, wird daher numerisch die
Information (4.31) unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung (4.14) extremalisiert.
Letztere ist wichtig, da eine breitere Verteilung zu einer groferen Information fiihrt.
Dazu wird ein modifiziertes Gradientenverfahren verwendet, das im Gegensatz zu der im
letzten Abschnitt verwendeten Methode auch problemlos auf mehr als zwei Dimensionen

erweitert werden kann.

4.4.2. Numerische Umsetzung

Die Zeitreihe q(t) wird wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben erzeugt. Der Algorithmus zur
Extremalisierung der Information (4.31) beziiglich g' unter der Nebenbedingung (4.14)

lasst sich in folgende Teilschritte gliedern:

1. Setze q' auf einen normierten Anfangswert.

2. Berechne die Zeitreihe des Prozesses er (1) = cfr -q(1) .

3. Schitze die pdf quT (x) aus der Zeitreihe qu (1) .
4. Berechne die Information i (¢") aus der pdf quT (x) .

5. Berechne den Gradienten V i (q") .

6. Berechne den Hilfsvektor g = V i (q") - (Vq+ i(q")- qT) q .

7. Setzeneues q' auf g +ng .

8. Normiere neues q' .

9. Wiederhole die Schritte 2 — 8 bis das Extremum erreicht ist.

Im Folgenden werden diese Schritte im Detail erldutert.
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Schritt 1

Der Anfangswert von g wird willkiirlich auf qir =0.5, q; = V1 -0.5? festgesetzt.

Schritt 2

Da Schétzungen von univariaten Wahrscheinlichkeitsdichten in der Regel schon bei
weniger Datenpunkten konvergieren als Drift- und Diffusionsschdtzungen, wird an die-
ser Stelle zur Minderung des Rechenaufwandes von der urspriinglichen Zeitreihe mit
108 Datenpunkten nur jeder 1000. Datenpunkt verwendet. Damit besteht die verwen-
dete Zeitreihe g(f) aus 10° Datenpunkten. Aus diesen Datenpunkten wird die Zeitreihe
XqT () = qT - q(t) berechnet.

Schritt 3

Im dritten Schritt werden zunichst das Minimum X,i, und Maximum X, der Zeitrei-
he Xqt (D) bestimmt. Anschliefend wird Xin, um 0.1 (Xmax — Xmin) Nach unten verscho-
ben und X;ax um denselben Betrag nach oben, da aufgrund der endlichen Bandbreite
der Kernfunktion auch aullerhalb des Datenbereichs die geschitzte pdf noch von null
verschiedene Werte annehmen kann. Uber das Intervall [ Xmin, Xmax] werden g = 100
Stiitzstellen x; im Abstand
_ Xmax — Xmin

a ng—1

Ax (4.34)

eingerichtet. Bevor die pdf geschétzt werden kann, muss eine Bandbreite i gewdhlt
werden. Dazu wird zunéchst der Mittelwert X und anschlieBend die Standardabweichung
o nach Gl. (1.28) bestimmt. AnschlieBend wird die Daumenregel (1.34) zur Festlegung der
Bandbreite verwendet. An jeder Stelle x; wird dann die pdf quT (x;) mittels des Schitzers
(1.31) und des Epanechnikov-Kerns (1.33) geschétzt.

Schritt 4

Im vierten Schritt wird die Information tiber
1
i(q*) =-Y fx, (xn)log fx,, (x)Ax (4.35)
i=1

berechnet. Es wird der natiirliche Logarithmus verwendet.

Schritt 5

Die Ableitung der Information beziiglich einer Komponente von g ist formal gegeben
durch

i
—
06]].

9

aq}

0
= —f logfxqu a_qTquT + quT dx. (4.36)
]
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Dabei kann die Ableitung quf / dq}, wie in Anhang A dargestellt wird, direkt aus den
Daten geschétzt werden, ohne sie durch einen endlichen Differenzenquotienten an-
zundhern. Dies ist jedoch sowohl programmiertechnisch als auch numerisch duf3erst
aufwendig. Stattdessen wird direkt die Ableitung der Information durch einen Differen-
zenquotienten angendhert:
0i(q") i(q'+ee;)-i(q"-ce;)
aqT = o . (4.37)
J

Dabei bezeichnet ¢; den jten kanonischen Basisvektor des Phasenraums. Der Parameter
e wird auf 0.01 festgelegt.

Schritt 6

Die Nebenbedingung (4.14) beschreibt eine (n — 1)-dimensionale Einheitshypersphére
in dem n-dimensionalen Raum, der durch die adjungierten Moden g’ aufgespannt
wird. Um bei den sukzessiven Iterationen des Gradientenverfahrens diese Hypersphire
nicht zu verlassen, wird von dem unter Schritt 5 berechneten Gradienten diejenige
Komponente, die senkrecht auf der Hypersphére steht, subtrahiert, vgl. Abb. 4.3. Das
heil3t, der Gradient wird durch den Hilfsvektor

g=Vyi-(Vyi-q')q' (4.38)

ersetzt.

Abb. 4.3 Der Hilfsvektor g = qui - (qui . qT) qT,

der in Schritt 6 berechnet wird.



76 4. Identifikation von Ordnungsparametern und invarianten Mannigfaltigkeiten

Abb. 4.4 Veranschaulichung der Schritte 7 und 8 des Algorithmus. Wird ein Maximum der Infor-
mation gesucht, ist der Parameter 7 positiv wie in den Abbildungen. Wird ein Minimum gesucht,
wéhlt man einen negativen Wert fiir 7.

Schritte 7 und 8

In Schritt 7 wird der Vektor ng zu q' addiert, s. Abb. 4.4 a). Der Parameter 7 ist bei der
Suche nach einem Maximum der Information positiv und bei der Suche nach einem
Minimum negativ. Ein geeigneter Betrag von 1 wird durch “ausprobieren” bestimmt.
Ist n zu grof3, kann es passieren, dass der Algorithmus nicht konvergiert; ist n zu klein,
konvergiert der Algorithmus sehr langsam.

SchlieRlich besteht der achte Schritt darin, den Vektor g' + g zu normieren und als
neues ¢q' zu definieren, s. Abb. 4.4 b).

Schritt 9

Die Schritte 2 — 8 werden in einer Schleife wiederholt, bis der Algorithmus konvergiert,
was bedeutet, dass sich am Ende einer Iteration q;eu hinreichend gering von dem alten
q' unterscheidet. Dies wird durch die Abbruchbedingung

e - q*‘ <6 (4.39)

realisiert. Es wird § = 1076 gewihlt.

4.4.3. Ergebnis

Abbn. 4.5 und 4.6 stellen dar, wie sich g" und i (qT) mit den Iterationen der Maximierung
respektive Minimierung entwickeln. Dass der Algorithmus bei der Maximierung schneller
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Abb. 4.5 Maximierung der Information. Die Diagramme zeigen die Entwicklung der Kompo-
nenten der adjungierten Mode qI (oben) und qg (mitte) sowie der Information (unten) mit den
Iterationen des Maximierungsalgorithmus.
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Abb. 4.6 Minimierung der Information. Die Diagramme zeigen die Entwicklung der Kompo-
nenten der adjungierten Mode qI (oben) und q; (mitte) sowie der Information (unten) mit den
Iterationen des Minimierungsalgorithmus.
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konvergiert als bei der Minimierung, ist durch die Breite der Extrema und der jeweiligen
Wahl des Parameters 1 bedingt. Als Endergebnis ergibt sich:

(4.40)

u

+  (0.998837 + (0.0021017
~(-0.04808) " 157 0.9999978) -

Dies wird analog zur Abb. 4.2 in Abb. 4.7 graphisch veranschaulicht. Dazu werden die
mit den adjungierten Moden verbundenen Projektionsrichtungen durch Ursprungsgera-
den der Steigung (4.24) dargestellt. Zur Orientierung wird zusitzlich die geschitzte jpdf
f2(q1, q2) farbkodiert geplottet, da der Informationsansatz auf Wahrscheinlichkeitsdich-
ten basiert.

u-Richtung

s-Richtung
0.30 T T T T 20
oz | 1
020 | 107 1
0.15 | 4k 4 12
g 010 F ’ 4F 1 10
0.05 | 47 g

\ | - -
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Abb. 4.7 Resultierende Projektionsrichtungen beim Informationsansatz. Die Darstellung der
Geraden gleicht der von Abb. 4.2. Anstelle des Vektorfeldes ist hier farbkodiert die jpdf f>(q1, g2)
zur Orientierung dargestellt (vgl. Abschnitt 4.5). Die Achsen sind derart skaliert, dass gleiche
Intervalle auf beiden Achsen jeweils die gleiche Liange haben.

4.5. Invariante Mannigfaltigkeit

Abschnitt 2.3.3 behandelt die Anwendung des Versklavungsprinzips auf die FPG. Fiir das
Haken-Zwanzig-System ergibt sich dabei die cpdf (Gl. (2.61)):

Y Y 2
(s|lu) = exp+ — s—s(u) . (4.41)
P \/ 27D p{ 2D§2)( ) }

Dabei ist s(u) durch Gl. (4.10) gegeben. Fiir festes u liegt demnach das Maximum von
p(slu) bzgl. s auf der Mannigfaltigkeit s(u). Sind die adjungierten Moden qL und qz
bekannt, kann demnach die invariante Mannigfaltigkeit s(«) identifiziert werden, indem
p(slu) aus den Daten geschitzt, und anschliel3end fiir jedes u das Maximum bzgl. s
bestimmt wird.
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Abb. 4.8 Rekonstruktion der invarianten Mannigfaltigkeit fiir verschiedene Parameter €. Farb-
kodiert ist jeweils die geschétzte cpdf p(s|u) dargestellt. Die rote Kurve geht jeweils durch die
Maxima der cpdf bzgl. s fiir alle festen u und stellt somit die rekonstruierte Mannigfaltigkeit
dar. Die schwarze durchgezogene Kurve beschreibt die invariante Mannigfaltigkeit, die nach
der adiabatischen Approximation durch Gl. (4.10) gegeben ist. Die schwarze gepunktete Kurve
beschreibt die Approximation von s(u) in 4. Ordnung in u.
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Ersteres geschieht, indem zunéchst die jpdf f>(u, s) mittels (1.35) und (1.33) geschatzt
wird. Das Ergebnis ist farbkodiert in Abb. 4.7 zu sehen. Daraus wird p(s|u) gemald Gl.
(1.25) iiber

folu,s)

L 4.42
J fo(u,s)ds (.42

p(slu) =
berechnet.
Abb. 4.8 zeigt das Ergebnis zusammen mit der sich daraus ergebenden invarianten
Mannigfaltigkeit fiir verschiedene Werte des Parameters €. Zusétzlich ist die nach der
adiabatischen Approximation zu erwartende Mannigfaltigkeit (4.10) geplottet. Fiir den
Fall € = 0.1, der bisher betrachtet wurde, gibt es auch in der direkten Umgebung des
Sattelpunktes bei s = u = 0 kleine aber wahrnehmbare Abweichungen zwischen der
rekonstruierten Mannigfaltigkeit und (4.10). Diese verschwinden fiir kleinere ¢, also
wenn sich das System noch ndher am kritischen Punkt €. = 0 befindet. Fiir groQere | u|
weicht die rekonstruierte Mannigfaltigkeit in allen Fillen stérker von (4.10) ab. Diese
Abweichung wird groler, wenn anstelle der adiabatischen Approximation eine Ndherung
4. Ordnung in u der Mannigfaltigkeit s(u) betrachtet wird. Diese ergibt sich nach [24] zu

1 2
s(w) = —u*+=u*+0 (u) (4.43)
Y Y

und ist ebenfalls in Abb. 4.8 dargestellt. Gl. (4.41) scheint daher nur in der Ndhe des
Sattelpunktes eine gute Approximation zu sein. Dies ldsst sich verstehen, wenn man sich
daran erinnert, welche Ndherungen bei der Ableitung von Gl. (4.41) gemacht wurden. In
Abschnitt 2.3.3 wurden bei der adiabatischen Elimination von s aus der FPG Terme mit
Ableitungen von p(s|u) nach u gegeniiber solchen mit Ableitungen nach s in Gl. (2.50)
vernachldssigt. Wie man in Abb. 4.8 erkennen kann, ist diese Ndherung in der Umgebung
des Sattelpunktes auch legitim. Je weiter man sich jedoch vom Sattelpunkt wegbewegt,
desto mehr dndert sich p(s|u) in u-Richtung und die Ndherung wird schlechter. Auch das
Resultat (2.83) aus dem MEP gilt nur fiir kleine || und |s|, da es unter Vernachldssigung
hoher Potenzen der Komponenten von u und s abgeleitet wurde.

4.6. Schiitzen der Ordnungsparametergleichung

Schlussendlich wird das in Abschnitt 1.8 beschriebene Verfahren zur Schatzung von
Drift und Diffusion des Ordnungsparameters u(t) = qL -q(t) = q1(t) angewendet. Das
Ergebnis der Driftschidtzung ist in Abb. 4.9 zusammen mit der Driftfunktion (4.12), die
sich aus der adiabatischen Elimination der versklavten Amplitude s = g» aus der FPG
ergibt, dargestellt. Beides passt offensichtlich gut zusammen.

Abb. 4.10 zeigt den zweiten und vierten Kramers-Moyal-Koeffizienten. Der zweite
Koeffizient, die Diffusion, ist bis auf statistische Fluktuationen konstant und ergibt sich
zZu

DPw) ~10%=D,, (4.44)
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Abb. 4.9 Drift der Ordnungsparametergleichung. Die griinen Punkte entsprechen dem Ergebnis
der Driftschiatzung. Die blaue Kurve entspricht dem nach Gl. (4.11) zu erwartenden Drift.

1.004e-03
1.002e-03
1.000e-03
9.980e-04
9.960e-04
9.940e-04
9.920e-04

D@ (u)

5.04e-12
5.02e-12
5.00e-12
4.98e-12
4.96e-12
4.94e-12
4.92e-12
4.90e-12

DW(w)

- M*WM B
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
u
L H*MHWN 4
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

u

Abb. 4.10 Der zweite (oben) und vierte (unten) Kramers-Moyal-Koeffizient des Ordnungspara-
meters. Der zweite Koeffizient ist praktisch konstant und stimmt mit der Diffusion aus Gl. (4.11)
{iberein. Der vierte Koeffizient ist von der GréRenordnung 10~'2, also praktisch null.



82 4. Identifikation von Ordnungsparametern und invarianten Mannigfaltigkeiten

was genau wie die Driftschdtzung mit Gl. (4.11) {ibereinstimmt. Der vierte Koeffizient ist
von der GroRenordnung 10712, also praktisch null. Damit garantiert das Pawula-Theorem
(s. [45]), dass auch alle weiteren Koeffizienten D" (1) mit n > 3 verschwinden.

4.7. Zusammenfassung und Ausblick

Mit dem Driftansatz und dem Informationsansatz wurden auf der Grundlage der Theorie
der Synergetik zwei Methoden entwickelt, die das Potential besitzen, Ordnungsparameter
und versklavte Modenamplituden aus multivariaten Datensédtzen von Systemen in der
Nédhe von Instabilitdten zu identifizieren. Beide Methoden wurden erfolgreich an einem
einfachen zweikomponentigen Modellsystem getestet.

Bisher wurde noch nicht untersucht, inwieweit die Methoden funktionieren, wenn
wichtige Systemparameter der GIn. (4.8) wie € und y oder die Diffusionskoeffizienten D,
und D, variiert werden. Wahrend der Driftansatz vom Prinzip her unabhingig von der
Art des Rauschens ist, bleibt beim Informationsansatz offen, ob er beispielsweise auch
bei multiplikativem Rauschen oder im Falle von asymmetrischen Diffusionskoeffizienten,
d.h. D; # D, funktioniert.

Mit den Argumenten aus Abschnitt (4.4.1) ist zu erwarten, dass eine Hauptkomponen-
tenanalyse (engl. Principal Component Analysis, PCA) das Problem ebenfalls 16sen wiirde.
Eine PCA liefert jedoch ausschlieBlich orthogonale Moden, die den Eigenvektoren der
symmetrischen Kovarianzmatrix entsprechen. Sie versagt also spitestens dann, wenn die
gesuchten Moden nicht mehr orthogonal sind. Bei dem hier verwendeten Modellsystem
(4.8) sind die gesuchten adjungierten Moden qL und q;r orthogonal zueinander. Der
nédchste wichtige Schritt, der getan werden muss, besteht deshalb darin, zu testen, ob
die beiden Methoden auch dann funktionieren, wenn die gesuchten Moden nicht mehr
orthogonal sind.

Sollten die Methoden diesen Test bestehen, miisste als nidchstes untersucht werden,
inwieweit sie auch auf hoherdimensionale Probleme anwendbar sind. Bei der Driftme-
thode ist die Durchfiihrbarkeit in mehreren Dimensionen stark durch die Anzahl der
verfiigharen Datenpunkte limitiert, da die Anzahl der Bins, und damit die Anzahl der
Datenpunkte, die fiir die Schédtzung des Driftvektorfeldes ben&tigt werden, exponentiell
mit der Dimension des Datensatzes wachsen. Beim Informationsansatz hingegen miis-
sen unabhingig von der Dimension immer nur eindimensionale pdfs der projizierten
Zeitreihe X,f (1) geschitzt werden. Daher ist die Anzahl der verfiigbaren Datenpunkte
weniger entscheidend. Lediglich die Extremalisierung wird in mehreren Dimensionen
aufwendiger. Man steht dann vor dem Problem, mehrere Minima und Maxima finden
zu miissen. Moglicherweise sind Monte-Carlo-Methoden geeignet, dieses Problem zu
l6sen. Zunichst muss jedoch untersucht werden, ob die Hypothese, dass Minima und
Maxima der Information Projektionsrichtungen von versklavten Amplituden und Ord-
nungsparametern entsprechen, sich in mehr als zwei Dimensionen tiberhaupt noch
bewahrheitet.
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Es wurde auerdem versucht, die invariante Mannigfaltigkeit mit Hilfe der cpdf p(s|u)
zu rekonstruieren. Dabei stellte sich heraus, dass in der Umgebung des Sattelpunktes,
also fiir kleine |u| und |s|, die Maxima von p(s|u) bzgl. s auf der Mannigfaltigkeit liegen,
was als Kriterium zur deren Identifikation genutzt werden kann. In groerer Entfernung
zum Sattelpunkt ist dies jedoch nicht mehr der Fall. Bei der Erweiterung dieser Methode
auf mehr als zwei Dimensionen ergibt sich das gleiche Problem wie bei der Driftmetho-
de, ndmlich, dass die Anzahl der Datenpunkte, die man braucht, um eine hinreichend
gut aufgeldste cpdf zu schitzen, exponentiell mit der Dimension wichst. Was die Re-
konstruktion invarianter Mannigfaltigkeiten betrifft, sind daher noch andere Ansitze
vonnoten.

Schlussendlich wurde noch eine Langevin-Gleichung fiir den Ordnungsparameter des
Modellsystems geschitzt. Das Ergebnis stimmt gut mit der theoretischen Vorhersage
iiberein. Eine Uberpriifung der Markov-Eigenschaft, wie sie im vorangegangenen Kapitel
durchgefiihrt wurde, ist bisher nicht erfolgt. Es wire an dieser Stelle wichtig, einmal
quantitativden Zusammenhang zwischen Versklavung, also Zeitskalentrennung, und
der Markov-Eigenschaft des Ordnungsparameters zu untersuchen. Man wiirde erwar-
ten, dass die Markov-Liange grofer wird, wenn der Unterschied der charakteristischen
Zeitskalen von Ordnungsparametern und stabilen Amplituden verringert wird.

Ein interessantes Problem, zu dessen Losung die hier entwickelten Methoden mogli-
cherweise beitragen konnten, liegt in der Vorhersage von Instabilitdten. In vielen Syste-
men aus verschiedenen Bereichen der Wissenschaft hat die qualitative Anderung des
makroskopischen Systemzustandes, mit der eine Instabilitdt verbunden ist, dramatische
Auswirkungen. Man denke dabei beispielsweise an epileptische Anfélle. Bei solchen
Systemen kénnte man versuchen, diejenigen Moden zu identifizieren, die, um bei dem
Beispiel der Epilepsie zu bleiben, bei einem Anfall instabil werden und gezielt deren
Dynamik beobachten. Es besteht dann die Hoffnung, dass die herannahende Instabilitét
sich beispielsweise in der Drift bemerkbar macht. Auch die Informationsentropie, die bei
einer Instabilitdt stark anwéchst, konnte sich als geeigneter Precursor herausstellen.






A. Gradient der Information

Im Sinne einer tibersichtlicheren Darstellung betrachten wir nur den Fall, dass der Zu-
standsvektor g zwei Komponenten besitzt, was bei dem behandelten Beispielsystem
auch der Fall ist. Die folgende Rechnung kann aber ohne gréRere Schwierigkeiten auch
auf beliebige Dimensionen verallgemeinert werden.

Der stochastische Prozess X (1) ist im zweidimensionalen Fall definiert als

X (0 =alq(t)+qq(1). (A1)

Dessen pdf fX,,+ ist nach (1.10) definiert als

Jx; (0= <6 (x - qu)> : (A.2)

Um Ableitungen nach den Komponenten von g’ berechnen zu kénnen, schreiben wir
dies als

fx; (0= fé(x— ala - quz)fz(ql,qz)dqldqz

f " ( 671)]3(671,672)d611d6/2
‘ql‘ ql 1

|q |ff2( T¢72,672) dqg. . (A.3)
1

Alternativ lasst sich anstelle der ¢, -Integration auch die g»-Integration ausfiihren, was
auf

quT(x) ‘ _‘_‘ffz (QI»_ .‘_ql)dql (A~4)

ftihrt. Um nicht Gefahr zu laufen durch null zu teilen, sollte bei der numerischen Be-
rechnung fiir |qI| > )qg‘ die erste Variante, Gl. (A.3), verwendet werden, andernfalls die

zweite Variante, Gl. (A.4).
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Leitet man (A.3) nach q; ab, so ergibt sich

0 1 0
—fx ()= _Tf (_6]_?) a—fz(Xl,Clz)dCIZ mit (A.5)
a4, 'ql‘ q,) oxn
T
x q
N="=-—=a. (A.6)
q, 4

Die Ableitung der zweiten Version ergibt:

) 1 1 a ,
foqf(x)=7f —Ta—fz(ﬁh,)(z)(%CII—X)?fz(Ch,Xz) dgi mit (A7)
q, (qz) |C]2| X2
t
x q
X2="5——d- (A.8)
q 4d

Dabei gilt das Minuszeichen fiir g» > 0 und das Pluszeichen fiir g, < 0. Die Ableitungen
nach qI ergeben sich analog.

Die Ableitungen der jpdfs konnen wie die jpdfs selbst direkt aus den Daten geschitzt
werden. Der Schitzer (1.35) lautet besipielsweise fiir f>(y1, g2)

. 1 Y (xi-q! 92— q}
, = K K . A9
2001, 92) Nhlhzl; ( M hg (A.9)

Damit ergibt sich fiir die Ableitung

o N e A N R
— , = K'|Z——|—K . A.10
6)(1 fZ(Xl qZ) Nhlhz 1:21 ( hl hl hz ( )

Dabei bezeichnet K’ die Ableitung der Kernfunktion nach ihrem Argument. Fiir den
Epanechnikov-Kern (1.33) gilt:

_3v5

K'(y) = 50 .
Y {O fir y?>5

f.. 2 5
y mroyes (A.11)

An den Stellen y = +v/5 ist der Epanechnikov-Kern nicht differenzierbar. Die Ableitung
kann an diesen Stellen gleich null gesetzt werden.
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