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1 Einleitung

Ein kurzer Riickblick

Heutzutage ist die Untersuchung dynamischer Systeme zu einem interdiszi-
plindren Gebiet geworden. Ein dynamisches System beschreibt allgemein eine
zeitliche Entwicklung von Systemzusténden. Die Theorie dynamischer Systeme
lasst sich zur Modellbildung in allen Bereichen der Naturwissenschaften ver-
wenden. Es finden sich Beispiele in der Physik, Mathematik, Biologie oder der
Medizin.

Die Basis wurde Mitte des 16. Jahrhunderts von dem berithmten Physiker
Isaac Newton mit seinem Werk , Philosophiae Naturalis Principia Mathema-
tica“ (1687) geschaffen, indem er den Grundstein fiir die klassische Mechanik
legte und das fundamentale Gesetz der Gravitation prasentierte. Mit Hilfe der
Differentialrechnung gelang es Newton die Keplerschen Gesetze zu erkliaren und
somit das 2-Kérperproblem zu 16sen. Jedoch ist es generell nicht moglich eine
analytische Losung fiir das 3-K&rperproblem zu finden.

Einen wichtigen Wendepunkt zur Beschreibung analytisch nicht 16sbarer Glei-
chungen markieren die von dem Mathematiker Henri Poincaré um 1800 ein-
gefithrten Methoden zur qualitativen Behandlung derartiger Probleme. In sei-
ner Abhandlung iiber das 3-Kérperproblem ,,Les Méthodes nouvelles de la
Méchanique Céleste“(1896) fiihrt Poincaré ein seinerzeit neuartiges geometri-
sches Verfahren ein. Poincaré gilt daher neben Birkhoff, Kolmogorov, Arnold
und Moser als Mitbegriinder der Theorie zur Erforschung des Chaos.

Seit den 50er Jahren des vorherigen Jahrhunderts ist durch die Verwendung von
Computern zur numerischen Berechnung analytisch nicht 16sbarer Gleichungen
die Beschreibung komplexer Dynamiken erneut in das Interesse der Physik und
der Mathematik geriickt. Ein Teilgebiet der modernen Physik, die Nichtlineare
Physik, beschiftigt sich zum einen mit chaotischen und zum anderen mit kom-
plexen Systemen. Allgemein ist die Formulierung einer quantitativen Beschrei-
bung der Dynamik in chaotischen oder komplexen Systemen sehr kompliziert.

Beschreibung von Chaos

Chaotische Systeme zeichnen sich immer durch ihre sensible Abhéngigkeit von
den Anfangsbedingungen aus. Das heifit, dass trotz einer deterministischen Be-
schreibung des Systems der zeitliche Verlauf zweier Trajektorien, die lediglich
eine marginale Abweichung ihrer Anfangszustéinde besitzen, vollkommen un-
terschiedlich ausféllt. Thre Losungen kénnen eine fraktale Struktur besitzen.
Viele Trajektorien chaotischer Systeme bilden zudem seltsame Attraktoren im
Phasenraum aus. Man unterscheidet zwischen zeitdiskreten Abbildungen und
zeitkontinuierlichen Fliissen. Ein prominentes Beispiel fiir eine zeitdiskrete ite-
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rative Abbildung ist die logistische Gleichung, die alle Charakteristika chaoti-
scher Systeme im sogenannten Feigenbaumdiagramm zeigt und in der Natur in
ghnlicher Form z.B. bei einem tropfenden Wasserhahn zu finden ist.

Ein sehr bekanntes Beispiel fiir einen zeitkontinuierlichen Fluss ist das Lorenz-
System, welches urspriinglich zur Beschreibung von Konvektion in der Atmo-
sphére als einfaches Modell zur Wettervorhersage aufgestellt wurde. Die Tra-
jektorien dieses Systems bilden den sehr bekannten Lorenz-Attraktor, der eine
nichtstationdre unvorhersagbare Systemdynamik aufweist .

Allen Systemen, die klassisches Chaos zeigen, ist gemein, dass sie wenige Frei-
heitgrade besitzen. Iterative Abbildungen kénnen schon in einer Dimension
chaotisches Verhalten auspridgen, wohingegen zeitkontinuierliche Systeme im
Allgemeinen drei oder mehr Freiheitsgrade besitzen miissen, um chaotische
Merkmale ausbilden zu kénnen [22, 44, [T]

Behandlung komplexer Systeme

Komplexe Systeme hingegen bestehen aus sehr vielen inneren Freiheitsgraden
oder aus einer groflen Zahl an Subsystemen. Befindet sich ein komplexes Sys-
tem im thermischen Gleichgewicht, d.h. es findet kein Materie- oder Energie-
austausch mit der Umgebung statt, so kann dieses System mit den Methoden
der klassischen Thermodynamik und der Gleichgewichtsstatistik iiber wenige
makroskopische Zustandsvariablen beschrieben werden.

Allerdings stehen die meisten Systeme sowohl der belebten, als auch der un-
belebten Natur nicht im Gleichgewicht mit ihrer Umgebung. Haufig findet ein
Stoff- oder Energieaustausch statt, d.h. es liegen offene hochdimensionale Sys-
teme vor. Diese Systeme zeichnen sich durch raumzeitlich komplexe Strukturen
aus, die man von Systemen im Gleichgewicht nicht erwarten wiirde. Einige
Phénomene in der Natur, die sich auf die Dynamik von Nichtgleichgewichtssys-
temen zuriickfiithren lassen, sind z.B. Konvektionsprozesse (Bildung von Kon-
vektionsrollen bei der Rayleigh-Benard-Konvektion), komplexe Strémungspro-
zesse (Turbulenz in Fliissigkeiten), Transport granularer Medien (Lawinenbil-
dung) oder strukturbildende Prozesse (Riefenbildung bei Schneidprozessen oder
Rippelbildung bei Wachstums- und Korrosionprozessen). Dabei kann Struk-
turbildung, Selbstorganisation oder raumzeitliches Chaos auf makroskopischen
Skalen in Erscheinung treten. Letztlich kann jedes Lebewesen als ein offenes
komplexes System angesehen werden [43], [35].

FEine Vereinheitlichung unterschiedlichster dynamischer Prinzipien erfolgte 1977
von Hermann Haken, der diesen interdisziplinédren Teil der nichtlinearen Physik
Synergetik nannte [24]. Sie resultiert als Konsequenz der systematischen Erfor-
schung unterschiedlichster komplexer Systeme aus den Bereichen der Physik,
Biologie, Chemie, Sozialwissenschaften, Okonomie und Medizin.

In der Nihe von Bifurkationen, also der Anderung des qualitativen Systemver-
haltens, lasst sich die Dynamik hiufig mit wenigen fiir die Dynamik relevanten
Variablen, den sogenannten Ordnungs- oder Kontrollparametern, beschreiben.
Uberschreitet der Kontrollparameter eines Systems einen kritischen Wert, so
durchliuft das System eine Bifurkation. Dabei fithrt Haken das Prinzip der
Versklavung ein, welches in der Nihe dieser Bifurkationspunkte die Systemva-



Abbildung 1.1: von R. Brown unter dem Mikroskop aufgezeichnete Trajektorie
einer Brownschen Bewegung (1827)

riablen in zwei Gruppen einteilt, in die langsam variierenden Ordnungsparame-
ter und die schnell relaxierenden stabilen oder auch versklavten Moden. Eine
Trennung der Zeitskalen erlaubt eine starke Reduktion der Systemdynamik auf
niederdimensionale Ordnungsparametergleichungen und somit eine entkoppelte
Behandlung des physikalischen Problems.

Ausgehend von mikroskopischen Grundgleichungen erfolgt somit eine stochas-
tische Formulierung des Systems. Diese beschreibt die Dynamik der Wahr-
scheinlichkeitsdichten von Ordnungsparametern oder von makroskopischen Va-
riablen. Die stochastische Beschreibung des Systems fiihrt somit auf eine Unter-
suchung von Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten. Die aus einer mikroskopischen Betrachtung stammende
strenge Herleitung von stochastischen Gleichungen zur Beschreibung physikali-
scher Probleme ist im Allgemeinen sehr schwierig. Daher erfolgt zur Modellie-
rung stochastischer Systeme hiufig ein heuristischer Ansatz.

Die Brownsche Bewegung ist ein einfaches Beispiel fiir ein System, das sich
im Gleichgewicht mit seiner Umgebung befindet. Bei der Brownschen Bewe-
gung durchliuft ein Teilchen aufgrund thermischer Einfliisse anderer Molekiile
innerhalb des Warmebads einen Zufallspfad, wie in Abbildung [Tl zu sehen ist.
Eine vollstindige Losungen der Bewegungsgleichungen ist wegen der groflen
Teilchenzahl undurchfithrbar. Daher wéhlt man eine Beschreibung der Wéarme-
badmolekiile, bei der die im Mittel unkorrelierten Kollisionen aller anderen
Wirmebadteilchen als ein weiles Rauschen genéhert werden kénnen. Die Dif-
fusion des Brownschen Teilchens ldsst sich iiber eine stochastische Differenti-
algleichung, die als Wiener-Prozess bekannt ist, formulieren. Albert Einstein
zeigte 1905, dass die Varianz des Ortes proportional mit der Zeit anwichst.
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Abbildung 1.2: a) Ausschnitt aus einer simulierten stochastischen Zeitreihe
b) EEG bei einer Epilepsieerkrankung; Amplitude des EEGs fiir
den epileptischen Anfall wurde gezehntelt
Quelle: Klinik fiir Epileptologie Bonn - K. Lehnertz

Analyse komplexer Systeme

An diesem Punkt kniipft die in dieser Arbeit behandelte Methode der Drift-
Diffusions-Schdtzung an. Die Technik der Zeitreihenanalyse wurde erfolgreich
fiir verschiedene Systeme [16, [T7, 49, 21, 36l 48] durchgefiihrt. Ein moglicher
Ausgangspunkt ist eine empirische Zeitreihe eines komplexen Systems. Um die
Schitzung auf eine Zeitreihe anwenden zu koénnen, muss sich das System in
einem stationdren Zustand befinden.

Unter einer Zeitreihe versteht man zunéchst eine Folge von Datenpunkten, die
bei gleichen Bedingungen in dem System gemessen werden. Zu typischen Zeitrei-
hen gehoren EEG, EKG, Borsenkurse, Wetterbeobachtungen und Vehrkehrsda-
ten. Zeitreihen von komplexen Systemen sind immer stochastischer Natur (vgl.
AbbIlZh), da es sich um offene Systeme handelt.

Es stellt sich sofort die Frage nach der Dynamik, die hinter dem System steckt,
den Prognosen, die sich fiir die kiinftige Entwicklungen machen lassen, oder den
Trends, die zu erwarten sind.

Die allgemeine Problemstellung der Datenanalyse besteht also darin, einen Da-
tensatz eines unbekannten Systems zu analysieren. Es ldsst sich somit induk-
tiv mittels der gewonnen Erkenntnisse ein tieferes Verstéindnis fiir das System
gewinnen. Dies gilt besonders fiir den Fall, dass die Zeitreihe einer Messung
eines Ordnungsparamters entspricht, d.h. das System generiert {iber noch un-
bekannte Ordnungsparamtergleichungen fluktuierende Losungen. Die Methode
der Datenanalyse erlaubt also eine numerische Bestimmung dieser Evolutions-
gleichungen fiir eine grofle Klasse von Systemen.
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Abbildung 1.3: a) physiologischer Tremor
b) pathologischer Tremor bei einer Parkinson Erkrankung
entnommen aus [I7]

Ein Beispiel fiir eines der kompliziertesten Systeme diirfte das menschliche Ge-
hirn mit seinen 10'" Neuronen darstellen, die mit 10> Dendriten je Neuron ein
extrem komplexes Netzwerk bilden. Vom Standpunkt der Physik aus kann die
spannende Frage gestellt werden, wie Modelle zur Beschreibung fundamenta-
ler Mechanismen formuliert werden kénnen [23 B5]. Der néchste Schritt, der
gemacht werden kann, ist eine Untersuchung der Auswirkung pathologischer
Funktionsstorungen auf die Modelle des Systems. Daher stehen Fehlfunktionen
des Gehirns, wie bei einer Epilepsie-Erkrankung oder dem Parkinson-Syndrom,
im besonderen Fokus der Forschung [49].

Die Abbildung zeigt den Vergleich zwischen einer gesunden und einer an
Epilepsie leidenden Person von EEG Daten. Einen Ansatz zum Versténdnis
einiger grundlegenden Mechanismen kénnte die Zeitreihenanalyse bieten. Ei-
ne mogliche Anwendung dieser Analyse konnte z.B. die Konstruktion eines
Frithwarnsystem fiir Epileptiker sein, welches aufgrund der Dynamikinderung
des Systems, die erkrankte Person rechtzeitig auf einen Anfall vorbereiten kénn-
te. Weiterhin ist es denkbar, dass auf dieser Grundlage diagnostische Verfahren
entwickelt werden kénnen.

Ein Beispiel fiir eine diagnostische Analyse wurde von Friedrich et al. in [I7]
durchgefiihrt. Hierbei wurde der Tremor gesunder und an Parkinson leidender
Personen analysiert. Die Trajektorie in Abbildung [[3h, die durch die Auswer-
tung von Datensédtzen gesunder Personen ermittelt wurde, relaxiert auf einen
stabilen Fixpunkt. Im Fall einer Parkinson Erkrankung durchlauft das Sys-
tem eine Hopf-Bifurkation und bildet eine oszillatorische Dynamik auf einem
Grenzzyklus aus (vgl. Abb. [[3b). Die Phasenportraits bei einer Parkinson-
Erkrankung unterscheiden sich also qualitativ von denen einer gesunden Per-
son, so dass anhand dieser Ergebnisse zwischen gesunden und an Parkinson
erkrankten Personen differenziert werden kann.
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Grundlagen zur Zeitreihenanalyse

Im Allgemeinen wird zwischen einer parametrischen und einer nicht-parame-
trischen Zeitreihenanalyse differenziert. Bei einer nicht-parametrischen Daten-
analyse ist keinerlei zusétzliche Information a priori iiber das System vorhanden.
Soll eine parametrische Analyse durchgefiihrt werden, so sind Modellgleichun-
gen fiir das System bekannt, so dass die Analyse zur Parameterbestimmung aus
experimentellen Daten genutzt werden kann.

Das Ergebnis der Analyse erlaubt eine Reproduktion des charakterischen Sys-
temverhaltens. In beiden Fillen kann zudem eine Trennung der determinis-
tischen von der stochastischen Dynamik unternommen werden, d.h. mit der
Isolierung des deterministischen Anteils kann so eine Rekonstruktion der Dy-
namik ohne Fluktuationen durchgefiihrt werden [30].

Weiterhin wird zwischen zwei Formen von Rauscheinfliissen unterschieden: Die
Fluktuation, die aus der Komplexitidt des Systems stammt, wird als dynami-
sches Rauschen bezeichnet, da sie sich unmittelbar auf das Verhalten der Tra-
jektorien, also auf die Prozessdynamik, auswirkt und somit ein Charakteris-
tikum fiir stochastische Zeitreihen darstellt. Das dynamische Rauschen spielt
eine besonders wichtige Rolle, wenn sich das System in der N#he eines instabi-
len Punktes befindet oder wenn das System eine Multistabilitdt aufweist, wie
es z.B. bei der stochastischen Resonanz der Fall ist [58].

Dagegen wird das Rauschen, das einer experimentellen Messung additiv iiber-
lagert ist, als Messwertrauschen bezeichnet. Das Messwertrauschen hat keinen
FEinfluss auf die Systemdynamik, wirkt sich jedoch auf die Qualitit der Ergeb-
nisse der Schétzung aus [ A]].

In [20] wurde gezeigt, dass eine Zeitreihenanalyse bei periodisch getriebenen
Systemen moglich ist. Die Analyse basiert fiir diese Systeme auf einer geeig-
neten stroboskopischen Abtastung der Zeit, wobei der Treiber eine determi-
nistische Periodendauer besitzen muss, d.h. es diirfen keine Fluktuationen der
Treiberfrequenz auftreten. Die Ergebnisse der Schiatzung hingen dann explizit
von der Zeit ab und sind wie der externe Treiber periodisch mit der Zeit.
Getriebene Systeme spielen eine wichtige Rolle in saisonabhéngigen biologischen
Systemen, Schneid- und Fréasprozessen in der Technik und bei Experimenten in
den Bewegungswissenschaften [2), BT, 56, 9.

In dieser Arbeit werden Systeme mit einer zeitverzogerten Riickkopplung be-
handelt, die Time Delay oder kurz Delay genannt wird. Idealisierte Systeme
beinhalten instantane Riickstellkrifte und keine Fluktuationen. Zuvor wurde
schon der stochastische Charakter komplexer Systeme in der Natur motiviert.
Sowohl in der belebten, als auch in der unbelebten Natur gibt es eine Viel-
zahl an Systemen mit Delay, da viele komplexe Systeme {iber Selbstregulations-
mechanismen verfiigen. Diese Mechanismen werden iiber Feedback-Loops, also
Riickkopplungsschleifen, realisiert. Dabei wird dem Eingangssignal das Aus-
gangssignal zeitverzogert in geeigneter Form eingekoppelt, wie in Abbildung
[C4 schematisch illustriert wird. Dieser Riickkopplungsmechanismus fithrt auf
die Behandlung von Delay-Differentialgleichungen oder genauer: von stochas-
tischen Delay-Differentalgleichungen (SDDGL), wenn die Beschreibung eines
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Abbildung 1.4: Schematische Darstellung einer zeitverzogerten Riickkopplung

komplexen Systems erfolgen soll. Analytische Berechnungen von SDDGLs sind
mathematisch sehr anspruchsvoll und noch ein relativ neues Gebiet der For-
schung. Diese Arbeit befasst sich numerisch mit der Analyse von Zeitreihen fiir
Evolutionsgleichungen, die ein Delay enthalten.

Die Zeitverzogerungen der Feedback-Loops resultieren aus Transportprozessen
oder Reaktionsketten in einem System, da eine Ubertragung von Information
je nach Mechanismus immer eine endliche Zeit bendtigt. Fiir eine sinnvolle Be-
schreibung von Prozessen aus dem Bereich der Biologie, den Ingenieurswissen-
schaften (Regel- und Steuertechnik) oder den Bewegungswissenschaften (z.B.
koordinierte Bewegungen) werden vorzugsweise Modelle mit Delays verwendet.
Eine kurze Auswahl an biologischen Systemen mit Delay zeigt die Tabelle [Tk

Typ | Phéanomen Delay 7

RK | Populationsdynamik [§] Nahrungsversorgung, Geschlechtsreife

RK | HIV Infektionsdynamik [7, B2] | inaktive Infektionsphase (1-2 Tage) [42]

TP | Neurale Netze [29] 23] neurale Signallaufzeiten

TP | Pupillen Lichtreflex [39], 27] neurale Signallaufzeiten (300ms)

TP | Tracking Bewegung [51], 57, B3] | kiinstliches Delay fiir visuelle
Riickkopplung (25-50ms)[53]

Tabelle 1.1: Zeitverzogerungen in biologischen Systemen [I1]
TP: Transportprozess
RK: Reaktionskette

Die Methode der Zeitreihenanalyse fiir Systeme mit Delay wird in [I2] durch
die Einfiihrung einer zusétzlichen Delay-Koordinate realisiert, was einer Erwei-
terung des Phasenraums um eine zeitverzogerte Koordinate entspricht.
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Abbildung 1.5: @: stochastische Systeme
t: periodisch getriebene Systeme
7: Systeme mit Delay

Aufbau der Arbeit

Bisher wurde die Drift-Diffusions-Schitzung stochastischer Zeitreihen entwe-
der fiir periodisch getriebene Systeme in [20] oder fiir Systeme mit Timedelay
in [T, 2] erfolgreich behandelt.

Ziel dieser Arbeit soll ein weiterer Schritt zu einer Verallgemeinerung der Drift-
Diffusions-Schétzung sein, da stochastische Zeitreihen mit der Kombination
von Delay und periodischem Treiber mittels der bisher vorhandenen Verfahren
nicht untersucht werden kénnen. Das Dreieck in Abbildung steht symbo-
lisch fiir die Vereinigung beider Methoden [20, [IT]. Weiterhin soll ein Test auf
Selbstkonsistenz eine Verifizierung der Analyseergebnisse ermoglichen. Da ei-
ne vollstiandige graphische Darstellung der Losungen, die von drei Parametern
abhingen kénnen, sehr aufwéindig ist, kann die Qualitéit der Schéitzung mit Hilfe
des Tests iiberpriift werden. Es konnen somit parametrische und insbesondere
auch nicht-parametrische Analysen mit dieser Methode realisiert werden.

Die Schétzung wird zuerst auf univariate Zeitreihen angewandt, die sich tiiber
stochastische Differentialgleichungen erster Ordnung, also der Klasse der Lange-
vin-Gleichungen, formulieren lassen.

Im néchsten Schritt erfolgt eine Erweiterung des Analyseverfahrens auf stochas-
tische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. zur Auswertung der Zeitreihe
werden bivariate Datensitze verwendet. Fiir eine praktische Umsetzung wird
eine Zwei-Schritt-Methode etabliert, da ansonsten die Gesamtzahl an verfiigha-
ren Messwerten zu gering ist, um sinnvolle Ergebnisse aus der Schétzung zu
erhalten.

Die Arbeit ist folgendermaflien gegliedert:

Zunéchst werden in Kapitel ] grundlegende Begriffe eingefiihrt und Schreibwei-
sen erliutert, die fiir die Anwendung der Analysemethode notwendig sind. Das
Verfahren aus [20] und [I1] soll anhand zweier Beispiele motiviert werden.

In Kapitel Bl wird die Durchfiihrung des Selbstkonsistenztests erkliart. Dabei
wird auf die Voraussetzungen fiir eine erfolgreiche Zeitreihenanalye und auf ei-
nige problematische Aspekte niher eingegangen.

In Kapitel Bl wird die Zeitreihenanalyse mit Antrieb und Delay vorgestellt. Im



ersten Teil von Kapitel @l wird die numerische Umsetzung des Analyseverfahrens
fiir Prozesse mit Treiber und Delay diskutiert. Schliellich folgen zwei Beispiele
fiir die Datenanalyse einer Zufallsvariablen in einem iiberddmpften System:
Im ersten Beispiel wird eine einfache additive Kopplung zwischen der Zufalls-
variablen, dem Delay und einem periodischen Antrieb betrachtet.

Das zweite Beispiel befasst sich mit dem allgemeineren Fall einer multiplikati-
ven Kopplung zwischen Delay und Treiber.

Das Kapitel Bl behandelt die Zeitreihenanalyse fiir entddmpfte Systeme zweiter
Ordnung mit Antrieb und Delay. In diesem Fall wird die Analyse einer biva-
riaten Zeitreihe auf die in Kapitel B eingefiihrte Methode zuriickgefiihrt. Es
folgen zwei Beispiele mit getriebenen nichtlinearen Oszillatoren, die iiber eine
Feedback-Kontrolle verfiigen.

Bei dem Ostzillator im ersten Beispiel handelt es sich um einen geddmpften Oszil-
lator. Das zweite Beispiel demonstriert die Zeitreihenanalyse fiir den entddmpf-
ten Oszillator, welches fiir die Anwendung in den Bewegungswissenschaften bei
Experimenten mit einer zeitverzogerten visuellen Feedback-Kontrolle oder in
der Technik fiir getriebene Prozesse mit dynamischer Steuerung bei Fris- und
Schleifprozessen eine wichtige Stellung einnimmt. Die in Kapitel Bl und H an-
gefithrten Ergebnisse werden mit der in Kapitel Bl préisentierten Methode auf
ihre Selbstkonsistenz iiberpriift.

Eine zusammenfassende Ubersicht mit einer kurzen Diskussion der wichtigsten
Aspekte, sowie einigen Vorschlagen zur Erweiterung der Zeitreihenanalyse, wird
in Kapitel @ gegeben.



2 Stochastische Prozesse und
Drift-Diffusions-Schatzung

Im folgenden Kapitel soll eine kurze Ubersicht der verwendeten Schreibweisen
iiber das stochastische Kalkiil gegeben werden. Hier werden die in dieser Arbeit
verwendeten Begriffe und theoretische Grundlagen aufgelistet. Dabei soll keine
vollstandige Einfiihrung in die Theorie der stochastischen Prozesse erfolgen. Es
werden lediglich die notwendigen Grundlagen dargestellt, die zum Verstdndnis
der vorgestellten Methode zur Zeitreihenanalyse notwendig sind.

Desweiteren wird auf eine vollstéindige systematische mathematische Einfiithrung
der Begriffe an dieser Stelle verzichtet. Ein guter Einstieg in die Wahrschein-
lichkeitstheorie, die Kolmogorov 1930 begriindete, ist zum Beispiel in [24] nach-
zulesen.

In diesem Kapitel wird weiterhin ein Zusammenhang zwischen gewohnlichen
stochastischen Differentialgleichungen erster Ordnung, die der Klasse der soge-
nannten Langevin-Gleichungen angehoren, und einer konjugierten Formulierung
des physikalischen Problems, einer partiellen Differentialgleichung, die Fokker-
Planck-Gleichung genannt wird, erstellt. Die grundlegende Methode zur Zei-
teihenanalyse fufit auf der Beschreibung stochastischer Prozesse mit Hilfe der
Langevin- und der Fokker-Planck-Gleichung. Im abschlieBenden Teil dieses Ka-
pitels werden drei kurze Beispiele zur Motivation einer Zeitreihenanalyse heran-
gezogen. Als Nachschlagewerk oder zur Einarbeitung in das Arbeitsgebiet der
Stochastik seien speziell fiir Physiker die Lehrbiicher [A7], [T9] oder [26] emp-
fohlen. Diese Arbeit orientiert sich an der Notation der Vorlesung ,, Dynamische
Systeme*, die von R. Friedrich und T. D. Frank im Wintersemester 2004,/2005
an der WWU Miinster gehalten wurde.

2.1 Grundlagen

Sei X mit X € ) zunéchst eine eindimensionale Zufallsvariable und 2 der Ereig-
nisraum. X kann sowohl kontinuierliche Werte annehmen (wie die Kérpergrosse
oder das Gewicht einer Person), als auch diskrete Werte (der Wurf einer Miinze
oder eines Wiirfels).

Man erhélt bei N-maliger Durchfithrung eines Zufallsexperimentes die zufilli-
gen Werte { X7, Xo,..Xn} € Q fiir eine Messgrofle X.

‘Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

In dieser Arbeit sollen kontinuierliche Zufallsvariablen X € R bzw. X € [0, 27)
betrachtet werden. Die Wahrscheinlichkeit P bei einer Messung, dass sich X im
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2.2 Klassifizierung stochastischer Prozesse

Intervall [a,b] mit a,b € Q und a < b befindet, ist:

b
P(lab)) = Pla < X <b) = /dm (@)

a

Dabei ist f(x) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, Dichteverteilung oder Dich-
tefunktion, welche h#ufig mit PDF (probability density function) abgekiirzt
wird. Man setzt voraus, dass f stiickweise stetig und Riemann-integrierbar ist.
Zusétzlich fordert man fiir f:

1. Vz: f(z)>0 positiv semi-definit
2. [dxf(z)=1 normiert

Q
Erwartungswert

Der Erwartungswert einer beliebigen Funktion s(X) ergibt sich zu:

(5(X)) = / dz f(2)3(z)

Q
Momente

Die Erwartungswerte fiir X" werden n-te Momente genannt. Das 1. Moment ist
der Mittelwert der Dichteverteilung. Allgemein gilt fiir ein beliebiges Moment:

M, = (X") = / dz f(z)z"

Q
Varianz

Die Varianz ist die quadratische Abweichung der Dichteverteilung vom Mit-
telwert. Sie gibt im wesentlichen die Breite der Verteilungsdichte an:

o = ((X = M1)?) = Mo — M

2.2 Klassifizierung stochastischer Prozesse

Im Fokus des Interesses befinden sich dynamische Systeme. Man hat also mit
solchen Systemen zu tun, die eine explizite Zeitabhéngigkeit aufweisen. Die
Messung ergibt folglich nicht nur einen Wert bzw. einen Punkt X im Ereignis-
raum, sondern eine Trajektorie X(¢). Die Zufallsvariable X ist allgemein ein
n-dimensionaler Vektor. Der Index ¢ markiert die einzelnen Realisierungen der
Trajektorie X (t) des stochastischen Prozesses bei gleichen Anfangsbedingun-
gen. In der Abbildung 2] sind drei verschiedene Realisierungen eines stochas-
tischen Prozesses zu sehen. Mochte man eine vollstdndige Beschreibung des

11
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Abbildung 2.1: Beispiele verschiedener Realisierungen eines eindimensionalen
stochastischen Prozesses

stochastischen Systems haben, so benétigt man ein Ensemble von Trajektorien
(X t), X (1), .., XN (1)} (2.1)

wobei der Limes N — oo vollzogen wird. Im weiteren Verlauf wird aus Griinden
der Ubersichlichkeit angenommen, dass die Zufallsvariable X ein Skalar ist. Die
Dichteverteilung berechnet sich mit Hilfe der Dirac’schen §-Funktion:

fz,t) = (6(z — X (1)) (2.2)

Es ist zu beachten, dass f allgemein von der Zeit abhingt und die Mittelung
iiber das Ensemble und nicht {iber die Zeit erfolgt. Hangt f nicht mehr explizit
von der Zeit ab, so liegt ein stationdrer Prozess vor.

Verbundswahrscheinlichkeitsdichte
Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte JPDF (joint probability density function)
gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich die Trajektorie bei einem Experiment
zuerst im Intervall [z, 21 + dz1] zu dem Zeitpunkt ¢; und danach, d.h. ty > 1,
im Intervall [zo, 29 4+ dxs] zu dem Zeitpunkt ¢o befindet.

f(@1, 32, 12) = (0(z1 — X(11))d(22 — X(t2))) (2.3)
Die N-Punkt-JPDF lésst sich analog zu (23)) formulieren:

f(.%'l,tl;.%'z,tg; ...;.%'N,tN) = <(5(.%'1 — X(tl)) R (5(.%']\7 — X(tN))>
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2.2 Klassifizierung stochastischer Prozesse

Um Korrelationen eines stochastischen Prozesses bis zur N-ten Ordnung be-
schreiben zu konnen, benétigt man somit eine Hierarchie an JPDFs iiber N
Zeitpunkte. Mit der Zeitordnung (ty > ty_1 > ... > t1) resultiert eine allge-
meine Formulierung des stochastischen Prozesses:

f(z1,t1) — f(xo,te;x1,t1) — ... — flxn,tN;..;21,t1) (2.4)

Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte CPDF (conditional probability density
function) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Trajektorie in [xo, xo+dxs]
zur Zeit to liegt, unter der Nebenbedingung, dass sie sich zuvor zum Zeitpunkt
t1 schon in [z1,x1 + dx1] befunden hat:

f(xl’tl;x%t2)
t t1) = 2.5
P, teolzs, ) [ dzof(z1,t1; 22, t2) (25)

Die allgemeine Formulierung fiir CPDFs mit mehreren Nebenbedingungen lau-
tet somit:

— f(xN,tNﬂaxlytl)
fde...dxkf(xN,tN; ...;1‘1,151)

PEN,ENG s Tk b | X1, L1 -5 01, T1)

Fine vollstdndige Beschreibung eines beliebigen stochastischen Systems erfolgt
mit (1) oder Z4)). Haufig ist es allerdings nicht notwendig und kaum mdoglich
eine Beschreibung des Systems iiber ein Ensemble von stochastischen Trajek-
torien oder der Hierarchie von N-Punkt-JPDFs vorzunehmen.

Fine vollsténdige Beschreibung eines stochastischen Systems iiber eine N-Punkt-
JPDF ist in vielen Féllen nicht notwendig, da sich sehr viele stochastische Pro-
zesse in der Physik ndherungsweise als sogenannte Markov-Prozesse beschreiben
lassen. Zunéchst sollen aber stochastisch unabhdingige Prozesse betrachtet wer-
den, da ihre Beschreibung einfacher ist, als die der Markov-Prozesse.

Stochastisch unabhingige Prozesse

Von einen stochastisch unabhéngigen Prozess spricht man, wenn ein rein zufalli-
ger Prozess vorliegt, d.h., dass der dynamische Prozess kein Ged#chtnis besitzt.
Vergangene Systemzustinde haben keine Auswirkung auf die Zukunft. Dies
driickt sich darin aus, dass die JPDF faktorisiert und die CPDFs sich als PDF's

schreiben lassen, weil in diesem Fall die Situation zu einem friitheren Zeitpunkt
unrelevant fiir den néchsten Zeitschritt ist.

plen,tnlzn—1,tN—1; 21, t1) = f(zN, tN)

N
f@n,tN; w1, 1) = Hf(ﬁﬂi,ti)
i—1

13



2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

Markov-Prozess

Markov-Prozesse spielen eine wichtige Rolle in der Physik. Sie sind die ein-
fachsten Prozesse mit einem Gedéchtnis. Die Lénge des Gedéchtnisses betrigt
dabei genau einen Zustandsiibergang (t;) — (¢;+1). Der Prozess ,erinnert* sich
nicht mehr an ¢;_1.

plen,tNleN—1,tN-1;..;21,t1) = p(TN, EN|TN-1,EN—-1)

Es lassen sich eine Vielzahl stochastischer Prozesse in der Natur, wie die Brown’sche
Bewegung oder Transportvorginge, iiber Markov-Prozesse modellieren. Zur Be-
schreibung eines Markov-Prozesses zerféllt die JPDF in ein Produkt von 2-
Punkt-CPDFss:

N

flantns iz t) = [ [ ol tileia, tioa) (21, )
i=2

Die CPDFs werden auch als Ubergangswahrscheinlichkeiten bezeichnet. In einer
2-Punkt-JPDF f(z9,ts;21,t1) ist die gesamte Information iiber den Prozess
enthalten, da sich die CPDF mit (3] ermitteln ldsst.

Die Differenz der beiden Zeiten t5 und t; kann beliebig gewéhlt werden. Bei
grossen Zeiten nimmt oftmals die Wahrscheinlichkeit ab, dass ein Ubergang von
r1 — X9 stattfindet. In diesem Falle geht das Gedéchtnis fiir die Zufallsvariable
verloren. Zum Beispiel, strebt ein Prozess fiir grofie Zeiten gegen eine stationére
Verteilung fg, so gilt:

t;iillmp($2,t2|$1,t1) = fa(z2) und t;iillwf($2,t2;$1,f1) = fs(x2) f(x1,t1)

Wird aber die Zeitdifferenz sehr klein, nimmt die CPDF einen scharfen Wert
an. Fiir den Fall, dass (to — t1) — 0 lauft, folgt:

p(x2,ta|r1,t1) — (22 — 71)

2.3 Langevin Gleichungen

Uber die Langvin-Gleichung lassen sich eine Vielzahl von dynamischen stochas-
tischen Systemen modellieren. Zu der Klasse der Langevin-Gleichungen gehoren
gewOhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, in denen eine bestimm-
te Art von stochastischem Antrieb beriicksichtigt wird. Dieser Antrieb wird
Langevin-Kraft genannt. Da sich gewdhnliche Differentialgleichungen hoherer
Ordnung auf Differentialgleichungssysteme erster Ordnung transformieren las-
sen, konnen viele dynamische Systeme auf eine Langevin-artige Form umge-
schrieben werden.
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2.3 Langevin Gleichungen

Eine allgemeine Form fiir eine gewthnliche stochastische Differentialgleichung
(SDGL) mit X € R" lautet:

%Xi = hi(X,t) + Z 9i;(X, ) T;(t) (2.6)

J

Dabei ist h; der deterministische Anteil des Prozesses, auch Drift genannt. Die
Funktion I'j(t) stellt eine zufillig fluktuierende Kraft dar. Die Koeffizienten g;;
geben die Stirke der Fluktuationen an und héngen mit der Diffusion des Pro-
zesses zusammen.

Mit einer Langevin-Gleichung (Z8]) lassen sich stochastische Trajektorien ge-
nerieren, so dass wie mit 1) und ) das System vollstindig beschrieben
werden kann. Zudem liefert Gleichung (6] nicht nur die Dichteverteilungen
f(z,t), sondern auch die vollstéindige Dynamik des Systems. Stellt man an I'(¢)
nun die Forderung, dass

1. (T'(t)) =0, sowie
2. (Li(0)L;(t)) = 204;0(t — t'),

so erhélt man ein J-korreliertes gaufiverteiltes Rauschen mit einer Varianz von
0% = 2, welches als Langevin-Kraft oder aufgrund der spektralen Verteilung
auch als weisses Rauschen bezeichnet wird. Gleichung (Z8) wird dann zur
Langevin-Gleichung. D.h. die Langevin-Gleichung ist ein Spezialfall der SDGL.
Stochastische Krifte werden allgemein als dynamisches Rauschen bezeichnet,
da diese intrinsisch fluktuierende Kréifte darstellen, die sich unmittelbar auf
die Dynamik des Systems auswirken. Eine derart gestaltete Gleichung generiert
stochastische Trajektorien mit markov’schen Eigenschaften.

In dieser Arbeit werden eindimensionale Langevin-Gleichungen untersucht. Fiir
eine autonome Langevin-Gleichung erhélt man folgende Gestalt:

X = h(X) +g(X)T ()

Physikalisch kann man diese Gleichung mit einer iiberddmpften Bewegung ei-
nes Teilchens in einem Potential V' unter sehr starken Reibungseinfliiien deuten
(siehe Abb. EZ). Die Zufallsvariable kann somit zur besseren Anschauung als
Ort des Teilchens interpretiert werden, so dass im Folgenden X mit einer Orts-
koordinate identifiziert wird. (Allgemein kann X eine beliebige physikalische
Messgrofle sein: Winkel, elektrischer Strom, Geschwindigkeitsinkremente, Dich-
tednderungen etc).

Wahrend sich das Teilchen langsam dem lokalen Minimum né&hert, sorgt die
Langevin-Kraft fiir Fluktuationen der Bahn. Das Potential V' ergibt sich un-
mittelbar aus der Drift A mit:

T

V(z) = —/dx'h(x')
Eine dquivalente Fromulierung fiir einen mehrdimensionalen Prozess X lautet:

h(X) = —VV(X)
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V(x)

A
’\\//= x

Abbildung 2.2: Uberdédmpfte Bewegung eines Teilchens in einem eindimensio-
nalen Potential

Weiterhin unterscheidet man zwei Félle fiir die Kopplung der Fluktuation. Fiir
den Fall, dass g eine orts- und zeitunabhéngige Konstante ist, spricht man
von additivem Rauschen, d.h. das Rauschen ist unabhéngig vom Ort des Teil-
chens. Ist g eine Funktion von X oder ¢, wird das Rauschen als multiplikativ
bezeichnet. Im eindimensionalen Fall lésst sich ein multiplikativer Rauschterm
g(X) iiber eine geeignete Koordinatentransformation auf ein additves Rauschen
transformieren, Niheres findet man in [47].

Die beiden einfachsten Félle einer Langevin-Gleichung sind der Wiener-Prozess
und der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

Von einem physikalischen Standpunkt aus betrachtet, ist jedes d-korrelierte
Rauschen unrealistisch, da eine iiber alle Frequenzen konstante Spektralver-
teilung eine nicht endliche Energie beinhaltet. Daher zeigen viele reale Prozesse
immer einen endlichen Cuttoff in der Spektralverteilung, welches auf ein soge-
nanntes farbiges Rauschen fiihrt. Aus diesem endlichen Cutoff resultiert schlief3-
lich eine endliche Korrelationszeit fiir das Rauschen.

Farbiges Rauschen kann durch eine Korrelationsfunktion folgender Form gendhert
werden:

(TOT(t+¢)) = % o—lmel

Wichtig fiir den Prozesscharakter (der Prozess soll Markov-Eigenschaft besit-
zen) ist das Verhéltnis der Korrelationszeit € von I'(#) und den typischen Zeits-
kalen, die fiir den Prozess relevant sind. Die Zeitskalen des Prozesses werden
beispielsweise durch die Grofle eines Dampfungstermes bestimmt. Daher zei-
gen viele reale Prozesse auf Zeitskalen, die viel grosser als € sind, Markov-
Eigenschaft, bei den Ubergang zu kleinen Zeitskalen hin jedoch verloren gehen.

Wiener-Prozess
Der Wiener-Prozess W (t) ist ein reiner stochastischer Prozess. Es liegt keine

Drift vor, d.h. die Trajektorie wird ausschliellich durch die Zufallskraft beein-
flusst.

d
= VQT(t) (2.7)
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Die Grofle Q ist eine ortsunabhéngige Rauschstérke. Fiir den Mittelwert erhélt
man durch Mittelung iiber das Ensemble:

Ml(t) = To,

wobei z( der Startwert z(t = 0) = zg ist. Die zeitliche Abhéngigkeit der Varianz
ist

o2(t) =Qt.

Das entspricht dem Ergebnis eines normalen Diffusionsprozesses. Setzt man eine
pulsférmige Anfangsbedingung zu Grunde, also eine Dichteverteilung der Form
f(z,0) = d(x) so erhdlt man folgende zeitliche Entwicklung:

2

1 __a®
F@t) = ——— ¢ 220
2o (t)

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Im Ornstein-Uhlenbeck-Pozess hiangt die Drift linear vom Ort ab. Die SDGL
schreibt sich somit zu:

d

X =aX+ VQT(t)

Auch hier lassen sich die zeitliche Entwicklung des 1.Momentes und der Varianz
angeben. Der Erwartungswert verschwindet fiir Zeiten ¢ > a, da:

Ml(t) = X0 eiat

wobei M (0) = ¢ eine konstante Anfangsbedingung fiir das Ensemble darstellt.
D.h. die Dichteverteilung wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit f(x,0) = dé(x — xg)
vorgegeben. Daraus folgt unmittelbar fiir das zweite Moment My (0) = x% als
Anfangsbedingung. Letztendlich erhélt man fiir die Varianz

o?(t) = % (1—e 20t .

Die Verteilungsdichte f(x,t) lautet:

1 _ (@=my(1))?
flo,t) = ———e 2920
2mo2(t)

Die asymptotische Losung fiir den Limes t — oo ergibt somit

1 __ 2%
MO e 28

21

eine GauBverteilung mit der Varianz mit 02(co) =
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2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

Interpretation stochastischer Integrale

Eine korrekte Beschreibung fiir ein §-korreliertes, also fiir alle t unstetiges I'(t)
erfolgt iiber ein sogenanntes Stieltjes Integral. Fiir derlei stochastische Integrale
gelten besondere Rechenregeln, auf die in dieser Arbeit nicht néher eingegangen
werden soll. Betrachtet man ein kleines Wegstiick des stochastischen Pfades, so
muf iiber die Fluktuation integriert werden:

t4-dt
dW(t) =W (t+dt) — W(t) = / dt'T(t)

t

Ein sehr wichtiger Zusammenhang zwischen der Rauschkraft und dem infinite-
simalen Wegstiick folgt aus der Berechnung der Varianz bzw. des Mittelwertes:

AW (t) = VdtT(t) (2.9)

Man erhilt als Ergebnis [A7, 26], dass dW von der Ordnung O(v/dt) ist und
nicht von der Ordnung O(dt), wie man naiv erwarten konnte.

Betrachtet man nun stochastische Integrale als Grenzwert einer Summe, héngt
das Ergebnis aufgrund von (9] von der Wahl der Stiitzstelle ab:

Die Interpretation von [té6 benutzt linksseitige Stiitzstellen zur Berechnung der
Summe. Stratonovich hingegen verwendet mittige Stiitzstellen.

Die Definition nach It6 bietet den Vorteil, dass ein einfacherer Zusammenhang
mit Drift und Diffusion in der Fokker-Planck-Gleichung besteht, als bei der In-
terpretation nach Stratonovich. Allerdings miissen bestimmte Regeln fiir die In-
tegration und Differentation beriicksichtigt werden. Die Ergebnisse der Zeitrei-
henanalyse in Kapitel B, Bl @l und Bl erfolgen in der Interpretation nach Ito.

Nichtlineare Langevin-Gleichung mit Delay und Antrieb

Es sollen stochastische Prozesse mit einer zeitlich verzdgerten Riickkopplung
(Delay) und einem externen periodischen Antrieb untersucht werden. Dies lisst
sich allgemein auf eine Langevin-Gleichung iibertragen:

d

SX = (XY, () + g(X,Y, F(H) T(1) (2.10)
Die Variable Y ist die um 7 zeitverzogerte Zufallsvariable, d.h. es gilt ¥ =
X (t—7). Der Parameter ist T die Periode des externen Treibers F'(t) = F(t+T).
Durch die Einfithrung des Delays verliert das System seine Markov-Eigenschaft,
da es sich zusétzlich zu dem letzten Zeitschritt noch an den um 7 vergangenen
Schritt ,,erinnert®.
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Numerische Umsetzung der Langevin Gleichung

Zur numerischen Umsetzung von Gleichung ([ZI0) benétigt man eine endli-
che Diskretisierung der Zeit At. Da es sich um einen stochastischen Prozess
handelt und somit in jedem Zeitschritt eine Fluktuationskraft wirkt, wird ein
einfaches Fuler-Verfahren verwendet. Man erhilt fiir die eindimensionale Glei-
chung ([ZI0) unter Verwendung von Gleichung (Z9):

t+At
X(t+A) = X(t)+ Ath(X,Y,F(t) + / 4t g(X, Y, F(£))dW (¢')
= X(t) + Ath(X,Y,F(t)) + VAt g(X,Y, F(t)w(t)  (2.11)

Hierbei ist w(t) eine zeitdiskrete Version der Langevin-Kraft I'(¢), fiir die gilt
(w(t +nAt)w(t + m At)) = 20,m

Weiterhin ist w(t) gaufiverteilt. Da Zufallsgeneratoren meistens gleichverteilte
Zufallszahlen v € [0, 1) generieren, kann der effektive Box-Miiller-Algorithmus
verwendet werden, der aus zwei gleichverteilten Zufallszahl zwei standardnor-
malverteilte Zufallszahlen iiber eine geschickte Koordinatentransformation er-
zeugt:

wy = /=2 1In(y1) cos(2my2)
wy = /=2 In(v) sin(2my)

Weitere Methoden zur Generierung von nicht gaufiverteilten Zufallszahlen fin-
det man in [26].

Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Zunichst geht man von der reduzierten Dichteverteilung aus:
f(xs, t3;21,t1) :/d962f(903,t3;962,t2;961,t1)
Die Verteilungsdichte f(xs,ts;21,t1) erhélt man durch Integration iiber ws.

Markov-Prozesse lassen sich iiber die Faktorisierung der Verteilungsdichten um-
schreiben in

plxs, tslx1, t1) f(z1,t1) = /d962p(9037t3’962,tQ)P(OCQ,t2!$1,t1)f(9617t1)

mit den Zeiten t3 > to > t1. Da f(z1,t1) eine beliebige Verteilung ist, erhélt
man allgemein die Chapman-Kolmogorov-Gleichung:

p(xs, t3lzy, t1) = /d362 p(xs, 3|22, ta)p(@2, talz1, 1) (2.12)
Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung besagt, dass sich die Ubergangswahrschein-

lichkeit von dem Zeitpunkt ¢; zu der Zeit ¢3 auch iiber beliebige Zeiten zwischen
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4 t t

Abbildung 2.3: Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Zeiten, ent-
nommen aus [47]

t1 und t3 als Produkt der einzelnen CPDF's ausdriicken lédsst. Dabei wird iiber
den gesamten Bereich des Zwischenschrittes integriert. Die Abbildung 2.3 zeigt
dieses fiir eine d-formige Anfangsbedingung.

Da Gleichung (ZI2) nur gilt, wenn ein Markov-Prozess vorliegt, kann sie ver-
wendet werden, um zu iiberpriifen, auf welchen Zeitskalen die Markov-Bedingung
noch erfiillt wird.

2.4 Fokker-Planck-Gleichung

Es stellt sich jetzt die Frage, ob es noch andere Moglichkeiten gibt, einen sto-
chastischen Prozess zu beschreiben, als mit Z1I), (ZZ) und 6. Mit einer
Langevin-Gleichung (Z6]) werden einzelne Pfade eines stochastischen Prozes-
ses simuliert. Werden gleiche Anfangsbedingungen fiir die Realisierung eines
stochastischen Pfades gewahlt, kann so ein Ensemble an stochastischen Trajek-
torien prapariert werden. Mittels Gleichung ([ZZ) kann aus diesem Ensemble
die PDF ermitteln werden.

In den meisten Fillen geniigt eine Beschreibung der Dynamik fiir die PDFs,
da sie die wesentlichen Informationen des Systems beinhalten. Behandelt man
Systeme mit Markov-Eigenschaft, so kann man die PDF mit Gleichung (212
fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ + At in Integralform angeben:

fly,t+ At) = /dxp(y, t+ At|z,t) f(x,t) (2.13)

Dabei beschreibt y den Ort, an dem sich das Teilchen zu dem spéteren Zeitpunkt
t + At befindet, und x entsprechend den Ort zum Zeitpunkt ¢.

Die Integralgleichung (ZI3)) kann in eine Differentialgleichung umgeschrieben
werden, der Form

B . 0
5 (x,t) = Lixm (ﬂf, a,t> f(z,t) (2.14)

Es muB jetzt ein Ausdruck fiir den Differentialoperator Ly gefunden werden.
Alternative Ansétze zur Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung kann in der
Literatur [47] nachgeschlagen werden. Im Folgendem wird eine kurze Herleitung
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iiber die Entwicklung der d-Funktion unternommen. Diese Herleitung findet
sich ebenfalls in [47]. Zunichst werden die bedingten Momente folgendermafien
definiert:

Mn(x7t7 At) <(X(t+At) _X(t))nHX(t):m

_ / dz (y — 2)" p(y, t + Atlz, 1) (2.15)

Der Ausgangspunkt der Herleitung ist die Identitét
p(y,t + Atlz,t) = /dac/ §(z" —y) p(z', t + At]z,t) (2.16)

Als néchstes wird formal eine Taylorentwicklung der §-Funktion durchgefiihrt.
Dabei soll die Differenz 2’ — z klein sein:

5o —y) = S(x—y+a —2)

- Y () -

n=0
N o\"
_ _9 _ 2.1
S () sy (2.17)
Mit Gleichung ZI7) und (ZTI6]) erhélt man:

p(y,t + Atlx,t) = Z % (—(%) /dm' (' —x)"p(2', t + At|x,t) 6(z — y)
n=0 "
- ey (-5 ) Mt At)] S~ )
= |1+ Z% — <_8_y> M, (y.t, At)] 5y — ) (2.18)

Fiir die letzten beiden Umformungen in ([ZI8]) wird Gleichung (IH) benstigt
und die Symmetrie der §-Funktion

6y —x)=6(z —y)

Das Ergebnis (ZIF]), in Gleichung ([ZI3]) eingesetzt, ergibt die gesuchte Form
mit

0 k
Lgm=7 (—%) DW(z,1) (2.19)

und

1 . 1
D) (zt) = HAl%I_I)lO EMk(x,t, At)

11 i

i [ oty =2 f e+ Ml
1

kl A

1 k
o0 At (X(E+ AL =) X(t)=x

21



2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

Der Ausdruck fiir ZI9) wird Kramers-Moyal-Entwicklung genannt und die
Funktionen D*)(z,t) werden als Kramers-Moyal-Koeffizienten bezeichnet. Um
Verteilungsdichten berechnen zu koénnen, spielt es eine wichtige Rolle, wieviel
Terme der Kramers-Moyal-Entwicklung beriticksichtigt werden miissen.

Pawula Theorem

Das Theorem von Pawula gibt an, wieviel Terme fiir die Entwicklung von Rele-
vanz sind. Die Quintessenz ist, dass entweder alle Kramers-Moyal-Koeffizienten
fiir alle k& > 3 verschwinden (also nach dem zweiten Koeffizienten), oder unend-
lich viele Terme beriicksichtigt werden, wenn die Reihe nicht nach dem zweiten
Koeffizienten abbricht.

Fokker-Planck-Gleichung in einer Dimension

Bricht man die Entwicklung nach dem dritten Term ab, so erhélt man die
Fokker-Planck-Gleichung oder auch Kolmogorov-vorwdirts-Gleichung:

2
% (z,) = —%D(l)(:c,t) + %D@) (z,t)| f(z,t) (2.20)
Die Fokker-Planck-Gleichung lisst sich als eine Evolutionsgleichung fiir Vertei-
lungsdichten von Markov-Prozessen interpretieren. Der Koeffizient D(?) besitzt
einen diffusiven Charakter und wird daher als Diffusion bezeichnet. D) ist der
Drift-Term.

Man kann ([220) auch zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeitsdich-
ten verwenden. Analog zu (ZI9) und (Z20) ergibt sich:

0 . 0
ap(:ﬂ,ﬂx’,t') =Lpp <£U, %,t> p(x, tla’ t) (2.21)

Fokker-Planck-Gleichung in n Dimensionen
Die Herleitung einer allgemeine Form der Fokker-Planck-Gleichung in mehre-

ren Dimensionen erfolgt analog zu dem eindimensionalen Fall. Es muss jedoch
berticksichtigt werden, dass der k-te Kramer-Moyal-Koeffizient ein Tensor der

k-ten Stufe ist, d.h. Dgl) ergibt einen Vektor mit ¢ = 1...n und DZ(]?) eine n X n
Matrix usw.
0 0 s (2)
— t)=|— —D; t D t t 2.22
o/ 51 ;axi o0 )J“;axiaxj g ()| feet) - (222)
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2.4 Fokker-Planck-Gleichung

Zusammenhang zwischen der Fokker-Planck-Gleichung und der Lan-
gevin-Gleichung

Es gilt ein wichtiger Zusammenhang zwischen der Kramers-Moyal-Entwicklung
und der Langevin-Gleichung. Im eindimensionalen Fall lautet dieser:

It6 . DW(x,t) = h(x,t) und D@ (z,t) = ¢*(x,t)
Stratonovich : DWW (z,t) = h(z,t) + g(x, 1) %g(m,t) und DO (z,t) =

Hier wird deutlich, dass die Interpretation von stochastischen Integralen nach
1t6 eine simplere Variante fiir den ersten Koeflizienten bei multiplikativem
Rauschen liefert. In der Interpretation von Stratonovich erscheint der Term
Dgyllzl(:v,t) = g(z,1) %g(m,t). Dieser wird rauschinduzierte Drift genannt. Ist
die Diffusion unabhéngig vom Ort, so ist Dgizi(x, t) = 0.

Alle hoheren Kramers-Moyal-Koeffizienten verschwinden:

D®(z t) =0 fir k>3

Die Ubertragung auf den N-dimensionalen Fall erfolgt analog:
die Drift ergibt einen Vektor und die Diffusion schreibt sich in Matrixform bzw.
¢? wird zu einem Matrixprodukt

2
D,(j) = § GikYjk -
K

Die i-te Komponente der rauschinduzierten Drift formuliert sich als

o _ 9
Dipi = > 9ij Bk
j7k

Delay-Fokker-Planck-Gleichung

Als néchstes soll Gleichung ([ZZ0) auf Prozesse mit einem Time Delay erwei-
tert werden. Die Formulierung fiir eine zeitliche Evolution der Verteilungsdichte
f(x,t) fithrt auf eine Delay-Fokker-Planck-Gleichung. Dazu verwendet man die
Abkiirzung y = x(t—7) fiir die zeitlich verzogerte Variable. Die allgemeine Ope-
ratorform der Delay-Fokker-Planck-Gleichung zur Bestimmung der bedingten
Wahrscheinlichkeitsdichten lautet:

0 A 0
ap(xﬂﬂx,,t/; y’t - 7—) =L (CE, a_ayat> p(:ﬂ,ﬂﬁﬂ/,t/;y,t - T) (223)
X

Im Unterschied zu (Z21]) gibt diese Form zusétzlich eine Abhéngigkeit von der

zeitverzogerten Variablen. Diese taucht als weitere Bedingung in der CPDF auf
und erscheint explizit im Argument des Operators.
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2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

Die Form fiir eine Kramers-Moyal-Entwicklung unter Verwendung des Pawula-
Theorems ergibt eine Fokker-Planck-Gleichung fiir die bedingten Wahrschein-
lichkeitsdichten p(z,t|a’,¢';y,t — 7). Zur Vereinfachung soll ein Prozess mit ei-
nem konstanten Diffusionsterm betrachtet werden. D(2) (z,y,t) = Q hingt so-
mit weder vom Ort noch von der Zeit ab. Die Fokker-Planck-Gleichung schreibt
sich:
0 0 0?
ap(:ﬂa t|£C/, t/; Y, t— T) = |:_£D(1) (CE, Y, t) + Q@} p(x7 t|$,, t/a y’t - T)
Ein Multiplikation dieser Gleichung mit f(2’,¢') und einer anschlieBenden In-
tegration iiber 2’ liefert die reduzierte Form:

2

0 0 19}
~ _A = 2 p® = _
5Pty t = 7) [ 5D (@:y:t) +an2} p(x,tly,t —7)

Die gesamte Gleichung wird mit f(y,t — 7) multipliziert und durch die JPDF
p(x,tly,t —7)f(y,t — 7) = f(x,t;y,t — T) ersetzt.

2f(gc ty,t—7) = —iD(U(;c t)+Q8—2 fz, t;y,t —7)
at ) 7y’ - 8.%' ’y’ 8.%'2 ) ’y?

SchlieBlich wird beziiglich y integriert, so dass sich mit [ dy f(z,t;y,t — 1) =
f(z,t) die Delay-Fokker-Planck-Gleichung ergibt:

o 0
S fwt) = —%/dy{D(l)(x7y7t)f(x7t;y,t—T)‘y:m(tT)}
82
+ Q@f(xat) (2.24)

Gleichung (ZZ7)) ist nicht geschlossen 1sbar, da iiber f(x,t;y,t — 7) integriert
werden muss. Betrachtet man den Grenzwert 7 — 0, so geht ([Z24]) mit y — =
unter Verwendung von

[z, tiy,t —7) =p(x,tly,t = 7)f(y,t —7) = d(z — y) f(y, 1)

und einer Umbenennung D (z, z,t) := DU (z,t) wieder in Z0) iiber.
Fokker-Planck-Gleichung mit Gedéchtniseffekt

Fine allgemeine Form einer Fokker-Planck-Gleichung, die Prozesse mit beliebi-

gen Gedéchtnis-Effekten beschreiben soll, lisst sich als eine Integro-Differentialgleichung

ausdriicken. Sie wird auch als generalisierte Fokker-Planck-Gleichung bezeich-
net.

t
d o2
(z,1) = /dt' [—a—xD(l)(:c,t—t')+@D(2)(x,t—t’) f(z,t)

— 00

at
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2.5 Methode zur Schétzung von Drift und Diffusion

2.5 Methode zur Schatzung von Drift und Diffusion

Zuvor wurden einige Moglichkleiten zur Beschreibung stochastischer Systeme
aufgezeigt. Dabei kann man mit Hilfe bekannter Drift und Diffusion die Tra-
jektorien mittels einer Langevin-Gleichung oder die Verteilungsfunktionen mit
der konjugierten Fokker-Planck-Gleichung simulieren. Es stellt sich die Frage,
wie man bei dem inversen Problem vorgehen muss. Die Methode der Schitzung
von Drift und Diffusion wurde erstmals in [T4} [T5] vorgestellt.

Ausgangspunkt ist eine unbekannte stochastische Zeitreihe. Ziel ist es, aus die-
sem endlichen Satz an Zufallsvariablen {X(t),k = 1...N} Evolutionsgleichun-
gen zu extrahieren, die eine Rekonstruktion der Systemdynamik erlauben. Mess-
fehler der Messgeréite sollen bei der Analyse nicht berticksichtigt werden. Ein
storender Einfluss ist das Messrauschen (z.B. Nyquist-Rauschen oder Quan-
tisierungsrauschen), das jedem Messpunkt additiv iiberlagert ist; dieses wirkt
sich bei starken Rauschamplituden gravierend auf die Schéitzung aus. Die Aus-
wirkungen von Messwertrauschen sind in [32, ] nachzulesen.

Weiterhin sollte bei einer realen Messung sorgfiltig iibepriift werden, ob Ar-
tefakte (wie z.B. Aliasing-Effekte bei der Digitalisierung von hochfrequenten
Signalen) auftreten konnen. In diesem Fall sollte gegebenenfalls eine geeigne-
te Tiefpassfilterung vor der AD-Wandlung durchgefiihrt werden. Im Folgenden
werden synthetische Daten analysiert. Dies lésst einen direkten Vergleich der
Ergebnisse mit den theoretischen Werten zu.

Die grundlegende Idee dieser Methode ist folgende: eine geeignete aber noch un-
bekannte Langevin-Gleichung erzeugt typische Trajektorien, wie sie in Form der
zu untersuchenden Zeitreihe vorliegen. Man benétigt die entsprechende Drift
und Diffusion. Diese lassen sich aber iiber die ersten beiden Kramers-Moyal-
Koeffizienten D™ und D®) ausdriicken.

Im folgendem soll ein stationérer Prozess betrachtet werden, bei dem das En-
semblemittel durch ein Zeitmittel ersetzt werden kann — Ergodizitit des Sys-
tems vorausgesetzt. Stationaritét eines stochastischen Prozesses bedeutet, dass
die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht explizit von der Zeit abhéngen diirfen.
Es liegt also eine Zeitreihe der Form {X (¢x),k = 1...N} vor. Die Abtastung der
stochastischen Variablen erfolgt mit einer konstanten Samplingfrequenz.

Die Schétzung ergibt dann einen zeitunabhéngigen Drift- und Diffusions-Term:

W(z) = lim — At) —x .
PG = g XA )| (2:29
DO(@) = lim o ((X(t+AY) —x)2>(X(t):$ (2.26)

Die Funktionsweise der Methode kann man sich qualitativ folgendermaflen ver-
anschaulichen:

Man betrachtet das Teilchen am beliebigen aber festen Ort x und lésst den
Prozess fiir die Zeit At weiterlaufen. Zum Zeitpunkt ¢ + At befindet sich das
Teilchen am Ort X (¢ + At). Der neue Ort wird durch den deterministischen
Anteil h(z) und durch einen stochastischen Anteil g(x) bestimmt. Fithrt man
nun eine Mittelung der x Werte (X (¢t + At) — X (t))/At iiber all diejenigen Tra-
jektorien durch, die sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort X (¢) = x befinden, so ergibt
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2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

X(t)

AN

i I\I)I/IIT‘H\\H/AHH )
: ’\/ At\/"v \t

Abbildung 2.4: Schematische Dastellung der Methode zur Schéitzung der Drift:
Die Pfeile zeigen die Differenz (X (t + At) — X(t))|x(t)=s, tber
die gemittelt wird, um die Drift am Ort z; zu berechnen.

das gerade den deterministischen Anteil. Diese Prozedur ist in Abbildung 4]
angedeutet. Der diffusive Anteil féllt bei der Bildung des Zeitmittels aufgrund
des mittelwertfreien Rauschens weg.

Fiir die Bestimmung der Diffusion muss beriicksichtigt werden, dass diese von
der Ordnung O(v/At) ist. Die Drift hingegen hat die Ordnung O(At). Die Dif-
ferenz (X(t + At) — X (t))?/At ergibt in der Mittelung fiir einen festen Ort
X(t) = z die Diffusion am Ort z, da die Drift insgesamt mit der Ordnung
O(At) fiir kleine Zeitinkremente verschwindet.

Fehlerabschiéitzung und Konvergenz bei endlichen Zeitreihen

Wichtig bei einer Drift-Diffusions-Analyse ist eine quantitative Abschétzung
des absoluten Fehlers. Folgende Ursachen sollen fiir einen systematischen Feh-
ler bei der Schitzung aufgefiihrt werden: Fehler durch die Diskretisierung, Ver-
wendung von einem endlichen Zeitinkrement At und der Einfluf} einer endlichen
Zeitreihe auf die Schéitzung.

Als Erstes wird vor der eigentlichen Durchfithrung des Verfahrens der Pha-
senraum diskretisiert, damit die Zufallsvariable X (¢) einem Intervall endlicher
Breite zugeordnet werden kann. Praktisch ist die Einteilung in dquidistante In-
tervalle, da diese sich schnell und einfach umsetzen lisst. Technische Details
zur Umsetzung des Verfahrens sollen in Kapitel Bl genauer erldutert werden.
Die Diskretisierung wirkt sich mit einer Ordnung von O(Az) auf den Fehler
aus.

Der Fehler fiir kleine t — tg = At > 0 kann {iber eine Reihenentwicklung der
formalen Losung von Gleichung (Z21])

p(x, to + At|zg, tg) = eLFP(At)p(x,to + At|zo, to)
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Abbildung 2.5: Rekonstruierter Drift bei einer endlichen Zahl N an Mefiwerten,
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess: X = —X + v2I'(¢)
Ortsdiskretisierung mit Az = %—Z und zeitliche Diskretisieung

mit At = 0.01

hergeleitet werden. Das Resultat der Entwicklung ist nach [32]:

n 9

D'V (z,At) = DO (2) + % (D(
X

2
DM 4 D(Q)%D(1)> + O(A?) (2.27)

D80 = D) + G (DODW 202 D0
X

2
2 9"

0
DO p@ 4 p
* ox * Ox?

D<2>> +O(A#?)  (2.28)
Der Index E bedeutet, dass es sich hier um geschitzte Grossen handelt. Im
Limes At — 0 erhilt man den analytischen Wert.

MafBgeblich entscheidend fiir die Qualitdt der Schitzung ist, dass bei der Bil-
dung der Zeitmittelung zur Bestimmung der Drift und der Diffusion nur eine
begrenzte Zahl an Datenpunkten herangezogen werden kénnen.

Abbildung zeigt den Einfluss einer endlichen Zeitreihe fiir die Schitzung
der Drift eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses. Man kann deutlich erkennen, dass
das Verfahren an den Réndern schlechter konvergiert als um den Nullpunkt. Der
Grund dafiir ist, dass die Verteilungsdichte fiir den Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
nach (8] gauBformig ist. Es ist daher sinnvoll, sich vor der Durchfiihrung der
Analyse die Verteilungsdichten der Zeitreihen ausgeben zu lassen, um die Dis-
kretisierung des Phasenraums dementsprechend anzupassen.

Die quantitative Abschétzung fiir Fehler durch eine endliche Stichprobe, sowie
Fehler, die aus der Schétzung bei endlichem At resultieren, werden im Rahmen
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2 Stochastische Prozesse und Drift-Diffusions-Schéitzung

der Diplomarbeit von David Kleinhans [32] ausfiihrlich behandelt. Als Ergebnis
fiir eine Fehlerabschitzung ergeben sich folgende Ausdriicke:

E[DY) (@, A1) = \/ Nim) <Aitp§§>(x,m) - [Dg>(x,At)]2> (2.29)

1 1

E [D?(g;,m)} = \/W <Kt2M4E(x,At) - [Dg(x,m)]?) (2.30)

Der Fehler ist in beiden Féllen proportional zu N~2. Dabei ist N (z) die Zahl
der Messpunkte in dem entsprechenden Intervall. Weiterhin kann man erken-
nen, dass der Grenziibergang At — 0 fiir ein endliches N Probleme bereiten
kann. Der Drift-Term konvergiert dann im Allgemeinen nicht. Man muss daher
bei der Grenzwertbildung auf die Konvergenz des Fehlers achten. Der Diffu-
sionsterm divergiert fiir kleine At nicht, da das vierte bedingte Moment von
der Ordnung O(At?) ist. Fehler bei der Bestimmung von Drift und Diffusion
werden im Folgenden quantitativ mit (Z29) und (Z30) abgeschitzt.

Mit diesem Wissen ausgeriistet soll eine Zeitreihenanalyse an einem kurzen
Beispiel erfolgen. Hier wird ein einfaches Modell fiir einen Synchronisationspro-
zess betrachtet.

Beispiel: ein einfaches Modell fiir Synchronisation

Der beriihmte Mathematiker, Astronom und Physiker Christiaan Huygens er-
kannte schon 1667 das Phénomen der Synchronisation. Er beobachtete einen
Synchronisationsprozess zwischen zwei Pendeluhren und bezeichnete diesen als
,oympathie zweier Uhren®.

In Natur, Alltag, Medizin und Technik treten Synchronisationsprozesse sehr
héufig auf, wie man es z.B. beim Tages- oder Jahresrhythmus von Flora und
Fauna, der Dynamik von gekoppelten Neuronen, bei Herzschrittmachern oder
bei dem Frequenzziehen in der Akkustik beobachten kann. Eine ausfiihrliche
Behandlung des Themas Synchronisation findet man in [45l, 23, 55

FEin sehr einfaches Modell fiir einen Synchronisationsprozess kann mit einem
Potential erfolgen, wie es in Abbildung 26l illustriert wird. Das Potential zeigt
die Dynamik der Phasendifferenz A¢, die z.B. aus der schwachen Kopplung
zwischen zwei selbsterregten Oszillatoren mit unterschiedlichen Eigenfrequen-
zen resultieren kann. Die Phasendifferenz beider Oszillatoren kann wiederum als
eine iiberddmpfte Bewegung eines Teilchens in dieser Potentiallandschaft inter-
pretiert werden. Wiirde ein rein deterministisches System vorliegen, so wiirde
das Teilchen im né#chst tieferen lokalen Minimum liegen bleiben, d.h. die bei-
den Systeme hétten eine konstante Phase zueinander. Man spricht dann auch
von Phase-Locking. Bei einem stochastischen System, also einem System, bei
dem das Teilchen in dem Potentialbild noch durch eine zusétzliche Rauschkraft
gestort wird, kann es je nach Rauschstéirke zu Phasenspriinge kommen, wenn
das Teilchen ein lokales Maximum iiberwindet. Es treten dann Spriinge der
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Abbildung 2.6: Uberdédmpftes Teilchen im Potential zur Veranschaulichung von
rauschinduzierten Phase-Slips

Phasendifferenz, sogenannte Phase-Slips, auf, die eine Verschiebung der Pha-
sendifferenz um jeweils 27 verursachen.

Man erkennt in Abbildung EZ8], dass Phase-Slips in eine Richtung wahrschein-
licher sind. Der Grund dafiir ist, dass die unterschiedlichen Kreisfrequenzen
beider Oszillatoren eine Phasendrift (Detuning) w verursachen, die je nach Sys-
tem eine bestimmt Vorzugsrichtung aufweist. Je nach Steigung der Phasendrift
lduft die Phasendifferenz bevorzugt in die eine oder andere Richtung.

FEine einfache Moglichkeit fiir eine Langevin-Gleichung zur Beschreibung von

Synchronisation lautet also:

%A¢ = w —sin(A¢) +/QT(¢) (2.31)
A

h(Ag)
mit ((¢)) =0 und (D)) = 26(t —t')

Die Drift wird mit h(A¢) bezeichnet. Die Diffusion @ ist zeitlich konstant und
unabhéngig von A¢. Die Integration der Drift fithrt unmittelbar auf das Mo-
dellpotential in Abbildung

Fiir die Schétzung von Drift und Diffusion nach (Z28) und Z26) wird der
Phasenraum zunéchst in 64 dquidistante Intervalle im Bereich [—, 7] unter-
teilt. Weiterhin soll in diesem einfachen Modell die Phasendifferenz im Intervall
[—, 7] liegen, so dass fiir die Phasendifferenz A¢ eine Variable mit periodischen
Réndern verwendet wird. Ohne Einschrinkung der Réander lduft der Prozess
nach einer gewissen Zeit aus dem Bereich heraus, der fiir die Analyse relevant
ist, so dass unter Umstédnden zu wenig Daten in dem diskretisiertem Bereich
liegen konnen. Die Zeitschrittweite in der Simulation betrdgt 0.01. Der Wert
fiir die Rauschstéirke wird auf Q = 0.5 und die Frequenzverstimmung w = 0.5
gesetzt. Das Zeitinkrement fiir die Analyse in (Z20) und (Z20) wird konstant
auf At = 0.01 festgelegt, d.h. es wurde nicht explizit der Limes At — 0 zur Be-
rechnung der bedingten Momente gebildet, sondern die gleiche Zeitschrittweite
wie bei der Generierung der Zeitreihe benutzt.
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Abbildung 2.7: a) Rekonstruierte Drift: h(A¢) = 0.5 — sin(Ag)
b) Rekonstruierter Diffusionsterm: g2(A¢) = 0.5

Eine Analyse von 107 Werten fithrt auf die in Abbildung B gezeigte Rekon-
struktion der Drift D (A¢) = h(A¢) und der Diffusion D) (A¢) = g>(Ad).
Die durchgezogene Linie ist der theoretisch zu erwartende Wert. Die quantita-
tive Fehlerabschétzung erfolgte nach (Z29) bzw. 30) und fihrt auf die in den
beiden Plots eingezeichneten Fehlerbalken.

Besonders bei dem Diffusionsterm ist die Abweichung von A¢ im Bereich zwi-
schen 1 und 2 auffiillig. Der Grund dafiir ist, dass das Potential in diesem Bereich
die grofite Flankensteilheit besitzt, d.h. das Teilchen statistisch gesehen seltener
in diesem Bereich anzutreffen ist. Dieses Verhalten wirkt sich dementsprechend
schlechter auf die Konvergenz der Analyse aus.

Die Analyse der mit (231) generierten Zeitreihe liefert die erwarteten Ergeb-
nisse 7] fiir Drift und Diffusion.

Zeitreihenanalyse fiir periodisch getriebene Systeme

Betrachtet man Systeme, die einen periodischen Antrieb besitzen, so ldsst sich
die Mittelung iiber das Ensemble nicht direkt wie in (Z2Z0) und (ZZ6) in ein
Zeitmittel umschreiben. Drift und Diffusion hingen somit explizit von der Zeit
ab.

Es wird folgende Einschrinkung gemacht: der periodische Treiber F'(t) soll ei-
ne nichtfluktuierende bekannte deterministische Periodendauer 1" besitzen, d.h.
Drift und Diffusion sind mit T' periodisch. Um die Zeitreihe ohne die Verwen-
dung eines Ensembles analysieren zu kénnen, verwendet man eine stroboskopi-
sche Abtastung. Diese Methode zur Drift und Diffusionsschéitzung wurde erst-
mals in [20] durchgefiihrt:

Zunichst wird die gesamte Zeitreihe X (¢,,) mit insgesamt 0 < n < N—1 Werten
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2.5 Methode zur Schétzung von Drift und Diffusion

in L Fenster der Lange T eingeteilt. Eine einzelne Periode beinhaltet insgesamt
T /At Datenpunkte. Man fiihrt jetzt als abkiirzende Schreibweise den Index k
fiir das entsprechende Intervall der stroboskopischen Abtastung ¢ = t, mod T
ein. Anschaulich besitzt dieser Zeitpunkt in jedem Fenster immer eine kon-
stante Phase zum periodischen Treiber. Die Mittelung iiber das Ensemble der
L Zeitfenster muss fiir alle stroboskopisch abgetasteten, beliebigen aber festen
Zeitpunkte t; = t, mod T durchgefithrt werden. Man mittelt iiber alle Wer-
te der gleichen Phase. Das explizite numerische Verfahren wird im Kapitel H
genauer diskutiert.

1
1) —  lim — _
D' (x,ty) AIIIEIEO A7 (X (tr, + At) — x) . (2.32)
k)=
@) = lim — —2)?
DY (z,ty) AlzltrEO N (X(tp + At) — x) >‘X(tk):x (2.33)

Durch die Methode der stroboskopischen Abtastung wird formal die Dimension
von Drift und Diffusion, da diese jetzt von 2 Parametern abhingen, erhoht.
Drift und Diffusion sind somit genau wie der Treiber F'(¢) mit T' periodisch.
Desweiteren muss bei der Durchfiihrung darauf geachtet werden, dass nicht
iiber transiente Einschwingvorgidnge gemittelt wird. Das System muss sich in
einem periodischen Zustand befinden, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir einen beliebigen aber festen Zeitpunkt ¢; innerhalb eines Zeitfensters miissen
fiir alle Zeitfenster konstant bleiben.

Beispiel: Doppelmuldenpotential mit Treiber

Als Beispiel fiir ein periodisch getriebenes System soll eine iiberdampfte Be-
wegung in einem symmetrischen Doppelmuldenpotential dienen. Dabei wird
das Teilchen zusétzlich mit einer cos-férmigen Kraft getrieben.

X =AX —BX?+C cos (wt) +/QT(t) (2.34)

Die Kreisfrequenz w berechnet sich mit w = QT” aus der Periodendauer. Diese

Art von Potentialen spielt ein wichtige Rolle fiir die Modelle zur Beschreibung
von stochastischer Resonanz. Das Phidnomen der stochastischen Resonanz ist
u.a. in biologischen Systemen oder in der Geophysik von Bedeutung [58]. Eine
umfassende Ubersicht zum Thema stochastische Resonanz ist in [I8] zu finden.

Fiir die Werte A = 1 und B = 1 besitzt das System zwei stabile Fixpunkte
bei x = —1 bzw. & = 1. Der instabile Fixpunkt liegt am Ort x = 0. Die Trei-
beramplitude wird gerade so grof gewéhlt, dass fiir die Maximalamplitude C,
wenn der cos-Term vom Betrag 1 ist, das Potential noch zwei Minima besitzt.
Ein moglicher Wert fiir die Amplitude betragt C' = 0.3849. Bei diesem Wert ist
jeweils eines der beiden Minima, wie in Abbildung 28 gut zu erkennen ist, zum
Zeitpunkt ¢t = nT'/2 mit n € Ny kaum noch vorhanden.

Anhand von Abbildung EZOh kann man qualitativ erkennen, welchen Einfluss
das Rauschen bzw. der periodische Treiber auf die Dynamik des Teilchens hat.
Ohne eine zusitzliche Rauschkraft verbleibt das Teilchen in einem der beiden
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Abbildung 2.8: Teilchen im Doppelmuldenpotential

Minima. Schaltet man nun eine Fluktutation mit der Rauschstérke @) = 0.15 an,
werden Uberginge zwischen beiden Minima induziert. Dabei ist die Ubergangs-
rate ohne periodischen Treiber sehr viel geringer. Die Treiberperiode wurde hier
mit T = 5 gewéhlt. Im resonanten Fall treten synchronisiert zu dem externen
Antrieb Ubergénge auf.

Die in Abbildung Z9b gezeigte Verteilungsdichte bezeichnet man als stationér,
obwohl diese explizit von der Zeit abhingt. Der Grund dafiir ist die Periodi-
zitdt mit T, so dass bei der zuvor eingefiihrten stroboskopischen Abtastung
stationére Eigenschaften vorliegen.

Weiterhin kann man sagen, dass die stochastische Resonanz kaum ausgeprégt
ist, weil in der jeweiligen Halbperiode in Abbildung Z9b eher kleine Unterschie-
de der beiden Maxima der Verteilungsdichte bestehen. Da hier eine Differenti-
algleichung erster Ordnung vorliegt, kann diese als eine iiberddmpfte Bewegung
interpretiert werden. In Systemen zweiter Ordnung mit einem kleinen Dissipa-
tionsterm konnen sich deshalb Resonanzeffekte sehr viel deutlicher ausprigen.

Die Analyse liefert eine Drift, die vom Ort und der Zeit abhéngt. Zur bes-
seren Darstellung werden daher verschiedene Schnitte durch die Drift bei festen
Zeiten oder Orten durchgefiihrt, wie man in Abbildung sehen kann. Diese
Methode wird in spéteren Beispielen sehr wichtig, da die funktionalen Zusam-
menhénge nicht vollstdndig in einer Grafik dargestellt werden kénnen. In diesem
Beispiel wurden insgesamt 10° Werte zur Analyse herangezogen. In der nume-
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Abbildung 2.9: a) drei unterschiedliche Zeitreihen eines Uberdimpften Teilchen
im Doppelmuldenpotential
b) periodische Verteilungsdichte mit C' = 0.3849 und @ = 0.15
und Konturplot in der xz-t-Ebene

rischen Umsetzung von (Z32) und (Z33) wird ein konstantes Zeitinkrement
At = 0.01 verwendet, welches genau dem Wert fiir einen Zeitschritt einer dis-
kretisierten Berechnung von (34]) entspricht.

Der Ort [—2,2] und die Periodendauer [0, 5] wurden in 32 Intervalle eingeteilt.
Ist die Zahl der Messpunkte in einem Intervall kleiner 10, so wird der Wert
fir Drift bzw. Diffusion auf 0 gesetzt, wie man in Abbildung EZT0h am Rand
erkennen kann.

Man sieht anhand beider Grafiken in Abbildung EZT0, dass eine additive Kopp-
lung zwischen dem zeit- und dem ortsabhingigen Anteil der Drift existiert, da
bei verschiedenen Schnittflichen lediglich eine Verschiebung um eine Konstante
auf der Ordinate stattfindet. Die durchgezogenen Linien entsprechen dem theo-
retischen funktionalen Zusammenhang. Die vertikale Verschiebung bzw. zeitli-
che Modulation des ortsabhingigen Driftteils in Abbildung ist aufgrund
des relativ kleinen linearen Terms ebenfalls gering. Dies bewirkt, dass die beiden
Minima in einer Potentialdarstellung relativ flach sind und dass vergleichsweise
hohe Ubergangsraten auftreten. Dies fiithrt dazu, dass im Bereich des instabilen
Fixpunktes, also am Maximum des Potentials, eine grofle Zahl an Messpunk-
ten vorliegt, so dass die Schétzung auch in diesem Bereich verhéltnisméflig gut
konvergiert.

Als Letztes folgt noch die Darstellung der Drift in Abhéngigkeit beider Pa-
rameter. Die Abbildung EETTh zeigt dabei nur einen Ausschnitt der gesamten
Drift, um den zeitabhingigen Anteil besser zu verdeutlichen. In der z-t-Ebene
sind die Hohenlinien der Analyse, welche einen Abstand von 0.25 zueinander
einnehmen, abgebildet. Diese stimmen bis auf die Randbereiche (fiir |z| > 1.8)
sehr gut mit den exakten Werten der Drift {iberein (vgl. Abb. ZTIb).
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Abbildung 2.11: a) Drift in Abhéngigkeit von z und ¢
b) Darstellung als Konturplot - durchgezogene Linie: Analyse,
gestrichelte Linie: exakter Wert

Die Schitzung der Diffusion D®(x,t) = Q erfolgt wie die Schiitzung der
Drift orts- und zeitaufgelost, da diese zur quantitativen Fehlerabschétzung nach
229) in Abbildung benotigt wird. Allerdings wird auf eine explizite Dar-
stellung der Diffusion verzichtet.

34



2.5 Methode zur Schétzung von Drift und Diffusion

Zeitreihenanalyse fiir Systeme mit Delay

Es kann gezeigt werden, dass die Datenanalyse fiir Systeme mit Delay im we-
sentlichen wie in (Z2Z0) und Z26]) funktioniert [T, 12].

Man fiihrt zusétzlich zur Variablen z eine Delay-Koordinate y = z(t — 7) ein.
Diese wird insbesondere in der Nebenbedingung bei der Mittelung beriicksich-
tigt. Die zeitliche Mittelung ist auch in diesem Fall nur bei einem stationéren
Prozess giiltig. Eine anschauliche Interpretation zur Berechnung von Drift und
Diffusion fiir Systeme mit Delay kann genau, wie zuvor mit der Abbildung 241
illustriert wurde, erfolgen.

1
DW(z,y) = lim —(X(t+ At) —z) (2.35)
A0 At X(H)=r.X(t-7)=y
&) — lim )2
D, y) Alﬂlo 2At (X(E+ AL —z) >‘X(t)::v,X(t77—):y (2.36)

Drift und Diffusion sind in diesem univariaten Fall skalare Grossen, die aller-
dings bei einem Delay von zwei Variablen abhéngen. Die Dimension der Drift
und der Diffusion wird somit um einen Freiheitsgrad erweitert. Anschaulich be-
deutet dies, dass sich fiir einen festen Ort x zusétzlich noch die Position des
Teilchens zur vergangenen Zeit z(t — 7) auf die Dynamik auswirkt, was bei der
Mittelwertsbildung als Nebenbedingung beriicksichtigt werden muss. Da aber
die Koordinate x und Delay-Koordinate y in einem stochastischen System nicht
deterministisch gekoppelt sind, werden diese als zwei unabhénige Koordinaten
aufgefasst. Der Zufallswert zu einem ganz bestimmten Zeitpunkt X (¢) lésst kei-
nen deterministischen Riickschluss auf die Variable zum vergangenen Zeitpunkt
X(t—71) zu.

Das Verfahren ldsst sich natiirlich auch fiir multivariate Systeme mit Delay
erweitern. Im Falle einer zweidimensionalen stochastischen Variable X(t) =
(X1(t), X2(t)) mit einem Delay Y = (Y7,Ys) = (X1(t — 7), Xo(t — 7)) resul-
tiert ein zweidimensionaler Driftvektor, der von vier Variablen h(x1,z2,y1, y2)
abhéngt. Liegen mehrere Delays vor, also verschiedene Delay-Zeiten 7;, so erhoht
sich die Zahl der Delay-Koordinaten dementsprechend.

Beispiel: Modell fiir ,,Tracking Movements*

Das folgende Beispiel ist in den Bewegungswissenschaften von Relevanz [54),
h3, B7] und soll als Motivation zur Zeitreihenanalyse von Systemen mit Delay
dienen.

Zur Untersuchung von Bewegungs- und Koordinationsmechanismen werden ex-
terne visuelle Zeitverzogerungen eingesetzt. Dadurch lasst sich die visuelle Kon-
trolle iiber die Augen von dem sogenannten propriozeptiven Sinn, also der di-
rekten Riickkopplung der Neuronen, entkoppeln. Fiir den erfolgreichen Ablauf
einer Bewegung ist das Zusammenspiel intrinsischer Delays, also im wesent-
lichen die Laufzeit der Signale iiber die verschiedenen Riickkopplungszweige,
entscheidend.

Mit der Einfithrung eines zusétzlichen Delays in der visuellen Riickkopplung
lassen sich mit der Delay-Zeit als Paramter diverse Bifurkationen zu anderen
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Abbildung 2.12: Schema zur Durchfithrung eines Tracking-Experimentes

Bewegungszustéinden beobachten.

Im Experiment muss ein Proband einem periodisch oszillierenden Zielsignal
(Target) folgen (vgl. Abb.[IZ)). Dieses wird durch einen Balken auf einem
Bildschirm dargestellt. Mit dem Unterarm wird ein spezieller Joystick gesteu-
ert, der ebenfalls einen Balken auf dem Bildschirm bewegt. Die Bewegung des
Balkens erfolgt allerdings aufgrund eines kiinstlichen Delays zeitverzogert zu der
Unterarmbewegung. Die Versuchsperson darf widhrend des Versuchs ihren Un-
terarm nicht sehen. Das kiinstliche Delay 7 ist sehr viel grosser als das natiirliche
Delay der visuellen Riickkopplung, so dass das natiirliche Delay vernachléssigt
werden kann.

Typische Gleichungen zur Beschreibung der Phasendifferenz ¢ zwischen dem
Target und dem Joysticksignal fithren im Wesentlichen auf folgende Form [54]:

é = —sin(9) —sin(¢,) + Q@ T (2.37)
~ -~
h(¢, ¢-) 9(¢, ér)

¢, ist die zeitverzogerte Phasendifferenz. Zusétzlich wird das System mit der
Starke Q) gestort. Es liegt ein stochastisches System mit additivem Rauschen
vor, weil die Diffusion D®) (¢, ¢,) = g*(¢, ¢-) = Q konstant ist und nicht von
¢ und ¢, abhingt. Da ¢ und ¢, Winkelvariablen sind, wird fiir die Simulation
und Analyse ein Phasenraum mit periodischen Réndern zugrunde gelegt.

Die Rauschstéirke wird auf @ = 0.5 gesetzt und das Delay mit 7 = 0.5 gewihlt.
Die Zeitschrittweite fiir ein Simulationsschritt von ([Z31) betrigt wie das Zeitin-
krement der Analyse (Z33]) und ([Z36]) At = 0.01. Der periodische Phasenraum
wurde in 32 #quidistante Intervalle eingeteilt. Insgesamt wurden 10° Daten-
punkte ausgewertet.

In Abbildung BET3 ist die absolute Anzahl der Messpunkte in Abh#ingigkeit von
¢ und ¢, abgebildet. Eine Normierung des Volumens auf 1 wiirde auf die stati-
onére Verteilungsdichte fg (¢, ¢,) fithren. Man erkennt deutlich, dass der Gro$-
teil der Daten im Zentrum des um die Delay-Koordinate erweiterten Phasen-
raumes liegt. In der ¢-¢.-Ebene ist ein Konturplot abgebildet. Die Hohenlinien
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Abbildung 2.13: absolute Zahl der Melpunkte im erweiterten Phasenraum ¢ x
¢, - die Zeitreihe beinhaltet insgesamt 10° Werte

haben einen Abstand von 1.25 - 105, Es ist vorteilhaft, wenn der Phasenraum
moglichst gleichméfig mit Werten tiberdeckt wird, damit die Schéitzung gut
konvergiert. Bei stark gepeakten Verteilungsdichten muss eine angepasste Dis-
kretisierung gew#hlt oder sofern moglich bei der Generierung der Zeitreihe eine
starkere Rauschkraft verwendet werden.

Die Abbildungen 214k und ZT4b zeigen die Drift bzw. die Diffusion in Abhéngig-
keit von ¢. Dabei werden achsenparallele Schnittebenen durch die gekriimmte
Fldche, die mit h(¢, ¢, ) iiber ([Z31) gegeben ist, betrachtet. Diese kénnen als
Projektion in einem zweidimensionalen Plot dargestellt werden.

Drift und Diffusion bei variablem ¢, mit ¢ als Schnittparameter sind in Ab-
bildung T4k und ZT4d dargestellt. Allen Plots ist gemein, dass die Qualitét
der Schétzung zum Rand hin stark abnimmt und die Fehler fiir die einzelnen
Messpunkte rapide ansteigen.

Abbildung ZT5k zeigt die vollstindige Abhingigkeit der Drift A im erweiterten
Phasenraum, der von ¢ und ¢, aufgespannt wird. In der ¢-¢,-Ebene sind die
Hohenlinien abgebildet. Man kann sehr gut erkennen, dass an den Randberei-
chen bei (¢, ¢;) = (m,—m) und (¢, ¢;) = (—m,m) die Werte stark fluktuieren
und somit stark von h(¢, ¢,) abweichen.

Finen qualitativ besseren Vergleich mit den theoretisch zu erwartenden Wer-
ten ldsst die Abbildung zu. Diese zeigt die dquidistanten Hohenlinien
der geschétzten Drift als durchgezogene Linien und die theoretisch berechneten
Werte als gestrichelte Linien. Der Abstand zweier Hohenniveaulinien betrégt
0.25. Im Zentrum des Plots iiberdecken sich die Konturen fast vollstéandig. In
den eben genannten Eckbereichen féllt das divergente Verhalten unmittelbar
auf, wie man es auf einem separaten Plot fiir den Fehler von h(¢, ¢,) in Abbil-

dung T8k und ¢%(¢, ¢,) in Abbildung EZTHd sieht.
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blen. Zur einparametrigen Darstellung werden Schnittebenen
mit konstantem ¢, in a) und b) bzw. ¢ in ¢) und d) gelegt:
Viereck: —0.6972 Kreis: 0.0982 Dreieck: 0.8836
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3 Test auf Selbstkonsistenz

3.1 Motivation

Soll eine nicht-parametrische Datenanalyse durchgefiihrt werden, so stellt sich
unmittelbar die Frage, ob das Ergebnis in Form von Drift und Diffusion die Re-
konstruktion der Systemdynamik erlaubt, also die Generierung einer typischen
Trajketorie erfolgen kann.

Nach welchen Kriterien muss entschieden werden, welche Bereiche des vorliegen-
den Ergebnisses eine adidquate Beschreibung des stochastischen Systems dar-
stellen, oder ob es sich lediglich um divergentes Verhalten bzw. Artefakte der
Analyse handelt?

Ziel ist es also, ein Kriterium zu finden, mit dem man die Qualitidt der Ergebnis-
se besser einschétzen kann. Diese Fragestellung soll in diesem Kapitel behandelt
werden. Dabei soll die Idee eines Selbstskonsistenztests motiviert und Probleme,
die diese Methode mit sich bringt, diskutiert werden. Es wird die stationére Ver-
teilungsdichte der Zeitreihe mit der Verteilungsdichte verglichen, die aus einer
erneuten Simulation des stochastischen Prozesses mittels der zuvor geschéitzten
Drift und Diffusion resultiert.

Folgende Voraussetzungen fiir eine erfolgreiche Durchfithrung der Zeitreihen-
analyse sollen erfiillt sein:

e Der zu untersuchende Datensatz soll stationér sein. Um diese Eigenschaft
zu testen, ermittelt man Ubergangswahrscheinlichkeiten oder Momente
verschiedener Zeitfenster innerhalb der Zeitreihe. Bei einem stationéren
Satz an Daten sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten bzw. die Momente
zeitunabhéngig.

Bei synthetischen Daten kann man diese Gréflen ohne eine Verwendung
von Zeitfenstern direkt {iber ein Ensemble berechnen. Eine genaue Aus-
fithrung soll allerdings nicht erfolgen, da die Stationéritdt der Daten als
Vorraussetzung fiir eine erfolgreiche Analyse und nicht als zentraler Aspekt
dient.

Im Falle von periodisch angetriebenen Systemen wird auf Stationaritét
verzichtet. Stattdessen wird gefordert, dass das System im eingeschwun-
genen Zustand vorliegt. D.h. alle statistische Grofien besitzen die Periode
T. Insbesondere ist die Verteilungsdichte periodisch.

e Weiterhin wird je nach stationirer oder periodischer Verteilungsdichte
der Zeitreihe, die einen Aufschluss iiber die Datenverteilung im Phasen-
raum gibt, eine geeignete Diskretisierung des Phasenraums durchgefiihrt.
In dieser Arbeit wurde ausschliefllich mit einer Aquidistanten Diskreti-
sierung gearbeitet. Passt man die Intervallbreite an die Datendichte an,
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so wiirde bei einer geringen lokalen Dichte die ortliche Auflésung ent-
sprechend ab- und die Konvergenz zunehmen. Es wiirde daher nur eine
Problemverschiebung stattfinden, so dass eine Verbesserung der Schéitz-
qualitdt nicht gewéhrleistet wird.

e Desweiteren muss bekannt sein, ob es sich um ein System mit zeitlich
verzogerter Riickkopplung handelt. Liegt ein System mit einem oder meh-
reren Delays vor, miissen alle Delay-Zeiten vor der Analyse bekannt sein.

e Bei getriebenen Systemen muss die Periodendauer des Antriebs vor der
eigentlichen Analyse bekannt sein. Falls diese a priori unbekannt sein soll-
te, kann sie iiber ein Fouriersprektrum ermittelt werden. Dazu werden
ebenfalls Zeitfenster verwendet, deren Spektren mittels einer diskreten
Fourier-Transformation bestimmt werden kénnen. Bildet man als néchstes
den Mittelwert aller Zeitfenster, so kann aus diesem gemittelten Spektrum
die Grundfrequenz des Treibers, die sich deutlich als Peak im Spektrum
abzeichnet, abgelesen werden.

e Eine weitere grundlegende Voraussetzung ist, dass sowohl Treiber als auch
Delay nicht fluktuieren diirfen, sondern iiber die gesamte Zeitreihe kon-
stant bleiben miissen.

3.2 Test auf endlichem Gebiet

In Kapitel ] wurde anhand einiger Beispiele gezeigt, dass je nach Problem-
stellung verschiedene Randbedingungen beriicksichtigt werden miissen. Typisch
sind stochastische Variablen in Zeitreithen mit natiirlichen oder periodischen
Réndern. Bei natiirlichen Randbedingungen gilt fiir eine univariate Zufallsva-
riable, dass X € R alle Werte auf der reellen Achse annehmen darf. Liegen
periodische Rénder vor, so ist X nur auf einem begrenzten Intervall X € [a,b]
mit ¢ < b und X = [Xmod(a — b)] + b definiert. Diese Form von Randbedin-
gungen ist bei Winkelvariablen und Phasen typisch mit X € [—, 7], respektive
X € [0,2n].

Fiir natiirliche Randbedingungen sieht man sofort ein, dass eine Analyse einer
endlichen Zeitreihe ohne zusétzliche Informationen iiber das System nur eine
Losung auf einem endlichen Gebiet liefern kann.

Weitere Probleme kénnen auftreten, wenn zusétzlich innere Bereiche im Pha-
senraum mit wenigen Messpunkten bedeckt werden, was z.B. bei einem stark
ausgeprigten Doppelmuldenpotential mit sehr geringer Langevin-Kraft auftre-
ten kann.

Um dieses Problem zu umgehen, gibt es mehrere Methoden. In diesem Kapitel
soll der Test auf einem endlichen Gebiet présentiert werden. Ein alternative
Vorgehensweise wird am Ende dieses Kapitels angeschnitten.

Der gesamte Prozess der Datenanalyse lésst sich grob in drei Verfahrensschritte
einteilen, wie in Abbildung Bl illustriert wird:
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3.2 Test auf endlichem Gebiet

1. Schritt: Analyse der Zeitreihe

Es liegt zunichst eine endliche Zeitreihe vor. Da die Zeitreihe eine endliche
Lénge hat, kann diese deshalb nur einen endlichen Bereich in € iiberdecken, so
dass aus dieser Zeitreihe nur eine lokale Schiitzung der Drift D) und der Dif-
fusion D® erfolgen kann. Zudem kann aus der Zeitreihe die Verteilungsdichte
f extrahiert werden.

2. Schritt: Rekonstruktion des stochastischen Prozesses

Ausgangspunkt des Konsistenztest sind die numerisch ermittelten Werte fiir
Drift und Diffusion, die in einem endlichen Bereich des Phasenraums lokalisiert
sind. Bei der Simulation der zuvor ermittelten Drift und Diffusion tritt das
Problem auf, dass die erneut simulierten Trajektorien den endlichen Bereich,
in dem Ergebnisse fiir die Schétzung vorliegen, verlassen kénnen. Der Grund
dafiir ist, dass durch Fluktuationen beliebige Werte fiir X auftreten kénnen.
Die Grundidee des Selbstkonsistenztest ist daher, dass fiir die Rekonstrukti-
on kiinstliche Rénder eingefiihrt werden, um Werte, die auflerhalb dieses Be-
reiches liegen, auszuschlieBen. Mit der Simulation des stochastischen Prozes-
ses im neuen Bereich Q' kann so die Verteilungsdichte f’ ausgegeben werden.
Der stochastische Prozess fiir den Konsistenztest wird mittels einer Langevin-
Gleichung unter Beriicksichtigung der speziellen Randbedingungen simuliert. In
der Langevin-Gleichung werden dann die zuvor geschétzten Drift- und Diffusi-
onsterme verwendet. Da Drift und Diffusion diskretisiert sind, werden diese in
der Simulation der Langevin-Gleichung linear bzw. fiir Systeme mit einem Delay
bilinear interpoliert, um Diskretisierungsfehler zu unterdriicken. Die Langevin-
Gleichung generiert eine stationére Zeitreihe, aus der sich die stationére Vertei-
lungsdichte f’ iiber Gleichung (22) bestimmen lisst.

Eine andere Moglichkeit die Verteilungsdichte f’ fiir den Konsistenztest zu er-
mittelt, wire eine Simulation der Fokker-Planck-Gleichung mit den entspre-
chenden Drift und Diffsuionstermen. Dazu wird eine Startverteilungsdichte so-
lange iteriert bis diese zeitlich konstant bleibt. Aus praktischen Griinden wurde
in dieser Studie die Berechnung von f’ fiir den Konistenztest mit einer Langevin-
Gleichung durchgefiihrt.

3. Schritt: Renormierung und Vergleich der Verteilungsdichten

Es liegen jetzt zwei Verteilungsdichten vor: f stammt aus der urspriinglichen
Zeitreihe und f’ aus der Rekonstruktion. Beide Verteilungsdichten sind nor-
miert. Allerdings unterscheiden sich im allgemeinen Fall die Grundgebiete (2
und ' fiir die eine Normierung von f bzw. f’ erfolgt. Vergleicht man als néchs-
tes die beiden Verteilungdichten miteinander, so fallt auf, dass die rekonstruierte
Verteilungsdichte f’ hiufig bis auf einen Faktor mit f {ibereinstimmt. Dies tritt
dann auf, wenn Q und ' nicht identisch sind und ist mit der Normierung auf
den unterschiedlich grofien Grundgebieten 2 und €’ zu begriinden, wie in Ab-
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3 Test auf Selbstkonsistenz
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Abbildung 3.1: Schema zur Durchfiihrung des Selbstkonsistenztests

bildung B durch die beiden Verteilungsdichten f und f’ angedeutet wird. Der
letzte Schritt fiir einen Vergleich ist daher eine geeignete Renormierung von f’.
Der Renormierungsfaktor p ist das Integral von f iiber den durch Q' einge-
schrankten Bereich. In Abbildung Bl ist dies fiir einen eindimensionalen Fall
dargestellt. Dabei soll sich € iiber die gesamte Abszisse und Q' lediglich iiber
den markierten Teilausschnitt erstrecken. Der Renormierungsfakor p entspricht
in diesem Fall der grau schraffierten Fliche.

Nachdem f’ renormiert wurde, stellt sich die Frage, welche Einfliisse sich nega-
tiv auf den Vergleich der beiden Verteilungsdichten auswirken.

Das Ergebnis des Selbstkonsistenztests hingt im Wesentlichen von einer ge-
schickten Wahl der Rénder fiir Q' ab. Ein allgemeines Kriterium ist, dass
die stationdre Verteilungsfunktion f des urspriinglichen Prozesses sich durch
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3.2 Test auf endlichem Gebiet

Einfiihrung kiinstlicher Randbedinungen nicht qualitativ &ndert, sondern nur
durch einen Renormierungsfaktor verdndert wird. Dies gilt zum Beispiel fiir eine
Potentialdynamik der Form

d dv
X =+ VQT() (3.1)

mit global attraktivem Potential V(z — +00) — oo und reflektiven Randbe-
dingungen X € [—a, a]. Die stationére Verteilungsfunktion f ist gegeben durch

0 gen{ 18]

N(a) = /a dz exp { Vg) } .

Sei a der Rand des urpriinglichen Prozesses und a’ ein kiinstlicher Rind mit
a' < a dann gilt f‘(z) = f(x;a’) und

mit

Fo) = e

Diese Beziehung gilt auch fiir den Fall, dal der urpriinglichen Prozess natiirli-
chen Randbedinungen (a = co) aufweifit:

N(0)
N(a)

fl(x) = f(=;00)

Fin praktisches Kriterium fiir eine sinnvolle Wahl der Rénder ist, dass die Ver-
teilungsdichte f auf den Randbereichen nach Moglichkeit klein sein soll. Aller-
dings sollte die Zahl der Datenpunkte im Randbereich noch so grofl sein, dass
die Schétzung fiir die Drift und die Diffusion konvergent bleibt. Daher sind grofle
Datenmengen fiir einen Erfolg des Verfahrens forderlich, da trotz lokal geringer
Verteilungsdichte absolut gesehen eine noch ausreichende Menge an Daten zur
Konvergenz der Drift-Diffusions-Schétzung in den Randbereichen beitragen.
Weiterhin kénnen instabile Fixpunkte innerhalb von €2 zu Problemen fiihren, da
dort meistens nur geringe Datenmengen fiir eine Analyse zur Verfiigung stehen.
Als Beispiel sei der Grenzzyklus im Phasenraum eines nichtlinearen Oszilla-
tors unter Einfluss von Rauschen genannt. Innerhalb des Grenzzyklus befindet
sich ein instabiler Fixpunkt. Bei geringem Rauschen liegen daher hauptséchlich
Werte im Bereich um den Grenzzyklus vor, so dass der Konvergenzbereich nicht
unbedingt einfach zusammenhéngend ist. Wenn solche ,,Locher® in Drift und
Diffusion vorliegen, wird die Durchfiithrung eines Konsistenztest sehr anspruchs-
voll, da die Wahl der Randbedingungen vor allem in hcherdimensionalen Pha-
senrdumen sehr kompliziert werden kann.

Die grundlegenden Parameter, die letztendlich aufeinander abgestimmt wer-
den miissen, sind: Datenmenge, Diskretisierung des Phasenraums und Wahl
des Typs und der Lage fiir die Randbedingungen von €. Bei Beriicksichtigung
dieser Kriterien sind Auswirkungen der kiinstlichen Randbedingungen auf die

45



3 Test auf Selbstkonsistenz

Verteilungsdichte vernachlissigbar, d.h., f und f’ stimmen bis auf die entspre-
chenden Randbereiche iiberein.

Die Art der Randbedingungen fiir £’ hingt von den Eigenschaften der vor-
gegebenen Zeitreihe ab. Die Zeitreihe besteht aus einer Folge von Werten der
stochastischen Variable X,, mit n =0,..., N — 1, deren Dynamik und Wertebe-
reich mit dem Charakter des stochastischen Systems einhergehen.

e In vielen Féllen liegen natiirliche Réander fiir den Ordnungsparameter vor,

d.h., es gilt X,, € R. In diesem Fall muss immer eine Renormierung von
f! vorgenommen werden, da dann das endliche €’ immer als Untermenge
in R enthalten ist. In der Praxis iiblich sind periodische oder reflektive
Randbedingungen.

Wenn der stochastische Prozess mittels einer Langevin-Gleichung beschrie-
ben wird, so wird die Dynamik mit einer iberddmpften Bewegung in ei-
nem geeigneten Potential modelliert. Bei periodischen Randbedingungen
liegen dann fiir die Koordinaten des Phasenraums Modulo-Bedingungen
vor, d.h., bei Durchlaufen der oberen Grenze erscheint die Trajektorie wie-
der an der unteren Grenze. Werden hingegen reflektive Randbedingungen
gewihlt, so wird die Trajektorie bei Uberschreitung des reflektierenden
Randes, in den Bereich ' zuriickgespiegelt. Liegt keine iiberdampfte Be-
wegung vor, erfolgt die Beschreibung mit einer stochastischen Differen-
tialgleichung zweiter oder hoherer Ordnung. Diese Gleichungen hoherer
Ordnung lassen sich auf ein System gekoppelter Differentialgleichungen
erster Ordnung transformieren, wie spéter in Kapitel B deutlich wird. Bei
stochastischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Zufallsva-
riablen sich als Ort und Geschwindigkeit interpretieren lassen, muss bei
Durchfiihrung der Reflektion eine Richtungsinderung der Geschwindig-
keitskomponente beriicksichtigt werden.

Ein Vorteil von reflektiven gegeniiber periodischen Randbedingungen ist,
dass keine laufenden Losungen induziert werden kdnnen. Darunter ver-
steht man eine Vorzugsrichtung der Trajektorie durch das gesamte Gebiet
(Y. Dieses Verhalten kann bei getriebenen oder selbsterregten Prozessen
beobachtet werden.

Liegt als Zufallsvariable eine Winkelgrofle oder Phase vor, wie es héufig
bei Messreihen in den Bewegungswissenschaften der Fall ist, so besitzen
diese haufig periodische Rénder mit einer Periodenldnge von 27. In die-
sem Fall kann eine globale Schétzung der Drift und Diffusion in 2 erzielt
werden, falls die Daten den gesamten endlichen Phasenraum 2 bedecken.
Es muss dann keine Renormierung fiir f’ erfolgen, da die Gebiete Q und
QY identisch sind.

Wenn trotz des endlichen Phasenraums {2 nur eine lokal begrenzte Kon-
vergenz der Schitzung erreicht wird, muss 2’ dem Resultat entsprechend
angepasst werden. Als Randbedingung kommen sowohl reflektive als auch
periodische Rénder in Frage.

In beiden Beispielen aus Kapitel Pl zur Synchronisation und Tracking-Movements
wurde das Gebiet Q' nicht weiter eingeschrinkt. Das Resultat des Konsistenz-
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Abbildung 3.2: Probe auf Selbstkonsistenz bei periodischen Réndern: Vertei-
lungsdichte der Zeitreihe (durchgezogene Linie) und der erneu-
ten Simulation (Punkte)

a) fiir Bsp.([(Z3T)): h(A¢) = 0.5 — sin(¢;)
b) fiir Bsp.@310): h(¢, ¢,) = —sin(¢) — sin(¢;)

DR

t[s]

DO

0.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
x [a.u]

Abbildung 3.3: Konsistenztest mit reflektiven Réndern bei |x| = 2 fiir das Dop-
pelmuldenpotential aus Bsp.(Z34])
a) Verteilungsdichte der Zeitreihe (durchgezogene Linie) und
der erneuten Simulation (Punkte) bei einer stroboskopischen
Abtastung der Zeit fiir verschiedene ¢
b) Vergleich der Verteilungsdichte im Konturplot: Zeitreihe
(durchgezogene Linie) und Konsistenztest (gestrichelte Linie)
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3 Test auf Selbstkonsistenz

tests mit periodischen Randbedingungen ist in Abbildung zu sehen. Dabei
liefert der Test eine sehr gut Ubereinstimmung der beiden Verteilungsdichten,
d.h. die Werte der Schitzung liefern die gesuchte Drift bzw. Diffusion.

Die Abbildung zeigt das Ergebnis fiir das Doppelmuldenpotential, welches
aufgrund des periodischen Antriebs noch zusétzlich von der Zeit abhingt. Hier
treten kleinere Abweichungen der Verteilungsdichtefunktionen im mittleren Be-
reich auf, was besonders im Konturplot gut sichtbar wird. Dass in diesem
Bereich des Phasenraumes Probleme auftreten, war schon zu erwarten, da um
den instabilen Fixpunkt weniger Daten vorliegen. Es ist ebenfalls gut erkennen-
bar, dass die Amplitude der Verteilungsdichte fiir die verschiedenen Halbperi-
oden des Treibers unterschiedlich stark ausgeprigt sind.

Der Test auf Selbstkonsistenz wird in den folgenden Kapiteln zur Uberpriifung
der Zeitreihenanalyse dienen, da die Drift- und Diffusionsterme nicht mehr
vollstdndig bzw. nur unter sehr groffem Aufwand in einer Grafik dargestellt
werden koénnen.

Eine Alternative, um die Giite der Schiatzung zu iiberpriifen, besteht in der
Betrachtung der bedingten Momente. Dazu w&hlt man einen beliebigen aber
festen Startpunkt und ermittelt das bedingte Moment fiir verschiedene At. Die-
se konnen mit den bedingten Momenten aus einer erneut simulierten Zeitreihe,
die also mit der geschétzten Drift und Diffusion gewonnen wurde, verglichen
werden [46].

Im weiteren Verlauf wird der Vergleich der beiden Verteilungsdichten zur Qua-
litdtskontrolle der Analyseergebnisse verwendet.
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4 Stochastische Systeme 1.0rdnung
mit Antrieb und Delay

4.1 Zeitreihenanalyse fiir periodisch getriebene Systeme
mit Delay

Im Kaptitel @ wurde das prinzipielle Verfahren der Drift-Diffusions-Schitzung
anhand einiger Beispiele gezeigt. In diesem Kapitel soll die Erweiterung des
Verfahrens fiir getriebene Delay-Systeme présentiert werden. Diese Erweite-
rung gewinnt man aus der Kombination der Gleichungen (Z32)) bzw. 33
mit Z30) bzw. 30) (vgl. dazu auch die Methoden aus [20] und [T0, [I1]).
Man geht zunéchst davon aus, dass sich das System allgemein mit einer nichtli-
nearen Langevin-Gleichung der Form (I0) beschreiben lésst. Die nichtlineare
Langevin-Gleichung ldsst sich mittels der Interpretation stochastischer Integrale
nach It6 folgendermaflen formulieren:

%X = DW(X,Y,F(t)) + \/D(2) (X,Y,F(t))T(t) (4.1)

mit (['(#)) =0 und (D)) =20(t 1)

Die zeitverzogerte Zufallsvariable wird wie iiblich mit Y = X (¢ — 7) bezeichnet.
Die Abhéngigkeit von der Funktion F(¢) in den Argumenten der Koeffizienten
soll andeuten, dass es sich um ein Zeitargumente der Periode 1" handelt. Eine
konjugierte Formulierung des physikalischen Problems erfolgt iiber eine Fokker-
Planck-Gleichung. Diese gibt die zeitliche Evolution der JPDF p(z, t|2', 'y, t —
7) unter expliziter Beriicksichtigung der Zeitverzogerung mit

0 A 0
@t iyt —7) = L <w Y t) p(z,tlz’ ty,t — 1)
und dem Fokker-Planck-Operator

. ) 0 0?
9 __9 pw 9" He)
L (w ax’y’t> 5D @y t) + 55D (2,y,t)

an. Die Methode zur Schiatzung von Drift und Diffusion fithrt mit einer Delay-
Koordinate und einem zusétzlichen Zeitparameter auf die beiden Ausdriicke:

DD (g t) = lim é(X(t;ﬁ—At)—x) (4.2)

X(ty)=2,X (tx—7)=y

(X (b + Ab) - 2)%) (4.3)

DA t =
(z,y,tk) X (ty)=,X (tx—7)=y

lim —
A%E}o 2At

49



4 Stochastische Systeme 1.0rdnung mit Antrieb und Delay

Die Interpretation und Umsetzung dieser Gleichungen ist dquivalent zu den
spezielleren Fillen, die in Teil behandelt wurden. Die Schétzung fiir Drift
und Diffusion unterscheidet sich lediglich durch eine gréflere Zahl an Neben-
bedingungen. Diese fiihrt auch auf eine héhere Dimension des Phasenraums,
welcher wie zuvor einer Diskretisierung unterzogen werden muss. Fiir die Orts-
und die Delay-Koordinate liegen in den meisten Féllen natiirliche Réander vor.
Es konnen aber je nach physikalischer Problemstellung andere Einschrankun-
gen fiir den Phasenraum gemacht werden, wie z.B. periodische Rinder in den
Beispielen im vorangegangenem Kapitel ] zur Synchronisation und Tracking
Movements. Die Zeit wird, wie zuvor in Teil erlautert, stroboskopisch ab-
getastet; es liegt also zusétzlich zur Diskretisierung der Ortskoordianten eine
diskretisierte Treiberperiode vor.

Die beiden Ausdriicke fiir Drift (fE2) und Diffusion (3] sollen als néchstes nu-
merisch aus der Zeitreihe gewonnen werden. Das generelle numerische Verfahren
wird im néchsten Teil genauer dargestellt, wobei insbesondere auf problemati-
sche Aspekte bei der praktischen Durchfithrung der Methode eingegangen wird.
Die Voraussetzungen fiir eine erfolgreiche Durchfiithrung wurden schon zum Teil
in Kapitel Bl angeschnitten.

4.2 Numerisches Verfahren zur Zeitreihenanalyse

Es gilt hier die Annahme, dass ein periodischer Prozess vorliegt. Ist diese nicht
erfiillt, kann keine Schitzung ohne Weiteres aus einer einzelnen Zeitreihe gewon-
nen werden. In diesem Fall miisste man, sofern vorhanden, mit einem Ensemble
von Zeitreihen oder notfalls mit endlichen Zeitfenstern arbeiten. Spéter wird
man sehen, dass eine Verwendung kleiner Zeitfenster fiir nichtstationéire Pro-
zesse mit Delay und Treiber in der Praxis ausgeschlossen werden kann, da die
Datenmenge in solchen Zeitfenstern zu gering sein wiirde. Das héngt natiirlich
stark von dem Prozess und den entscheidenden Zeitskalen ab. Daher ist es
schwierig allgemeine Aussagen dariiber zu treffen.

Zunichst muss eine Diskretisierung des generalisierten Phasenraumes €2, auf
dem die Drift ([£2) und Diffusion ([3]) definiert sind, erfolgen. Die Freiheits-
grade des Phasenraums hingen unmittelbar mit den Nebenbedingungen zusam-
men, da jede neue Nebenbedingung eine Erweiterung des Phasenraums um eine
Dimension darstellt. Der erweiterte Phasenraum fiir univariate Systeme erster
Ordnung mit Delay und Treiber umfasst drei Freiheitsgrade: eine Ortskoordi-
nate x, die zeitverzogerte Koordinate y und die Zeit ¢t. Der Vektor q ist Element
des erweiterten Phasenraums 2, d.h. es gilt

q=(z,y,t mod T) € Q (4.4)

Die Linge der gesamten Zeireihe entspricht L Perioden, so dass fiir die Zeit
t €[0,L-T) gilt. Durch die Modulo Operation mod T ist die Zeit im Phasen-
raum im Intervall [0,7") definiert. Zur Durchfithrung der Schétzung muss der
Phasenraum einer Diskretisierung unterzogen werden. Diese erfolgt in dquidi-
stante Intervalle mit einer Intervallbreite von Az = Ay und At. Die Intervalle
werden auch Bins genannt.
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4.2 Numerisches Verfahren zur Zeitreihenanalyse

T
T=m-At
kd [ [ [ [ ] L]
B ‘
G t, At
¢ ~— -
—

T/ At Werte pro Periode

Abbildung 4.1: Einteilung der Zeitreihe in Zeitfenster der Periode T
Dargestellt ist ein Zeitfenster aus einer univariaten Zeitreihe.
Die einzelnen Késtchen stehen fiir die Werte der Zufallsvaria-
blen. Die Zufallsvariable X, zu dem Zeitpunkt ¢,, ist iiber Glei-
chung [T]) mit der zeitlich verzogerten Zufallsvariablen X,,_,,
zu der Zeit t,_,, verkniipft.

Da der Treiber periodisch mit T ist, gelten periodische Randbedingungen fiir
die Zeitkoordinate im Phasenraum. Aufgrund der Diskretisierung werden die
2- und y-Koordinaten durch eine obere und untere Grenze eingeschrinkt, d.h.
es erfolgt eine Auswertung der Drift und Diffusion fiir einen endlichen Bereich
der Orts- und Delay-Koordinate =,y € [Tmin, Tmax]- Fir den diskretisierten
Phasenraum verwendet man folgende Formulierung:

AQijr = ([zs, w5 + Ax), [y;,y5 + Aw), [te, tx + At))

Als néchstes bendtigt man eine Indikatorfunktion x;;,(q), die einen endlichen
Beitrag liefert, wenn der Vektor q sich in einem bestimmten Bin des Phasen-
raumes befindet. Falls q aulerhalb des diskretisierten Bereiches liegt, kann der
entsprechende Wert der Zeitreihe nicht zur Schétzung beitragen. Die Indikator-
funktion entspricht im Wesentlichen bis auf einen Normierungsfaktor, der von
der Diskretisierung abhéngt, einer diskretisierten Formulierung der Dirac’schen

d-Funktion.
1 q € AQ i
Xijk(a) ={ 0 somst (4.5)

Durch die Diskretisierung der Koordinaten liegen nur Werte auf einem Gitter
fir (2) und (3)) vor. Die Approximation von Drift und Diffusion an den
diskreten Stiitzstellen erfolgt mit Hilfe der Indikatorfunktion [5):

DW(z,y,t) = > DU xi(q) + O(Az, At) (4.6)
ijk

D (z,y,t) = DY xi(q) + O(Az, At) (4.7)
ijk

Nachdem Phasenraum, Drift und Diffusion diskretisiert wurden, wird als néchs-
tes die Zeitreihe zerlegt. Die Samplingfrequenz bzw. der Zeitschritt zwischen
zwei Werten soll At betragen. Die vorliegende Zeitreihe mit insgesamt N Wer-
ten wird in Strecken mit der Lénge T /At eingeteilt. Die Treiberperiode soll
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4 Stochastische Systeme 1.0rdnung mit Antrieb und Delay

zunéchst ein Vielfaches von At sein, was bei einer gemessenen Zeitreihe nicht
unbedingt der Fall sein muss.

Es wird fiir die Zufallsvariable X (t) zum gesampelten Zeitpunkt ¢, = (n—1)At
die abkiirzende Schreibweise X,, = X(¢,) verwendet. Der Index lauft iiber
n =20,...,N — 1. Das Delay 7 = mAt soll wie der Treiber ein ganzzahliges
Vielfaches des Zeitschrittes At betragen. Damit ldsst sich fiir die zeitverzogerte
Zufallsvariable X,,_,,, = X (t, — 7) schreiben (vgl. Abb. ETJ).

Fiir jeden Zeitschritt n erh&lt man so einen Messwert im Phasenraumelement
AQ(qp) mit dem entsprechenden Vektor

adn = (X, Xpnom,t, mod T) . (4.8)

Fiir die numerische Umsetzung von Gleichung ([2) und (3) erhilt man fol-
gende Ausdriicke

DD (z,y.t) = Y DU xije(a) + O(Az, At A2, N"2)  (4.9)
ijk
DP(z,y.t) = Y D xiju(@) + O(Az, At, N73) (4.10)
ijk
mit der Drift ﬁz(jl,)c und der Diffusion ]_N?Z(]QI)ﬁ aus einer endlichen Schitzung mit N
Werten. Der Fehler fiir endliche Zeitreihen ist in Gleichung (Z29) und Z30)
gegeben. Die Zeitmittelung lautet explizit:

N-1
> (Xnm1— Xy) Xijk(Qn)
p = Lo (4.11)
ik T At N—1 ’
ZO Xijk‘(qn)
N-1 )
- ) 1 ZO (Xn41— Xn) Xijk(Qn)
Diji, = oAl N_1 (4.12)
ZO Xijk(qn)

Der Fehler fiir die Drift in (ZI1]) der Ordnung O(At_%) ist durch die Schétzung
einer nur endlichen Zeitreihe begriindet, wie in [32] gezeigt wurde. Die Neben-
bedingungen X (tx) = = und X (¢, — 7) = y in Gleichung EII) und EI2)
werden iiber die Indikatorfunktion x;;i(dn) berticksichtigt. Diese selektiert das
entsprechende Bin im erweiterten Phasenraum, das zu den Nebenbedingungen
konform ist. Die Summe iiber x;ji(qn) im Nenner dient als Zéhler fiir den
Normierungsfaktor der Zeitmittelung. Der Limes in (2) und 3) wird fir
synthetische Daten nicht explizit ausgefiihrt, d.h. das Zeitinkrement At fiir die
Analyse entspricht, wenn nicht anders angegeben, dem kleinst moglichen Zeit-
schritt der Zeitserie.

Die praktische Umsetzung von (I1]) und (EI2) erfolgt iiber zwei Histogramm-
strukturen mit jeweils drei Parametern (x,y,t), in der zum einen die Inkremen-
te (Xp41 — Xn) bzw. (Xp41 — Xn)2 kumulieren und zum anderen die Anzahl
der Datenpunkte pro Bin zur Normierung gezéhlt werden. Die Schitzung fiir
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4.2 Numerisches Verfahren zur Zeitreihenanalyse

Drift und Diffusion ben6tigt nur einen Durchlauf der Zeitserie, in der die Histo-
grammstruktur gefiillt wird. In Abbildung ist schematisch dargestellt, wie
die Einteilung der Zeitreihe in Zeitfenster, die Beriicksichtigung der einzelnen
Nebenbedingung sowie die stroboskopische Abtastung erfolgen.

In dieser Arbeit wurden ausschlieflich synthetische Daten analysiert, um die
Analyse im direkten Vergleich mit den exakten Werten verifizieren zu kénnen.
Die Analyse erfolgt direkt im Anschluss an die Erzeugung der Zeitreihe, so dass
keine vollstdndige Speicherung der Daten erforderlich ist. Das hat den Vorteil,
dass man sehr grofie Datenmengen zur Analyse heranziehen kann. Eine typische
Gesamtlinge eines Datensatzes betriagt N = 10° Datenpunkte fiir die Schiitzung
von Drift und Diffusion im dreidimensionalen Phasenraum. Fiir die Implemen-
tierung der Methode muss lediglich ein Speichervektor der Lange m + 2 fiir die
Zufallsvariable zwischengespeichert werden, wobei m € N unmittelbar von der
Lénge des Delays abhéngt.

Liegen natiirliche Randbedingungen fiir die Zufallsvariable X vor, hingt die
Grosse des Phasenraums [Zpin, Zmax] von der Rauschstérke, sowie von der Da-
tenmenge und von der Verteilung der Daten ab. Die in Gleichung #2]) und (EF])
verwendete stroboskopische Abtastung wird fiir jeden Zeitschritt At durch-
gefithrt. Sowohl fiir eine sinnvolle Simulation, als auch bei einer experimentellen
Messung gilt, dass T' > AT sein muss, um den externen Treiber iiberhaupt nu-
merisch auflgsen zu kénnen. (Dies ist auch notwendig um bei der Digitalisierung
Aliasing-Effekten vorzubeugen.) Dies hat zur Folge, dass die diskretisierte Zeit-
koordinate im Phasenraum ein grofie Anzahl an Intervallen besitzt, auf die sich
die Messdaten verteilen. Die Zahl der Stiitzstellen fiir eine typische Ortsdis-
kretisierung liegt in der GréSenordnung von 102. Im Vergleich dazu besitzt die
Zeitdiskretisierung, die nach der Phasenraumdiskretisierung in (X)) fiir grofie
Treiber T > AT erfolgt, Einteilungen der GréfSenordnung 103. Insgesamt hat
der Phasenraum mit dieser Diskretisierung ca. 10° bis 10% Bins, auf die sich die
Werte der Zeitreihe verteilt. Das Resultat fithrt in den meisten Féllen zu einer
schlechten Konvergenz der Schéitzung. Daher wird folgender Trick angewendet:
Die stroboskopische Abtastung erfolgt nicht fiir jedes Zeitinkrement, d.h. die
Treiberperiode wird in groflere Zeitintervalle unterteilt, so dass eine lokale Zeit-
mittelung durch die Zusammenfassung von benachbarten Messpunkten vorge-
nommen werden kann. Die Zahl der Bins im Phasenraum kann mit dieser Me-
thode auf eine GroBenordnung von ca. 10* bis 10° reduziert werden, so dass bei
der gleichen Zahl an Messpunkten eine bessere Konvergenz erzielt werden kann.
Der Nachteil ist jedoch eine schlechtere zeitliche Auflésung der Schétzung.
Weiterhin kommt bei der Analyse experimenteller Zeitreihen das Problem auf,
dass Delay und Treiber im Allgemeinen nicht ganzzahlige Vielfache der Samp-
lingzeit sein miissen. Die Abweichung des Delays zu einer Stiistzstelle spielt auf-
grund der Tatsache, dass der Phasenraum generell diskretisiert werden muss,
allgemein keine entscheidende Rolle, wenn das Delay 7 > At ist. Problema-
tisch hingegen koénnen sich Diskretisierungsfehler des Treibers auswirken, da
sich dadurch die feste Phase der stroboskopischen Zeitabtastung zu dem exter-
nen Treiber im Laufe der Analyse verschiebt. Daher muss die stroboskopische
Abtastung mit der nicht diskretisierten Periode sorgfiltig wihrend der gesam-
ten Analyse synchronisiert werden.
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Zeitfenster:

1-1 1 1+1
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Abbildung 4.2:
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Abgebildet ist ein Ausschnitt einer univariaten Zeiteihe
mit der Zufallsvariablen X,. Das prinzipielle Verfahren der
Zeitreihenanalyse mit Treiber und Delay ist folgendes:

1) Es wird die Zeitreihe in Zeitfenster der Treiberlinge T'
eingeteilt. Es sind drei Zeitfenster zu sehen (I — 1,1,1 4 1).

2) Als nichstes erfolgt eine Mittelung (...)|x(, )=z der
stroboskopisch abgetasten Daten (dargestellt durch die Pfeile
unter der Zeitreihe). Genauer gesagt:

es wird das Mittel iiber alle Zeitfenster 0 <[ < L — 1 bei einer
konstanten Phase ¢ zu dem Treiber gebildet.

3) Bei Prozessen mit Delay wird zusétzlich die Nebenbedingung
(- )y @)= mit Y(t) = X(t — 7) bei der Mittelwertsbildung
eingehalten (dargestellt durch Pfeile oberhalb der Zeitreihe).
Da das System aber periodisch getrieben wird, muss die
stroboskopische Zeitabtastung noch beriicksichtigt werden:

(- )y (t)=2 mit Y(tx) = X(tk — 7)

4) Fiir das vollstdndige Verfahren miissen beide Neben-
bedingungen fir X(tx) = x und X(tx — 7) = y mit der
phasenstarren Abtastung t; eingehalten werden.
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4.3 Additive Kopplung von Delay und Treiber

In diesem Teilabschnitt soll als erstes Beispiel ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
mit Delay und sinusférmigem Antrieb aus einer Zeitreihe rekonstruiert werden.
Die Verwendung des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses hat den Vorteil, dass sich
analytische Berechnungen zur Stabilitédt durchfithren lassen. Analytische Vor-
aussagen fiir andere Delay-Systeme sind im Allgemeinen nicht moglich.

Fine wesentliche Schwierigkeit liegt in der Darstellung von Drift und Diffusion,
da diese jetzt von drei Parametern abhéngt. Die Abbildungen erfolgen durch
Verwendung einer bzw. zweier Schnittebenen durch den Phasenraum. Dabei
werden dreidimensionale Plots bzw. zweidimensionale Graphen mit den theore-
tischen Werten verglichen. Bei den dreidimensionalen Plots erfolgt ein Vergleich
indirekt iiber Konturlinien.

Bevor allerdings eine Zeitreihe simuliert werden kann, miissen geeignete Pa-
rameter fiir die SDDGL gefunden werden. Bei der Verwendung von zeitlich-
verzogerten Riickkopplungen kann es zu Stabilitdtsproblemen des Systems kom-
men, da Delays Systeme destabilisieren kénnen [Bl, 40, 38, 34]. Die Losungen
konnen in diesem Falle mit einer systemspezifischen Frequenz oszillieren. Daher
soll zunéchst fiir das erste Beispiel der Einfluss der Parameter auf die Stabilitét
des Systems beschrieben werden.

Stabilitédt des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses mit Delay

Als erstes wird der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ohne externen Antrieb betrach-
tet, wobei Y wieder die zeitlich verzogerte Zufallsvariable ist:

%X:—aX—bY—i—\/@F(t) (4.13)

mit ((¢)) =0 und (D)) = 26(¢t —t')

Eine ausfiihrliche Herleitung der Varianz in Abhéngigkeit der Delayzeit wird in
[T, B4] gezeigt. Der Zugang erfolgt mit Hilfe der Autokorrelationsfunktion, aus
der bei einem verschwindenden Faltungsparameter die Varianz resultiert. Das
Ergebnis der analytischen Herleitung fiir 0?(7) im stationiren Fall lautet wie
folgt:

1+ bQ~ Lsin(Qr)
b >0
Za=0 Q< a + bcos(Qr)
—1 .
2 =4 asp>0, o LSO i 0 - @2 =8
a + bcosh(Qr)
a=b2>0, %(1—{—@7’)

(4.14)
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Fiir die Parameterwahl b > a > 0 divergiert die Varianz in ([ZI4]) bei einem
endlichen Delay 7.:
a+bcos(7.) =0

Bei der Uberschreitung des kritischen Delays tritt eine Hopf-Bifurkation auf,
welche zur Folge hat, dass das erste Moment des Systems anféngt zu oszillieren.
Fiir den Fall, dass a > b > 0 ist, erhélt man eine endliche Varianz gemaf (14),
die fiir endliche 7 nicht singular wird. Mit der Varianz lsst sich ein Ausdruck fiir
die stationéire Verteilungsdichte finden. Das Eregbnis ist eine GauBlverteilung
mit der in Gleichung ([EI4)) berechneten Varianz:
1 g
)= ———— ¢ 220 4.15
Jale) = e (4.15)
Wird der Limes 7 — 0 gebildet, so gehen die Losungen (E14]) und [#I0) in die
Gleichung (ZJ)) fiir den Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ohne Delay iiber.

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Delay und Treiber

Nachdem die Stabilitét fiir den Ornstein-Uhlenbeck-Prozess betrachtet wurde,
wird dieser um einen additiven periodischen Treiber F'(t) ergénzt. Dieser ver-
ursacht, wie man spéter anhand der Losungen aus der Simulation sehen wird,
eine Oszillation der stationéren Verteilungsdichte fs:(z) mit dem externen Trei-
ber. Der Grund dafiir ist, dass der Antrieb fiir eine beliebige aber feste Phase
ti € [0,T) einen Offset des Mittelwertes bewirkt, wie in Abbildung B3k illus-
triert. Das Resultat ist eine T-periodische Oszillation des 1. Momentes.

Zur Generierung der Zeitreihe werden die Koeffizienten ¢ = 1 und b = 1
gewihlt. Es liegt also der dritte Fall von Gleichung ([I4l) vor. Die Lénge des
Delays wird auf 7 = 1 gesetzt und die Periode des Treibers soll T' = 2.56 mit
w= 2% betragen. Mit der Rauschstérke von @) = 1 schreibt sich die Gleichung;:

d
aX =—X —Y +sin(wt) +T'(¢) (4.16)

h(X,Y, F(t))
mit ((¢)) =0 und (D)D) = 26(t — ')

Zunichst wurde iiberpriift, bei welcher Zeit der Prozess in den periodischen Zu-
stand iibergeht. Nach zwei Perioden lduft die Varianz in eine Séttigung (s. Abb.
E3kh). Aus der Linearitét der Gleichung (4.16) folgt, dass im eingeschwungenen
Zustand (Séttigungszustand) die Verteilungsfunktion wie folgt aussieht:

[z — M(t)]”

xr —
fst(.%',tk) = #2(7-) e 202(T)

wobei ¢2(7) durch Gl. (4.14) gegeben ist und M(t) eine Funktion der Zeit
darstellt. Genauer gesagt geniigt M (¢) der Gleichung

d .
T M(t) = =M(t) = M(t — 7) + sin(wt)
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Abbildung 4.3: a) zeitliche Entwicklung des 1.Momentes und der Varianz;
rechnung durch Ensemblemittelung mit 10* Realisierungen

b) Verteilung der Datenpunkte - Histogramm mit insgesamt 10°
Messwerten

Der Index ”st” in fg(x,tx) soll andeuten, dass es sich um die Verteilungsfunk-
tion eines eingeschwungenen periodischen Zustandes handelt. D.h., fiir festes t,
ist fs eine stationdre Verteilung. Nach Formel ([I4) fiir den Fall, dass a = b
ist, errechnet sich diese in Ubereinstimmung mit Abbildung B3 mit den obigen
Parametern zu o?(7 = 1) = 1.

Fiir die Generierung der Zeitreihe nach Methode ([ZIIl) wird eine Zeitschritt-
weite von 0.01 verwendet. Das Zeitinkrement fiir die Analyse betrigt zunéchst
At = 0.01. Der Phasenraum

Q= [—-m, 7] x [-m,7] x [0,T]

wird in 323 = 215 = 32768 Bins eingeteilt. Die Gesamtlinge der Zeitreihe be-
trigt N = 10°.

Das Resultat des Tests auf Selbstkonsistenz ist in Abbildung EE4] dargestellt.
In der Abbildung B4k werden die Verteilungsdichten fg:(z) fiir verschiedene
Zeiten aufgefiihrt. Zur Durchfiihrung des Tests wurden reflektive Rénder fiir
|z| = 2.75 und |y| = 2.75 verwendet.

Die erneute Simulation auf endlichem Gebiet stimmt sehr gut mit der Verteilung
aus der Zeitreihe iiberein. Nennenswerte Abweichungen sind, wie erwartet, an
den Réndern fiir |x| = 2.75 erkennbar, was besonders gut in Abbildung EE4b in
dem Vergleich zwischen den Konturlinien der beiden Verteilungsdichten sichtbar
wird. Aufgrund des positiven Ergebnisses des Selbstkonsistenztests kann davon
ausgegangen werden, dass sich hier solche Drift- und Diffusionsterme ergeben,
dass die Dynamik des Systems iiber eine nichtlineare Langevin-Gleichung (Z10)
rekonstruiert werden kann.

Die Graphen L0k bis zeigen insgesamt vier verschiedene von sechs mogli-
chen Schnittebenen durch den Driftterm. Da es sich in diesem Beispiel aus-
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= ) )

Abbildung 4.4: Konsistenztest mit reflektiven Réndern bei |z| = 2.75.
a) Verteilungsdichte der Zeitreihe (durchgezogene Linie) und
der erneuten Simulation (Punkte) bei einer stroboskopischen
Abtastung der Zeit fiir verschiedene ¢
b) Vergleich der Verteilungsdichte im Konturplot: Zeitreihe
(durchgezogene Linie) und Konsistenztest (gestrichelte Linie)
der Abstand zweier Héhenlinien betragt 0.02.

schlieffilich um eine additive Kopplung der Form
hMX,Y,t) = he(X) 4+ hy(Y) + F(2) (4.17)

handelt, ergeben die Projektionen der jeweiligen Schnittflichen lediglich Off-
sets der Kurven in den einzelnen Graphen. Auf die Darstellung von h(z,t)
und h(y,t) mit ¢ als festen Schnittparameter wurde verzichtet, da sich diese
nicht qualitativ von Abbildung EEBh und unterscheiden. Die Qualitat der
Schétzung ist insgesamt sehr gut. Groflere Abweichungen prégen sich erst in
den Randbereichen aus. Fiir h(x) in Abbildung L5h ist der absolute Fehler an
der unteren Grenze, bedingt durch die oszillierende Verteilungsdichte in Abbil-
dung B4, grofer. In Abbildung hingegen sind die Fehlerbalken fiir h(y)
am oberen Rand gréfler, da sich durch die zeitliche Verzogerung mit 7 = 1 die
Phase zum Treiber mit T' = 2.56 entsprechend verschiebt, so dass die Delay-
Koordinate in Bereiche geringerer Datendichte rutscht. Die Abbildungen BBk
und LA fiir F'(¢) unterscheiden sich ebenfalls kaum in der Giite der Schitzung.
Unterschiede der Konvergenz zwischen den Variablen z und y treten dann in
Erscheinung, wenn die Parameter a # b gew#hlt werden. Die Verteilung der
Daten wiirde fiir ungleiche Parameter die in Abbildung erkennbare Rota-
tionsinvarianz verlieren und eine ellipsenférmige Symmetrie annehmen.

Abbildung BBk bis zeigen die entsprechenden Graphen fiir die Diffusi-
on D@ (z,y,t) = ¢*(z,y,t). Da in diesem Beispiel [IH) additives Rauschen
vorliegt, erwartet man eine orts- und zeitunabhéngige Diffusion, wie man den
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Abbildung 4.5: a) bis d) Drift in Abhéngigkeit von einer Variablen

Abbildungen auch entnehmen kann. Die Divergenz des Fehlers in den Rand-
bereichen ist in Abbildung E6h und stiarker ausgeprigt als zuvor bei der
Drift. Dies ist ein generelles Problem bei der Schiatzung der Diffusion. Die Dar-
stellung der Diffusion in Abhéngigkeit von der Zeit (@8 und EL6d) zeigt fiir die
Randbereiche bzgl. der - und y-Koordinate eine Tendenz zu hohen Werten.

In den Abbildungen BTk bis B0 wird die Drift in Abh#ngigkeit eines Para-
meters in 3d-Plots dargestellt, indem jeweils eine Schnittebene durch den drei-
dimensionalen Parameterraum der Drift gelegt wird. Dabei zeigen die Plots
ETh und EEb die Drift fiir den Zeitpunkt ¢ = 7'/2 mit = und y als laufende
Parameter. Die Schnittebene ist entsprechend Gleichung (I6) gewéhlt. Der
Konturplot in Abbildung EE7b ldsst einen qualitativen Vergleich mit den theo-
retischen Werten zu. Fiir eine vollstdndige Darstellung miisste der Plot fiir
verschiedene Zeiten abgebildet werden. In einer Animation wiirde sich die Ebe-
ne sinusformig auf und ab bewegen. Das Gleiche gilt im wesentlichen fiir die
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Abbildung 4.6: a) bis d) Diffusion in Abhéingigkeit einer Variablen fiir verschie-
dene Schnittparameter

restlichen vier Plots EE7c bis 7K, in denen die Drift in Abhingigkeit von x und
t mit y = 0.098, respektive y und ¢t mit x = 0.098 gezeigt wird. Auch hier wiirde
man fiir die vollstéindige Darstellung eine Schar von Fléchen benétigen, die sich
lediglich um einen konstanten Offset unterschieden.

Die Abbildungen E8h bis zeigen das Verhalten bei Vergréflerung des Zei-
tinkrementes in der Analyse. Der Schnitt liegt fiir Abbildung EE8h und
bei y = 0.098 und ¢ = 0.098, fiir Abbildung EE8 und bei z = 0.098 und
t = 0.098 und fiir Abbildung EE8e und bei z = 0.098 und y = 0.098. Mit
zunehmenden Zeitinkrementen prégt sich in der Drift eine zu geringe Steigung
aus. Die Diffusion hingegen nimmt eine leicht konvexe Form an (Abb. und

R).
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Abbildung 4.7: a) bis f) die Drift h(X,Y,t) = —X —Y +sin(wt) in Abhéngigkeit
von zwei Variablen;
Konturplots in b), d) und f): Vergleich zwischen Analyse (durch-
gezogener Linie) und Theorie (gestrichelter Linie) - Abstand

zweler Hohenlinien: 0.5
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Abbildung 4.8: a) bis f) konvergentes Verhalten gegen die

Drift und Diffusion bei kleinem At
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4.4 Multiplikative Kopplung von Delay und Treiber

Das Resumé dieses Beispieles ist, dass die Interpretation des funktionalen Zu-
sammenhangs in der Drift bei einem additiv zerlegbaren Term wie in Gleichung
(ETD) noch relativ einfach ist, da die Variation der Schnittparameter lediglich
eine konstante Verschiebung fiir den jeweiligen Anteil der Drift in ([@I7) ver-
ursacht. Diese Eigenschaft geht bei einer multiplikativen Kopplung verloren, so
dass die vollstdndige Darstellung und besonders die Interpretation des gesam-
ten funktionalen Zusammenhangs erschwert wird.

Zur Analyse wurde ein erweiterter Phasenraum mit insgesamt 323 Bins ver-
wendet. Anhand der Plots wird deutlich, dass bei einer starken Erhohung der
Intervalle auf gleichem Grundgebiet z.B. bei eine Verdoppelung der Intervall-
zahl auf 643 die Datenmenge nicht mehr ausreicht, um eine gute Konvergenz
zu garantieren. Noch gravierender wiirde sich eine Erhohung der Dimension
des Ordnungsparameters X auswirken. Fiir einen multivariaten Prozess mit
X € R? wiirde die Parameterzahl mit einem Treiber und einem Delay auf
fiinf Freiheitsgrade ansteigen. Geht man von einer gleichméfligen Verteilung
der Werte im Phasenraum aus, so miisste man bei der gleichen Datenmenge die
Zahl der Intervalle pro Parameter auf 323/5 = 8 heruntersetzen, um die glei-
che Datendichte wie in dem univariaten Fall zu erreichen. Bei einer Zahl von
325 Intervallen miisste fiir eine vergleichsweise konstante Dichte der Messwer-
te die Linge der Zeitreihe von N = 10 auf N = 10'? heraufgesetzt werden.
An diesen beiden extremen Beispielen sieht man, dass eine Zeitreihenanalyse
fiir getriebene Delay-Prozesse in mehreren Dimension in dieser Form praktisch
kaum durchfiihrbar ist. Dabei ist die Auflésung durch die Diskretisierung des
Phasenraums in 32 Intervalle je Freiheitsgrad noch relativ gering.

4.4 Multiplikative Kopplung von Delay und Treiber

Als n#chstes soll ein allgemeineres Beispiel anhand einer multiplikativen Kopp-
lung zwischen der Delay-Variablen und dem externen Treiber diskutiert werden.
Die generelle Vorgehensweise bleibt gleich. Allerdings wird die Interpretation
der Plots fiir die Drift und die Diffusion anspruchsvoller.
d
aX = —X + Ysin (wt) + I'(t) (4.18)
WX, Y, F(t))

mit ((¢)) =0 und (D)) = 26(¢t —t')

Die Rauschstirke wurde wie im vorherigen Beispiel mit Q = 1 gewéhlt. Das
Delay 7 betréigt eine Zeiteinheit und die Periodendauer T' = 2.56 mit der ent-
sprechenden Kreisfrequenz w = QT” Der Koeffizient vor der Zufallsvariable X
muss aus Griinden der Stabilitdt kleiner als Null sein. Die Stabilitdt des Sys-
tems wurde mittels Abbildung EE9h numerisch iiberpriift. Die Varianz konver-
giert schnell gegen einen konstanten Wert. Der Mittelwert oszilliert nicht wie
bei einer additiven Kopplung, sondern liuft gegen Null, da die Amplitude des
Treibers mit einem zufallsbehafteten Wert versehen ist. Fiir diese Parameter
lasst sich eine periodische Zeitreihe erzeugen.

Es werden bei der Simulation von Gleichung #IN) insgesamt 10° Datenpunkte
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Abbildung 4.9: a) zeitliche Entwicklung des 1.Momentes und der Varianz; Be-
rechnung durch Ensemblemittelung mit 10* Realisierungen
b) Verteilung der Datenpunkte - Histogramm mit insgesamt 10°
Messwerten

generiert. Das Zeitinkrement der Analyse ist wie die Zeitschrittweite der Simu-
lation gewahlt und betragt At = 0.01. Die Diskretisierung des Phasenraumes
erfolgt in 323 Bins. Die Grenzen liegen, wie zuvor, bei:

Q=[—-m,7] x [-m,7]| x[0,T]

Die Simulation der Zeitreihe wird fiir die Zufallsvariable mit natiirlichen Réndern
vorgenommen. Der Test auf Selbstkonsistenz in Abbildung und EET0b re-
produziert die Verteilungsdichte der Zeitreihe. Nur an den Réndern treten ge-
ringe Abweichungen auf.

Die auf dem Grundgebiet ellipsenformige Verteilungsdichte in Abbildung EE9b
ldsst schon vermuten, dass die Konvergenz in den Eckbereichen um (z,y) =
(—3,3) und (3, —3) schlechter als in den Bereichen um (—3, —3), bzw. (3, 3) ist.
Der xz-abhéngige Teil der Drift liefert fiir verschiedene Schnittebenen eine Schar
von Geraden mit einer konstanten Steigung von —1, wie man in Abbildung ETTh
erkennen kann. Die Breite des Abstands zweier Geraden héingt von dem Wert
der Delay-Koordinate und der Zeit ab. Wiirde man z.B. fir t = 0 oder ¢t = T'/2
schneiden, wiirde kein Offset vorliegen.

Liegt ein bestimmter funktionaler Zusammenhang, in diesem Fall also eine Ge-
rade mit einer Steigung von —1, bei verschiedenen Schnittkonstellationen vor,
so unterscheiden sich die Kurven verschiedener Schnittparameter nur um einen
konstanten Offset, wenn eine additive Koppelung des Driftanteils, in diesem Fall
h(z) = —X, zugrunde liegt. Auf simtliche Moglichkeiten der Darstellung der
Drift soll verzichtet werden, da diese prinzipiell keine neuen Einsichten geben.
Die Amplitude des Treibers F'(t) = sin(wt) in Abbildung EETTb héngt linear
von dem Parameter y ab, da hier eine multiplikative Kopplung vorliegt. Diese
wird in anderer Form unmittelbar in Abbildung EETT deutlich, da die Stei-
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Abbildung 4.10: Konsistenztest mit reflektiven Réndern bei |z| = 2.75.
a) Verteilungsdichte der Zeitreihe (durchgezogene Linie) und
der erneuten Simulation (Punkte) bei einer stroboskopischen
Abtastung der Zeit fiir verschiedene ¢
b) Vergleich der Verteilungsdichte im Konturplot: Zeitreihe
(durchgezogene Linie) und Konsistenztest (gestrichelte Linie)
der Abstand zweier Hohenlinien betragt 0.015.

gung der Drift h(y) von der Zeit abhéngt. Fiir beide Plots EETTb und ETTd
wurde der additive Anteil —X der Drift auf z = 0.098 gesetzt. Die Variation
des Schnittparameters « fithrt, wie zuvor erldutert, lediglich um eine vertika-
le Verschiebung der Kurvenscharen. Dieser Zusammenhang wird fiir eine Zeit
t = T/4 in Abbildung LTk demonstriert.

Da in diesem Beispiel ein additiver Rauschterm mit Q = 1 vorliegt, bringt die
Betrachtung der Diffusion D®) (z,y,t) = ¢*(x,y,t) = Q fiir sémtliche Schnitt-
parameter keine neuen Erkenntnisse. Die Abbildung bis zeigen die
Ergebnisse der Analyse fiir die Diffusion.

Der 3d-Plot und zeigen fiir t = T'/4 die Drift h(z,y). Fiir andere
Zeiten als Schnittparameter édndert sich die Steigung der Ebene beziiglich der
Delay-Koordinate mit sin(wt). Aufgrund der zuvor erwihnten , gequetschten®
Verteilungsdichte in Abbildung divergiert in den beiden Eckbereichen um
(—=m,m) und (m,—m) die Drift.

In den Plots und ist die Drift als Funktion von x und t dagestellt.
Da der Plot bei einem konstanten y = 0.098 gemacht wurde, ist die Amplitude
des Treibers entsprechend gering. Hier wirkt sich die multiplikative Kopplung
auf die Hohe der Amplitude aus. Bei betragsméfig grofleren Werten fiir i erhélt
man Plots analog zu Abbildung EE7c und EE7d mit den entsprechenden Ampli-
tuden.

An den letzen beiden Graphen und (h(y,t) mit x = 0.098) wird die
multiplikative Kopplung demonstriert, da sich die Amplitude des Treibers mit
dem Wert der y-Koordinate verdndert. Der dazu additiv gekoppelte x-abhéngi-
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Abbildung 4.11: a) bis d) verschiedene Darstellungen der Drift in Abhéngigkeit
von einer Variablen

ge Anteil verursacht lediglich einen Offset der geplotteten Fliche.

Anhand der beiden Beispiele wurde gezeigt, dass die Analyse fiir stationére
Zeitreihen mit einem periodischen Treiber und Delay erfolgreich durchgefiihrt
werden kann. Im ersten Beispiel kann aufgrund der additiven Kopplung der
einzelnen Terme fiir X,Y und T der funktionale Zusammenhang in der Drift
h(X,Y,t) = =X — Y — sin(wt) schnell aus den Graphen abgelesen werden. Ins-
besondere reicht es aus die einzelnen Terme in einem 2d-Plot darzustellen.

Die Variation der Drift A(X,Y,t) = —X +Y sin(wt) in eine multiplikative Kopp-
lung im zweiten Beispiel dndert nichts an der generellen Verfahrensweise. Al-
lerdings sieht man an dem noch sehr einfachen Beispiel, dass die Interpretation
bzw. Darstellung fiir allgemeine Félle h(X,Y, F(t)) duBlerst komplex werden
kann. Zur Verifikation wurde der in Kapitel B vorgestellte Test auf Selbstkon-
sistenz verwendet. Dieser kann ohne zusétzliches Wissen iiber die Drift bzw.
Diffusion angewendet werden und hat in beiden Beispielen ein positives Resul-
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Abbildung 4.12: a) b
a) y
b) x
c)x
tat ergeben.
Es wurden in beiden Beispielen nur additive Rauschterme, also g(X,Y, F(t)) =
const verwendet. Die Auswertung der Zeitreihe und des Selbstkonsistenztests
hétte aber auch multiplikatives Rauschen ¢(X,Y, F(t)) korrekt beriicksichtigt,
da die Diffusion fiir den erweiterten Phasenraum 2 geschétzt wird. Die Dar-
stellungen der Diffusion erfolgt analog zu der Darstellung der Drift.
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Abbildung 4.13: a) bis f) die Drift h(X,Y,t) = —X + Y sin(wt) in Abhéngigkeit
von zwei Variablen;
Konturplots in b), d) und f): Vergleich zwischen Analyse
(durchgezogener Linie) und Theorie (gestrichelter Linie) - Ab-

stand zweier Hohenlinien: 0.5
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5 Stochastische Systeme 2.0rdnung
mit Antrieb und Delay

In diesem Kapitel soll die Zeitreihenanalyse erweitert werden, so dass auch
Systeme behandelt werden kénnen, die mittels gewohnlicher stochastischer Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

X =h(X,X,t)+9(X,X,t) (t) (5.1)

mit einem stochastischen Term I'(¢) beschrieben werden.Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung sind z.B. in der klassischen Mechanik als New-
ton’sche Bewegungsgleichung bekannt. Dabei lisst sich der Term h(X, X, t) als
eine deterministische und g(X, X,t) I'(t) als eine stochastische Kraft deuten.
Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung lassen sich auf ein Sys-
tem von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren. Die
stochastische Bewegungsgleichung schreibt sich somit als bivariates System:

X =V (5.2)
V o= h(X,V,t)+g(X,V,t) T(t)

In vielen Prozessen kann angenommen werden, dass es sich bei I'(¢) um ein
mittelwertfreies, d-korreliertes Rauschen handelt

mit (['(#)) =0 und (D)) =20t —1).

Eine Drift-Diffusions-Schétzung gekoppelter Systeme der Form (52) und ([&3])
kann prinzipiell wie in Kapitel Bl mit den Gleichungen [Z), respektive 3
erfolgen. Gleichung (B3)) hat genau die Form einer Langevin-Gleichung in V'
mit dem zusétzlichen Argument X, das iiber den Zusammenhang (B22) gegeben
ist.

Fiir die Zeitreihenanalyse bedeutet das, dass eine zusétzliches Nebenbedingung
berticksichtigt werden muss, da die Kréfte bzw. Drift und Diffusion durch die
gekoppelten DGL-Systeme von Ort und Geschwindigkeit abhéingen kénnen. Um
die Analyse zur Bestimmung von h(X,V,t) und ¢(X, V,t) in (E3)) anwenden zu
konnen, wird eine bivariate Zeitreihe mit den Wertepaaren

{(Xk(t), Vie(t)),k = 1..N}
bendtigt. In diesem Kapitel sollen ebenfalls periodisch getriebene Systeme mit

einer zeitverzogerten Riickkopplung behandelt werden. Dabei soll das Feedback
nur fiir den Ort z und nicht fiir die Geschwindigkeit vorliegen. Der Treiber
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5 Stochastische Systeme 2.0rdnung mit Antrieb und Delay

soll wie zuvor periodisch sein mit F'(t) = F(t + T) und fiir das Delay wird die
iibliche Bezeichnung Y = X (¢t — 7) verwendet.

X =V
V = W(X,Y,V,F(t))+g(X,Y,V,F(t) ['(t) (5.4)

Da die Schitzung aus einer Datenreihe erfolgen soll, bendtigt man, wie zuvor
schon in Kapitel diskutiert, eine periodische Zeitreihe der Form:

{(X(t),V(t)),k = 1..N}

Unter Berticksichtigung der zusétzlichen Nebenbedingungen fiir die Zeitabtas-
tung und die Delay-Koordinate lassen sich somit Drift und Diffusion bestimmen:

DW(z,y,v,t;) = lim %(V(tk + At) — v) (5.5)
At—0 At X (ty)=z,X (ty,—7)=y,V (tp)=v
(2) i )2
D (CE, Y v tk) Alzltrilo 2At <(V(tk + At) U) >‘X(tk):x,X(tk —T):y,V(tk)(E;?)

Der Zusammenhang zwischen (B.), (6]) und (&4) erfolgt tiber die Interpreta-
tion nach It6 (s. Kapitel B2):

D(l)(x’y’vatk) = h(x,y’vatk) und D(Q)(x,y,v,tk) = 92($,y,v,tk)

Im Vergleich zu Systemen erster Ordnung erscheint bei der Analyse noch ein
zusétzlicher Parameter, der den erweiterten Phasenraum um eine Dimension
auf insgesamt vier Dimensionen erhoht. In Kapitel Bl wurde die Datenanalyse
fiir einen dreiparametrigen Phasenraum erfolgreich durchgefiihrt. Dazu wurden
Zeitreihen mit N = 10° Datenpunkten ausgewertet. Weil fiir die gleiche Dichte
an Datenpunkte im vierdimensionalen Phasenraum ca. die zehn- bis hundert-
fache Datenmenge benétigt wiirde, ist eine direkte numerische Umsetzung von

(BH) und (B6]) unpraktikabel,

5.1 Zwei-Schritt-Methode

Fiir eine spezielle Klasse von Systemen lisst sich die Analyse in (&3]) und (&6
von einen vier- auf einen zweiparametrigen Phasenraum reduzieren. Dies hat
den Vorteil, dass nur noch ein Bruchteil der Datenmenge benétigt wird. Dazu
miissen folgende Annahmen gemacht werden:

e Das System besitzt eine Drift, die sich folgendermaflen in eine additive
Form zerlegen lisst:

X, V) +u(Y, F(t); 5)

Der Parameter [ ist die Kopplungskonstante der beiden Driftterme, d.h.
fiir 8 = 0 soll gelten, dass u(Y, F(t);0) = 0 zu setzen ist.

o Es liegt jeweils eine Zeitreihe fiir die Kopplung 6 = 0 und 5 # 0 vor.

e Die Diffusion ist nur von dem Ort und der Geschwindigkeit abhingig.
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5.1 Zwei-Schritt-Methode

Diese spezielle Form scheint auf den ersten Blick aufgrund der restriktiven Vor-
aussetzungen sehr akademisch zu sein. Allerdings lassen sich eine Vielzahl an
Modellen aus den Bewegungswissenschaften oder Ingenieurswissenschaften iiber
diesen Ansatz beschreiben [Tl 28, K2, 6].

X =V
V o= h(X,V)+u(Y,F(t);3) +1/D@X,V)T(t) (5.7)

Man geht zunéchst von einem ungestorten System mit § = 0 aus, mit dem sich
mittels einer stationéiren Zeitreihe die Drift h(z,v) und die Diffusion D®)(z,v)
bestimmen lassen. Es werden im ersten Schritt somit weder Delay-Koordinaten
noch eine stroboskopische Zeitabtastung gebraucht:

1
h(z,v) = lim —(V(t+ At) —v) (5.8)
At—0 At X (t)=a,V(t)=v
(2) = lim — — )2
D™z, v) A oA (V(E+ A8 =) >‘X(t):m,V(t):v (5.9)

Als néchstes wird eine zweite Messreihe aufgenommen, die einer externen Stérung
in Form eines periodischen Treibers ausgesetzt wird. Unter der Voraussetzung,
dass die Einwirkung der Stérung auf das System klein sein soll (d.h. eine
Storung, die die charakteristischen Eigenschaften des Systems nicht génzlich
verdndert) kann eine additive Zerlegung der Drift vorgenommen werden. Zu-
dem gelte die Annahme, dass die Diffusion nur von x und v abhéngt.
Weiterhin nimmt man an, dass das System iiber ein zeitlich verzogertes Feed-
back auf eine externe Storung reagiert. Diese Art von Steuer- und Regelmecha-
nismen sind typisch fiir biologische, aber auch technische Systeme, da in solchen
Systemen immer Signallaufzeiten beriicksichtigt werden miissen.

Wendet man nun die Schétzung der Drift mit der Restriktion X (¢ —7) = y fiir
die Mittelwertsbildung an, so erhélt man fiir das erste bedingte Moment der
Zeitreihe des gestorten Systems den Ausdruck:

1
m = (V(t, + At) — V(tx)) = u(y, t; )
At—0 At X(tp—7)=y

+ (W2, 0))| x (1 —r)=y (510)

Die numerische Durchfithrung erfolgt, wie in Kapitel Hl beschrieben, indem ei-
ne stroboskopische Zeitabtastung iiber die Lénge der Treiberperiode zur Mit-
telwertsbildung herangezogen wird. Dabei lédsst sich die Mittelwertsbildung in
(E10) aufgrund des additiven Charakters der Drift in zwei Terme zerlegen. Das
Ergebnis der bedingten Mittelung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der
eine Anteil besteht in der gesuchten Drift u(y,¢;3). Den anderen Teil erhilt
man iiber eine bedingte Mittelwertsbildung der schon bekannten Drift h(z,v).
Die einfache Umstellung zum gesuchten Term u(y, t; §) fithrt schlieBlich auf das
FErgebnis fiir den zweiten Schritt:

. 1
u(y,tg; B) = Al,lsglo E(V(tk + At) — V(tx)) .

= (P v)) | x g —r)=y (5.11)
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5 Stochastische Systeme 2.0rdnung mit Antrieb und Delay

Mit Gleichung (E8) und (&IT) ist das Werkzeug vorhanden, um Zeitreihen fiir
stochastische Delay-Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu analysieren, die
zusétzlich die obengenannten Einschrinkungen besitzen. Es gelten weiterhin die
Voraussetzungen, die bei der Analyse von Systemen erster Ordnung gegeben
sein miissen, also eine konstante und bekannte Delay-Zeit und Treiberperiode.
Die Analyse erfolgt in zwei Schritten. Die Drift h(z,v) und Diffusion D® (z, v)
des ungestorte Systems werden aus einer bivariaten Zeitreihe (X;, V;) ermittelt.
Mit der Drift lédsst sich im zweiten Arbeitsschritt aus einer zweiten Zeitreihe des
gestorten Systems u(y,t; 3) iiber (Il) bestimmen. Es handelt sich somit um
ein Zwei-Schritt-Verfahren, wie es in anderen Zusammenhingen bereits vorge-
schlagen wurde [3, [3].

Mit den zuvor gewonnen Termen h(z,v), D® (z,v) und u(y, t; 3) wird im letz-
ten Schritt durch die Simulation von Gleichung (1) die stationére Vertei-
lungsdichte fg(x,v) der Zeitreihe mit derjenigen aus der erneuten Simulation
verglichen, um den Selbstkonsistenztest (s. Kapitel Bl) durchzufiihren.

5.2 Beispiel: Modell fiir bimanuelle rhythmische
Koordination

Die Zwei-Schritt-Methode soll als néchstes auf ein Modell aus den Bewegungs-
wissenschaften angewandt werden, welches aus der Theorie der Synchronisa-
tion bei sensomotorischer Koordination stammt. Typische Experimente sind
Tracking- oder Tapping-Experimente. Ein typisches Tracking-Experiment wur-
de bereits in Kapitel Bl vorgestellt. Bei Tapping-Experimenten soll ein rhyth-
misch gleichméBiger Stimulus (z.B. ein Metronom) méglichst prézise ,,mitge-
klopft* werden.

Da das Nervensystem extrem parallel arbeitet, kénnen die intrinsischen Pro-
zesse, die zusétzlich zur Synchronisationsaufgabe verarbeitet werden, in erster
Approximation als weifles Hintergrundrauschen genihert werden. Haufig spielt
ein sensorisches Feedback eine wichtige Rolle, d.h. die Verarbeitung der Si-
gnale erfolgt dezentral, so dass Signallaufzeiten der Nervenimpulse in Betracht
gezogen werden miissen. Diese fithren schliellich auf die Behandlung von Delay-
Differentialgleichungen.

Mit der Hypothese, dass das System einen externen Stimulus mit der zeit-
verzogerten Version des Signals vergleicht, um mittels dieser Feedback-Kontrolle
den Fehler zu minimieren, erhilt man folgendes Modell [25, [

X =V
V = Via—X?*)—-V3?—X+ Bsin(wt) —Y]* + @ r't) (5.12)
h(z,v) u(y,t; 8) = u(y,t)  g(z,v)

Das System (B2I2)) beschreibt fiir den ungestorten Fall mit 5 = 0 einen nichtli-
nearen Oszillator dhnlich einem ,,van der Pol-Bonhoeffer-Oszillator“. Wenn der
Parameter a > 0 gewéhlt wird, liegt der entdampfte Fall also ein selbsterregter
Oszillator vor. Mit dem Parameter a = 1 besitzt der Oszillator eine Perioden-
dauer von Ty = 2.
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Abbildung 5.1: a) und b) Synchronisation des entddmpften Oszillators zum ex-
ternen Treiber T' mit ¢ = 0.25

c¢) Deformation des Grenzzyklus (a = 0.25) durch die externe
Storung und Auswirkung einer Fluktuationskraft
d) geddmpfter Oszillator (¢ = —1) mit und ohne Stérung

In [6] werden folgende Parameterwerte fiir Gleichung (BI2) verwendet:
e die Parameter a =1 und g = 0.4
e Delay 7 = 0.4 und Treiber 7' = 7.14 mit w = 2% fiir die Storung
e Stérke der Fluktuation ¢ = 0.0004

Bei Einschaltung der Storung synchronisiert der Oszillator mit dem externen
Treiber. Dieses Verhalten ist in Abbildung BTk und BIb fiir den Fall @ = 0 zu

erkennen. Die Abbildung BIk und BId zeigt die Auswirkungen der Feedback-
Kontrolle auf den Grenzzyklus im Phasenraum.
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fs(v)
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Abbildung 5.2: Test auf Selbstkonsistenz mit reflektiven Réndern bei |z| = 1.8
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und |v| = 1.8 fiir den geddmpften Oszillator mit der integralen
Verteilungsdichte der Zeitreihe:

T
fst(w,v) = Ofdt’ fst(z, v, 1)

a) fst(x) fiir verschiedene v; und b) fg(v) fiir verschiedene z;
(durchgezogene Linie) und der erneuten Simulation (Punkte)
c¢) und d) integrale Verteilungsdichte der Zeitreihe und Vergleich
der integralen Verteilungsdichten im Konturplot:

Zeitreihe (durchgezogene Linie) und Konsistenztest (gestrichel-
te Linie); der Abstand zweier Hohenlinien betrigt 0.025.

15

2.0



5.2 Beispiel: Modell fiir bimanuelle rhythmische Koordination

Gedampfter nichtlinearer Oszillator: a = —1

Fiir den Paramater a < 0 befindet sich das System vor einer Hopf-Bifurkation,
d.h., es liegt noch kein selbsterregter Oszillator vor, sondern nur eine gedampf-
te Oszillation mit einem stabilen Fixpunkt im Ursprung des Phasenraums, wie
in Abbildung BT sichtbar wird. Der Grund, weshalb zunéchst ein geddmpfter
Ostzillator betrachtet werden soll, ist, dass der entdampfte Oszillator bei a = 1
mit Delay und Treiber bei grolen Rauschstéirken @ ~ 1 instabil wird.

Zur erfolgreichen Zeitreihenanalyse ist jedoch ein starkes Rauschen unabding-
bar, damit der Prozess grofle Bereiche ohne ,,Locher” im Phasenraum bedeckt.
Der stochastisch getriebene geddmpfte Oszillator (¢ = —1) ist in BJd abge-
bildet. Ohne externen Treiber relaxiert dieser auf den stabilen Fixpunkt, also
den Nullpunkt. Mit der Stérung § = 0.4 wird der Oszillator auf einen peri-
odischen Orbit gezwungen. Eine zusétzliche stochastische Kraft vergrofiert den
Bereich im Phasenraum, in dem die Bewegung abléuft. Dabei kommt es zu einer
vollstandigen Uberdeckung mit Datenpunkten im inneren Bereich. Gebiete, die
weniger frequentiert werden, kommen z.B. bei instabilen Fixpunkten innerhalb
eines Grenzzyklus vor, wie in Abbildung BTk fiir die Félle ohne Rauschen illus-
triert.

Es wurden insgesamt zwei Zeitreihen (X, V;) mit jeweils N = 2 - 10° Wer-
ten simuliert. Die Grofle des Zeitschritts betragt At = 0.01. Die Diskretisierung
des Phasenraumes wurde mit jeweils 32 Intervallen fiir die Koordinaten z, y, v,
und ¢ unternommen.

Weiterhin werden bei |z| = 2 und |v| = 2 reflektive Rénder verwendet. Diese
sind im geddmpften Fall nicht unbedingt notwendig. Bei der Reflektion muss
jedoch darauf geachtet werden, dass sich dadurch das Vorzeichen der Geschwin-
digkeit dndert.

Mittels des Selbstkonsistenztests in Abbildung B2k bis werden die Er-
gebnisse fiir die Driftterme h(z,v) und u(y,t) und der Diffusion D®(z,v)
insgesamt erfolgreich verifiziert. Negative Einfliisse auf die Verteilungsdichte
aufgrund von Randeffekten treten besonders am rechten Rand in Abbildung
fiir x auf. Die Bereiche mit der héchsten Wahrscheinlichkeitsdichte, also
diejenigen, die im Zentrum des Phasenraums liegen, zeigen eine sehr gute Uber-
deckung.

Auf die Darstellung der Diffusion soll verzichtet werden, da diese (wie in den
Beispielen in Kapitel @) lediglich additiv ist. Trotz der z- und v-Unabhéngigkeit
wird diese orts- und geschwindigkeitsaufgelost numerisch nach Gleichung ([&29)
ermittelt, um den Prozess fiir den Konsistenztest mit der geschéitzten Diffusion
simulieren zu kénnen.

Die Schitzungen fiir die Drift A(z, v) und u(y, ) stimmen sehr gut mit den theo-
retisch zu erwartenden Termen iiberein. In Abbildung ist eine ausgeprégte
Grenze zu erkennen, innerhalb der sich der Grofiteil der Mefpunkte befindet.
Es ist deswegen teilweise sinnvoll fiir oszillatorische Systeme reflektive Rénder
entlang einer Kreisumrandung im z-v-Phasenraum vorzunehmen. Problemati-
scher ist allerdings der vergleichsweise relativ kleine Bereich —1.5 < x < 1.8, in
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Abbildung 5.3: a) bis d) Darstellung fiir den z- und v-abhéingigen Anteil der
Drift h(x,v) des geddmpften Oszillators
a) h(x) fiir verschiedene v; und b) h(v) fiir verschiedene z;
d) Vergleich zwischen Analyse (durchgezogene Linie) und Theo-
rie (gestrichelte Linie) - Abstand zweier Hohenlinien: 0.5

dem eine gute Schiitzung fiir die Drift u(y,t) vorliegt. Aufgrund der schlechten
Konvergenz am linken Rand in u(y,t) ist eine Reflektion am Kreisrand nicht
sinnvoll. Bei dem Zwei-Schritt-Verfahren gibt die Drift mit dem schlechteren
FErgebnis aus der Schitzung die Grofle des endlichen Bereiches fiir den Konsis-
tenztest vor. Daher wird der Konsistenztest auf einem quadratischen Grundge-
biet der Grofle [—1.8,1.8] x [—1.8, 1.8] simuliert.

Bei einer unbekannten Drift miisste entweder die Grofle des Grundgebietes
durch Ausprobieren der Randwerte ermittelt werden — und kénnte dann mittels
des Ergebnisses aus dem Selbstkonsistenztest verifiziert werden — oder aber es
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Abbildung 5.4: a) Darstellung der Drift u(y,t) fiir verschiedene Zeiten ¢,
b) Abhéngigkeit der Drift u(y,t) fiir verschiedene Schnittpara-
meter y;
c) Ergebnisse der Schitzung fiir u(y, t)
d) Vergleich zwischen Analyse (durchgezogene Linie) und Theo-
rie (gestrichelte Linie) - Abstand zweier Hohenlinien: 0.1

miisste eine vollstindige Analyse der Verteilungsdichte durchgefiihrt werden, in
diesem Fall also von fg(x,y,v,t) fir beide Zeitreihen. Mit der vollstindigen
Information von fg(z,y,v,t) kénnte so auf die Datenmenge im Phasenraum
geschlossen werden.
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Abbildung 5.5: a) Konturplot fiir h(x,v) b) Konturplot fiir u(y,t) fir den
entddmpften Oszillator
Analyse (durchgezogene Linie), Theorie (gestrichelte Linie)

Entdampfter nichtlinearer Oszillator: a = 0.25

Als letztes Beispiel soll die Zeitreihenanalyse mittels der Zwei-Schritt-Methode
fiir einen entddmpften Oszillator (BI2) durchgefithrt werden. (Siehe dazu die
Abbildungen BIh bis[BTk.) Dabei muss darauf geachtet werden, dass beim Ein-
schalten der Storung der Oszillator zum externen Treiber synchronisiert wird
(Phase Locking). Die Wahl der Parameter fiir den Prozess und fiir die Analy-
se entspricht im Wesentlichen derjenigen aus dem vorherigen Beispiel. Es wird
lediglich der Dampfungsterm a = 0.25 und die Rauschstéirke ) = 0.2 gewihlt.
Synchronisation zum Treiber Ty = 7.14 ist fiir diesen Parametersatz gegeben,
da in den Abbildungen BETh und BEIb keine Schwebung der Amplitude vorliegt,
sondern eine Frequenzidnderung auf die Frequenz der Treiberperiode zu erken-
nen ist. Fine Schwebung wire auflerdem in BTk im Grenzzyklus sichtbar. In
Fillen bei denen eine Synchronisation nicht so deutlich in Erscheinung tritt,
muss im Zweifelsfall eine Analyse der zeitabhingigen Phasendifferenz zwischen
dem Oszillator und dem Treiber unternommen werden.

Die Wahl fiir eine kleineres a als in [6] wurde aufgrund von Stabilitéitsschwierig-
keiten getroffen. Eine Begriindung kénnte darin bestehen, dass zur Simulation
ein einfaches Euler-Schema nach Gleichung ([ZTT]) in Kapitel & verwendet wor-
den ist. Allerdings liefle sich keine Stabilitdt durch eine Verkleinerung des Zeit-
schritts At erzwingen. Da eine analytische Behandlung parametrischer SDDGLs
sehr anspruchsvoll ist und der Schwerpunkt nicht auf Stabilitdtsanalysen von
stochastischen Systemen mit Delay liegt, wurde der treibende Term a und eine
geeignete Rauschkraft aus pragmatischen Griinden empirisch festgelegt.
Damit sich das System nicht aufschaukelt (dies ist unter Umsténden denkbar,
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5.2 Beispiel: Modell fiir bimanuelle rhythmische Koordination

wenn ungeeignete Fluktuationen auftreten), werden zur zusétzlichen Absiche-
rung reflektive Rénder bei der Generierung der Zeitreihe berticksichtigt. Dabei
ist wichtig, dass die Reflektion im Phasenraum beziiglich Ort und Geschwin-
digkeit stattfindet und daher zu schnelle Teilchen abgebremst werden.

Das Resultat der Analyse fiir die Drift h(x,v) sieht man in Abbildung BHh,
dasjenig fiir u(y,t) in AbbildungBE0b. Das die Qualitidt der Schéitzung sehr gut
ist, ist weniger iiberraschend, da im Vergleich zu der Schitzung fiir eine dreipa-
rametrige Drift in Kapitel Bl die 64-fache Datenmenge pro Zeitreihe vorhanden
ist. Die Qualitét fiir u(y,t) hingt unmittelbar mit der Qualitidt des aus dem
ersten Verfahrenschritts gewonnenen h(z,v) zusammen (GIT). Daher ist es not-
wendig ein moglichst gutes Ergebnis nach dem ersten Schritt zu erhalten. Der
Bereich, in dem die Losung fiir h(x,v) konvergiert (vgl. Abb. k), ist kleiner
als im vorherigen Beispiel Abbildung B3, da die Rauschstirke geringer ist. Es
treten zusétzlich Bereiche schlechter Konvergenz in u(y,t) im Randbereich fiir
x > 1.8 auf (Abb. E3b).

Die Abbildung B8 zeigt die Verteilungsdichte fiir den Oszillator mit Storung
(6 = 0.4). Die kleine Eindellung in der Mitte deutet darauf hin, dass es sich um
einen entdampften Oszillator handelt, da an dieser Stelle der instabile Fixpunkt
liegt. Die Plots B.Gh, und lassen den Vergleich mit der Verteilungs-
dichte zu, die aus der gestorten Zeitreihe gewonnen wurde. Im Gegensatz zu
dem gedédmpften Ostzillator sind im entddmpften Fall deutliche Unterschiede
zwischen den Verteilungsdichen erkennbar. Die grofiten Unterschiede werden
fir x > 1.5 deutlich; also gerade in den Bereichen, in denen eine schlechte
Konvergenz der Drift u(y,t) vorliegt. Trotz dieser Abweichung konnte das cha-
rakteristische Aussehen der Verteilungsdichte rekonstruiert werden. An diesem
Beispiel sieht man, dass die Behandlung stochastischer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mehr Schwierigkeiten mit sich bringt als im Falle von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung, da diese von Natur aus ein komplexeres
Verhalten aufweisen kénnen.
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Abbildung 5.6: Test auf Selbstkonsistenz mit reflektiven Réndern bei |z| = 1.8

und |v| = 1.8 fiir den entddmpften Oszillator mit der integralen
Verteilungsdichte der Zeitreihe:

T
fst(z,v) = Ofdt’ fst(z, v, 1)

a) fst(x) fiir verschiedene v; und b) fg(v) fiir verschiedene z;
(durchgezogene Linie) und der erneuten Simulation (Punkte)
c¢) und d) integrale Verteilungsdichte der Zeitreihe und Vergleich
der integralen Verteilungsdichten im Konturplot:

Zeitreihe (durchgezogene Linie) und Konsistenztest (gestrichel-
te Linie); der Abstand zweier Hohenlinien betrigt 0.025.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Ein generelles Verfahren zur Analyse stochastischer Zeitreihen, die durch die
Klasse der Langevin-Gleichungen beschrieben werden kénnen, beruht auf der
in [T4), M5, B0O] vorgestellten Methode der Drift-Diffusions-Schétzung. Das Ver-
fahren wurde erstmals in [20)] fiir periodisch getriebene Systeme etabliert. Eine
Erweiterung des Analyseverfahrens fiir zeitlich verzogerte Systeme wurde in [T1]
présentiert.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur Analyse von solchen Zeitrei-
hen entwickelt, die aus einem stochastischen System mit zeitverzogerter Riick-
kopplung und periodischem Antrieb hervorgehen.

Eine Verallgemeinerung des Analyseverfahrens auf Systeme mit Delay und Trei-
ber erfolgte durch eine geeignete Kombination der in [20), [[T] vorgestellten Me-
thoden.

Weiterhin wurde ein Test auf Selbstkonsistenz implementiert, der eine Veri-
fikation der Ergebnisse aus einer nicht-parametrischen Datenanalyse erlaubt.
Schliellich wurde noch eine Erweiterung dieses Analyseverfahrens auf stochas-
tische Systeme zweiter Ordnung mit Feedback-Kontrolle umgesetzt.

Die Kombination aus Analyse und anschlieBendem Test auf Selbstkonsistenz er-
zielte in allen Beispielen ein positives Ergebnis. Es konnte also gezeigt werden,
dass das Verfahren fiir stochastische Systeme erster und zweiter Ordnung mit
Delay und Treiber funktioniert.

Das prinzipielle Verfahren der Analyse ldsst sich auflerdem beliebig fiir andere
Systemtypen modifizieren. Zum Beispiel kénnen Systeme mit mehreren Delays
unter Berticksichtigung entsprechender Delay-Koordinaten analysiert werden.
Oder es lassen sich zeitverzogerte Riickkopplungen fiir die Geschwindigkeit um-
setzen. Theoretisch konnen so beliebige Fille bei geeigneter Erweiterung des
Phasenraumes analysiert werden.

Das prinzipielle Verfahren beruht auf einer Berechnung der bedingten Momente
im erweiterten Phasenraum. Der Phasenraum wurde um eine Delay-Koordinate
und um eine Zeitkoordinate vergréflert und muss zur numerischen Umsetzung
des Verfahrens diskretisiert werden. Aus den bedingten Momenten lassen sich
Drift und Diffusion berechnen, welche eine Formulierung des stochastischen Pro-
zesses liber eine Fokker-Planck-Gleichung erlauben. Die Drift entspricht dem de-
terministischen und die Diffusion dem stochastischen Anteil des Systems. Mit
diesen beiden Groéflen kann einerseits eine Rekonstruktion des stochastischen
Prozesses iiber eine konjugierte Langevin-Gleichung erfolgen, d.h. es kénnen
typische Trajektorien des Systems generiert werden. Andererseits ist eine Ex-
traktion einer rein deterministischen Dynamik ohne Einfliisse von Fluktuatio-
nen moglich [21].
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6 Zusammentfassung und Ausblick

Da eine moglichst vorurteilsfreie Zeitreihenanalyse erwiinscht ist, wird eine Me-
thode benoétigt, die ohne zusétzliche Informationen iiber das System eine Veri-
fikation der Ergebnisse erlaubt. Diese wurde in Kapitel Bl durch die Einfiihrung
eines Tests auf Selbstkonsistenz realisiert. Dabei wird die Verteilungsdichte der
Zeitreihe mit einer rekonstruierten Verteilungsdichte verglichen.

Die Analyse und der Test auf Selbstkonsistenz wurden erfolgreich in Kapitel
an zwei Beispielen demonstriert. Das erste Beispiel enthielt eine additive Kopp-
lung zwischen der Zufallsvariable, dem Delay und dem Antrieb. Der allgemeine
Fall einer multiplikativen Kopplung wurde im zweiten Beispiel veranschaulicht.
Im Kapitel B wurde die Erweiterung der Methode erfolgreich fiir stochastische
Delay-Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit Treiber iiber eine Analyse
bivariater Datensétze umgesetzt. Allerdings wurde die Einschrinkung gemacht,
dass sich der Teil der Drift, in dem Delay und Treiber enthalten sind, addi-
tiv separieren lasst. Trotz dieser Einschriankung sind Systeme dieser Form fiir
eine grofie Klasse von Prozessen mit Feedback-Kontrolle (z.B. in den Bewe-
gungswissenschaften oder der Steuerungstechnik) von Relevanz []. Der Vor-
teil besteht darin, dass die benétigte Datenmenge mittels der in Kapitel
vorgestellten Zwei-Schritt-Methode erheblich reduziert werden kann. Fiir die
Zwei-Schritt-Methode erfolgt eine Auswertung von zwei Zeitreihen: Der eine
Datensatz wird ohne Stérung aufgenommen und beschreibt ein System ohne
Feedback-Kontrolle. Die andere Zeitserie wird unter Einfluss eines externen
Treibers ausgewertet, welche aus einem Prozess mit einer Feedback-Kontrolle
gewonnen wird. Mittels der Analyse beider Zeitreihen kann unter Beachtung
der Nebenbedingungen die Drift bestimmt werden.

Die Anwendung der Zwei-Schritt-Methode erfolgte in dieser Arbeit fiir stochas-
tische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Methode ldsst sich analog
fiir Systeme erster Ordnung durchfiihren.

Fiir eine erfolgreiche Umsetzung des Analyseverfahrens wurde vorrausgesetzt,
dass es sich bei Delay und Treiber um determistische Gréfien handelt. Dariiber
hinaus miissen die Werte fiir Delay und Treiber vor der Schitzung bekannt sein.
Die Treiberfrequenz kann, wie in Kapitel Bl erlautert wurde, aus dem Spektrum
der Zeitreihe gewonnen werden. Die Bestimmung des Time Delays ist im Allge-
meinen nicht einfach implementierbar. Ideen zur Bestimmung des Time Delays
folgen im Anschluss.

Anhand der Beispiele in Kapitel Hl konnte man erkennen, dass fiir die Umsetzung
des Analyseverfahrens sehr grofie Datenmengen gebraucht werden, da sich mit
zunehmenden Nebenbedingungen in der Schétzung die Dimension des erweiter-
ten Phasenraums erhoht. In den Beispielen wurden Zeitreihen mit 10? Zufallsva-
riablen verwendet. Zeitreihen dieser Lange sind besonders bei der Auswertung
experimenteller Datenséitze (z.B. aus dem medizinischen Sektor) problematisch,
da bei einer Samplingfrequenz von 1kHz eine Messung unter stationéren Bedin-
gungen iiber einen Zeitraum von 12 Tagen erfolgen miisste.

Dieser Aspekt ist besonders fiir eine vollstindige Analyse von stochastischen
Delay-Differentialgleichungen zweiter Ordnung entscheidend, da Systeme zwei-
ter Ordnung eine zusétzlich Nebenbedingung und somit eine héhere Dimension
im erweiterten Phasenraum aufweisen.
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Weitere Probleme kénnen bei Prozessen mit geringen Fluktuationen auftreten.
Besonders in multistabilen oder oszillatorischen Systemen kénnen ,,Lécher® im
Phasenraum entstehen, in denen keine sicheren Ergebnisse vorliegen. In solchen
Systemen miflingt die Ausfiihrung des Tests auf Selbstkonsistenz, wenn Gebie-
te mit schlechter Konvergenz in dem Bereich des Phasenraums liegen, in dem
eine Rekonstruktion des Prozesses stattfinden soll.

Zur Untersuchung experimenteller Datenséitze ist eine Optimierung des Ver-
fahrens auf kiirzere Zeitreihen sinnvoll. Eine Mo6glichkeit besteht in der Imple-
mentierung einer Analyse mit Kuhlback-Minimierung. Dieses Verfahren wur-
de in [32, B3] erfolgreich fiir Zeitreihen ohne Delay und Treiber angewandt.
Es handelt sich dabei um eine Minimierung des durch das Kuhlback-Maf$ ge-
gebenen Abstandes zweier Verteilungsdichten. Die Abstandsminimierung wird
numerisch aus einer JPDF der Zeitreihe und einer JPDF, die aus einem para-
metrischen Ansatz fiir Drift und Diffusion resultiert, umgesetzt. Dabei kénnen
die in dem Ansatz enthaltenen Parameter durch die eindeutige Minimierung
bestimmt werden.

Eine Abstandsminimierung konnte bei einer nicht-parametrischen Datenanaly-
se bei der Wahl der Randbedingungen fiir den in Kapitel Bl vorgestellten Test
auf Selbstkonsistenz verwendet werden. Die Minimierung erfolgt dann zwischen
den Verteilungsdichten der Zeitreihe und der Rekonstruktion.

FEin numerisches Verfahren zu Schétzung des Delays wire ebenfalls von groflem
Interesse, um die Analyse von Datensdtzen mit unbekannter Delay-Zeit zu
ermoglichen. Hierbei wird das Delay in der Analyse als Parameter variiert. Die
Qualitdt der Analyse wird mit dem Abstand der Verteilungsdichten aus dem
Konsistenztest gemessen. Das Delay lédsst sich nun als Parameter durchstim-
men, so dass letzlich durch eine Minimierung des Abstandsmafies der Wert fiir
das Delay bestimmt werden kann. Mit dieser Methode ist es moglich a priori
unbekannte Prozesse zu untersuchen, da kein spezieller Ansatz fiir die Abstands-
minimierung gew&hlt werden muss.

Da die Riickkopplung in einem dynamischen Prozess auch Teil eines komplexen
Systems ist, kénnen prinzipiell Fluktuationen der Form 7+ d7(¢) fiir das Delay
auftreten. Deswegen wére eine Untersuchung der Auswirkung von fluktuieren-
den Delays 67(t) auf die Qualitéit der Schétzung eine zukiinftige Aufgabe.
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