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0. Einleitung

Wohin man auch geht, iiberall begegnet man Turbulenz. Das liegt nicht nur
daran, dass die Umgebungsluft beim Durchschreiten aufgewirbelt wird. Es gibt
zahlreiche andere Beispiele fiir die Allgegenwértigkeit von Turbulenz. Die Druck-
schwankungen, die das Flugzeug erschiittern, sind wohl das bekannteste Bei-
spiel. Ein weiteres schones Beispiel ist die Bewegung in der Kaffeetasse, die
besonders gut zu beobachen ist, nachdem man eine Portion Sahne hinzugege-
ben hat. Hier wird der Effekt der turbulenten Diffusion deutlich: Durch die
Advektion ist das Durchmischungsverhalten im Vergleich zur molekularen Dif-
fusion wesentlich gesteigert. Dieser Effekt ist beispielsweise in Verbrennungs-
motoren erwiinscht, wo ein moéglichst homogenes Gemisch aus Luft und Treib-
stoff das giinstigste Resultat liefert: eine Verbrennung mit moglichst wenigen
Riicksténden. Von dieser Warte aus gesehen wire es duflerst wiinschenswert,
auf eine Theorie der Turbulenz Zugriff zu haben, um im Hinblick auf eine
Idealisierung von solchen Durchmischungsvorgéngen nicht bei jeder Anderung
der beteiligten Groflen - wie etwa die Form der Verbrennungskammer oder die
spezifischen Eigenschaften des Treibstoffs - auf Simulationen zuriickgreifen zu
miissen. Eine weitere Eigenschaft turbulenter Systeme wird ersichtlich, wenn
man sich Abbildung [0.1] anschaut. Es verdeutlicht die Komplexitéit, die den

Abbildung 0.1.: Der Vulkan Mount St. Helens bei seinem Ausbruch am 18.Mai
1980. Das Foto stammt von
vulcan.wr.usgs.gov/Volcanoes/MSH /Images/may18_images.html

rdumlichen Strukturen innewohnt. Zweifelsohne lésst sich die Struktur nicht an-
hand weniger Grofien beschreiben. Wenn wir in das Bild hereinzoomen (in der
Abbildung von links nach rechts um den Faktor 2), féllt sofort die Ahnlichkeit,
die die Strukturen verschiedener Grofie besitzen, ins Auge. Dieses Phéinomen
wird Selbstdhnlichkeit genannt und ist eine allgemeine Eigenschaft turbulenter
Systeme.



0. Einleitung

Die ersten bekannten Aufzeichnungen der Studien turbulenter Systeme stam-
men aus einem Skizzenbuch des Leonardo Da Vinci. Er verglich die Stréomung
eines Wasserlaufs mit der Struktur lockiger Haare: Die Stromung setze sich zu-
sammen aus dem Hauptstrom und den wirbelartigen Einfliissen von reflektierten
Bewegungen. Man koénnte also behaupten, dass sich die Menschheit seit min-
destens 500 Jahren wissenschaftlich mit Turbulenz beschéftigt. Dennoch gibt es
keine eindeutige Definition, was Turbulenz eigentlich ist. Haufig versucht man
den Begriff zu definieren, indem seine wichtigsten Eigenschaften beschrieben
werden. Das wollen wir an dieser Stelle auch tun.

Turbulenz ist der Zustand eines Fluids fern vom thermodynamischen Gleich-
gewicht, welcher folgende Eigenschaften zeigt:

e Es bilden sich selbstihnliche Strukturen (Wirbel) {iber einen grofien Be-
reich rdumlicher Skalen aus.

e Das Durchmischungsverhalten von Energie, Impuls und Masse ist im Ver-
gleich zur molekularen Diffusion sehr hoch.

e Das Verhalten ist in Raum und Zeit komplex, so dass genaue Vorhersagen
unmoglich werden.

e Es konnen trotzdem statistische Aussagen getroffen werden.

Vor nunmehr fast zweihundert Jahren veroffentlichten C.L.M.H. Navier [Nav22]
und G.G. Stokes [Sto44] unabhéngig voneinander die nach ihnen benannte
Navier-Stokes-Gleichung, die seither als Grundstein der Fluiddynamik ange-
sehen wird. Bis heute ist es nicht gelungen, eine geschlossene Theorie der Tur-
bulenz aus dieser Gleichung herzuleiten. Das liegt an ihrer hohen Komplexitit.
Der nichtlineare Advektionsterm hat zur Folge, dass kleine Einfliisse iiberpro-
portional grofie Wirkungen erzeugen koénnen. Des Weiteren ist die Gleichung
nichtlokal, so dass das Verhalten eines Bereichs von dem gesamten Raum be-
einflusst wird.

Es gibt Theorien, die verschieden Eigenschaften von turbulenten Strémungen
erklidren, jedoch beruhen sie auf phianomenologischen Erkenntnissen und es ist
noch nicht gelungen, sie aus der Grundgleichung herzuleiten.

Auf L.F. Richardsons [Ric22] Erkenntnis, dass das turbulente System eine
Komposition von Wirbelstrukturen ist, die durch Instabilitdten die Energie in
einem Kaskadenprozess von grofien zu kleinen Skalen transportieren, baute A.N.
Kolmogorov 1941 seine Theorie der Turbulenz auf. Die Ergebnisse Kolmogorovs
[Kol41bl Kol41a] Uberlegungen werden oft mit K41 abgekiirzt. Es gilt heute
als gesichert, dass die Skaleninvarianz innerhalb des inertialen Bereichs, die
Kolmogorov postulierte, nur ndherungsweise erfiillt ist.

Das in Raum und Zeit irregulédre Verhalten des Geschwindigkeitsfeldes, das
durch die Nichtlinearitdt der Navier-Stokes-Gleichung hervorgerufen wird und
damit die hohe Zahl an miteinander koppelnden Freiheitsgraden motivieren ei-
ne statistische Behandlung des Problems, die bereits Ende des 19. Jahrhunderts
von O. Reynolds |[Rey83] angegangen wurde. Die Reynoldsgleichung geht aus



einer statistischen Mittelung der Navier-Stokes-Gleichung hervor und formu-
liert die Dynamik anhand von Mittelwerten und Fluktuationen. In die Evo-
lution der Einpunktkorellationen gehen dabei die Zweipunktkorellationen ein,
fiir deren Berechnung die Dreipunktkorellationen benétigt werden (usw.). Die-
ses hierarchische, unendliche Gleichungssystem konvergiert nicht (in dem Sinne,
dass die hoheren Terme sukzessive kleinere Beitrége liefern) und die Suche nach
geeigneten Abbruchbedingungen wird als SchlieBungsproblem der Turbulenz be-
zeichnet.

Man beobachtet auch eine Reduktion der Freiheitsgrade durch die Emergenz
von Wirbelstrukturen. Damit ist Turbulenz eine Hybris aus Chaos und Ord-
nung.

Wir beschéftigen uns in dieser Diplomarbeit mit zweidimensionaler Turbu-
lenz. Diese kommt in der Natur nicht exakt vor, dennoch gibt es Systeme, in
denen eine Dimension so stark eingeschrankt ist, dass sie als anndhernd zweidi-
mensional betrachtet werden kann. Die Atmosphiire ist wohl das prominenteste
Beispiel. Man erhofft sich durch die Beschéiftigung mit zweidimensionalen Pro-
blemen einen Einblick in das hoherdimensionale Gebiet, in dem es eingebettet
ist, zu erlangen, geht Ersteres doch als Spezialfall aus Letzterem hervor. Zwei-
dimensionale Turbulenz enthélt, wie es oft bei dimensionsreduzierten Systemen
vorkommt, auch vollig neue Eigenschaften. Insbesondere ist hier die inverse
Energiekaskade zu nennen. Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall wird die
Energie hier nicht zu kleineren Skalen, sondern zu gréfleren Skalen transportiert.
Weil der Wirbelstreckungsterm, der in drei Dimensionen fiir die Elongation der
Wirbelfilamente verantwortlich ist, verschwindet, zerfallen die Stukturen nicht,
sondern wachsen an. Das erklért, warum sich Wirbelstrukturen iiberhaupt bil-
den und auch, warum seit dreihundert Jahren ein gigantischer Wirbelsturm
iiber den Jupiter fegen kann (siehe Abbildung (0.2).

Abbildung 0.2.: Der rote Fleck. Das Foto stammt von
pds.jpl.nasa.gov/planets/captions/jupiter/febgrs.htm

In dieser Arbeit verwenden wir eine Methode, die erstmals von Chorin (siche
[Kev05]) verwendet wurde. Der Einfluss der Viskositéit des turbulenten Feldes
wird mittels stochastischer Kréfte erzeugt. Es ist bekannt, dass Punktwirbel



0. Einleitung

Losungen der Eulergleichung, dem nichtviskosen Pendant der Navier-Stokes-
Gleichung, sind. Eine Ansammlung von interagierenden Punktwirbeln ist ein
konservatives System. Die Trajektorien im Phasenraum sind durch konstan-
te Werte der Hamiltonfunktion festgelegt. Die durch stochastische Kriifte si-
mulierte Viskositdt stort die Hamiltonische Dynamik und “stubst” das Sys-
tem von den festgelegten Trajektorien. Argullo und Verga [AVIT7],[AV0I] haben
die Verschmelzung zweier Wirbel untersucht und eine analytische Losung der
probabilistischen Reprisentation der viskosen Navier-Stokes-Gleichung zweier
Wirbel erhalten. Zhu |[ZCI0] hat das Drei-Punktwirbel-System unter dem Ein-
fluss stochastischer Krifte mit besonderem Augenmerk auf den selbstéhnlichen
Kollaps der Wirbel untersucht. Alle diese Arbeiten behandelten das System un-
ter dem Einfluss von additivem Rauschen. M. Rath [Rat10] hat sich mit dem
Zwei-Wirbel-System mit modifiziertem Geschwindigkeitsprofil unter dem Ein-
fluss rdumlicher Korellationen beschéftigt. Wir untersuchen in dieser Arbeit
das System von drei Punktwirbeln mit rdumlichen Korellationen, welche den
Spezialfall des Brownschen Rauschens enthélt.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Zunichst stellen wir in Kapitel 1
die Grundlagen bereit, auf die im Spéteren zuriickgegriffen wird. Das folgende
Kapitel ist der Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung fiir das System dreier
Punktwirbel im turbulenten Feld gewidmet, welche anschliefend in Kapitel 3
diskutiert wird.



1. Theoretische Grundlagen

1.1. Hydrodynamik

In diesem Abschnitt werden einige mathematische Aspekte der Hydrodynamik
beleuchtet. Dabei beschrinken wir uns auf den Teil, der fiir diese Diplomarbeit
relevant ist und orientieren uns stark an J. H. Argyris, G. Faust, M. Haase und
R. Friedrich [AFHF10].

1.1.1. Grundgleichungen

Das Verhalten des Geschwindigkeitsfeldes eines Fluids wird durch die Navier-
Stokes-GleichunéH (NSG) beschrieben. Sie ist eine Bilanzgleichung fir die
Impulsdichte und ergibt sich, wenn man Newtons lex secunda auf ein infinite-
simales Volumenelement anwendet. Fiir ein inkompressibles Fluid der Dichte
Eins lautet sie

gtu(a:,t) +u(x,t)  Vu(x,t) = =V p(z,t) + vAu(z,t) + fou(z,t) . (1.1)
Dabei ist u(x,t) das von Ort und Zeit abhéingige Geschwindigkeitsfeld. Auf der
linken Handseite der Gleichung steht die substantielle Ableitung der Geschwin-
digkeit, auf der rechten Handseite stehen die Kréfte, die die Bewegungsénderung
verursachen. p ist der Druck, v die kinematische Viskositit und externe Kréifte
werden als f,,; bezeichnet. Sie sind im Falle der voll entwickelten Turbulenz
erforderlich, um die durch die Viskositét verloren gegangene Energie auszuglei-
chen. In drei Dimensionen wird dem System auf grofien Skalen Energie zugefiihrt
und zu kleineren Skalen transportiert, wo es schliellich durch die Viskositét auf
intermolekularer Skala in Warme umgewandelt wird und das System verlésst.
Aus der Massenerhaltung bei homogener Dichte folgt die Inkompressibilitéits-
bedingung
V.ou=0. (1.2)

Damit haben wir vier Gleichungen und fiir die vier unbekannten
Variablen u(x,t) und p(x,t). Das heifit aber nicht, dass eine Losung existiert
oder eindeutig is

Bildet man die Rotation der Geschwindigkeit

V xu(zx,t) = w(x,t), (1.3)

Man sollte eigentlich von Navier-Stokes-Gleichungen sprechen, insbesondere weil die Inkom-
pressibilitdtsbedingung das Gleichungssystem erst komplettiert.

24Die Analyse von Existenz und Regularitét von Lésungen der dreidimensionalen inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen” ist eines der “Milleniumprobleme” des Clay Mathema-
tics Institute. (http://www.claymath.org/millennium/)
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so erhilt man die Grofle w, die als Vortizitét oder Wirbelstéarke bekannt ist.

Die Gleichungen und erinnern an die Grundgleichungen der Magne-
tostatik, wobei u die magnetische Induktion und w die Stromdichte reprasentie-
ren. Demnach ist das Geschwindigkeitsfeld durch das Biot-Savart-Gesetz

u(x,t) = /w(m’,t) x K(x — x')dx’ (1.4)

bis auf eine Potentialstromung eindeutig festgelegt, wobei K (x—x') = VG(x —
x') ist. G bezeichnet die Greensche Funktion des Laplace-Operators und erfiillt
per Definition AG(x) = d(x).

Nach Anwendung der Rotation auf Gleichung ergibt sich die Wirbel-
transportgleichung als Evolutionsgleichung fiir die Wirbelstérke

<§t +u(a, 1) V) w(x,t) = w(@,t) - Vu(@,t) + vAw(@,t) + V X foq(x,1).
(1.5)

1.1.2. Reynolds-Zahl
Wenn wir die NSG (1.1)) auf charakteristische Lingen-, Geschwindigkeits- und

Zeitskalen L, U und T = % transformieren, erhalten wir eine dimensionslose
Gleichung, die es uns ermoglicht, das Verhalten verschiendenskaliger Stromun-
gen zu vergleichen. Die Gleichung in den dimensionslosen Gréfien lautet

ot
mit der Reynolds-Zahl

gu(m,t) +u(x,t) - Vu(x,t) = -V p(x,t) + éAu(m,t) + fom(x,t) (1.6)

Re = — - (1.7)

Strémungen mit gleicher Reynolds-Zahl verhalten sich gleich. Das ist der Grund
dafiir, dass z.B. Simulationen zum Stréomungsverhalten von Schiffen im Labor
durchgefiihrt werden und auf reale Schiffe durch Skalierung der entsprechenden
Groflen tibertragen werden kénnen. Man spricht in diesem Zusammenhang vom
Ahnlichkeitsprinzip.

Die Reynolds-Zahl kann auch als das Verhéltnis vom nichtlinearen konvek-
tiven ~ U/T = U?/L zum glittenden dissipativem Teil ~ vU/L? der NSG
aufgefasst werden und ist daher ein Mafl fiir die Stérke der Turbulenz. Bei
grofler Reynolds-Zahl dominiert der nichtlineare Term und die Strémung verhélt
sich turbulent, bei kleiner Reynolds-Zahl dominiert der glittende Part und die
Strémung ist laminar.

1.1.3. Zweidimensionale Wirbeldynamik

Streng genommen kann man zweidimensionale Turbulenz in der Natur oder
im Labor nicht beobachten. Sie kann nur in Computersimulationen erzeugt
werden. Nichtsdestoweniger ist es interessant, sich mit ihr zu beschéftigen; ist sie
doch der Grenzfall von Systemen, in denen eine Dimension stark eingeschrénkt
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ist. Weiterhin treten qualitativ neue Effekte zutage. Insbesondere zu erwéhnen
ist hier die inverse Kaskade, welche die Energie im Gegensatz zur direkten
Kaskade in drei Dimensionen von kleinen hin zu grofleren Skalen transportiert.
Das heifit also, dass sich in zwei Dimensionen die Tendenz beobachten lésst,
dass sich grofiskalige Strukturen bilden; ein Beispiel fiir Selbstorganisation.

In zwei Dimensionen besitzt die Vortizitdt nur eine Komponente senkrecht
zur Ebene (hier in z-Richtung), so dass der sog. Wirbelstreckungsterm

w(zx,t) - Vu(x,t) = wzaau(x,y,t) =0
z

verschwindet.
Im nichtviskosen Fall (v = 0) und unter der weiteren Annahme rotationsfreier
externer Krifte| reduziert sich (T.5) auf

0

aw(w,t) +u(z,t) - Vw(z,t) =0. (1.8)
Der nichtlineare und nichtlokale Charakter dieser Wirbeltransportgleichung

befindet sich in dem Geschwindigkeitsfeld u(x,t), das durch Integration iiber

das gesamte Volumen geméf ((1.4]) ermittelt werden muss.

1.1.4. Punktwirbeldynamik

An Gleichung sieht man, dass die Wirbelstérke eines mitbewegten Fluid-
elements zeitlich konstant ist. Betrachten wir nun wenige kleine Bereiche mit
nichtverschwindender Viskositét (Wirbel), die weit voneinander entfernt sind
und einen vergleichsweise geringen Durchmesser besitzen, so spielt die Gestalt
der Wirbel eine vernachléssigbar kleine Rolle. Die Bereiche zwischen den Wir-
beln bleiben wirbelfrei. Lassen wir die Wirbeldurchmesser immer kleiner wer-
den, erhalten wir im Grenzfall ein Feld mit wenigen deltaférmigen Wirbeln, den
sogenannten Punktwirbeln. Die Selbstwechselwirkung spielt in der Punktwir-
beldynamik keine Rolle und die Dynamik eines Wirbels wird allein durch die
Wirkung der anderen Wirbel verursacht. Die Stérke eines Wirbels wird durch
die Zirkulation I'" quantifiziert.
Setzen wir die deltaformige Verteilung der Wirbel

w(x,t) = Zfié(az—wi(t)) (1.9)
i=1
in Gleichung (1.8)) ein, ergibt sich
0= zn:Fi —iwi(t) + u(xi,t)| Vgo(xi(t) — ). (1.10)
= de ’

Um diese Gleichung immer zu erfiillen, muss der Ausdruck in der eckigen Klam-
mer fiir alle i verschwinden.

3In vollentwickelter Turbulenz (siche Abschnitt ) gelten diese beiden Annahmen.
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Unter der Voraussetzung, dass die Punktwirbel nicht kollidieren, was durch-
aus vorkommen kann (Selbstédhnlicher Kollaps), bedeutet das, dass die Punkt-
wirbel dem Geschwindigkeitsfeld wie masselose Teilchen folgen

d

dt
Fiir unendlich ausgedehnte Felder in zwei Dimensionen besitzt der Kern der
Green’schen Funktion folgende Gestalt

xi(t) = u(x, t). (1.11)

1 z—o

K(z -1 ek (1.12)

" or lx —x
Damit erhalten wir aus dem Biot-Savart-Gesetz ([1.4) das Geschwindigkeitsfeld

r—x

1
u(m,t):%/dm’ e, X e

@), (1.13)

Ein Einsetzen des Wirbelfeldes (1.9) fiihrt auf ein System aus Differential-
gleichungen, das die Dynamik der Punktwirbel beschreibt

d ol =N L i(t) — x;(t)
&wi(t) =u(x,t) = JZI: 5 € % @)~z O (1.14)
i

Im Hinblick auf die Dynamik von drei Punktwirbeln ist es sinnvoll, die Ande-

rung der Quadrate der Absténde Lij = |rij| = |z — @j| zweier Punktwirbel zu
betrachten
d . 1 Tik Tk
aL%ZQTUIrU:; Z Fk [ezx <L2—LJ2>] Ty (115)
ki, #j ik jk
Nach kurzer Umformung erhalten wir
d
aL?j = Y Teowl [Li — L3 (1.16)
k#1, 7]
wobei ojjc mit dem orientierten Flidchenelement Ay = %ez - (rij X 7ik) des
Dreiecks, das durch die Wirbel i, j und k aufgespannt wird, verkniipft ist.
2 Ak
by o o TTHE 1.17
T TR LY, (117)

Die Grundlage der Punktwirbeldynamik ist die Eulergleichung (1.8)), daher ist
zu erwarten, dass die Energie des Systems konstant ist. In der Tat ldsst sich die
Hamiltonfunktion des Systems angeben

1
H= _E.Z.Fi In|z; — 2 T . (1.18)
1,jsiz]
Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten
pdu_ oH
dt 6yj (1.19)
Ay OH '
! dt N a:L’j ’
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1.1.5. Dynamik von drei Punktwirbeln

Die Dynamik (1.14)) dreier Punktwirbel

Exl —e. % -E 1 — I E L1 — I3 |

dt 2w |xp — o2 27 |3 — x3)? ]

gil}g =e, X & B B R W Tk | (1.20)
dt * _271' ’:]32—933|2 2 ‘2132—:131|2_ '

d -Fl r3 — I FQ L3 — L2 |

&xi& e X _g ’2133 — :131|2 % ‘CC3 — 2132|2_

kann, wenn man nur an der relativen Position der Wirbel interessiert ist, um
zwei Freiheitsgrade vermindert werden. Drei Punktwirbel bilden ein Dreieck,
das durch seine Seitenléingen eindeutig charakterisiert werden kann. Die Dy-
namik kann besonders elegant in Einheiten der Quadrate der Seitenldngen
L; = L?k ausgedriickt werden

d
le :F10L1 (L2 - Lg)

dt

d

aLQ :FQO'LQ (Lg - Ll) (121)
d

—Lg =I'soL3 (L1 — Ls) .

gl =Tso 3 (L1 — L2)

Der verbleibende Freiheitsgrad “versteckt” sich in ¢ = o123, das mit dem ori-
entierten Fldchenelement des Dreiecks verkniipft ist. Dieses &ndert sein Vorzei-
chen, wenn zwei Wirbel die Position tauschen. Daher ist eine vollsténdige Be-
schreibung der Dynamik des Dreiecks anhand der Seitenlingen nur moglich,
wenn keine kollinearen Ubergiinge stattfinden, wenn also die Orientierung des
Dreiecks eine Konstante der Bewegung ist.

Aufgrund der zyklischen Symmetrie der Gleichungen lassen sich zwei weitere
Konstanten der Bewegung finden

I ﬁ ﬁz + ﬁz (1.22)
J = lnrfl + lnrfz + lnrj;?’ , (1.23)
wobei
4
J = _rerrgH (1.24)

mit der Hamiltonfunktion des Systems verkniipft ist. Das (eingeschriank-
te) Drei-Punktwirbel-System ist also im Prinzip integrabel.

Die Gleichungen offenbaren uns die stationdre Konfiguration des gleich-
seitigen Dreiecks Ly = Ls = Ls3. Die Stationaritdt gilt unabhéngig von den
Wirbelstéarken.
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Klassifikation der Zustinde

Wir betrachten eine Klassifikation der Dynamik des Drei-Punktwirbel-Systems
mittels trilinearer Koordinaten von H.Aref [Are79]. Wir definieren

L;

b =
il

firi =1,2,3 , (1.25)

so dass jeder Punkt in der Ebene eine mogliche Wirbelkonfigurationen gegebe-
nen I’s darstellt. Wihlt man 0.B.d.A. I'; > I'y > I'3, wobei mindestens
Ty und T's positiv sind, liegen die Zusténde in den drei Bereichen I bis IIT von
Abbildung Die Dreiecksungleichung, die wir hier in Anlehnung an [Are(7)

II

Jo

/63/\ 11

Abbildung 1.1.: Phasenebene mit trilinearen Achsen by, by und b3

durch die Bedingung, dass das Argument unter der Wurzel von der Formel des
Heron (vgl. (2.21))) positiv sein muss, ausdriicken wollen, liefert uns die Unglei-
chung

(T1b1)2 + (Tabg)? + (I'3b3)? < 2(T1Tobyby + Tol'sbobs + T3ibshy),  (1.26)

die erfiillt werden muss. Das Gleichheitszeichen gilt fiir die Grenzen der physika-
lischen Bereiche, die somit durch eine quadratische Gleichung definiert werden.
Die Losungsmengen sind folglich Kegelschnitte. Anhand der Wirbelstérken kann
die Begrenzung der physikalischen Region klassifiziert werden.

i) Ellipse: fiir I's > 0 in Region I und
fir 's < 0, 'y + s +I's < 0 in Region II
ii) Parabel: fir I'y + I's + I's = 0 in Region 11
iii) Hyperbel: fiir I's <0, 1 +T24+T3>0
mit Armen in Region IT und Region III

Die Trajektorien erhalten wir aus der Bedingung, dass die Hamiltonfunktion
des Systems konstant ist. Eine einfache Rechnung liefert

1/@ = |b1|1/1“1|b2|1/1“2|b3|1/1“3 = const, (1‘27)

10



1.1. Hydrodynamik

wobei © durch die Wahl der Anfangsbedingungen (I und J) festgelegt ist
O (b1, by, by) = I3/ 11Dy T2 |Da /a1 /3T /Tet Mo (1.98)

Einzig die Trajektorien, deren Begrenzung eine Ellipse ist, kénnen als gebun-
dene Zustédnde bezeichnet werden. Von diesen gebundenen Zustéinden besitzen
lediglich jene in Bereich I (bei hinreichend geringer Energie) Trajektorien, die
keinen Uberschlag des Dreiecks aufweisen. Das belegt eine Stabilitéitsanalyse der
zu Aquilateralen Dreiecken korrespondierenden Phasenraumpunkte. Die Konfi-
gurationen, die Hyperbeln oder Parabeln entsprechen, weisen Streuprozesse auf,
bei denen sich ein Wirbel im Laufe der Zeit von den anderen beiden entfernt.

Abbildung 1.2.: Phasendiagramm drei identischer Wirbel fiir verschiedene
Energiewerte (aus [Are79])

In Abbildung sind die Trajektorien eines Systems von drei gleichstarken
Wirbeln fiir verschiedene Energien (6 o ef') gezeigt. Der physikalische Bereich
ist durch den Kreis begrenzt. Der singuléire Punkt ® = 1 entspricht dem Fall
eines dquilateralen Dreiecks. Der Zyklus mit ©® = 1,2 entspricht einem sich
periodisch deformierenden Dreieck. Bei © = 2 tauchen #quilaterale Zustédnde
auf und bei © = 5 findet die Bewegung auf einer der drei durchgezogenen Linien
statt und weist kollineare Ubergiinge auf. Fiir unterschiedliche Wirbelstéirken
deformiert sich die Begrenzung der physikalischen Region von der Kreisform zu
einer Ellipse.

Fazit

Wir werden spéter das System in einem stochastischen Hintergrundfeld betrach-
ten. Daher werden die ersten Integrale nicht mehr konstant sein. Das System

11



1. Theoretische Grundlagen

wird nicht mehr durch Phasenraumtrajektorien beschrieben, sondern anhand
von Verteilungsfunktionen. In der Evolutionsgleichung dieser Verteilungsfunk-
tion (Fokker-Planck-Gleichung) findet sich ein Driftterm wieder, welcher der
in diesem Abschnitt diskutierten Dynamik entspricht. Wir kénnen daher die
Interpretation auf die Ergebnisse dieses Abschnitts stiitzen. Des Weiteren wird
an dieser Stelle bereits klar, dass eine analytische Losung der Fokker-Planck-
Gleichung des Systems anhand von drei Parametern nicht moglich ist, da durch
die Angabe dreier Groflen eine Orientierungsédnderung der Wirbel - die im sto-
chastich gestorten System zwangslaufig stattfinden wird - nicht abgedeckt ist.

1.2. Stochastik

Im Hinblick auf das folgende Kapitel werden an dieser Stelle einige grundlegende
Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt. Ausfiihrliche Darstellungen
beziiglich des theoretischen Riistzeugs fiir die Turbulenzforschung findet sich in
S. Pope [Pop00] oder hinsichtlich stochastischer Prozesse in C. Gardiner [Gar97]
und H. Risken [Ris89].

1.2.1. Zufallsvariable

Fiihrt man ein Zufallsexperiment durch, so ist das Ergebnis eine
Zufallsvariable & . (1.29)

Sie kann diskret oder auch kontinuierlich sein. Der Ereignisraum {z} enthilt
alle Werte, die £ annehmen kann. Fiithrt man ein Zufallsexperiment sehr oft
hintereinander oder auch ein Ensemble identischer Experimente durch, so kann
man sinnvoll den Begriff der Wahrscheinlichkeit verwenden.

1.2.2. Verteilungsfunktion

Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungsfunktion[’]

fe(@) (1.30)

gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der & den Wert & annimmt. Genauer: die

Wahrscheinlichkeit, dass £ zwischen x und x + Az gemessen wird, betrigt
z+Ax
[ fe(a')da'. Weil ein Zufallsexperiment immer ein Ergebnis liefert, muss

die Verteilungsfunktion normiert sein, d.h. [ f(z)dz = 1. Hierbei wird iiber
{=}

den gesamten Definitionsbereich der Verteilungsfunktion integriert. Den Index
& konnen wir der Ubersicht halber auch weglassen, wenn klar ist, was gemeint
ist.

4Synonym werden die Begriffe Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte verwendet.

12



1.2. Stochastik

1.2.3. Erwartungswerte

Kennt man die Verteilungsfunktion, lassen sich FErwartungswerte beliebiger
Funktionen der Zufallsvariable g(£) berechnen

(9(€)) = / o) f (x)dz. (1.31)
{z}

Die spitzen Klammern deuten an, dass es sich um eine gemittelte Grofie handelt.
Die bekanntesten Erwartungswerte sind wohl der Mittelwert (£) = p und die

Varianz ((§ — (€))*) = (€%) — ()" = o>,
Mittels dieser beiden Groéflen ldsst sich eine Normal- oder Gauflverteilung
vollstédndig charakterisieren

f(z) = e 2 o2 =N(z,pu,0). (1.32)

2o

Auf die Sonderrolle dieser Verteilung kommen wir spéter noch zu sprechen. Eine
Zufallszahl mit der Verteilungsfunktion N(x,0,1) nennt man standardnormal-
verteilt.

1.2.4. Verbundwahrscheinlichkeit

Misst man in einem Zufallsexperiment mehrere Groflen &1, ..., &y, fithrt das zu
einer multidimensionalen Verteilungsfunktion

fo) e @1 ), (1.33)

der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte. Fiir Erwartungswerte gilt

(g(&1, ..y 6n)) = / dzy...dzy g(x1, .oy 2n) fO (21, o0y 7)) (1.34)

{Z1,Zn}

wobei wir wieder auf die Angabe der Indizes & verzichtet haben. Durch Inte-
gration der Verbundwahrscheinlichkeit

dao...dzy fO (21, ..., 20) = f(21) (1.35)

{x2:~~~7$n}

erhilt man erwartungsgeméif die Verteilungsfunktion der Variable &;.
Die Kovarianz ist der Erwartungswert des Produkts der Fluktuationen u; =
& — p; zweler Zufallsvariablen

Cov(1,82) = (u1uz) (1.36)

und wird zur Beschreibung der Korrelation dieser Variablen verwendet. Der
Korrelationskoeffizient
uU1u2
pL2 = ) (1.37)

(ud) (u3)

13



1. Theoretische Grundlagen

nimmt Werte zwischen 1 (vollstdndig korreliert) und -1 (vollsténdig antikorre-
liert) an. Im Falle p; 2 = 0 sind die Variablen statistisch unabhéngig.
In diesem Fall faktorisiert ihre Verteilungsfunktion

FO (@, mn) = fla) - faa) - o flam). (1.38)

Eine multidimensionale GaufSverteilung der Dimensionalitit n wird durch
den Mittelwertvektor u = (p1, ..., i) und die Kovarianzmatrix C = <u uT>
vollstandig charakterisiert

1
f(x) = ((2m)" Det C )% exp —S@—wt @) (139)
Hierbei ist w der Vektor, welcher die Fluktuationen der Zufallsvariablen enthélt.

1.2.5. Zentraler Grenzwertsatz

Bildet man das Ensemblemittel aus N unabhéngigen, gleichverteilten Zufalls-
zahlen & (mit endlicher Varianz)

1 N
£= N;& (1.40)

wird die Verteilungsfunktion im Grenzfall N — oo gegen die Normalvertei-
lung streben. Dieses Phénomen ist gemeinhin als zentraler Grenzwertsatz be-
kannt und der Grund dafiir, dass stochastische Krifte, die aus einer Vielzahl
von unabhéngigen gleichverteilten Kréften resultieren (z.B. Molekiilstéfle), als
anndhernd gaufiverteilt anzusehen sind.

1.3. Stochastische Prozesse

1.3.1. Langevin-Gleichung

Betrachtet man die Entwicklung einer zufallsbehafteten Groie X (¢) in der Zeit,
spricht man von einem stochastischen Prozess. Ein stochastischer Prozess wird
beispielsweise durch eine Langevin-Gleichung

X(t) = g(X,t) + h(X, t)&(t) (1.41)

beschrieben, wobei die Langevinkraft () eine Zufallszahl ist, die wir als stan-
dardnormalverteilt annehmen méchten. Wir wollen in dieser Arbeit von &(t)
eine Markov-Eigenschaft fordern, d.h. die Autokovarianzfunktion

R(s) = ()&t +s)) =0 (1.42)

verschwindet. Diese Forderung ist natiirlich unphysikalisch und daher die Lan-
gevingleichung nur fiir vergleichsweise grofle Zeiten als erfiillt anzusehen.
Die multidimensionale Form der Langevingleichung lautet

X(t) =g(X,t)+h(X,1)-£(1). (1.43)

14
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1.3.2. Fokker-Planck-Gleichung

Ist man mehr an der Bildung von Erwartungswerten interessiert, kann man sich
die Evolutionsgleichung fiir die Verteilungsfunktion von der Zufallsveariable,
die Fokker-Planck-Gleichung (FPG), anschauen. Sie kann aus der Langevin-
Gleichung berechnet werden [Ris89] und enthélt die gleiche Information, nur ist
hier die Stochastik nicht in den Zufallskréiften, sondern darin manifestiert, dass
eine Wahrschleinlichkeitsdichte betrachtet wird.

Eindimensionale FPG

Die eindimensionale FPG lautet

o rxtet) = (oDt + 3 D)) flet) (144

2 Oz
und kann aus der Langevin-Gleichung berechnet werden. Der Ausdruck in den
Klammern wird auch als Fokker-Planck-Operator bezeichnet. Verwendet man
das Ito-Kalkiil zur Berechnung des stochastischen Integrals, ergeben sich die
Kramers-Moyal-Koeffizienten

DW(z,t) = g(x,t) (1.45)
D@ (z,t) = h(z,t) (1.46)
D™ (z,t) = 0 fiir n > 3. (1.47)

Es sei ausdriicklich betont, dass die Differentialoperatoren auf das Produkt aus
Kramers-Moyal-Koeffizienten und Verteilungsfunktion wirken.

Die Wirkung der Drift auf die Evolution der Verteilungsfunktion ist also zum
Einen durch die Steigung von f(x,t) iiber

0
— D (a, t)=—f(x,t 1.4
(1) - 1) (1.45)
und zu Anderen durch die Steigung der Drift iiber
0
- —pW 1.4
F(a) 5= DO,1) (1.49)

bestimmt.
Die Diffusion bestimmt die Evolution von f(z,t) durch die Kriimmung der
Verteilungsfunktion iiber

82
2
D( )(x,t)@f(x,t), (150)
das Produkt der jeweiligen Steigungen iiber
0 0
“ p® il
28:1:D (z,1) aIf(yc,t) (1.51)

und die Krimmung der Diffusion iiber
2

f(x, t);;D@) (z,1). (1.52)
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1. Theoretische Grundlagen

Die Einfliissen von konstanter Drift und Diffusion sind intuitiv leicht zu erfas-
sen. Im Falle DM (z,t) = DM und D® (z,t) = D? verschwinden die Terme
(1.49), (1.51) und (1.52)). Der Driftterm etspricht dann einer Translation der
Verteilungsfunktion mit der Geschwindigkeit D() in positive z-Richtung. Ei-
ne positive Diffusion verringert die Verteilungsfunktion in Bereichen negativer
Kriimmung und erhéht ihren Wert in Bereichen positiver Kriimmung, fithrt
also zu einem ZerflieBen der Verteilungsfunktion. Umgekehrt fithrt eine nega-
tive Diffusion zu einer Konzentration der Wahrscheinlichkeitsdichte. Wenn die
Kramers-Moyal-Koeffizienten Ortsabhéngig sind, ist die Evolution der Vertei-
lungsfunktion nicht mehr so leicht zu erfassen. Fiir den Fall geringer Anderungen
im Ort oder sehr stark lokalisierter Verteilungsfunktionen dominieren also die
Terme ((1.48) und (1.50) die Dynamik.

Multidimensionale FPG

Die multidimensionale FPG lautet

9 bty = [-Va DY@t + LS - 0O | ), (153
8t X\, - x Z, 2”:1 axlaxj ij Z, X\, ) .

mit den Kramers-Moyal-Koeffizienten

D(l)(mv t) :g(w7 t)

2(2)<$,t) :h(m’t) 'hT(CC,t) , (154)

wobei @ = (x1,...,xx)" der Ereignisraum-Vektor der Dimensionalitit N ist.
Analog zur eindimensionalen FPG koénnen wir die Einfliisse der Drift durch
den Gradienten der Verteilungsfunktion iiber

— DW(x,t) - Vf(,1), (1.55)
und die Divergenz des Driftvektors iiber
— f(z, )V - DY (x, t) (1.56)

ausdriicken.
Die Einfliisse der Diffusion bestimmen die Evolution von f(x,t) durch den
Kriimmungstensor der Verteilungsfunktion iiber

f(a.t), (1.57)

das Produkt der jeweiligen Steigungen von Diffusion und Verteilungsfunktion
iiber

d (2 0

0
%f(aat)

(1.58)

0 H@
und a—ijij (x,t)
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und die Kriimmungen der Elemente der Diffusionsmatrix iiber

A
D..
&riaxj g

f(x,t) (x,t). (1.59)

Weil die Fokker-Planck-Gleichung eine lineare partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung ist, kann man bislang keine allgemeine Losung angeben. Wir
werden in dieser Arbeit einen Eindruck der Dynamik gewinnen, indem wir die

Terme ((1.55)) und ([1.57) untersuchen.

1.4. Stochastische Felder

Raumzeitliche Verteilungsfunktionen beschreibt man anhand der Verbundwahr-
scheinlichkeit f(u;x,t). Dabei soll das Semikolon verdeutlichen, dass f ei-
ne Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich der Geschwindigkeit und eine Funktion
beztiglich Ort und Zeit ist. Den einfachsten Zugang zu rdumlichen Strukturen
von Feldern bietet die “Zwei-Punkt-Ein-Zeit- Autokovarianz”

C(r,z,t) = (u(z,t)u(x +r,t)) , (1.60)

die hdufig auch Zweipunktkorrelation genannt wird. Die Zweipunktkorrelation
in longitudinaler Richtung lautet

Crr(z,7,t) = <£ ~u(x, t)u(x + 7, t) - £> . (1.61)

r r
Wir werden in dieser Arbeit nur turbulente Felder behandeln, die im statisti-
schen SinneE] stationdr und isotrop sind.

1.5. Stochastische Hydrodynamik

In diesem Kapitel werden einige fiir diese Diplomarbeit wichtige Themen der
stochastischen Hydrodynamik angeschnitten. Wir orientieren uns stark an [Pop00]
und [AFHE10].

1.5.1. Die Notwendigkeit einer stochastischen Beschreibung

Die Navier-Stokes-Gleichung ist nichtlinear. Aus der Theorie Dynamischer Sys-
teme ist bekannt, dass derartige Systeme mit nur kleinen Unterschieden in
den Anfangsbedingungen sehr schnell vollig unterschiedliches Verhalten zei-
gen konnen. Da sich Anfangsbedingungen im Experiment nur mit begrenzter
Genauigkeit praparieren lassen, macht es keinen Sinn, Vorhersagen beziiglich
der genauen Stromungskonfiguration eines einzelnen Turbulenzexperimentes zu
treffen. Das heiflt nicht, dass sich gar keine Aussagen treffen lassen, denn wie
sich herausstellt, macht es Sinn, statistische Grofien zu betrachten.

5Falls im Folgenden also von stationirer, homogener oder isotroper Turbulenz die Rede ist,
ist stets gemeint, dass dieses in einem statistischen Sinne zu verstehen ist.
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1. Theoretische Grundlagen

1.5.2. Koharente Strukturen und turbulente Langenskalen

Die im Folgenden skizzierten Ergebnisse der Turbulenzforschung sind phéno-
menologischen Ursprungs. Die fehlende Begriindung der phdnomenologischen
Theorien auf der NSG ist eine fundamentale Liicke auf dem Gebiet der Turbu-
lenz.

Richardsons Energiekaskade

Betrachtet man ein dreidimensionales turbulentes Feld, fillt auf, dass Wirbel-
strukturen unterschiedlichster Grofien koexistieren. Richardson nutzte diese Be-
obachtung um die Dynamik eines turbulenten Systems zu charakterisieren. In
seiner Arbeit von 1922 [Ric22] schreibt er, dass Turbulenz auf groien Skalen L
angeregt und die Energie der Wirbel aufgrund von Instabilititen zu Wirbeln
immer kleinerer Skalen weitergereicht wird, bis sie schliefllich durch molekulare
Diffusion als Warmeenergie das System verlisst. Dieser Prozess des sukzessi-
ven Weiterreichens der Energie wurde als Energiekaskade bekannt und ist ein
wichtiges Konzept in der Turbulenzforschung. Der Bereich der Skalen, auf de-
nen sich das Wirken der Turbulenzanregung bemerkbar macht, wird aus nahe
liegenden Griinden integraler Bereich genannt.

Kolmogorovs Hypothesen

Kolmogorov [Kol41bl [Kol41a] hat in seinen Arbeiterﬁ von 1941 dieses Bild auf-
gegriffen und quantifiziert. Er nahm an, dass im Laufe des Kaskadenprozesses
die Anisotropie, die dem System durch die Erregerkraft und die Randbedingun-
gen aufgezwungen wird, verloren geht und sich die Bewegung statistisch isotrop
verhilt (Hypothese der statistischen Isotropie). Das bedeutet, dass jedes turbu-
lente System (mit hinreichend grofier Reynoldszahl) eine Grenzskala besitzt,
unterhalb derer es universelle statistische Eigenschaften zeigt.

Des Weiteren postulierte er, dass die einzigen Grofien, die diese kleinskaligen
Bewegungen beeinflussen, die Rate €, mit der die Energiedichte zur néchst-
kleineren Skala iibertragen wird und die Energiedissipationsrate, welche durch
die kinematische Viskositdt v bestimmt ist, sind (erste Ahnlichkeitshypothe-
se). Diese beiden Groflen konnen verwendet werden, um typische Skalen 7, u,,
und 73, zu definieren, auf denen die Dissipation das Verhalten mafigeblich be-
stimmt. Das geschieht dann, wenn der dissipative Term vAw der Navier-Stokes-
Gleichung in der gleichen Groflenordnung wie der advektive TerIrE] u -V u ist,
also vu, /n* ~ u% /n. Das motiviert die Kolmogorov-Skalen

n= ()" w =0t 5= /9"

Der Bereich, in dem weder die Anregung noch die Dissipation zu spiiren
sind und in dem folglich nur die Trigheitseffekte zum Tragen kommen, wird

Tn der Literatur hat sich fiir die im Folgenden skizzierte Theorie die Abkiirzung K41 ein-
gebiirgert.
" Alternativ gilt, dass die Reynolds-Zahl dieses Bereiches in der GréBenordnung 1 ist.
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inertialer Bereich genannt. Nach Kolmogorovs zweiten Ahnlichkeitshypothese
héngt die Statistik in diesem Bereich nur von € ab.

Je groBler die Reynoldszahl Re ist, desto weiter wird die Grenze zwischen
inertialem und dissipativem Bereich zu kleineren Skalen verschoben. Im Limit
Re — oo befindet sich das System also im inertialen Bereich. Den Zustand eines
Systems mit dieser Eigenschaft nennt man vollentwickelte Turbulenz.

1.5.3. Inkremente und Strukturfunktionen

Die Betrachtung von gemittelten Geschwindigkeitsinkrementen
(v(@,7,1)) = (ul@ +7,t) — u(@,1)) (1.62)

gibt uns Aufschluss iiber die Bewegung in Abhéngigkeit von der Skala. Im
Falle statistischer Stationaritdt hingt diese Grofle nicht mehr von der Zeit t,
im Falle statistischer Homogenitét nicht mehr vom Ort & ab. Gilt statistische
Isotropie[ﬂ héingt das gemittelte Inkrement nur vom Betrag des Abstandes ab
und es lasst sich zeigerﬂ dass die Zweipunktkorrelationen einzig durch
die longitudinale Strukturfunktion 2. Ordnung

$2(r) = <<[u(:c +7) - ul@)) - 7’)2> (1.63)

r

festgelegt sind. Dazu multiplizieren wir (1.63) aus und erhalten, wenn wir
abkiirzend u,(x,r) = u(x,r) - T schreiben

S*(r) = (ui(z + 7)) + (u(z)) — 2 (uy(z + r)uc(z)) . (1.64)

Im Falle stationérer, isotroper Turbulenz sind die ersten beiden Terme auf der
rechten Handseite gleich und konstant und der dritte Term ist proportional zur
Zweipunktkorrelationsfunktion ((1.61])

Crr(r) = (up(x + 7)up(x)) . (1.65)
Damit haben wir den Zusammenhang
S%(r) = A —2C,(r) (1.66)

zwischen der longitudinalen Strukturfunktion 2. Ordnung und der longitudina-
len Zweipunktkorrelation gezeigt, wobei A eine Konstante ist.
Allgemein sind die longitudinalen Strukturfunktionen n-ter Ordnung durch

s(r) = ((fu(z +r) - u@)] - -)") (1.67)

r

definiert.

8Darunter wollen wir sowohl Rotations- als auch Reflexionsinvarianz verstehen.
9siehe [AFHFT0], Anhang von Kapitel 9
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1.5.4. Selbstdhnlichkeit

Unterhalb der integralen Skala soll die Verteilungsfunktion f(v;r,v,e) des Ge-
schwindigkeitsinkrements nach Kolmogorov universell sein, also insbesondere
mit der auf die dimensionslosen GréBen v = v/u, und 7 = r/n reskalierte
Verteilungsfunktion iibereinstimmen (multipliziert mit der Funktionaldetermi-
nante)

v 1
fluyre,v) = aG(T);F,e, v) = ’LTnG <Un; 77) : (1.68)
Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass sich aus v und ¢ keine dimensi-
onslose Grofle bilden ldsst. Im Inertialbereich soll die Verteilungsfunktion nicht
von der Viskositét abhéngen. Es lisst sich zeigen [Bar(03|, dass sie daher eine
selbstahnliche Gestalt besitzen muss

o 1 ]
deren Momente die Gestalt
S%(r) = cpr® (1.70)
haben, wobei
Co =nd’ (1.71)

linear in n ist. Uber das Kolmogorovsche —%—Gesetz, einer Folgerung aus einer
aus der NSG berechneten Energiebilanzgleichung der Geschwindigkeitsinkre-
mente, das in der inertialen Skala den Zusammenhang zwischen der dritten
Strukturfunktion und ihrem Argument r

S3(r) = —gsr (1.72)

herstellt, konnen wir den Exponenten ¢/ = 1/3 identifizieren.

1.5.5. Intermittenz und anomale Skalierung

Es hat sich durch zahlreiche Experimente herausgestellt, dass turbulente Syste-
me zwar ein Skalierungsverhalten, aber keine perfekte Selbstédhnlichkeit zeigen.
Wir wollen an dieser Stelle kurz darauf eingehen. Die Beziehung stellt
fiir hohere Ordnungen der Strukturfunktion eine immer schlechtere Beschrei-
bung der Experimente dar. Ebenfalls verletzen kleinskaligere Verteilungen das
selbstéhnliche Verhalten. Reskalierte Verteilungsfunktionen weisen bei kleineren
Skalen immer stérkere Abweichungen von der Normalverteilung auf. Die langen
Ausléufer und die spitzen Maxima dieser Verteilungsfunktionen entsprechen ei-
nem gehduften Auftreten von “Extremen Ereignissen”, also besonders starken
und schwachen Geschwindigkeitsinkrementen. Dieses Phdnomen wird Intermit-
tenz genannt und man kann es sich durch die Wirkung von gréflerskaligen Wir-
belstrukturen erkldren. Abweichungen des Skalierungsverhalten von K41 nennt
man auch anomale Skalierung. Diesem Bruch der Selbstéhnlichkeit begegnete
Kolmogorov [Kol62] mit einer Verfeinerung seiner Theorie (K62), indem er die
mittlere Energiedissipationsrate ¢, die in K41 als konstant angenommen wurde,
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1.5. Stochastische Hydrodynamik

durch eine rdumlich schwankende Grofle ersetzte. Eine geeignete Wahl der Ver-
teilungsfunktion von e, liefert einen realistischeren, nichtlinearen Verlauf des
Exponenten (. Parisi und Frisch [PE85] haben mit dem multifraktalen Mo-
dell eine andere Erweiterung von K41 geschaffen. Dabei wird eine Vielzahl von
lokalen Skalenexponenten beriicksichtigt, von denen jeder einen Bruchteil der
gesamten Dimension abdeckt.
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2. Stochastische
Drei-Punktwirbel-Dynamik

2.1. Deterministische Punktwirbeldynamik in
Relativkoordinaten

T3
T2 T1

T1e T2
r3

Abbildung 2.1.: Dreieck, zur Orientierung der r;

Im Hinblick auf die folgenden Abschnitte wollen wir die Punktwirbeldynamik
in den Relativkoordinaten (siehe Abbildung

Ry (t) = x3(t) — 22(t)
Ry(t) = z1(t) — z3(t)

R3(t) = xo(t) — x1(t) (2.1)

formulieren. Differenzieren der Gleichungen (22.1)) und Einsetzen von (1.20) lie-

fert
d _ [To+T3 Ri(t) T ([ Ro(t)  Rs(t) ]
ar ) = e | T ) 2w(|R%<t>|+\R§<t>|>_
d . « T3+F1 Rg(t) _E Rg(t) Rl(t) 1
a ) = e T R 2w<\R§<t>|+\R%<t>\)_ (22
d o -Fl + Ty Rg(t) & R1<t) Rg(t) |
a el = e | 7on |R§<t>|‘2w<\R%<t>\+\R%<t>\>_‘

2.2. Stochastische Punktwirbeldynamik

Wir wollen die viskosen Effekte {iber Zufallskrifte in die Dynamik integrieren
und gehen davon aus, dass diese Krifte zeitlich dekorreliert sind (siehe (|1.42])).
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2.2. Stochastische Punktwirbeldynamik

Damit erhalten wir fiir die Relativkoordinaten der drei Punktwirbel

Rlﬂ;(t)
Ry (t
R (1) ng
R(t)=|Ra(t) | = | " (2.3)
R3(1) Ba (1)
Rs3 (1)
Ry (t)
die Fokker-Planck-Gleichung
d ~ (1) 1< * ~
il = | = . D i — Dy (2.4
i/ = | -2, DU+ g 3 5t D) | a2
a,Be{z,y}

Wir werden im Folgenden wieder auf den Index an der Verteilungsfunktion
verzichten. Der Ereignissraum erstreckt sich iiber die sechs Relativkoordinaten
der drei Punktwirbel

T,z

e Ty
T2

r=|ry| = I (2.5)

T2,y

T3
T3z
T3,y

Wir wihlen die etwas ungewo6hnliche Schreibweise der Summe im Diffusionsteil,
um die Zusammengehorigkeit der beiden Komponenten eines Vektors hervor-
zuheben und so die Anschaulichkeit nicht zu verlieren.

Es gilt mit der Abkiirzung 0, fiir %

8T1,z
v Ory
r1
Y, = V| = |5 (26)
V'I"g aTQ,y
T3,z
Ors,
und - )
~(1
D(l) (’I”) ‘?l,g(ﬂ)
- (1) “l) - D) (r)
D (r)=|D, (r)| = D(i)(r) (2.7)
D(l) ~2,g—
2 ) Bl
DS})(r)
mit
5Dy _ Di+Ter  Tifr e
Di (r) =e. x | = 2 o Tj2+r§ , (2.8)

der deterministischen Relativgeschwindigkeit aus der Punktwirbeldynamik (ver-
gleiche (2.2))). Die Diffusionsmatrix D®)(r) ist die Kovarianzmatrix der stochas-
tischen Kriifte. Thre Form werden wir in Abschnitt [2.4] festlegen.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

2.3. Transformation auf Abstandskoordinaten

Wir haben gesehen, dass sich die Dynamik dreier Punktwirbel anhand von drei
Groflen beschreiben lidsst. Es stellt sich heraus, dass das auch fiir das stochas-
tische System giltﬂ Wir wollen die FPG in den Wirbelabstéinderﬂ

1
r=1\1"r (29)
T3
formulieren. Dazu definieren wir
F(r,t) = / dr 6(r1 — [r1])d(r2 — [r2)d(rs — |r3]) f(r, ) (2.10)
- =83(")

als die Verteilungsfunktion in den neuen Einheiten und erhalten die zugehorige
FPG, indem wir die FPG (2.4) mit 63(-) multiplizieren und anschlieend iiber

den gesamten Relativraum integrieren

/ dr 63()0uf(r 1) = — / dr ()Y, - DV (r) (. 1)

1 7 3 02 (2)

— 3 . ——————————— ~.. .
*3 / drs°() Z: Orvadryy s (1)

—00 a-ﬂg{z,y}

3
(2.11)
1 Zeit:

Auf der linken Handseite kénnen wir, weil 63(-) zeitunabhingig ist, die Zeit-
differentiation aus dem Integral herausziehen und erhalten sofort

o0

/ dr 63()0hf (r,1) = O F (r,t). (2.12)

—0o0

!Die Schlussfolgerung gilt nur bei isotroper Statistik.
2Wir werden im Folgenden auch von dem Betragsraum sprechen, der durch r aufgespannt
wird.
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2.3. Transformation auf Abstandskoordinaten

Anmerkung zu 2 und 3:

Die Umformung der Terme, welche Ortsableitungen enthalten, werden nach
folgendem Schema durchgefiihrt. Dabei seien A} =~ und Afﬂeu Differentialope-
ratoren beziiglich r resp. » der Ordnung n. Sie wirken auf das Produkt der
rechts von ihnen stehenden Ausdriicke. B(r,);) sind beliebige Terme (Drift bzw.
Diffusion) abhingig von r. Cy(r) seien Terme, die durch nachdifferenzieren

(siehe (A.13])) entstehen.

oo

/ dr3(:) A% B(ra) f(r,t)

—00
oo

(—1)" /derlt)f( AR 5()

g / dr B(rag) f (Z Arneu i(Tals ) 53(.)

||§

:(—1)“/drf(r,t) ZA;neu B(ra) Ci(ran) | 8°() (2.13)
—oc0 i=1 Ei(Talt)
(—1)n / dr f(r, 1) (ZAirneu Ei(“ﬂﬂl)) 53(')
o i=1
= (*1)11 (ZAirueu Ei(""neu)) /drf(r, t)ég(')
i=1 s

= (_1)n (Z Ai,neu Ei(Tneu)> F(’I",t)

i=1

Die Summe iiber die Ordnungen i ist der Produktregel geschuldet. Wir betrach-
ten hier allerdings nur Ableitungen der maximalen Ordnung 2. Dabei wird uns
der Term mit der Ableitung erster Ordnung die rauschinduzierte Drift erzeugen.
Es ist bei diesem Formalismus unabdingbar, dass sich die E;j(r,;) in Einheiten
von They darstellen lassen.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

2 Drift:
Wegen der zyklischen Symmetrie des Drifttermes (2.8) geniigt es, sich auf die

Betrachtung von
oo

_ / drs*()V ;- (DY (0) (1))

—0o0

zu beschrinken. Nach partieller Integration (A.9) wirken die Ableitungen nur
auf §3(-)

o0

/ drf(r.) DY (r) - V., 8%() (2.14)
und konnen wegen
8 3 7’1$ —8 3
N = LT 7830, 2.1
87’1@5 <) |’I"1|8T15 ()7 ( 5)
also 5
r —
YV, 03() = =08, (2.16)

~rilon
durch Ableitungen nach ry ersetzt werden. Mit

~ (1) Fo+T3 71 Ty [ 72 T3
P _ o lifTr2 T8 2.17
(@ [ o 2 2m \[rd] |l (217)

aus (2.8)) erhalten wir
)

DY)V 5() = (2.18)

F2+P3 T1 Pl T2 T3 T1 8 3
Lx |- S R | L OF 2.19
X | o rr%r+2w<\r%r \rzrﬂ ] ol O (2:19)

Dieser Term enthélt drei Spatprodukte, von denen das erste verschwindet, da
es parallele Vektoren enthalt. Das Spatprodukt

e, Xry-r; =—2A(r) (2.20)

ergibt den orientierterﬂ Flacheninhalt des von 77 und 7y aufgespannten Par-
allelogramms, den wir durch den doppelten Flécheninhalt des Dreiecks A(r)
ausdriicken. Die Dreiecksfliche kann dabei iiber den Satz des Heron [Bro06]
durch die Betrége der Abstandsvektoren r; ausgedriickt werden.

A(r) =
1
Z\/qu’ + [ro| 4 [rs)(jro] + [ro] = [r3)(jra] = [rof 4 |rs[) (= |ra] + |r2| + [rs])
(2.21)
Analog erhalten wir
e, xrs-r =2A(r) (2.22)

3Das Spatprodukt besitzt hier ein negatives Vorzeichen, wenn die Punkte entgegen dem
Uhrzeigersinn angeordnet sind. Das Spatprodukt (2.22)) besitzt stets das entgegengesetzte

Vorzeichen von ([2.20).
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2.3. Transformation auf Abstandskoordinaten

und (2.19) wird zu

D) 9.0,8°0) = ot (o = ) 240500
= o] (1 ) 2400
D00l (4 L) ey 0
— it (- ) 5 228 00

Dieses Ergebnis setzen wir in (2.14]) ein und integrieren erneut partiell. Damit
haben wir die Drift der Komponente

Dfet(r) = %Fla(r)rl (r% - r%) (2.24)

berechnet. Der Index det kennzeichnet diesen als deterministischen Anteil der
Drift. Die Behandlung der Diffusion im néchsten Abschnitt wird noch eine
rauschinduzierte Drift erzeugen. Durch zyklische Permutation erhalten wir die
anderen Beitrige von 2 in und der erste Teil der Drift der FPG in r lautet

[e.o]

- [0y, DY@ = -V, DRwEE) )

—00

mit
det 1 2 2
Di%(r) = §F10(T)T1 (7"2 — 7"3)
1
Dy (r) = gL20(r)r2 (r3 —17) (2.26)
1
Dget(r) = §F30(T)7‘3 (r% — r%) .

Dieses Ergebnis ist konsistent zu (1.21). Wir sehen also, dass sich in der

stochastischen Punktwirbeldynamik die deterministische Bewegung der Punkt-
wirbel in der Drift wiederfindet.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

3 Diffusion:
Analog zum vorherigen Abschnitt wollen wir den Term 3 in umformen.
Dazu betrachten wir die zweiten Ableitungen von 63(-). Es gilt zwei Fille zu
unterscheiden.

1) Gemischte Ableitungen (i # j):
Die zweite Ableitung beziiglich verschiedener r;

62
Ori,a0rj 8

. . 2
TiaTig 0

5() = 5() (2.27)

= Jril i 0,

geht also iiber in die Ableitungen der Betrige multipliziert mit den Projektio-
nen der Einheitsvektoren auf die jeweilige Achse.

2) Reine Ableitungen (i = j):

Bei den zweiten Ableitungen beziiglich gleicher r; muss die Produktregel beriick-
sichtigt werden

0? 3 0 i 0 3
67“17a(97"i7g5 () - 6’/“1@ (’I’i (_67"1> 5 ()>

= (o) (@) 70 7 (22.70))

Wir rufen uns in Erinnerung, dass |r;| eine Abkiirzung von |e,ri, + eyri,y| ist
und (—%) nur auf §3(-) wirkt. Es gibt wieder 2 Fille

%) a # B

(2.28)

0’ 3 Tialig [ 1 0 %\
e T U Uan) Tag 0t 2.2
ﬁri,aariﬂé ( ) |rr2 { |’,"i| < 87‘1) + 87‘12 } 0 ( ) ( 9)

1

2b) a=pf

> 1 Mo (L0, o @
5z 1) = {rrir (1 " |r.2|> <8r) i |7°.2|8r.2} () (2.30)

Hier treten Ableitungen erster Ordnung auf, die eine rauschinduzierte Drift
erzeugen.

Rauschinduzierte Drift

Folgen wir wieder dem Schema ([2.13), erhalten wir aus 3 in (2.11]) folgende

Terme, die (—% enthalten

1 o\ 1 ri%x(r) ~(2) 7’12,3,(7’) ~ (2) Tz (P)Tiy(T) 5 (2)
5 <_6r1> " ((1 + T12> Dy (r)+ (14 e Dy, (r) + 2TDii,xy(r) .
(2.31)
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2.3. Transformation auf Abstandskoordinaten

Das entspricht einer rauschinduzierten Drift

Di(l),noise(r) _
1 TiQ,z(T) ~(2) TE (r)\ = 2) Tie(1)riy (1) ~(2)
277} ((1 + 2) Dii,xx<r) + 1 + 7yn72 Dii’yy(r) + 27,72?;Dii,xy(r) R

T i

wobei r; , und 7, die Projektionen von r; auf ein mitbewegtes Koordinatensys-
tem sind, welche wir allerdings durch r ausdriicken kénnen, nachdem wir das
bewegte Koordinatensystem definiert haben (siehe folgende Seite). Ebenfalls

diirfen die D1(1 Zyﬂ( ) von diesen GroBen abhéngen. Wir haben des Weiteren von

der Symmetrie der Diffusionsmatrix Dl(1 ()1 5(r) = Di(f% (1) Gebauch gemacht.

Diffusion

Die Diffusionselemente erhalten wir, wenn wir die Beitrdge der Ableitungen
zweiter Ordnung sammeln. Fiir Di(f)(r) ergibt sich

2 2
el 50 )4 BT 5 (1) 42700 ) (1) a133)
T ’ r? T

Di(i2) (r) =

Ti T Ti T WYy

iz (1) 7y (T )D(z) () + Tiy(T) rj,x(r)D(z) (T)>7

+ N N
T'i i ij,zy T’i i ij.yz

wobei wir wieder die Symmetrie [DI(JQ()I 5(r) = DJ(1 25 . (r) verwendet haben. Wegen
der zyklischen Symmetrie, die dem System innewohnt, kénnen wir alle fehlenden
Drift- und Diffusionsterme durch Permutation der Indizes erhalten.

Damit haben wir gezeigt, dass der Term 3 in im Falle isotropen Rau-

schens folgendem Term entspricht

L] HR _
5 / dr 8%( Z anaaw DY) S0 f(r,t) = (2.35)
- aﬁej{ac y}
— V, - D" (p)F(r ) (2.36)
3
1 e
+§ 5Ti8rJDlj (r)F(r,t), (2.37)

mit der rauschinduzierten Drift (2.32) und den Diffusionselementen (2.33)) und
(2.34]). Im folgenden Abschnitt werden wir dafiir Sorge tragen, dass die rausch-
induzierte Drift und die Diffusionsmatix Funktionen von 7 sind.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

Mitbewegtes Koordinatensystem

Um die 7j durch 7 auszudriicken, betrachten wir Abbildung [2.2].

| e

Abbildung 2.2.: zur Nomenklatur des Dreiecks

Links neben dem Dreieck ist die Orientierung unserer Wahl der Basisvektoren
dargestellt. Sie sind so gewéhlt, dass die z-Richtung immer in Richtung von 73
zeigt. Die Winkel zwischen e, und r; (entgegen dem Uhrzeigersinn) nennen wir
v (siehe Abbildung (2.3))). Offensichtlich gelten ¢3 = 0 und ¢y = —1'5.

Yy
T2 71
(a1

Abbildung 2.3.: Winkel, zur Parametrisierung der r;

Wir kénnen nun die Parametrisierung durchfiithren
71,2 = r1cosYy = 11 cos(m — O
— 02

)
r1,y =71 sinyy = rysin(w )
oz = T2 COS Yy = 1o cos(f — )

(01 — )

) (2.38)
roy = T2 sinty = rosin(f —
T34 = r3cosiyz =13
r3,y =13 sintyz =0.
Hier haben wir im letzten Schritt den Strahlensatz verwendet. Wir kénnen die
Innenwinkel eines Dreiecks durch seine Seitenlédngen darstellen. Dazu verwenden
wir den Kosinussatz [Bro06]

r2 42— 2
0y = arccos (”k . (2.39)

2ri7;

Wir haben also gesehen, dass sich die Koordinaten 7; , und r;, der Abstands-
vektoren r; der Punktwirbel, nach der Festlegung eines sich mit dem Dreieck
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2.4. Festlegung der Diffusion

bewegenden Koordinatensystems durch die Seitenldngen des Dreiecks r ange-
ben lassen. Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass, unter bestimmten
Voraussetzungen, die Eintrdge der Diffusionsmatrix nur von r und eben diesen
Koordinaten r;; und 7;, abhingen und somit auch allein durch r dargestellt
werden konnen.

2.4. Festlegung der Diffusion

Nachdem wir einen Formalismus entwickelt haben, eine FPG im Relativraum
in eine FPG im Betragsraum zu iiberfithren, wird in diesem Abschnitt die Dif-
fusionsmatrix festgelegt.

2.4.1. Diffusionsmatrix und Fluktuationen

Die Diffusionsmatrix von Teilchen im turbulenten Feld, welche die Geschwindig-
keitsstatistik nicht stark beeinflussen, entspricht der Zweipunktkorrelation, falls
diese zeitlich dekorreliert ist. Eine ausfiihrliche Herleitung findet sich in [Rat10].
Im Ortsraum gilt unter Beriicksichtigung der Konventionen von Abbildung
DY (@) = (u(@)u(w)) = Cri @), (2.40)
wobei wir hier auf die zeitlichen Argumente verzichtet haben und dies auch im
Folgenden tun werden.
Im Relativraum bendtigen wir die relativen Zweipunktkorrelationen. Da wir
uns auf drei Punktwirbel im Raum beschrinken, betrachten wir einerseits die
Diagonalblocke

(2.41)
und andererseits die Nichtdiagonalblocke
(w(@k) — u(w;))(u(w:) — u(zy)))

u(z)u(zi)) + (u(z))u(zy)) — (w(@)u(z))) — (u(zr)u(zy))
(rj, zx) + C(ry, x5) — C(ry, ;) — C(0, xx)

~(2)
Qij (r)

—~

I
Q=

(2.42)

der 6x6 Diffusionsmatrix 2(2) (r), wobei wir Sorge tragen miissen, dass diese
durch r ausgedriickt werden kann.

Das geschieht, indem wir uns auf homogene Turbulenz beschrinken. Dann
diirfen die Zweipunktkorrelationen] nicht vom Ort abhéngen und wir erhalten

(r) = 2(C(0) — C(ry))
D (r) = C(rj) + C(ry) — C(r) — C(0).

=ij

(2.43)

“Im Folgenden wird die Zweipunktkorrelation Korrelationsfunktion genannt.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

Es lésst sich zeigen (siehe z.B. [AFHE10] im Anhang von Kapitel 9), dass isotro-
peﬂ Tensoren zweiter Ordnung im euklidischen Raum folgende Gestalt besitzen

Cos(7) = a() 5+ b(7) 5 (2.44)

Wir kénnen die Korrelationsfunktion durch den Anteil parallel zu # (die lon-

gitudinale Korrelationsfunktion C,, (7)) und einen Anteil senkrecht zu 7 (die

tranversale Korrelationsfunktion Cy (7)) darstellen. Es gilt
a(7) = Cu(T)

b(7) = Crp(F) — Cu(T) .

Beriicksichtigen wir nun noch die Inkompressibilitdt des Geschwindigkeitsfeldes,
erhalten wir in zwei D1mens1onerﬁ die Relation zwischen C.,.(7) und Cy(7)

(2.45)

o ~
I (FCH-(T)) (2.46)

so dass die Diffusionmatrixelemente durch nur eine Funktion festgelegt werden.
Diese sollte das selbstdhnliche Verhalten beriicksichtigen. Nach besitzt
die longitudinale Strukturfunktion turbulenter Geschwindigkeitsinkremente im
Inertialbereich eine exponentielle Abhéngigkeit von 7

Cu(7) =

S2(F) = o2 . (2.47)
Mittels des Zusammenhangs (|1.66]
S%(7) = A — 2C,,(7), (2.48)

gilt demnach fiir die longitudinalen Korrelationsfunktionen
- 1 e
Crr() = 5 (A — coF 2) , (2.49)

wobei die Konstante A wegen des gleichhadufigen Auftretens von Minuenden und
Subtrahenten in ([2.43) zu Null gesetzt werden kann. Wir lassen den Exponen-
ten Variabe]m und benennen ihn in Anlehnung an die in der Literatur {ibliche
Bezeichnung mit . Mit B = —cg/2 erhalten wir

Cyp(7) = BF*. (2.50)
Damit erhalten wir nach (2.46) die transversale Korrelationsfunktion
Cu(r) = B(1+¢)7 (2.51)

und der Korrelationstensor besitzt die explizite Form

Cop(F) = BF* ((1 + &) 0ap — 57:‘;;:5) : (2.52)

5In diesem Fall beinhaltet Isotropie auch Reflexionssymmetrie.
In drei Dimensionen erhalten wir Cy(7) = %% (F2Crr(F)), vergleiche [AFHET0).
"Zumeist wird fiir diesen Exponenten in der Literatur 0 < & < 2 angenommen. In der

Kolmogorovschen Theorie von 1941 ergibt sich £ = 2/3.
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2.4. Festlegung der Diffusion

Dieser Korrelationstensor liegt auch dem Kraichnan-Modell [Kra68§| zugrunde.
Dort wird das Verhalten eines passiven Skalars im turbulenten Feld untersucht.
Wir werden daher im Folgenden auch vom Kraichnan-Feld sprechen, wenn der
FPG Korrelationen der Form zugrunde liegen. Mit den Konvention aus
dem vorhergehenden Abschnitt kénnen wir die Koordinaten r; o, und 7; g von r;
durch die Seitenléngen des Dreiecks r ausdriicken.

Fazit

Wir kénnen nun fiir beliebige isotrope Korrelationen die FPG in r formulieren

O F(r.t) = -V, - DV (r)F Zar 5D DA (P F(r,t).  (2.53)

).]_

Dabei besteht die Drift
D(l)(T) _ D(l)’det(T’) +D(1),noise(T) (2‘54)

aus zwei Teilen. Der deterministischen Teil spiegelt die Wirkung der
Punktwirbel untereinander wieder. Der rauschinduzierten Teil stammt
aus der Tatsache, dass in der Punktwirbeldynamik keine Linge ausgezeichnet
ist. Damit besitzt eine kongruente Grofliendnderung des Dreiecks keine Riick-
stellkraft und ist anfillig fiir die stochastischen Kriéfte. Es ist bekannt, dass sich
Teilchen in einem stochastischen Feld im Laufe der Zeit im Mittel voneinander
entfernen. Dieses Verhalten beschreibt die rauschinduzierte Drift. Der Einfluss
der Diffusion aus sorgt dafiir, dass eine Verteilungsfunktion im Laufe der
Zeit ,,verschmiert”. Im folgenden Abschnitt werden wir die rauschinduzierten
Drift und die Diffusion explizit berechnen.

2.4.2. Additives Rauschen

Der einfachste Fall korrespondiert mit einem Skalierungsindex £ = 0. Dann sind
die stochastischen Krifte gauBverteilt und additiv. Das bedeutet, die Diffusi-
onsmatrix im Ortsraum ist proportional zu Einheitsmatrix

2
DY) (@) = Bbapbiy. (2.55)
Im Relativkoordinatenraum gilt nach (2.41)) und (2.42))

2 0 -1 0 -1 0
D® =B : (2.56)

Setzen wir diese in (2.32) ein, erhalten wir wegen 7, + 17 = r} die rauschin-
duzierte Drift

noise 3B
pnoise _ 22 (2.57)

1 Ti
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

Fiir die diagonalen Diffusionselemente erhalten wir, wenn wir (2.56|) in (2.33))
einsetzen
p =pf) = D) —2B. (2.58)

Bei der Berechnung der nichtdiagonalen Diffusionselemente

2 2 2
+r5—r
pP_p®_phTrn="n
12 21 17
2 2 _ .2
p®=p®_plitri=r (2.59)
mrs
2 2 2
2 2 TQ + Tg — Tl
D§3) = D:(n) = 377"
273

begegnet uns nach dem Einsetzen der Diffusionsmatrix (2.56|) in (2.34) das
Skalarproduk %‘ . :—JJ = — cos 0y, welches wir durch den Richtungskosinus aus-

driicken wollen (siehe Abbildung . Diesen wiederum formulieren wir iiber
den Kosinussatz [Bro06]

2, .2 .2
{4y — i
O = —2 = 2.60
cos Oy G ( )
durch die Seitenldngen des Dreiecks.
th
T3

Abbildung 2.4.: zum Richtungskosinus

2.4.3. Dynamik im Kraichnan-Feld

Um die rauschinduzierte Drift und die Diffusion im Kraichnan-Feld zu berech-
nen, benotigen wir die Diffusionsmatrix im Relativraum . Dazu setzen wir
die Korrelationstensoren ein und kénnen dann mit den Ergebnissen aus
Abschnitt oben genannte Groflen im Betragsraum berechnen.

8Das gleiche Ergebnis liefert natiirlich auch die allgemeinere Formel (2.38):
70117,.2 (Tl,zr2,z + 711,;1;/712,y) -
cos 1 cos g + sin 91 sin o = cos(¢1 — P2) = cos(2m — 01 — 02) = cos(37w + 03) = — cos O3
oder

ri{r‘g (ri,zr3,z + Ti,yr&y) =
cos i cos Y3 + sin 1 sin s = cos 1 = cos(m — Oy) = — cos(bk)

firi,k € {1,2} und i # k
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2.4. Festlegung der Diffusion

Die Diagonalblocke der Diffusionsmatrix in Relativkoordinaten lauten

D@ (r) = —2C(ry) . (2.61)

1

Fiir die rauschinduzierte Drift erhalten wir damit nach ([2.32))

noise 1
Di(l)’ =5 [(1 + cos? i) Crz(7i) + (1 4 sin wl) Cyy(T3) + 2 cos ) sin 1 xy(rl)]

— B?"ig_1 [(1+ cos? )i + 1 +sin? ) (€ + 1)
— €((1 4 cos? ) cos? g + (1 + sin ¢y) sin g + 2 cos ¢ sin vy

= B(g +3)rf!
(2.62)

Die einzigen Beitréige der Diagonalelemente der Diffusionsmatrix in Relativko-
ordinaten stammen ebenfalls aus (2.61]). Es gilt nach (2.33))

Cii(r) =2 (0032 i Cp (1) + sin® 1y Clyy(1i) + 2 cos 1 sin C’xy(ri))
= 2Bri§ [(cos® s + sin® ) (€ + 1)
— &(cost ¥y + sin? ¢y + 2 cos? 1) sin® ¢i)]
= 2Brt.

(2.63)

Die Nichtdiagonalblocke der Diffusionsmatrix in Relativkoordinaten lauten
~(2
DY (r) = C(ry) + C(r5) = C(r). (2.64)

Einsetzen in (2.34]) liefert uns die Nichtdiagonalelemente der Diffusionsmatrix
im Betragsraum

D (r) = 2(_ cos 1 cos s (Cua(11) + Cra(ry) = Clralri)
+ sin e sin)j (Cyy (1) + Cyy (1) — Cyy (7))
+ (cos iy sin iy + sin €05 1) (Cay (i) + Clny () = Clny () )
— —B ((2rf +2rf = 2+ 7)) cos(wr — ) + 1§ cos(t + vy — 20)) |
(2.65)

wobei wir von einigen trigonometrischen Identitéten [Bro06] Gebrauch gemacht
haben und die Winkel ¢ = () von den Lingen des Dreiecks abhéingen. Mit
der hier verwendeten Konvention 11 = (7 —#62), 12 = (f2—7) und 93 = 0, sowie
der Innenwinkelsumme des Dreiecks m = 01 + 62 + 03 und der Eigenschaften des
Kosinus, cos(m — #) = — cos # und cos(—0) = cos 6, konnen wir also schreiben

(—
Dg)(r) B <(27’1 + 27’2 (2+ §)r§) cos B3 — frg cos(by — 92))

D%)(r) B ((2r1 + 21"3 (2+ 5)7"5) cos By — frg cos(61 — 93)) (2.66)
Dé?(r) B ((27“2 + 2r3 (2+ {)rf) cos @] — §7"§ cos(fg — 93)) ,

wobei die Winkel 6; mittels des Kosinussatzes (2.60) durch » ausgedriickt wer-
den konnen.
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

2.5. Koordinatentransformation nach U

2.5.1. Transformation

Die rauschinduzierte Drift ldsst den Umfang des Dreiecks im Laufe der Zeit an-
wachsen. Um eine Vergroflerung oder Verkleinerung des Dreiecks direkt zugéng-
lich zu machen, fithren wir neue Koordinaten ein, von denen nur eine, der Um-
fang U, mit der Gréfle des Dreiecks zusammenhéngt. Die anderen beiden Ko-
ordinaten f; und f> geben das Verhéltnis der Seiten zum Umfang wieder und
bestimmen so die Gestalt des Dreiecks. Sinnvolle Seitenverhiltnisse f; erstre-
cken sich iiber den Bereich 0 < f; < % In Abbildung sind einige Punkte im
Phasenraum mit den korrespondierenden Dreiecken mafistabsgetreu dargestellt.
Die rechte Seite der Beispielkonfigurationen entpricht r1, die linke ro und die
untere r3. Wenn im Folgenden von spitzen Dreiecken gesprochen wird, sind die
Zusténde gemeint, bei denen eine Seite viel kleiner als die anderen beiden ist
(zu finden in den Ecken des fi, fo-Phasenraums in Abbildung [2.5)), wihrend die
Bereiche an den Randregionen, die keine spitzen Dreiecke sind, als kollineare
Zustiande bezeichnet werden.

Abbildung 2.5.: Definitionsbereich von f

Hintransformation: U(r)

Uy U
Wir definieren U(r) = | Uz | = | f1 | als:
Us f2

U=ri+ro+rs

fi=
L= L +1r9+ 713 (2‘67)
L
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2.5. Koordinatentransformation nach U

Riicktransformation: r(U)
r lasst sich durch U ausdriicken:

rn=Uf
ro =Ufs (2.68)
r3=U(l— f1— f2).

Da wir hier eine reine Koordinatentransformation durchfithren wollen, kénnen
wir die allgemeine Formel zur Variablentransformation der FPG heranziehen
[Ris89].

Bei einer Koordinatentransformation der Fokker-Planck-Gleichung von

9 est) = =V - DD () (1) +12732 DA f(rt)  (2.69)
ot T ’ 2 4~ Or;Or; gl ’ '

nach
0 ; A (1 5 1 0% . .
0.0 = vy DV O)fU.0)+ 5> e DP W)U (2:70)
1 J

dndern sich Drift und Diffusionskoeffizienten wie folgt:

D) =" () D) + > (HE(T) Di(JQ)(T)>
i

i

(2.71)
A (2 2
DRW) =" (ar) 1) DY ()
ij
wobei r durch U (2.68) ausgedriickt werden muss. Wir lassen die Hiitchen im
Folgenden weg.

Es ist S0
Jia(r) = a: (2.72)
die Jakobi-Matrix von U ()
und o
U
Hi (1) = :
i5(7) i (2.73)

die Hesse-Matrix von Uy(r).
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

2.5.2. Explizite Transformation

Wir verwenden bei der Berechnung der Transformation Mathematica™ Versi-
on 8. Der Quelltext befindet sichauf der beigelegten CD. Im folgenden Kapitel
[l sind die mit Mathematica™ berechneten Terme von Drift und Diffusion
durch algebraische Umformungen in eine ansehnlichere Form gebracht worden.
Dazu haben wir einige Beziehungen benutzt, die bereits in den vorherigen Ka-
piteln erwéhnt wurden. In den beiden folgenden Abschnitten geben wir nur die
Abhéngigkeit von U an und begriinden diese.

Additives Rauschen

Nach dieser Koordinatentransformation erhalten wir fiir die FPG in U, wenn
fi
f2

wir die Tilden wieder weglassen und abkiirzend f = < > verwenden:

Drift:
p() =7 d(f)
D) = ) (f) (27)
D) = 5 (f)
Diffusion:
DW= d7(f)
PR () = = a3 ()
PRW) = d2(f)
D) = 75 A (f) =
DRU) = 1 ()
PRU) = 5 ) (f)
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2.5. Koordinatentransformation nach U

Kraichnan-Feld

Fiir die Groflen im Kraichnan-Feld gilt entsprechend:

Drift:
1 e _ noise
DPW.& = &V E) U P (E L)
1 e _ noise
DU.€) = 55 d) U (F) + U d (5,6
1 e - noise
DU, = g 4 () + U A ()
Diffusion:
DY, =U dy}(£,6)
DR(U,€) = U1 (£,6)
DY(U.€) = U a3 (£.€)
DR(U,€) = US 2 dyy)(£,€)
DU, &) = U2 df)(£,¢)
DY(U,€) = U2 d) (1,€)

2.5.3. Fazit

(2.76)

(2.77)

Wir haben in diesem Abschnitt die FPG transformiert, um Effekte, welche die
Grofle des Dreiecks betreffen, besser greifbar zu machen. Es hat sich gezeigt,
dass die Abh#ngigkeiten der Dynamik von dem Umfang U relativ einfach im
Vergleich zu der Abhéngigkeit der formgebenden Faktoren f sind. Diese Tatsa-
che lésst sich leicht nachvollziehen, wenn man sich vor Augen fiithrt, wie Drift
und Diffusion im Betragsraum, sowie die Jakobi-Matrix und die Hesse-Matrix
von dem Umfang des Dreiecks U abhingen:

1. Drift:
(additives Rauschen:)

(Kraichnan-Feld:)

DWWt (p) o 1/U

D(l),noise(,r) o 1/U

DA ) o 1/U
D(l),noise(r) oc U§—1

(2.78)

(2.79)
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2. Stochastische Drei-Punktwirbel-Dynamik

2. Diffusion:
(additives Rauschen:)

D (r) unabhingig von U (2.80)
(Kraichnan-Feld:)
D (r,€) x US (2.81)
3. Jakobi-Matrix ([2.72)):

JliOC 1

Jai o (2.82)

Q=S =

J3i o

4. Hesse-Matrix (|2.73]):

=

foc o (2.83)
1
3
M 7

Die genauen Abhéngigkeiten von Drift und Diffusion von f sind léngere Terme,
die wir an geeigneter Stelle im folgenden Kapitel und im Anhang angeben. Fiir
die zugrundeliegende FPG

3
1 0?
)=|-vy-DW =) p¥
atf(U7 ) VU (U)+2 18U18[]J ij

17.]:

U) | fU,t) (2.84)

liegt keine elementare Losung vor. Daher werden wir im Folgenden eine quali-
tative Analyse von Drift und Diffusion durchfiihren.
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3. Diskussion der Dynamik

Eine analytische Losung ist wegen der hohen Komplexitidt der FPG mit
den bisher entwickelten Standardmethoden der Mathematik nicht moglich. Wir
kénnen aber, wie in Abschnitt erwihnt, aus der Form von Drift und Diffu-
sion erste qualitative Eindriicke erhalten. Die Evolution der Verteilungsfunktion
wird durch zwei Einfliisse bestimmt. Einerseits durch die Drift, deren Wirkung
wir uns stets in dem Sinne veranschaulichen wollen, dass wir uns die Vertei-
lungsfunktion stark lokalisiert vorstellen. Und andererseits durch die Diffusion,
die typischerweise ein Zerflielen der Verteilungsfunktion bewirk Uber die Be-
trachtung dieser Gréfen machen wir uns ein Bild von der Dynamik des Systems
dreier Punktwirbel im turbulenten Feld. Dabei werden wir uns damit begniigen,
Untermannigfaltigkeiten des Phasenraums, in denen U konstant ist, zu betrach-
ten. Wegen der relativ einfachen Abhéngigkeit der Drift und der Diffusion von
U konnen wir auf das Verhalten im gesamten Phasenraum schlieflen.

3.1. Deterministische Drift

Im Falle verschwindenden Rauschens (B = 0) stimmt die durch die PFG fest-
gelegte Dynamik der Verteilungsfunktion (mit deltaférmigen Anfangsbedingun-
gen) mit der deterministische Punktwirbeldynamik iiberein.

Umfang

Wir erhalten nach den Rechnungen im vorhergehenden AbschnittE]

_1VEA-DRAR-DEA+2/-1),
v AfR I3 f5m (3.1)
A(CuAulfE = 1)+ Cafe(fF = ) + Tafs(fF = £))

wobei wir hier der einfachen Darstellung halber den Parameter f3 =1— f; — fo
eingefiihrt haben. Diesen werden wir auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels
verwenden. In Abbildung ist der Driftterm bei konstantem Umfang U in f
dargestellt. Wir erkennen, dass es drei Bereiche gibt, in denen U anwéchst und
drei Bereiche, in denen U abnimmt.

In Abschnitt fithrt die Diffusion zu einem lokalen Anwachsen der Verteilungsfunktion.
2Da@ Ergebr}is ist natiirlich konsistent zur deterministischen Punktwirbeldynamik U= vV I+

V' Lz + /L3 (vergleiche (1.21))).
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3. Diskussion der Dynamik

4
0.0

Abbildung 3.1.: Deterministische Drift Dgl)’det(U) des Umfangs
(mitF1:F2:F3:1undU:1)

Form

Um ein Gefiihl fiir die Dynamik zu bekommen, haben wir in Abbildung [3.1] die
Driftkomponenten der formgebenden Faktoren dargestellt

Wdet gy _ 1 V/ELF2f) (1 +2f) (-1 +2f1 +2f)
D) = N

T (ff =3+ —fif) +Tafo (Ff — f3) +Tafs (f2 — 1)) -
(3.2)

Dgl)’det(U ) entspricht Dél)’det(U), wenn die Indizes 1 und 2 vertauscht wer-
den. Wir sehen, dass im Phasenraumpunkt des &quilateralen Dreiecks U =
(U,1/3,1/3)T mit der Seitenlinge U/3 sowohl die formgebenden Driftkompo-
nenten, als auch die des Umfangs verschwinden. Dies muss natiirlich so sein,
denn er entspricht den singuldren Phasenraumpunkten, auf die wir in Abschnitt
1.1.5eingegangen sind. Das lokale Verhalten dieses Fixpunktes konnen wird mit-
tels einer linearen Stabilitéitsanalysd| untersuchen. Dazu linearisieren wir das
System um den Zustand des gleichseitigen Dreiecks der Seitenldnge U*. Die
Eigenwerte der Jakobi-Matrix lauten

A =0
3v/3i

Ao = 5T V/T1Ty + Dol 4 T3Ty (3.3)
3

A3 = 2\21 V/T1Tg 4+ Tol's + T3 .

Das linearisierte System besitzt also einen Eigenvektor mit dem Eigenwert Null.
Dieser korrespondiert zu einer reinen Anderung des Umfangs. Die anderen bei-
den Eigenwerte sind betragsméfig gleich und besitzen entgegengesetzte Vorzei-
chen. Sie sind rein imaginar, wenn I'1I's 4+ I'oI's + I'sI'; > 0 gilt. Dann ist der

3Eine Darstellung der Technik der linearen Stabilitéitsanalyse findet sich beispielsweise in

[AFFFT0).
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3.1. Deterministische Drift
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(c¢) Beide Driftkomponenten zusammen (d) Flussdiagramm des det Drifts

Abbildung 3.2.: Rauschinduzierte Drift der formgenbenden Faktoren f:
DY) und DVNU)  (mit Ty =Ty = T3 =1 und U = 1)
Die Linien in den 3D-Plots kennzeichnen f; = 1/3 und fo = 1/3.

Fixpunkt ein Fokus und das System durchlduft einen Zyklus innerhalb einer
Periodendauer von

i2r Am?U*
PCI: VARV ) P Y P O

(3.4)

Die deterministische Punktwirbeldynamik besitzt eine hamiltonsche Struktur.
Diese finden wir in der Darstellung der Dynamik durch die FPG im Falle ver-
schwindenden Rauschens wieder. Wie wir in Abschnitt [I.1.5] gesehen haben,
besitzen gebundene Zusténde, die sich nahe dem &quilateralen Dreieck befin-
den, geschlossene Trajektorien. Anhand von Abbildung erkennen wir, dass
der Umfang des Dreiecks in diesem Fall pulsiert. Wenn wir einen Anfangszu-
stand wéhlen, bei dem die Gesamtenergie des Systems hoher sit, wie es in den
FEckregionen dieser Darstellungen der Fall ist, fithrt die Drift dazu, dass der
hier dargestellte Bereich verlassen wird. Das entspricht einem Wechsel der Ori-
entierung der drei Punktwirbel. Wie aus der Gleichung ersichtlich wird,
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3. Diskussion der Dynamik

entspricht das einem Vorzeichenwechsel der Dynamik. Der Bereich, in den die
Trajektorie eindringt, entspricht also dem hier dargestellten, nur dass die de-
teministische Drift dort ein umgekehrtes Vorzeichen besitzt. Der Phasenraum-
punkt wird also mit derselben Geschwindigkeit, mit der er den einen Bereich
verlassen hat, in den anderen Bereich eindringen und eine gespiegelte Version
der Dynamik durchlaufen, bis er aus demselben Grund diesen Bereich wieder
verldsst und das Dreieck seine urspriingliche Orientierung einnimm‘ﬂ Dieses
Verhalten entspricht der Trajektorie mit © = 5 in Abbildung [I.2] Dasselbe Ver-
halten findet sich wieder, wenn sich der Zustand des Dreiecks in Bereich II der
in Abschnitt [[LT.5 diskutierten Klassifikation befindet.

Die bislang diskutierten Félle besitzen alle geschlossene Trajektorien und
werden daher als gebundene Zusténde bezeichnet. Es ist klar, dass sich die Form
des Dreiecks nach einem voll durchlaufenen Zyklus nicht gedindert haben wird.
Anders ist es bei den in Abschnitt erwihnten Streuzustinden, bei denen
die Trajektorien ins Unendliche gehen. Dort wird insbesondere der Umfang,
nachdem er sich - abhingig von den Anfangsbedingungen - zu Beginn eventuell
verringert hat, anwachsen.

4An dieser Stelle ist die Beschreibung der Dynamik anhand von (I.21)) nicht vollstéindig, weil
der Fliacheninhalt im kollinearen Zustand verschwindet und demnach die Dynamik zum
Stillstand kommen miisste. Dass dies nicht der Fall ist, ist bekannt (vergleiche [Are07]).
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3.2. Rauschinduzierte Drift

3.2. Rauschinduzierte Drift

Betrachten wir nun den komplementéren Fall der stochastisch dominierten Dy-
namik (Fl = FQ == Fg = 0)

3.2.1. Rauschinduzierte Drift bei additivem Rauschen

Umfang

Wir wollen uns zunichst dem Fall additiven Rauschens (£ = 0) zuwenden.

///I
0.0 ] /
' I /0.2 b
7

0.2 T | /

— |/

fl 04 \\\%.O

Abbildung 3.3.: Rauschinduzierte Drift Dgl)’nOise(U) des Umfangs
(mit B=1und U =1)

Die Driftkomponente des Umfangs

D%l),noise(U) _ %33 <}1 + ;2 + }3> (3.5)

ist eine auf dem gesamten Definitionsbereich positive Funktion (siehe Abbil-
dung . Das bedeutet zusammen mit den Ergebnissen des vorhergehenden
Abschnitts, dass der Umfang des Dreiecks im Laufe der Zeit im Mittel anwach-
sen wird. Die inverse Proportionalitdt zu U wird dabei dafiir sorgen, dass der
Umfang groBerer Dreiecke langsamer wichst. An Abbildung[3-3]ist die Invarianz
von unter Vertauschung von f1, fo und f3 =1 — f; — fo gut zu erkennen,
auch wenn diese Tatsache durch die Form der Darstellung leicht verschleiert
wird. Stellt man sich aber die Abbildung léngs der diagonalen Begrenzungsli-
nie um den Faktor v/2 gestaucht vor, offenbart sich die Symmetrie. Wenn eine
Seite sehr klein ist, wie es in den Eckregionen der Darstellung der Fall ist, di-
vergiert die rauschinduzierte Drift wegen der inversen Proportionalitdt zu den
Seitenléingen. Das heifit, dass ein spitzes Dreieck sehr schnell anwichst. Das
Minimum der rauschinduzierten Drift des Umfangs befindet sich am Punkt des
dquilateralen Dreiecks.
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3. Diskussion der Dynamik

Form

Die rauschinduzierte Drift der formgebenden Faktoren lautet

1 al_ 1 h A
U2B[ 4Jr3(fl f2 f3)
+4(3f1 4+ 2f1(cos b1 + cos by + cos3) — (cos bz + cosb3)) | .
(3.6)

Dgl),noise (U) —

Dgl)’nOise(U) ergibt sich wieder aus Dgl) ’nOise(U) durch vertauschender Indizes
1 und 2. Ihr Einfluss auf die Dynamik wird aus Abbildung [3.4] ersichtlich.

fl 04 \\ioo
(a) Rauschind. Drift DSV () von f; (b) Rauschind. Drift D" (U) von fa
05 SNXNNNNNN\ YV VYA AS
SNNNNNNN Y A
SNNNNN Y Y S S
0.4 \\\\\\////"
e S N R
o AN - ——
03 P
« AN
0.2 AN YN
UL U U NN
XXX
0.1 XX
N X
X
0.0
0.0 0.1 0.2 03 0.4 05
h
(c¢) Beide Driftkomponenten zusammen (d) Flussdiagramm der Drift

Abbildung 3.4.: Rauschinduzierte Drift der formgenbenden Faktoren f:
DM () und DSV OS(U) (it B =1 und U = 1)

Die Pfeile des Flussdiagramms wurden gleich lang gewiihlt, um das Ver-
halten des gesamten Systems qualitativ zu erfassen. Die Drift ist in den Ecken
wesentlich stiarker, wie auch aus der Abbildung ersichtlich wird. Das bedeutet,
dass die kleine Seite eines spitzen Dreiecks sehr schnell anwéchst und das Drei-
eck in eine dquilaterale Form getrieben wird. Die rauschinduzierte Drift sorgt
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3.2. Rauschinduzierte Drift

also dafiir, dass der Umfang des Dreiecks zunimmt und es sich gleichzeitig dem
dquilateralen Zustand n#hert. Zu diesem Ergebnis kommt auch [ZC10].
3.2.2. Rauschinduzierte Drift im Kraichnan-Feld

Im Kraichnan-Feld andert sich das Verhalten der rauschinduzierten Drift in
wenigen Punkten.

Umfang

D1?(1,1/3,1/3€)
30r

25¢
20¢
15¢
10¢

5

0.0 0.5 1.0 15 20 ¢

(c) € =1,99 (d) Extremum v. D{""""*%(U/,1/3,1/3,€)

Abbildung 3.5.: Rauschinduzierte Drift der Umfangs Dgl)’mise(U, ¢) im
Kraichnan-Feld (mit B=1und U = 1)

Die Abhéngigkeit von dem Exponenten £ des Drifts des Umfanges
DI, = 3+ BUST (F + T AT 6)

fithrt wegen der Proportionalitit zu U™ dazu, dass die Expansion mit stei-
gendem Umfang U nicht so schnell abnimmt, wie im Fall additiven Rauschens.
Des Weiteren wird die Drift wegen des in Klammern stehenden Teils fiir grofie-
re & schwécher und bei £ = 1 findet ein Vorzeichenwechsel des Extrempunktes
f = (1/3,1/3)T statt. Die rdumlichen Korrelationen sorgen in diesem Ska-
lierungsbereich also dafiir, dass der dquilaterale Zustand schneller an Umfang
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3. Diskussion der Dynamik

zunimmt, als der anderer Konfigurationen. Die Abhingigkeit des Extremums

bei f = (1/3,1/3)T,
. £_1
DIV, 1/3,1/3,€) = (3+ € BUS! <;) , (3.8)

ist in Abbildung [3.5(d)| gezeigt. Fiir £ > 1 liegt das geringste Wachstum des
Umfangs vor, wenn eine Seitenlédnge nahe Null ist. Dort hat die Drift den Wert

Dgl),noise(U’ 0, 1/2’5) _ (3 + g)BUf—l (1 + 2—5) (39)

Im Falle £ =1 ist Dgl)’mise unabhéngig von U und fithrt somit zu einer kon-
stanten Expansion des Umfangs unabhéngig von Form und Gréfle des Dreiecks.
Im Falle £ = 2 verschwindet die Abhéngigkeit von den formgebenden Faktoren

f und Dgl)’mise(U, 2) = Dgl)’nOise(U) = ist linear in U. Hier liegt also exponen-
tielles Wachstum vor.

Form
Bei der rauschinduzierten Drift der formgebenden Faktoren
Dgl),noise(U7 £) = Us—2p.
WS+ f5+ f3) —4f
3@+ NS BT -/
+Af1((2f5 + 2f5 — F1(2+€)) costy — fF€ cos(0 — 03))
+2(2f1 = D(QR(fr — f5 + f5) — f56) cos 0 — f5& cos(6y — 03))

22 = D(QUT + f5 = J5) = J58) cos s — f5¢ cos(01 — 02))]
(3.10)

(Dél)’nOise(U,f) wie oben aus Dél)’HOiSG(U ,€) durch Vertauschen der Indizes 1
und 2) verhélt sich die Dynamik dhnlich, wie im Fall additiven Rauschens. Die
raumlichen Korrelationen bewirken natiirlich, dass sich sehr spitze Dreiecke
langsamer 6ffnen als im Fall additiven Rauschens. Bei Werten von £ nahe 2
ldsst sich ein neues Phdnomen beobachten. Die Drift von f;

DU €) (3.11)

wird bei groflen Werten von f; positivﬂ Da die rauschinduzierte Drift un-
abhéngig von der Orientierung des Dreiecks ist, bedeutet das, dass es neben
der Tendenz zur Bildung #dquilateraler Dreiecke auch noch die zur Bildung kol-
linearer Zusténde gibt. Weil die Drift D:(}l)’mlse(U,f) der anderen Koordinate
fiir fi ~ 1/2 negativ ist, entwickeln sich aus diesen Zusténden spitze Dreie-
cke. Der dquilateralen Zustand ist wie im Fall additiven Rauschens stets ein
Fixpunkt. Wir erkennen weiterhin, dass das divergente Verhalten, das im Falle
additiven Rauschens dazu fiihrt, dass sich spitze Dreiecke sehr schnell 6ffnen,
durch die rdumlichen Korrelationen verhindert wird.

®Das gilt natiirlich ebenso fiir den Driftterm von fo.
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3.2. Rauschinduzierte Drift
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Abbildung 3.6.: Rauschinduzierter Drift der formgenbenden Faktoren f:
‘Dgl),nolse(l]7 g) und Dél),nmse(U’ g)
(mit B=1,U =1 und £ = 2)

3.2.3. Fazit der Betrachtungen der Drift

Aus den bisherigen Erkenntnissen aus Kapitel [3] wird klar, dass die Drift des
Umfangs Dgl)(U ) im Mittel positiv ist und das Dreieck im Laufe der Zeit an
Umfang zunehmen wird. In der fi,fo-Ebene bewirkt das Zusammenspiel aus
deterministischer und rauschinduzierter Drift, dass sich der Phasenraumpunkt
in einer Spiralbewegung dem Zustand des &dquilateralen Dreiecks nédhert. Der
Einfluss rdumlicher Korrelationen bewirkt dabei, dass diese beiden Prozesse
langsamer ablaufen. Besonders Dreiecke, bei denen eine Seite im Vergleich zu
den anderen beiden klein ist, 6ffnen sich nicht so schnell, wie im unkorrelierten
Fall. Die Expansions des Umfangs verlangsamt sich im Fall ¢ < 1. Fiir £ > 1
expandiert die Konfiguration immer schneller.

Bislang haben wir die Wirkung der stochastischen Einfliisse nur anhand der
rauschinduzierten Drift diskutiert. Wir haben uns bei der Interpretation auf die
reine Bewegung konzentriert. Im folgenden Abschnitt betrachten wir Konfigu-
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3. Diskussion der Dynamik

rationen, in denen die Drift sehr klein ist und veranschaulichen uns damit die
Einfliisse der Diffusion.

3.3. Grenzfall groBer Dreiecke

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich die drei Punktwirbel
aufgrund der Wirkung der rauschinduzierten Drift voneinander entfernen in
eine dquilaterale Konfiguration getrieben werden. Wenn die drei Wirbel weit
auseinander sind, wird die deterministische Drift aufgrund der reziproken Pro-
portionalitit zum Abstand vernachlassigbar klein. Aus physikalischer Sicht sind
die stochastischen Krifte nahe der integralen Skala unabhéingig voneinander, so
dass die Korrelationen auf dieser Skala nahezu additiv sind (£ ~ 0). In diesem
Fall verschwindet fiir grofle Dreiecke auch die rauschinduzierte Drift und wir
wollen die Fluktuationen betrachten.

3.3.1. Fluktuation des Umfangs bei additivem Rauschen

Im Grenzfall groBer Dreiecke (U > 1) verschwindet also die Drift (2.74) und
lediglich das Diffusionselement

Dﬁ)(U) = 23(3 + 2(cos 01 + cos 02 + cos 03)) (3.12)

aus ([2.75) ist ungleich Null. Die Fluktuationen von U besitzen ein Maximum

4.0FL’ /
38l \\ /
36, \g
3.4\ //
0.0 74
-~ /0.2 f2

Abbildung 3.7.: Diffusionselement dﬁ)( f) mit D=1

bei Dﬁ) (U,1/3,1/3) und nehmen zu den Réndern hin ab (siehe Abbildung.
Fine anschauliche Erlduterung dieses Verhaltens ist, dass sich der Umfang eines
gleichseitigen Dreiecks vergleichsweise stark dndert, wenn an den Eckpunkten
stochastische Krifte wirken. Im Gegensatz dazu stehen kollineare Zustéinde an
den Randregionen von Abbildung bei denen sich kleine Anderungen der
Position des mittleren Wirbels beispielsweise kaum auf eine Anderung des Um-
fangs auswirken.
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3.3. Grenzfall groBer Dreiecke

3.3.2. Fluktuation des Umfangs im Kraichnan-Feld

Wir wollen auch die Fluktuationen im Fall groler Dreiecke mit starken rdum-
lichen Korrelationen angeben, auch wenn eine physikalische Realisierung einer
solchen Situation in dem hier betrachteten Umfeld nicht gegeben ist.

\\
0.4 \\3/0.0
(f) £=2

Abbildung 3.8.: Fluktuationen des Umfangs dﬁ)( f,€) im Kraichnan-Feld

Bei einem Skalierungsexponenten { < 1 verschwindet die Drift (2.74]) fiir sehr

grofle Dreiecke U > 1 und einzig das Diffusionselement Dﬁ)(U,f) x U¢ in
(2.75)) bleibt ungleich Null. Hier ist zu beriicksichtigen, dass die Fluktuationen
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3. Diskussion der Dynamik

nicht unabhéngig von U sind. Im Kraichnan-Feld kénnen wir schon bei kleinen
Werten von £ beobachten, wie sich die Konfiguration des gleichseitigen Dreiecks
von einem Maximum der Fluktuationen zu einem Minimum entwickelt (Abbil-
dung . Die réumlichen Korrelationen machen sich zuerst bei den Konfigu-
rationen mit zwei stark benachbarten Wirbeln, wenn ein Seitenverhéltnis nahe
bei Null ist, bemerkbar.

DR (U,€) = 2BUS((F)f + (F)F + ()

— (2(f1)* +2(f2)* — (f3)*(2+ &) cos 3

— (2(f1)F +2(f3)° = (f2)* (24 €)) cos O

— (2(f2)° +2(f3)* = (f1)*(2+€)) cos 6 (3.13)
— (f3)*€ cos(61 — b2)

— (f1)%€ cos(62 — 63)

— (f2)¢€ cos(8s — 61))

Interessant ist, dass bei groflen Werten von ¢ die Diffusionselemente negativ
werden. Fine negatives Diagonalelement der Diffusionsmatrix in der FPG einer
Verteilungsfunktion korrespondiert mit dem Anwachsen der Wahrscheinlich-
keitsdichte in diesem Bereich.

3.3.3. Fazit

Im Falle grofler Dreiecke und geringer rdumlicher Korrelationen verschwinden
bis auf Fluktuationen des Umfangs alle Komponenten von Drift und Diffusion.
Diese sind natiirlich vergleichsweise klein.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben ein System von drei Punktwirbeln in einem zweidimensionalen tur-
bulenten Feld untersucht. Dabei wurde der Einfluss der Viskositéit durch ein
statistisch stationéres und isotropes Zufallsfeld erzeugt. Das System wurde da-
durch probabilistischer Natur und seine Evolution ist durch eine Fokker-Planck-
Gleichung bestimmt. Aufgrund der Isotropie des Gesamtensystems waren wir in
der Lage, die Beschreibung anhand von drei Parametern durchzufithren. Durch
die Wahl eines groBlenbeschreibenden und zweier formgebender Parameter wur-
de eine qualitative Interpretation der Ergebnisse vereinfacht. Bei der Wahl der
Korellationsfunktion haben wir den Skalierungsparameter nicht festgelegt, um
so dem anomalen Skalierungsverhalten gerecht zu werden und das Verhalten
eines groflen Bereichs von Skalen zu erfassen.

Der Einfluss des stochastischen Feldes schléigt sich in dem rauschinduzierten
Drift nieder. Dieser bewirkt eine Zunahme des Umfangs und ein Streben der
Wirbel in den Zustand des dquilateralen Dreiecks. Im Falle rdumlicher Korrela-
tionen spielen sich diese Prozesse langsamer ab. Der zweite Effekt des stochas-
tischen Feldes sind die Fluktuationen. Wir haben gezeigt, dass im Falle grofier
Dreiecke die Fluktuationen des Umfangs dominant sind.

Analytisch konnten wir die Fokker-Planck-Gleichung nicht 16sen. Eine nu-
merische Simulation des Systems verspricht tiefergehende Erkenntnisse. Dabei
ermoglicht insbesondere der freie Skalierungsparameter viel Spielraum. Die for-
male Ahnlichkeit der Fokker-Planck-Gleichung der gestérten Punktwirbeldyna-
mik in den gewohnlichen Koordinaten des Raumes zur Schrodingergleichung
von Anyonen ist ein weiterer Ansatzpunkt zur Losung des Problems.
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A. Eigenschaften der o-Funktion

A.1. Definition

Die o-Funktion ist streng genommen keine Funktion, sondern eine Distribution.
Sie ordnet einer Testfunktion einen Wert zu.

Fiir ihre Verwendung in dieser Diplomarbeit, reicht die folgende Definition
aus [Nol03]. Die Deltafunktion erfiillt die Bedingungen

1 fir a<z<b

b
/dré(r —z) = {0 const (A.1)

und

S(r—z)=0 Vr # x. (A.2)
Oft ist es hilfreich, die Deltafunktion als den Grenzwert einer Funktionenfolge
aufzufassen. Beispielsweise mit a > 0

1 _ (zfr)2
— =1 a? = 1i —
d(x—r) il_)ﬂ’é ﬁae il_I)% do(x —71), (A.3)

einer Gauflschen Glockenkurve mit einem Maximum bei z —r, das bei kleineren
a immer hoher wird und dessen Breite gleichzeitig abnimmt, so dass sie stets
eine Flidche vom Betrag 1 einschlief3t.

A.2. Eigenschaften

Anhand dieser Représentation der Deltafunktion ldsst sich eine wichtige Figen-
schaft, die Sifting-Property (dt. Sieb-Eigenschaft), zeigen (siche [Nol03]).

/dr(S(r —z)f(r) = f(z) (A.4)

Dazu intergieren wir das Produkt von d,(z — r) und einer Testfunktion f(r),
wobei x innerhalb der Integrationsgrenzen liegen soll. Mit dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung folgt

B B
Fu(z) = / drs,(r — ) f(r) = [(€) / drd(r — ) (A.5)

(e «

fiir ein € € [a, B]. Im Grenzfall @ — 0 wird d,(r — ) zu einem beliebig scharfen
Peak um (x—r). Da sich F,(x) nicht &ndert, wenn man das Integrationsintervall
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A.3. Ableitung

auf Bereiche beschriankt, in denen die Funktion von 0 verschieden ist, kénnen
wir dieses auf den Punkt x beschrinken und erhalten mit

B
ii_r}r(l) F,(x) = f(x) ili)r(l) dré,(r —z) = f(x) (A.6)

die Eigenschaft (A.4). Dann gilt natiirlich auch

/ dro(r — 2) f(r) = / dro(r — 2)f(z), (A7)

woraus die Identitét
6(r—x)f(r)=6(r —)f(z) (A.8)
folgt.

A.3. Ableitung
A.3.1. Ableitung der Deltafunktion

Durch partielle Integration weist man folgende Eigenschaften nach, die einer
Ableitung der -Funktion erst Sinn verleihen.

0 0
F(r)5-8(r = ) = =0(r — 2) - () (A.9)
hohere Ableitungen:
Fr) b — ) = (~1)°8(r — 2) o f(r) (A10)
r 87«11 r xXr) = T X arn T .
A.3.2. Ableiten nach anderen Argumenten
Wegen
0 0z 0 0 0z 0 0
%6(7“ —x) = %aé(r —x) = faé(r —z) = 7555(7“ —z) = 755(7“ — )
(A.11)
gilt
0 0
%5(7‘—3:) = —55(7’—37) (A.12)
Allgemeiner gilt
5 (g 0
50t =gl == (52) gLl = g(e)). (A13)
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B. Zusatzmaterialien

B.1. CD

Zur Reproduktion der computergestiitzten Rechnungen und Grafiken liegt die-
ser Diplomarbeit eine CD mit Dateien im Mathematica-Notebook- Format bei.

/TrafoRnachU.nb Transformation der FPG von r nach U

/GrafikenDrift.nb Grafiken aus den Abschnitten nd

/GrafikenDiffusion.nb ~ Grafiken aus dem Abschnitten
Des Weiteren liegt eine pdf-Version dieser Arbeit bei.
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