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1 Einleitung

1 Einleitung

Die theoretische Beschreibung von Phaseniibergéingen ist ein schwieriges Gebiet in der
statistischen Physik. Doch Phaseniibergénge spielen auch in anderen Bereichen, wie zum
Beispiel der Kern- und Teilchentheorie, eine wichtige Rolle.

Bei einem Phaseniibergang nehmen die, in der statistischen Physik systembeschrei-
benden, makroskopischen Variablen einen neuen Wert an, mann sagt das System befin-
det sich in einer neuen Phase. Der Ubergang der makroskopischen Variablen, wie z.B.
der Dichte oder der Magnetisierung, zu neuen Werten verlduft bei Phaseniibergéngen
zumeist diskontinuierlich, das Verhalten der makroskopischen Variablen ist also nicht-
analytisch.

Typisch ist zudem das Auftreten einer neuen Variablen deren Definition im System vor
dem Phaseniibergang keinen Sinn macht, deren Wert in diesem Fall also null ist. Ein
Beispiel dafiir ist der Dichteunterschied beim Phaseniibergang vom Gas zur Fliissigkeit,
Ap = ps — pg, mit der Dichte der Fliissigkeit p; und der Dichte des Gases p,.

Der neue Parameter beschreibt den Ordnungszustand des Systems, weswegen man ihn
als Ordnungsparameter ® bezeichnet. Sein Auftreten ist in allen Systemen die einen
Phaseniibergang vollziehen absolut gleichartig, er charakterisiert also den Phaseniiber-
gang.

Der Wert des Ordnungsparameters geht gegen null am kritischen Punkt, bei dem T' — T¢
geht, also die Temperatur gegen die kritische Temperatur T strebt.

Die Phaseniibergéinge werden grob in zwei Arten von Phaseniibergéingen eingeteilt und
zwar nach der Unstetigkeit der Ableitungen des systembeschreibenden thermodynami-
schen Potentials A(T, ...). Wird bereits die erste Ableitung des Potentials unstetig so
spricht man von einem Phaseniibergang erster Ordnung, wird erst die zweite Ablei-
tung unstetig, oder eine héhere, so spricht man von einem Phaseniibergang zweiter
Ordnung, oder einem kontinuierlichen Phaseniibergang.

Die Frage ist nun inwiefern sich Phaseniibergéinge unabhéngig vom jeweiligen System,
also Allgemeingiiltig, beschreiben lassen. Der erste Ansatz fiir klassische statistische
Systeme und Phaseniibergéinge zweiter Art, ist die von dem russischen Physiker Lev
Landau vorgestellte Landau-Theorie, die im Folgenden diskutiert wird.

Betrachtet wird dabei ein System, das beschrieben wird iiber das thermodynamische
Potential A(T, K, ...), wobei T' die Temperatur des Systems ist und K eine verallge-
meinerte duBere Kraft?. Der Ordnungsparameter ® eines solchen Systems ist gegeben

oo (2 o

als,

2Fiir ein magnetisches System z.B. ein duferes Magnetfeld B,, oder bei einem Gas oder einer Fliissigkeit
ein duferer Druck.



2 Die Landau-Theorie

Die spezifische Wirme cg ist fiir ein solches System definiert als,

0%A
cg =T - <8T2> (1.2)

und fiir die Suszeptibilitdt yr gilt,
9*A 0P
XT = — <6K2> = <8K> . (1.3)

Desweiteren gilt fiir die Korrelationsfunktion g(r, r’) einer beliebigen Dichte 1 einer
Grofie O,

g(r, ') = (0(r) - (') — (O(x)) - (9()) . (1.4)

Sie ist ein Maf fiir die Fluktuationen der Grofle im System.

2 Die Landau-Theorie

Bei der Landau-Theorie interessiert man sich fiir das Verhalten des Systems in der Ndhe
des kritischen Punktes, in diesem Fall also in der Néhe der kritischen Temperatur T =~
Tc. In diesem Fall wird der Wert des Ordnungsparameters sehr klein, & — 0. Man kann
also das thermodynamische Potential nach dem Ordnungsparameter entwickeln. Noch
zweckmafBiger ist es allerdings jeweils die Dichten der einzelnen Parameter zu betrachten.
Es gilt also,

@:/go(f)-dgr, K:/k;(z).d% (2.1)

wmd AT, K, @, ...) :/AD(T, k(r), o(r), ...) - d°r. (2.2)

2.1 Die Bestimmungsgleichung fiir die Ordnungsparameterdichte

Die Potentialdichte Ap (T, k(r), ¢(r), ...) ldsst sich dann nach der Ordnungsparameter-
dichte ¢(r) entwickeln, wobei nach Gl. (1.1) gelten muss,

o) = - (%2). (2.3

Zudem fithrt man fiir die Temperatur im allgemeinen eine dimensionslose Variable € ein,
die gegen null geht am kritischen Punkt. Sie ist definiert als,

_T-Tc
=7

€ , und e—0 wenn T — T¢. (2.4)



2.1 Die Bestimmungsgleichung fiir die Ordnungsparameterdichte

Fiihrt man die Entwicklung der Ordnungsparameterdichte nun durch so ergibt sich,

A= |y [14_2@— k(r) - o(r) +a(T) - @*(r) + o(T) - (Ve(r))*
(1) )
+0(T) - () + ...]-d>r (2.5)

Die Entwicklung wird nach dem Glied vierter Ordnung abgebrochen, da der Wert des
Ordnungsparameters, und dementsprechend auch der Wert seiner Dichte, sehr klein ist
im Bereich der kritischen Temperatur.

Der Term (1) ist die Dichte des Potentials ohne Ordnungsparameter, also fiir & = 0.
Der Term (2) steht fiir die Wechselwirkungsenergie mit der konjugierten Kraftdichte k(r)
und sorgt zugleich dafiir, dass Gl. (2.3) erfiillt ist.

In der Entwicklung treten zudem nur gerade Terme in ¢(r) und k(r) - ¢(r) auf. Dies
lasst sich damit begriinden, dass der Wert des Potentials sich nicht &ndern sollte, wenn
es einen gemeinsamen Vorzeichenwechsel der dufleren Kraft und des Ordnungsparame-
ters gibt®. Bei einem magnetischen System ist es nicht sinnvoll, dass das Potential seinen
Wert dndert wenn sich das &uere Magnetfeld und die Magnetisierung genau in die an-
dere Richtung ausrichten, beide Richtungen sollten einen gleichen Wert liefern. Eine
Entwicklung in der obigen Form liefert genau diese Symmetrie.

Desweiteren werden in der obigen Entwicklung Fluktuationen des Ordnungsparameters
nicht beriicksichtigt. Dies wiirde auf Terme der Form ¢(r) - (1) fithren, die in der Ent-
wicklung jedoch nicht auftauchen?, die alle weiteren Rechnungen allerdings entscheidend
erschweren wiirden. Wie spéter noch deutlicher wird ist dies eines der gréfiten Probleme
der Landau-Theorie.

Der wahrscheinlichste Zustand des Systemes ist der, indem das Potential des Syste-
mes sein Minimum annimmt. Der systembeschreibende Parameter ist in diesem Fall die
Ordnungsparameterdichte. Der wahrscheinlichste Wert fiir sie ist also genau der Wert
bei dem das thermodynamische Potential sein Minimum annimmt.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Ordnungsparameterdichte erhélt man, dhnlich wie
beim Hamiltonschen Prinzip, iiber Variation des thermodynamischen Potentials nach
der Ordnungsparameterdichte. Es ergibt sich,

A =, d3r-5g0(£)
(k@) +20(T) - or) + 4D(T) - G(r) — 26(T) - Ap(r)]

Die Terme in der Klammer entsprechen jeweils den partiellen Ableitungen der vorherigen

3Man kann sich durchaus auch andere Fille vorstellen und die Landau-Theorie dementsprechend ab-
wandeln, so dass auch ungerade Terme in ¢ auftreten kénnen, in der Praxis wird dies auch teilweise
getan. Hier wird allerdings nur dieser einfachere Fall betrachtet.

4Auch hier gibt es durchaus in der Praxis einige Versuche diese Fluktuationsterme mit in die Landau-
Theorie einzubinden. Auch diese werden hier allerdings nicht diskutiert.



2.2 Die kritischen Exponenten

Terme nach .

Da A minimal werden soll muss die Variation des Potentials verschwinden, es muss also
gelten § A = 0 fiir beliebige § ¢. Damit dies immer erfiillt ist muss die Klammer im
Integranden verschwinden, es muss also gelten,

—2¢(T) - Ap(r) + 2a(T) - ¢(r) + 4b(T) - ©*(r) = k(r). (2.6)

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die Ordnungsparameterdichte wie sie sich aus der
Landau-Theorie ergibt und mit ihr wird im folgenden weitergearbeitet.

2.2 Die kritischen Exponenten

Wichtig fiir die Theorie von Phaseniibergéngen sind die sogenannten kritischen Ex-
ponenten. Sie beschreiben das Verhalten bestimmter Parameter am kritischen Punkt
die dort singuldr werden. Der kritische Exponent ¢ zu einer bestimmten Grofle z(e) ist
definiert als,

lir%x(e) = const- | e |7V .

€E—

Die Landau-Theorie erlaubt nun erstmals, diese kritischen Exponenten fiir beliebige Sy-
steme, die mit der Theorie beschrieben werden kénnen, zu bestimmten.

2.2.1 Bestimmung des kritischen Exponenten [

Hat man eine homogene duflere Kraft so ist es sinnvoll, dass der giinstigste Wert fiir das
thermodynamische Fall der ist in dem auch der Ordnungsparameter homogen verteilt
ist. Zunichst wird also nach Losungen der Form, k(r) = k und ¢(r) = ¢ gesucht.
Demnach gilt also Ay = 0 und Gl. (2.6) lautet,

- [2a(T) +4H(T) - @2} = k. (2.7)

Weiterhin kann man sich nun fiir den Fall interessieren bei dem ein spontaner Pha-
seniibergang auftritt, der nicht durch eine duflere Kraft K ausgelost wird, es gilt dann
also k= 0.

Ist zudem b(T') > 0, so ldsst sich Gl. (2.7) einfach 16sen und man erhilt die Losungen,

=0 bei a(T) >0 (2.8)

und Y= O, o+ = + —;b((jr})) bei CL(T) < 0. (29)

Das Auftreten neuer Losungen fiir den Ordnungsparameter charakterisiert einen Pha-
seniibergang, der in diesem Fall also bei einem Vorzeichenwechsel von a(T') stattfindet.



2.2 Die kritischen Exponenten

Da der Phaseniibergang bei der kritischen Temperatur stattfindet kann man fiir a(7)
einen Ansatz der Form a(T) = ag - (T — T¢) machen, mit ag > 0. Dieser Ansatz ist
natiirlich zunéichst bis auf die Bedingung fiir einen Vorzeichenwechsel von a(T') bei T¢
vollkommen wilkiirlich und jede Funktion mit einer ungeraden Potenz von (T — T¢)
wiirde dieser Anforderung entsprechen, in diesem Fall reicht allerdings ein Ansatz in
dieser Form fiir a(T"), da man sich in der Ndhe der kritischen Temperatur befindet und
alle Terme hoherer Potenz dementsprechend klein werden.

Der kritische Exponent 3 ist nun definiert als,

Ap~|T—To P, mit Ap=gp, —p_. (2.10)

Hier ist Ap nach Losung (2.9) gegeben iiber,

a(T)

A =215y

In der N#he der kritischen Temperatur ist b(T) =~ b(T¢) und man kann den obigen
Ansatz fir a(T') einsetzen. Es ergibt sich somit,

ag ’
2b(Tc)

Ap =2 T-Tc|? . (2.11)

Vergleicht man die Gleichungen (2.10) und (2.11) so ergibt sich fiir den kritischen Ex-
ponenten [,

== (2.12)

2.2.2 Bestimmung des kritischen Exponenten §

Der kritische Exponent § ist definiert iiber das Verhalten von ¢ in Abhéngigkeit von der
Anderung der dufleren Kraft Ak auf der kritischen Isoterme, also bei T'= T¢. Es gilt,

Ap ~| Ak |5 . (2.13)

Betrachtet wird also nun ein Phaseniibergang der durch eine duflere Kraft hervorgerufen
wird, es wird also wieder der allgemeine Fall mit & # 0 betrachtet. Auf der kritischen
Isoterme gilt allerdings wegen dem obigen Ansatz fir a(T), a(T¢) = 0.

Aus Gl. (2.7) ergibt sich somit direkt,




2.2 Die kritischen Exponenten

und somit fiir die Anderung Ay bei einer Anderung Ak,

Ap = (@)3 Ak (2.14)

Vergleicht man nun wieder die Gleichungen (2.13) und (2.14) so ergibt sich direkt,

§=3. (2.15)

2.2.3 Bestimmung der kritischen Exponenten ~ und +/

Die Bestimmung der beiden kritischen Exponenten v und +" wird nun schon um einiges
schwieriger. Diese sind nédmlich definiert iiber das Verhalten der Suszeptibilitétsdichte
x(r). Dabei gilt fiir die Suszeptibilitéit ¥,

\Ilz/x(z)-d?’r und W-(({ii_)

Somit gilt also fiir die Suszeptibilitdtsdichte,

x(r) = (g:((g) : (2.16)

In diesem Fall werden wieder die homogenen Lisungen fiir ¢ und k£ gesucht, somit ist
nach Gl. (2.16) auch die Suszeptibilitatsdichte homogen, es gilt also x(r) = x.
Die kritischen Exponenten sind nun definiert als,

X ~e7 mit e>0, ¢=¢c (2.17)
und  x ~|e |7 mit  €<0, ¢=¢c. (2.18)

Leitet man nun Gl. (2.7) partiell nach &k ab, so ergibt sich,

I

9% 09" _
Ok

dp
e = 2a(T)

Ok

I

ok !

2a(T) + 4b(T) +12b(T) - %
Mit GI. (2.16) ergibt sich dann eine Bestimmungsgleichung fiir die Suszeptibilitédtsdichte.
Es gilt,

2a(T) - x +12b(T) - * - x = 1. (2.19)

Fiir die Bereiche ¢ > 0 und € < 0 nimmt p¢c jeweils unterschiedliche Werte an, ndmlich



2.2 Die kritischen Exponenten

Losung (2.8) fiir € > 0 und Losung (2.9) fiir € < 0. Dies fiithrt zu zwei unterschiedlichen
Bestimmungsgleichungen fiir die Suszeptibilitdtsdichte, es gilt also,

2a0- (T —T¢)-x =1 bei €>0 (2.20)
und  2ap- (T'—T¢)-x—6ap- (T'—T¢)-x=1 bei €< 0 (2.21)

Beide Gleichungen lassen sich recht einfach 16sen und man erhélt,

X = 3aoe mit € > 0 (2.22)

Vergleicht man die Gleichungen (2.17) und (2.22) und die Gleichungen (2.18) und (2.23)
so ergibt sich,
y=+"=1. (2.24)

2.2.4 Bestimmung der kritischen Exponenten o und o/

Die kritischen Exponenten o und o/ sind definiert iiber das Verhalten der spezifischen
Wirme ¢ im Bereich der kritischen Temperatur. Sie sind definiert als,

cp~€er+Db mit €>0 (2.25)
und  cp~e 7Y 0 mit e <O0. (2.26)

Die spezifische Wérme ist definiert als,

T (9%A
ck=——=|=—1.
P v o\ are
Zudem wird in diesem Fall die Dichte des thermodynamischen Potentials in einem kon-
stanten Volumen betrachtet, es gilt also Ap = ;. Man kann dann fiir die spezifische

Wérme schreiben,
0%Ap
Ck:—T-<aT2 )

Wenn man nun wieder homogene Lésungen voraussetzt, also Vo = 0, und den Grenzfall
€ — 0 bei k = 0 und somit a(T) = ap - (T —T¢), b(T) = b(T¢) und ¢ = ¢, so gilt fiir
Ap nach der Entwicklung aus Gl. (2.5),

AD:A()—i—a(T)'QO%«-F... . (2.27)
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Dabei wurden diesemal alle Terme der O(e?) vernachlissigt, da der Grenzfall alle Terme
hoherer Ordnung sehr klein werden lésst.
Im Falle von € > 0 gilt, oo = 0 und somit,

0?Ap
( 8T2> =0 — ¢, =0. (2.28)
Ist e < 0 so ist @2, = —% und es ergibt sich mit a(T") = ag - (T — T¢),
0?Ap a? Tc - a3
= _ = ) 2.2
( oT? ) D ) (2:29)

In beiden Fillen ist das Ergebniss unabhéngig von der Temperatur und somit auch von
e. Dies impliziert nach den Definitionen (2.25) und (2.26) die kritischen Exponenten,

a=ad =0. (2.30)

2.2.5 Das Fluktuationsverhalten des Ordnungsparameters

Um die beiden letzten verbleibenden Exponenten v und v/ bestimmen zu kénnen benétigt
man die Korrelationslinge £. Diese erhilt man aus der Korrelationsfunktion g(ver, r’).
Diese soll im Folgenden bestimmt werden.

Es existiert zunédchst ein Zusammenhang zwischen der Korrelationsfunktion und der
Antwort der Ordnungsparameterdichte, § (¢(r)), auf eine Variation der konjugierten
Kraft 0k(r). Es gilt,

5 {p(r)) = ﬁ : /g(z,z’) < Ok(r) - dPr. (2.31)

Der Beweis dieser Beziehung lésst sich im klassischen kanonischen Ensemble recht einfach
durchfithren und dann auch auf allgemeine Systeme verallgemeinern, er ist allerdings
umfangreich, so dass er an dieser Stelle nicht diskutiert wird.

Sind die Fluktuationen nicht zu grof} so gilt (¢(r)) = ¢(r). Bei einer homogenen Variation
der duBeren Kraft ok gilt fiir die Suszeptibilitétsdichte nach Gl. (2.16),

5 {p(r))
ok

Nach Gl. (2.31) mit homogener Variation gilt also fiir die Suszeptibilitdtsdichte,

5 (p(r)) =xr(r) 6k —

xr(r) = I%T : /g(z, ') d*r (2.32)
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Die makroskopische Suszeptibilitdt W1 ergibt sich iiber,

Ur = /XT(K) - d3r.

Setzt man 7 in diesen Ausdruck ein so ergibt sich also,

Uy = /%T . //g(z, W) - dr e d = kLT ((8?) — (@)?). (2.33)

Die makroskopische Suszeptibilitit entspricht der Reaktion auf duflere Stérungen des
Systems, wohingegen die rechte Seite der Gleichung fiir die inneren Fluktuationen des
Ortdnungsparameters und somit den inneren Fluktuationen des Systems entspricht. Die
obige Gleichung verkniipft also beides miteinander. Die Gleichung ist ein spezielles Bei-
spiel fiir das bekannte Fluktuations-Dissipations-Theorem.

Benoétigt wird nun eine Bestimmungsgleichung fiir die Korrelationsfunktion g(r, r’).
Um diese zu bekommen betrachtet man zunéchst wieder die Bestimmungsgleichung fiir
die Ordnungsparameterdichte, jetzt in der allgemeinen Form, Gl. (2.6). Diese wird nun
variiert. Es ergibt sich,

dp(r)
dp

9p(r)
dp

+4B(T) - 0p°(r) | So(r) = k.

—2¢(T) - A i

+2a(T) -

Ist nun wieder der wahrscheinlichste Wert fiir die Ordnungsparameterdichte gleich dem
thermischen Mittelwert, gilt also ¢ = (¢) so folgt aus der obigen Gleichung,

—2¢(T) - A () + 2a(T) - & () + 12b(T) - ()* - 6 (ip) = Gk.
Setzt man nun noch Gl. (2.31) ein so ergibt sich,

[2@ +12b- (p)? — 2¢- A} [g(r,r) - Sk(r) - d3r'
=KkT- [6(r—1")-0k(r') - d®r'.

Die Variation dk(r) ist absolut beliebig. Dementsprechend muss die obige Gleichung
auch fiir die Koeffizienten gelten. Es ergibt sich also als Bestimmungsgleichung fiir die
Korrelationsfunktion,

{2@ +12b- (p)? — 2¢- A} g, ¥y =KkT-6(r —1'). (2.34)

Diese Gleichung ist die definierende Gleichung fiir eine Greens-Funktion zugehorig zum
links stehenden Operator, wobei g(r, r’) die entsprechende Greens-Funktion ist. Diese
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l&sst sich nach der iiblichen Methode zur Bestimmung von Greens-Funktionen ausrech-
nen®. Es ergibt sich als Losung,

g(r, ') = . . (2.35)

Die Funktion £(€) ist dabei wieder genau die Korrelationsliange.

2.2.6 Bestimmung der kritischen Exponenten v und v/

Nun wo die Korrelationsfunktion und somit auch die Korrelationslinge bekannt ist
konnen die beiden letzten noch verbleibenden kritischen Exponenten berechnet werden.
Diese sind definiert als,

Er~e? mit €>0 (2.36)
und  E~]e|™  mit e<0. (2.37)

Fiir die Korrelationsldange ergibt sich aus der Korrelationsfunktion,
1 1
1 1 .
@)= (aty)’ = (o) €2 mit € >0 (2.38)

und £(e) = (2;(%))% - (ﬁ)

NI

lel”  mit e<O0. (2.39)

Durch Vergleich ergeben sich also die kritischen Exponenten,

v=v = . (2.40)

2.3 Divergenz der Korrelationslange und kritische Fluktuationen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass die Korrelationsliange abhingig ist von €3

Am kritischen Punkt geht € gegen 0, somit divergiert die Korrelationslénge,
e—0 = £— 0.

Dies fiihrt dazu, dass die Korellationsfunktion, G1. (2.35) nur noch mit | r—r’ | =% abfllt.
Die einzelnen Bereiche sind also viel starker korreliert, was sich in kritischen Fluktua-
tionen #duflert die den Phaseniibergang auslosen.

Ebenso wie die Korrelationslinge divergiert auch die Suszeptibilitit mit y7 ~| e |71
Ein Divergieren der Suszeptibilitéit ist also immer verkniipft mit kritischen Fluktuatio-
nen und einem Phaseniibergang.

5Zunichst Fourier-Transformation und dann 16sen der algebraischen Gleichung und anschlieBende Riick-
transformation mit nichttrivialer Integration.
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2.4 Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie

In der Landau-Theorie werden einige Annahmen gemacht und gewisse Naherungen
durchgefiihrt. Diese schrianken natiirlich den Giiltigkeitsbereich der Theorie stark ein.
Die Frage ist nun also, in welchem Bereich ist die Theorie eine gute Naherung?

Die erste Einschrankung bezieht sich auf den Wert des Ordnungsparameters. Die-

ser muss klein genug sein, dass die Entwicklung aus Gl. (2.5) nach dem vierten Glied
abgebrochen werden darf. Der Wert des Ordnungsparameters dndert sich mit der Tem-
peraturdifferenz von der kritischen Temperatur. Damit die Entwicklung also Giiltigkeit
haben kann darf diese Differenz nicht zu grof} sein.
Zudem miissen sich die Parameter a, b und c in der Néhe des kritischen Punktes harmlos
Verhalten, d.h. sie diirfen nicht singulér werden, damit das thermodynamische Potential
endlich bleibt. Dies ist allerdings in der Regel erfiillt und stellt deshalb ein eher unter-
geordnetes Problem dar.

Das grofite Problem der Landau-Theorie ist, dass Fluktuationen wie bereits beschrie-

ben in Gl. (2.5) nicht beriicksichtigt wurden. Diese wurden nur iiber das Fluktuations-
Dissipationstheorem beriicksichtigt wodurch man sehen konnte, dass genau diese kriti-
schen Fluktuationen den Phaseniibergang vollziehen.
Am kritischen Punkt wiederlegt also die Landau-Theorie ihre Annahmen selbst und ver-
liert deshalb ihre Giiltigkeit. Ein weiteres Problem ist, dass bei groflen Fluktuationen
der thermische Mittelwert des Ordnungsparameters nicht mehr seinem wahrscheinlich-
sten Wert entspricht. Die Annahme ¢ = () die mehrfach explizit ausgenutzt wurde ist
also ebenfalls nicht mehr giiltig.

Allgemein kann man sagen, dass die Landau-Theorie nur giiltig ist wenn die kritischen
Fluktuationen vernachléssigbar klein sind gegen den Mittelwert des Ordnungsparame-
ters, d.h. wenn gilt,

(o= (@)7) << (). (241)

Diese Ungleichung kann man nun mit einigen Sétzen eine andere Gestalt geben. Dieser
Vorgang ist allerdings recht umfangreich und wird hier deshalb nicht durchgefiihrt. Es
ergibt sich die Ungleichung,

dagb -
O kpTo- | T —Te |52<<1 mit T < T. (2.42)

c?2

Diese Ungleichung bezeichnet man als das Ginzburg-Kriterium fiir die Giiltigkeit der
Landau-Theorie.

d ist dabei die Dimension des Systems. Ist d > 4 so ist der Exponent des Betrages immer
grofer als 0 und umso ndher man T an T herangehen lisst, desto kleiner wird die linke
Seite. Das Ginzburg-Kriterium ist also immer erfiillbar!

Ist d = 4 so héngt die Giiltigkeit der Landau-Theorie von den Vorfaktoren ab.
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Ist d < 4 so wird die linke Seite immer grofier wenn T' — T 1duft, das Kriterium ist also
immer verletzt. Eine Besonderheit gibt es allerdings fiir die Theorie der Supraleitung. In
diesem Fall ist d < 4 aber der Vorfaktor so gering, dass das Ginzburg-Kriterium noch
bis nahe an die kritische Temperatur erfiillt ist.

3 Der Ferromagnet als Beispiel fiir die Landau-Theorie

FEin gutes Beispiel fiir ein spezielles System das dquivalent ist zur Landau-Theorie ist
das Modell des Ferromagneten in der Mean-Field-Niherung. Diese Aquivalenz soll
hier exemplarisch gezeigt werden. Dabei werden allerdings die Rechnungen nicht exakt
nachvollzogen sondern die einzelnen Schritte werden nur plausibel gemacht.

3.1 Die Mean-Field-Ndherung

Der allgemeinste Ansatz um ein ferromagnetisches System beschreiben zu kénnen ist das
Heisenberg-Modell mit dem Heisenberg-Operator,

: . 1
H==3 Jij J;J;+ 7,9i1B - Zli - By. (3.43)

7:7‘7‘

J; und J; sind dabei die Spin-Operatoren der einzelnen Atome im Ferromagneten an den
jeweiligen Gitterplatzen. jij sind die sogenannten Austauschintegrale und beschrieben
die Stiarke der WW zwischen den einzelnen Spins. Der letzte Term des Operators ist der
WW-Term der Spins mit dem dufleren Feld B,,.

Bei der Mean-Field-N&herung werden nun die Fluktuationen vernachléssigt. Dies ist der
entscheidende Punkt der Niaherung. Am Anfang wurde bereits gesagt, dass die Landau-
Theorie nur eine Theorie fiir klassische statistische Systeme ist. Der Ferromagnet ist
allerdings ein quantenmechanisches System. Durch die Vernachléssigung der Fluktuatio-
nen wird er allerdings wieder zu einem N&herungsweise klassischen System.
Vernachléssigt man also die Fluktuationen so werden die Drehimpulsaustauschterme un-
terdriickt. Nimmt man zusé&tzlich an, dass es sich um einen homogenen Ferromagneten
handelt und dass das duflere Magnetfeld in z-Richtung liegt, d.h. By = By - e,, so erhélt
man den Mean-Field-Heisenberg-Operator,

1 N
Hyrn = 39548 - > Ji Begy. (3.44)
i=1

Eeff ist das effektive Magnetfeld, Qeff = By-e,+ Bj - e,, dabei wiederrum ist B4 das
sogenannte Austauschfeld, By = —2(J,) gj% . Z]- j”

In der Quantenmechanik gibt es nun fiir J; nur gequantelte Eigenwerte, also Einstel-
lungsmoglichkeiten, zum effektiven Magnetfeld B, ;, némlich genau (2J + 1). Diese
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werden charakterisiert iiber die Eigenwerte m;, es gilt

JiBepp=hm;- Begy mit m;=—J, =J+1,...,J

Der Hamilton-Operator schreibt sich also als,

N
Huynre = giupBepp - Y mi. (3.45)

=1

Mit diesem Hamilton-Operator kann man nun die Zustandssumme des Systems einfach
berechnen. Es ergibt,

sinh (80 [ 7+ 3])
Z(T, Beyy) = — (3.46)
sinh <§ﬁb)
Dabei wurde ein neuer Parameter eingefiihrt, ndmlich b = g;upBeyy.
Fiir die Magnetisierung gilt allgemein,
M (T, Bery) ! d InZ (3.47)
= —giup-—InZ. .
) eff Vﬁ gjuB db
Berechnet man diese so ergibt sich,
N
M(T, Bo) = ng,uBJ . Bj(ﬁngBJBeff)- (348)
Dabei ist Bj(z) die sogenannte Brillouin-Funktion. Es gilt,
2J+1 2J +1 1 1
Bj(z) = 57 - coth (2J : ac) ~ 57 - coth (2J x) . (3.49)

Dies ist also die resultierende Magnetisierung eines Ferromagneten in Mean-Field-Néahe-
rung.

3.2 Aquivalenz zur Landau-Theorie

Betrachtet wird nun wie bei der Landau-Theorie das System im Bereich des kritischen
Punktes, d.h. T < Tc, By ~~ 0 und M ~ Mg, der spontanen Magnetisierung.

In diesem Fall gilt immer Bg;upJBesr << 1. Dies ist genau das Argument der Brillouin-
Funktion und sie kann dann in einer Potenzreihe entwickelt werden. Es gilt,

A(x)_J+1 Lo L 22420+
Y 3J 302
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Setzt man diese Entwicklung in Gl. (3.48) ein so ergibt sich fiir die Magnetisierung,

J4+12J24+2J+1
3J 3072

J+1
M(T, BO) ~ Mg ~ My Tﬁgj,uBJ . (Bo + BA) — . (ﬂgj,uBJ . (Bo -+ BA))3 .

Wenn man nun By wihlt, dass gilt By << By, was ohne Probleme immer moglich ist,
so kann man By gegen By in der (...)3-Klammer vernachlissigen. Es gilt dann also,

2J242J4+1 C

Tc 2 3
Mg~ —B — Mg — upd AMg)”. 3.50
s~ B0 + o Ms 3072 w0l (BgjupJ)* (poAMs) (3.50)
Dabei wurden die beiden neuen Konstanten
N J(J+1) Vo 2Joh? _
C=—(g; Zo———"" und A= ——""" _  definiert.
i) po 3kp N po(gjnp)?

Fiihrt man nun den zur konjugierten Kraft By gehorigen Ordnungsparameter ein, das
spontane magnetische Moment mg = V Mg, so kann man diese Gleichung weiter um-
schreiben zu,

By ~ mg - (2a(T) + 4b(T) - m%). (3.51)

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet,

p 2J% 4+ 2J +1 (gippI\? [ moTc\?
a(T) =ao- (T =Te), ao= g, bT) = 12072 (2:5) (gv)

20V’

Vergleicht man nun Gl. (3.51) mit der Gl. (2.7) und berticksichtigt, dass gilt y=mg und
By=k so erkennt man, dass beide Gleichungen und somit auch die Theorien Adquivalent
sind. Alle Ergebnisse, auch die kritischen Exponenten, kénnen also exakt {ibernommen
werden.

Vergleicht man die kritischen Exponenten aus Experiment und Theorie so ergeben sich
einigermaflen grofle Ubereinstimmungen. Diese sind in der folgenden Tabelle gezeigt.

kritischer | Wert in Landau-T. | Experimenteller
Exponent | und Mean-Field-T. Wert
a, o 0 0
8 0,5 0,34
v, v 1 1,38
0 3 >4,2
v, V' 0,5 0,65
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4 Uberblick

Die Landau-Theorie ist eine Theorie fiir Phaseniibergéinge zweiter Ordnung in klassischen
thremodynamischen Systemen, oder in Systemen die in erster Naherung als klassische
Systeme angesehen werden konnen wie die Mean-Field-Theorie des Feromagneten. Sie
ist die erste Theorie die eine allgemeine Vorhersage fiir die kritischen Exponenten in den
betreffenden Systemen macht.

Erweiterungen der Landau-Theorie lassen sich auch auf Phaseniiberginge erster Ord-
nung anwenden, oder auch auf Systeme fiir die die gemachten Annahmen zunéchst keine
Giiltigkeit haben.

Viele bereits vorher durchgerechneten Modellsysteme, wie z.B. die Mean-Field-Theorie
des Ferromagneten, die Theorie des Van-der-Waals Gases und andere, entsprechen in
ihrer theoretischen Formulierung der Landau-Theorie, die im Prinzip nur eine Verallge-
meinerung dieser Spezialfille darstellt.

Die Probleme der Landau-Theorie sind jedoch umfassend und sie wiederlegt sich beim
Phaseniibergang, also am kritischen Punkt selbst. Genau an dem Punkt an dem sie das
System zu beschreiben versucht. Dementsprechend sind die Vorhersagen die sich mit ihr
machen lassen, insbesondere fiir die kritischen Exponenten, sehr ungenau.

Vor allem fiir Systeme deren Dimension kleiner ist als 4, also viele der realen Systeme,
ist die Landau-Theorie keine gute Ndherung.



