Kapitel 7

Formale Logik

Die Fahigkeit, logische Schliisse aus vorhandenen Informationen und
Wissen zu ziehen, stellt ein wichtiges Merkmal intelligenten Verhaltens
dar. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Modellierung dieser Féhigkeit bilden
Methoden aus der formalen Logik.

7.1 Aussagenlogik

Die elementaren Bestandteile der Aussagenlogik sind:

e Aussagensymbole: P, @), R, S, ...
Sie stehen fiir Aussagen iiber die Welt, die entweder wahr oder falsch
sein konnen. Z.B.
P: Vorlesung KI interessiert mich
Q: Im Vorlesungsverzeichnis steht KI

R: Ich belege die Vorlesung KI
e Wahrheitssymbole: true, false

(Komplexe) Sétze werden unter Verwendung logischer Verkniipfungen
aus diesen Symbolen aufgebaut.
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Aufbau von Satzen:

e Jedes Aussagensymbol und jedes Wahrheitssymbol ist ein (atoma-
rer) Satz.

e —: Die Negation eines Satzes ist ein Satz.
e /\: Die Konjunktion bzw. Und-Verbindung zweier Sétze ist ein Satz.
e V: Die Disjunktion bzw. Oder-Verbindung zweier Sitze ist ein Satz.

e =: Die Implikation eines Satzes auf einen anderen ist ein Satz. Z.B.
PANQ=R

PAQ ist die Pramisse, und R die Schlussfolgerung oder Konsequenz.
Implikationen werden auch als Regeln bezeichnet.

e < Die Aquivalenz zweier Sitze (genau dann, wenn) ist ein Satz.

Formale Grammatik der Aussagenlogik:

Satz — AtomarerSatz | KomplexerSatz
AtomarerSatz — true | false | Aussagensymbol
Aussagensymbol — P |Q | R | ---
KomplexerSatz — —Satz

| (Satz A Satz)

| (Satz V Satz)

| (Satz = Satz)

| (Satz < Satz)

Bei Annahme einer Prioritatsreihenfolge (vor der hochsten zur niedrig-
sten: =, A, V, =, <) konnen die Klammern zur besseren Klarheit
weggelassen werden.
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In der Aussagenlogik legt eine Interpretation den Wahrheitswert fiir
jedes Aussagensymbol fest. Die Semantik gibt an, wie der Wahrheits-
wert beliebiger Satze fiir eine vorgegebene Interpretation berechnet wer-
den kann. Dies erfolgt rekursiv von den atomaren Sitzen ausgehend:

e Das Wahrheitssymbol true ist immer wahr, und false immer falsch.

e Der Wahrheitswert eines jeden Aussagensymbols ist direkt durch

die Interpretation gegeben.

e Der Wahrheitswert eines komplexen Satzes ergibt sich aus den Wahr-
heitswerten einfacherer Sétze durch die Tabelle:

P | @Q@ | P PANQIPVQ P=Q | P<Q
false | false | true | false | false true true
false | true || true | false | true true false
true | false || false | false | true false false
true | true | false | true true true true

Das Ziel der logischen Inferenz ist zu entscheiden, ob ein bestimmter
Satz als Konsequenz einer vorgegebenen Wissensbasis (bestehend aus
Satzen mit Wahrheitswert true) gilt.

Beispiel: Wissensbasis

P7 Q?

Dann gilt R als eine logische Konsequenz.
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Zwei Ausdriicke der Aussagenlogik sind logisch dquivalent wenn sie bei
allen Wahrheitszuweisungen den gleichen Wert haben.

Wichtige dquivalente Ausdriicke:
—(-P) = P
P = Q = =PV Q
P&Q — (P=QAQ=P)
Gesetz der vollstdndigen Kontraposition:
P=0Q = (—lQ = —|P)
de-Morgan-Regeln:
~(PVQ) = (-PA-Q)
“(PAQ) = (=PV-Q)
Kommutativgesetze:
(PAQ) = (@A P)
(PVQ) = (QVP)
Assoziativgesetze:
(PAQ)AR = PA(QAR)
(PVQ)VR = PV(QVR)
Distributivgesetze:
PV(QAR) = (PVQ)N(PVR)
PANQVR) = (PANQ)V(PAR)
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7.2 Priadikatenlogik erster Ordnung

In der Aussagenlogik steht jedes Symbol fiir eine komplette Aussage und
es ist nicht mdglich, auf die einzelnen Komponenten der Aussage zuzu-
greifen. Genau diese Moglichkeit bietet die Pradikatenlogik mit hoherer
Reprisentationsméchtigkeit.

Beispiel:

INTERESSE(z): Vorlesung x interessiert mich
ANGEBOT(z): Im Vorlesungsverzeichnis steht
BELEGUNG(z): Ich belege die Vorlesung z

INTERESSE(z) A ANGEBOT(z) = BELEGUNG(z)

Die elementaren Bestandteile des Préidikatenlogik sind:

e Pridikatensymbole, z.B.
HUMAN (SOCRATES), AGE(BILL, 28), MARRIED(MARRY, FRED)

e Konstantensymbole, z.B.
SOCRATES, BILL, 28, FRED, MARRY

e Variablensymbole, z.B.
AGE(z,28), MARRIED(z, y)

e Funktionsymbole, z.B.
father(MARY), age(BILL), wife(FRED)
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Mit Hilfe dieser elementaren Bestandteile lassen sich nach bestimmten
syntaktischen Regeln komplexere Formeln bilden.

e Ein Term ist entweder ein Konstantensymbol oder ein Variablen-
symbol oder ein Funktionssymbol mit Termen als Argumenten, z.B.

SOCRATES, z, father(MARY), age(father(BILL))

e Eine atomare Formel besteht aus einem Pradikatensymbol mit

Termen als Argumenten, z.B.
HUMAN(SOCRATES), AGE(BILL,z), MARRIED(z,brother(JIM))

e Eine wohlgeformte Formel (wff) ist entweder eine atomare For-
mel oder geht aus wit durch Anwendung der Konnektoren =, A, V, =
,< und Quantoren (Vz) und (3z) hervor, z.B.

(Vz) (INTERESSE(z) A ANGEBOT(z) = BELEGUNG(x))

(Vz) (APFEL(:E) = ROT(z) V GRUN(Q:))
(Vz) (HUMAN(z) = (3y)(MOTHER-OF(z, y)))

Die Quantoren erméglichen, Eigenschaften einer ganzen Objektklasse
auszudriicken.

Variablen im Bereich eines V- oder 3-Quantors nennt man gebundene
Variablen. Befindet sich eine Variable nicht im Bereich eines Quantors,
so nennt man sie frete Variable. Ein Satz ist eine wif ohne freie Varia-
blen. Ublicherweise sind die auftretenden wif ausschlieflich Sitze. Eine
atomare Formel oder deren Negation nennt man auch Literal.
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Verschachtelte Quantoren:
Haufig wollen wir komplexere Sétze unter Verwendung mehrerer Quan-
toren ausdriicken.

e Quantoren vom gleichen Typ: Z.B. kann der Satz “Briider sind auch
Geschwister” geschrieben werden als:

VzVy BRUDER(z,y) = GESCHWISTER(z,y)

e Gemischte Typen: “Jeder liebt jemanden” bedeutet
Vz3dy LIEBT(z,y)

Um dagegen zu sagen: “Eg gibt jemanden, der von jedem geliebt
wird” schreiben wir

JyVz LIEBT(z, y)

Hier spielt die Reihenfolge der Quantoren eine wichtige Rolle.

Verbindungen zwischen V und d:

V ist eigentlich eine Konjunktion iiber das Universum der Objekte und
3 eine Disjunktion. Daher ist es nicht iiberraschend, dass sie den de-
Morgan-Regeln gehorchen.

Vz(P) —Jz(—P) PAQ
Jz(P) = —Vz(—P) PVQ

Wir brauchen also nicht V und 4 zusammen, eben so wie A und V. Aus
Griinden der Lesbarkeit behalten wir jedoch beide Quantoren bei.
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Pradikatenlogik k-ter Ordnung:

e In der Pradikatenlogik 0. Ordnung (Aussagenlogik) sind weder Quan-
toren noch Variablen erlaubt.

e In der Préadikatenlogik 2. Ordnung diirfen Variablen und Quantoren
auch fiir Pradikate und Relationen verwendet werden.

Die Pridikatenlogik 0. Ordnung ist in ihrer Ausdrucksfahigkeit stark
eingeschrankt. Dagegen ergeben sich bei der Pradikatenlogik 2. Ordnung
ernsthafte Probleme berechenbarkeitstheoretischer Natur.

Eine Interpretation einer wif ist eine Zuordnung der Symbole zu ei-
nem Problembereich in folgender Art:

Symbole in wit Problembereich
Préadikatensymbole | Relationen, z.B. MARRIED
Konstantensymbole | Objekte, z.B. MARY
Funktionensymbole | Funktionen, z.B. age(x)
Variablensymbole | Variablen iiber Objekten

Fiir eine wit ergibt sich bei gegebener Interpretation ein Wahrheitswert
true oder false, z.B.

MARRIED(BILL, HILLARY) = true
MARRIED(BILL, MONICA) = false
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Eine Interpretation I, die fiir eine wif o den Wahrheitswert true liefert,
erfiillt a. Man sagt auch, dass I ein Modell von « ist.

Eine wif « folgt logisch aus einer Menge {ay, ..., a,} von wif g.d.w.
jede Interpretation, die «y, ..., o, erfiillt, auch « erfiillt.

Eine Inferenz-Regel ist eine Vorschrift zur Ableitung einer wit o aus
einer Menge {ay, ..., a,} vorgegebener wif. Ein System von Inferenz-
Regeln heisst

e vollstindig g.d.w. alle wit, die logisch aus einer beliebigen Menge
{aq,...,a,} folgen, ableitbar sind;

e widerspruchsfrei g.d.w. jede aus einer beliebigen Menge von wit
{aq,...,a,} ableitbare wif a logisch aus aq, . . ., a; folgt.

Beispiel: Inferenz-Regeln

W1 (041)
e Modus Ponens:  W; = W, (ay)
W2 (a)

e Spezialisierung:
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7.3 Inferenz durch Resolution

Im folgenden wird die Resolutionsregel, eine spezielle Inferenz-Regel,
eingefiihrt. Sie hat folgende Form:

P1\/P2\/"°\/Pn (al)
“PLV @V V Qn (x2)
P,V---VP,VQyV---VQn (a n,m>1

Hierbei sind die P; und @); Literale (atomare Formeln oder deren Nega-
tion), a3 und as heissen Vorgdanger der Regel und « die Resolvente.

Beispiel:
ON(B, A)v ABOVE(B, A)

- ABOVE(B, A) vV ON(B,TABLE)
ON(B, A) V ON(B,TABLE)

Bei der Anwendung der Resolutionsregel wird vorausgesetzt, dass o
und as aus der Disjunktion von Literalen bestehen. Diese Form nennt
man auch Klausel-Form (clause form).
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Die Korrektheit der Resolutionsregel lasst sich informell anhand der
Wahrheitstafel zeigen.

E, V E
~E, V Ej
E, V Ej

E1 E2 E3 E1 V E2 _IE2 V E3 E1 V E3
01070 0 1 0
0101 0 1 1
O] 10 1 0 0
0] 1)1 1 1 1 X
110710 1 1 1 X
1101 1 1 1 X
111710 1 0 1
11171 1 1 1 X

Gezeigt wird hierbei, dass die Formel
(E1 V Eg) AN (ﬁEQ V Eg) = (E1 V E3)

unter allen moglichen Wahrheitsbelegungen von Ei, Ey und FEs3 immer
den Wahrheitswert true liefert.
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Einige Spezialfille der Resolutionsregel:

Resolutionsregel:

Spezialfille:

P v Q
-Q VvV R
P Vv R
P
-P vV Q
Q
P v Q
-P vV Q
Q VvV @
P v Q
-P vV -Q
Q VvV =@
p
-P

NIL
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Umformung einer wif in Klausel-Form:

Bei der Anwendung der Resolutionsregel wird vorausgesetzt, dass o
und ay in der Klausel-Form sind. Die folgende Prozedur dient dazu,
eine Menge von wif in Klausel-Form umzuformen.

1. Eliminiere < durch Ersetzen von X; < X5 durch
(X1 = Xg) N\ (XQ = Xl)

2. Eliminiere = durch Ersetzen von X; = Xy durch = X; Vv Xs.

3. Schrinke den Bereich von — auf atomare Formeln ein durch folgende
Umformungen:

(X1 A X3) wird ersetzt durch (—X7) V (=X5)
(X1 V Xo) wird ersetzt durch (—=X7) A (=X5)
(=X) wird ersetzt durch X
(
(

-

i

_|

i

VzP(x)) wird ersetzt durch Jz(—P(zx))
dzP(z)) wird ersetzt durch Vz(—P(z))

|

4. Beseitige 3-Quantoren durch Verwendung von Skolem-Funktionen.
Ersetze jede existentiell quantifizierte Variable y durch f(z1, ..., z,),
wobei 1,...,x, alle universell quantifizierten Variablen sind, de-
ren Quantoren einen Bereich besitzen, welcher den Bereich des be-
trachteten 3-Quantors umfasst; f ist ein noch nicht verwendetes
Funktionssymbol. Streiche 3-Quantoren nach Ersetzung.

Z.B. Yz 3y P(z,y) wird ersetzt durch Vz P(z, f(z))
VxVy3dz P(z,y, z) wird ersetzt durch Vz Vy P(z,y, g(z,y))

Ersetze jede existentiell quantifizierte Variable, die nicht im Bereich
eines V-Quantors liegt, durch eine (noch nicht verwendete) Konstan-
te.

7.B. 3z P(z) wird ersetzt durch P(A)
dzVy P(z,y) wird ersetzt durch Vy P(A, y)
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10.

. Fiihre Variablenumbenennungen durch, so dass jeder Quantor eine

eigene Variable besitzt.
Z.B. (Vz P(z))A(Vz Q(z))) wird ersetzt durch (Vz P(z))A(Vy Q(y))

Schiebe V-Quantoren an den Anfang der betrachteten wff. (Das ist
moglich, da die Variablen der verschiedenen V-Quantoren disjunkt
sind).

Z.B. Vx (P(z) A Yy Q(y)) wird ersetzt durch Yz Vy (P(z) A Q(y))
(Vz P(z)) A (Vy Q(y)) wird ersetzt durch Vz Vy (P(x) AQ(y))

. Forme wif in konjunktive Normalform um, d.h.

X1 V (X2 A X3) wird ersetzt durch (X1 V XQ) A (X1 V X3)

. Eliminiere alle V-Quantoren.

Generelle Annahme: Nach Schritt 8 sind alle Variablen universell
quantifiziert.

. Lose X1 A Xag A ... A X, in die Menge { X1, X, ..., X} von wif

auf.

Beachte: Jedes X ist eine Disjunktion von atomaren Formeln oder
der Negation atomarer Formeln. Die X; werden auch Klauseln ge-
nannt. Eine atomare Formel oder deren Negation wird auch als Lz-
teral bezeichnet.

Fiihre Variablenumbenennung durch, so dass kein Variablensym-
bol in mehr als einer Klausel auftritt. (Das ist moglich, da z.B.

Vz (P(z) A Q(z)) dquivalent zu Vz P(z) A Vy Q(y) ist.)
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Beispiel:

Vz[ Brick(z) = (Jy| On(z,y) A =Pyramid(y)]
A _'Ely[ OH(ZE, y) N On(ya LE)]
A Vy[-Brick(y) = —Equal(z, y)])]

Schritt 2: Eliminiere —
Va[-Brick(z)V (Jy| On(z,y) A —Pyramid(y)]
A —3y[ On(z,y) A On(y,z)]
A Vy[=(=Brick(y)) V ~Equal(z, y)])]

Schritt 3: 7"
Vx[—Brick(z)V (Jy[ On(z,y) A —Pyramid(y)]
A VYy[=On(z,y) V =On(y, z)]
A Vy[Brick(y) V —=Equal(z, y)])]

Schritt 4: Skolem - Funktionen

Vx[—Brick(z)V (( On(z, support(x)) A —Pyramid(support(x)))
A Vy[=On(z,y) V =On(y, )]
A Vy[Brick(y) V ~Equal(z, y)])]

Schritt 5: Variablen - Umbenennungen

Va[—Brick(z)V (( On(z, support(x)) A —Pyramid(support(x)))
A Vy[=On(z,y) V ~On(y, z)]
A Vz[Brick(z) V =Equal(z, z)])]

Schritt 6: V - Quantoren

A B
VaVyVz[—-Brick(z) V ((On(z, support(x)) A —Pyramid(support(x)))
A (=On(z,y) V =On(y, z))
A (Brick(z) V =Equal(z, 2)))]

Schema: AV (BA CAD)
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Schritt 7: Konjunktive Normalform

a) VeVyVz [(—Brick(z) V (On(z, support(x)) A —Pyramid(support(x))
A (—Brick(z) V =On(z,y) V =On(y, z))

A (—Brick(z) V Brick(z) V —=Equal(z, 2))]
Schema: (AV B)A(AV C)A(AVD)

b) VzVyVz [(—Brick(z) V On(z, support(z)))
A (—Brick(z) V =Pyramid(support(zx)))
A (—Brick(z) V =On(z,y) V =On(y, z))
A (—Brick(z) V Brick(z) V =Equal(z, 2))]
Schritt 8,9:

(—Brick(z) V On(z, support(x)))

(=Brick(z) V —Pyramid(support(x)))
(—=Brick(z) V =On(z,y) V =On(y, x))
(=Brick(z) V Brick(z) V =Equal(z, z))

Schritt 10: Umbenennung

—Brick(z) V On(z, support(x))
—Brick(w) V =Pyramid(support(w))
—Brick(u) V =On(u,y) V =On(y, u)
—Brick(v) V Brick(z) V =Equal(v, 2)
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