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1 Einleitung

Per Definition sind Lie-Gruppen sowohl glatte Mannigfaltigkeiten als auch Gruppen. Die-
se tragen dariiber hinaus noch eine ganze Menge zusétzliche geometrische Strukturen. Auf
einer Lie-Gruppe existiert zum Beispiel eine durch die Killing-Form induzierte kanonische
Metrik. Mit dieser wird sie zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Metrik selbst weist
eine hohe Symmetrie auf. Sie ist unter der Links- und unter der Rechtsmultiplikation der
Lie-Gruppe invariant. Insbesondere folgt daraus natiirlich, dass sie auch invariant unter der
Konjugationswirkung der Lie-Gruppe auf sich selbst ist.

Zusatzlich tragen kompakte, einfache und einfach zusammenhéngende Lie-Gruppen als weite-
re kanonische Struktur eine Familie von Gerben. Gerben sind Objekte die in der Stringtheorie
und in der Lagrange’schen Formulierung von zweidimensionaler konformer Feldtheorie eine

wichtige Rolle spielen [GR02, Gaw05, SSWO07].

Klassische Eichtheorien punktférmiger Teilchen - wie zum Beispiel die Elektrodynamik - kann
man als Theorie von U(1)-Hauptfaserbiindeln mit Zusammenhang verstehen. Der Wirkungs-
term des Eichfeldes auf ein Teilchen kann dann als Paralleltransport entlang der Weltlinie
des Teilchens ausgedriickt werden. Fiir geschlossene Weltlinien entspricht dieser der Holo-
nomie des Biindels. In der Stringtheorie dagegen beschéftigt man sich mit eindimensionalen
Objekten, den Strings. Diese iiberstreichen also zweidimensionale Weltflachen. Fiir eine ma-
thematisch Beschreibung der Stringtheorie, analog zur Beschreibung der Elektrodynamik,
benotigt man also Objekte, fiir die man Holonomie um geschlossene Flachen berechnen
kann. Diese spielen dann in der Stringtheorie eine vergleichbare Rolle wie die U(1)-Biindel
in der Elektrodynamik.

Die gesuchten Objekte sind Gerben mit Zusammenhang. Es existieren mehrere Zugénge zu
Gerben, ihnen gemein ist, dass sie durch die dritte ganzzahlige Kohomologie klassifiziert
werden konnen. Ich werde in dieser Arbeit den Begriff der Biindelgerbe als Modell fiir Ger-
ben verwenden. Biindelgerben wurden in [Mur96] eingefiihrt. Spéter wurden noch Isomor-
phismen, sogenannte stabile Isomorphismen definiert [MS01]. Es stellte sich jedoch heraus,
dass man zusétzlich noch Morphismen von diesen stabilen Isomorphismen betrachten muss
[Ste00]. Damit bilden Biindelgerben eine Bikategorie.

Wir wollen nun zum Fall einer kompakten, einfachen, einfach-zusammenhéngenden Lie-
Gruppe zuriickkommen. Aus kohomologische Uberlegungen ist es klar, dass in diesem Fall
eine ausgezeichnete Biindelgerbe auf dieser Lie-Gruppe existiert, die sogenannte fundamen-
tale Gerbe. Sie ist fundamental in dem Sinne, dass sich jede weitere Gerbe auf der Lie-Gruppe
durch Tensorieren und Ubergang zum Dualen aus dieser fundamentalen Gerbe erzeugen lisst.

Es zeigt sich, dass diese Gerbe, genau wie die anfangs angesprochene Metrik, eine Symmetrie-
Eigenschaft beziiglich der Konjugationswirkung aufweist. Wichtig ist, diese Symmetrieeigen-
schaft im Detail zu verstehen, da sie unter anderem den physikalischen Wirkungsterm be-
einflusst. Der richtige mathematische Formulierung von Symmetrie ist in diesem Kontext,
der Begriff der Aquivarianz. Diesen explizit zu verstehen ist Ziel der Arbeit. Damit soll dann
schlielich eine transparente Beschreibung der fundamentale Gerbe gegeben werden.
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Im Verlaufe der Bearbeitung dieses Themas wurde immer klarer, dass in diesem Zusammen-
hang das Verkleben von lokal definierten Objekten eine wichtige Rolle spielt. Dies fithrt auf
das Prinzip des Abstiegs. Es ist sogar so, dass die komplette Definition und viele Eigenschaf-
ten von Biindelgerben durch systematisches Benutzen von Abstiegsargumenten verstanden
werden konnen. Bei der Formulierung von Abstieg spielen simpliziale Mannigfaltigkeiten eine
wichtige Rolle. Diese sind in einem formal eng verwandten Sinne auch bei der Definition von
Aquivarianz von Bedeutung. Aus der Verwandtschaft dieser beiden Begriffe kénnen daher
auch interessante Resultate gewonnen werden.

In Kapitel 2 werden, anhand des Beispiels der U(1)-Biindel, zentrale Begriffe wie der eines
Stacks und der einer Grothendieck Topologie wiedergegeben. Dieses Kapitel enthélt nichts
Neues, die bekannten Sachverhalte werden aber im Hinblick auf eine spétere Verallgemei-
nerung dargestellt. Wir werden auch die Klassifikation von Biindeln ansprechen und den
bekannten Begriff von Holonomie, der in der Elektrodynamik auftritt, iiber Abstiegsprinzi-
pien einfiihren.

In Kapitel 3 wenden wir den Begriff des Abstiegs dann auf 2-kategorielle Strukturen an. Da-
durch kénnen wir Biindelgerben, wie sie von Murray definiert wurden, als Abstiegsobjekte
identifizieren. In diesem Zusammenhang werden wir auch die Kategorie der Gerben etwas
allgemeiner als in [Ste00] und [Wal07] definieren. Unsere Kategorie ist jedoch adquivalent
zu der {iblichen Kategorie der Gerben, was wir in Satz 4.5.5 zeigen. Am Ende des Kapitels
werden wir schliefllich die Holonomie, in Analogie zum Vorgehen bei Biindeln, iiber Abstiegs-
prinzipien einfiihren.

Kapitel 4 stellt den technischen Kern der Arbeit dar. Hier werden &quivariante Objekte
formal definiert und untersucht. Die dabei erzielten Resultate werde ich sehr allgemein for-
mulieren, so dass sie auch fiir beliebige Stacks, und nicht nur Biindelgerben gelten. Eine der
Hauptaussagen ist der Satz 4.3.5 iiber dquivarianten Abstieg. Dieser erlaubt es, lokal gege-
bene dquivariante Objekte zu verkleben. Ein weiterer wichtiger Satz, ist Satz 4.4.18. Dieser
gibt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei Kategorien von Aquivarianten Objekten
gleich sind. Im Kontext von Biindelgerben stellt dies ein neues Resultat dar. Daraus folgt
dann, dass Gerben Abstieg erfiillen (Satz 4.5.3) und ein Vergleichsresultat von verschiedenen
Definitionen dquivarianter Objekte (Bemerkung 4.5.8).

In Kapitel 5 schliellich, werden wir die entwickelten Techniken auf dquivariante Biindelgerben
auf Wirkunsgruppoiden anwenden. Zunéchst beweisen wir den Satz 5.4.3. Dieser zeigt, dass
aquivarianter Gerben lokal um Orbits stets durch zentrale Erweiterungen der Stabilisatoren
gegeben sind. Mittels dieser lokalen Beschreibung und dem Satz iiber dquivarianten Abstieg
konnen wir dann in Kapitel 5.5 eine einfache und transparente Beschreibung der fundamen-
talen Gerbe auf einer kompakten, einfachen und einfach zusammenhéngenden Lie-Gruppe
geben.
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2 Der Stack der Biindel

Wir wollen in diesem Kapitel, ausgehend von der Theorie von U(1)-Hauptfaserbiindeln
mit Zusammenhang, den Begriff des Stacks einfithren und verstehen. Auflerdem wollen wir
die Klassifikation von Biindeln geben und die Holonomie in einer Weise einfiihren, die im
néchsten Kapitel ein analoges Vorgehen fiir Biindelgerben méglich macht.

2.1 U(1)-Hauptfaserbiindel

Wir nehmen an, dass der Leser vertraut ist mit dem klassischen Begriff von Hauptfa-
serbiindeln mittels Totalraum und Gruppenwirkung. Genauer betrachten wir hier diffe-
renzierbare Biindel auf glatten Mannigfaltigkeiten. Insgesamt werden in dieser Arbeit alle
Réaume glatt sein und alle Abbildungen differenzierbar, soweit nicht anders gesagt. Spezieller
werden wir uns in diesem Kapitel auf U(1)-Hauptfaserbiindel beziehen. Diese werden eine
zentrale Rolle spielen, daher wollen wir auch oft nur von Biindeln sprechen wenn wir U(1)-
Hauptfaserbiindel meinen. Wir betrachten zunéchst einige charakteristische Eigenschaften
von U(1)-Hauptfaserbiindeln néher.

Sei also fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M die Kategorie der U(1)-Hauptfaserbiindel {iber
M mit Bun(M) bezeichnet.

Pullback Fiir eine weitere Mannigfaltigkeit N und jede glatte Abbildung f : M — N
haben wir einen Pullbackfunktor

f*: Bun(N) — Bun(M)

der einem Biindel P iiber N seinen Pullback zuordnet. Dieser ist als Faserprodukt

ff'P—pP

L

M——N
definiert. Der Pullback auf eine Teilmenge U C N ist einfach das Einschrénken des Biindels
und wird deswegen oft auch als P|y geschrieben. Auflerdem ergibt sich aus der Definition
als Faserprodukt, dass der Pullback entlang der Verkettung von zwei Morphismen natiirlich
isomorph zur Verkettung der einzelnen Pullbacks ist. Also existiert fiir zwei verkniipfbare
Abbildungen und ein Biindel ein eindeutiger Isomorphismus f*g*P — (g o f)*P.

Lokale Trivialitit Uber jeder Mannigfaltigkeit M haben wir das triviale Biindel 1, :=
M x U(l) — M. Die Endomorphismengruppe dieses trivialen Biindels ist die Gruppe
C>(M,U(1)) von differenzierbaren Abbildungen M — U(1). Wir haben somit fiir jede
Mannigfaltigkeit M die volle Unterkategorie

Buntriv(M) C Bun(M).

Wichtig ist jetzt, dass wir fiir jedes Biindel P — M eine offene Uberdeckung (U;)ie; von
M haben, sodass P|y, trivialisierbar ist. Wir kénnen die Familie von Inklusionen U; — M
mithilfe der disjunkten Vereinigung zu einer Abbildung

W:I—IUi—>M

iel



2 DER STACK DER BUNDEL )

zusammenfassen. Dann ist der Pullback 7* P als Biindel isomorph zu dem trivialen Biindel
iiber I—liEI Uz

Verkleben Eine zentrale Eigenschaft von Biindeln ist die Moglichkeit lokal gegebene Biindel
mit geeigneten lokal gegebenen Isomorphismen zu einem globalen Biindel zu verkleben. Tech-

nisch formulieren wir dies, wie folgt: Gegeben sei eine offene Uberdeckung (U;)se; von M

und iiber jedem (U;) ein Biindel P;. AuBerdem seien Isomorphismen

vij © Pilv.nu; — Pl

auf doppelten Durchschnitten gegeben, die die Kozykelbedingung ;i © ¢ij = i, auf U; N
U; N Uy, erfiillen. Wir setzen nun

P=||P/~

mit der Relation ~, die ein Element p € P, identifiziert mit ¢;;(p) € P;. Wie man sich leicht
iiberlegt, ist P dann der Totalraum eines Biindels {iber M, dessen Einschrénkung auf die U;
den Biindeln P; entspricht.

Die genannten drei Prinzipien sind fundamental fiir die Theorie von Hauptfaserbiindeln. Wir
werden spéter sogar sehen, dass die Kategorie von Biindel durch diese Prinzipien eindeutig
bestimmt ist. Auflerdem lassen sich diese Prinzipien sehr allgemein anwenden, um andere
geometrische, biindelartige Strukturen zu untersuchen. Im Folgenden werden wir also diese
zentralen Prinzipien genauer formulieren und untersuchen.

2.2 Pragarben in Kategorien

Zunéchst betrachten wir die Pullback-Struktur, die wir bei Biindeln gegeben haben. Fiir jede
Mannigfaltigkeit haben wir eine Kategorie und fiir jede Abbildung erhalten wir einen Pull-
backfunktor entlang der Abbildung. Diese Pullbackfunktoren erfiillen weiterhin Kohérenz-
bedingungen fiir die Verkettung von Morphismen. Um dies in einer abstrakteren Weise be-
schreiben zu kénnen, sei nun Man die Kategorie der Mannigfaltigkeit mit glatten Abbildun-
gen und Cat die 2-Kategorie der Kategorien. Fiir 2-Kategorien und speziell die 2-Kategorie
Cat, siche [MLI8] und fiir schwache Funktoren siehe [Lei98]. Fiir die nun folgende Defini-
tion fassen wir Man ebenfalls als 2-Kategorie auf, indem wir fiir jeden 1-Morphismus den
Identitats-2-Morphismus auf diesem 1-Morphismus einfiihren.

Definition 2.2.1. Eine Priagarbe in Kategorien auf Man ist ein schwacher 2-Funktor X :

Man®? — Cat.

Ein solcher 2-Funktor besteht aus Daten die Axiomen geniigen. Welche das explizit sind,
wollen wir nun genau hinschreiben: Eine Pragarbe in Kategorien X besteht aus einer Kate-
gorie X(M) fiir jede Mannigfaltigkeit M, einem Funktor f*: X(N) — X(M) fiir jede glatte
Abbildung f : M — N und natiirlichen Isomorphismen

goft=(foyg) Tdxary = (idyr)” (1)
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fiir verkniiptbare Abbildungen f,¢g und eine Mannigfaltigkeit M. Zusétzlich folgt aus der
Definition eines 2-Funktors die Kommutativitdt der folgenden Kohédrenzdiagramme:

[ oldxy = f*oidy, h*og*o f*—=(goh)*o f* idy o f* <= Idxwyo [~
\f* ho(fog)==(fogoh) f*/

Mittels dieser Umformulierung der Definition sehen wir nun, dass U(1)-Biindel eine Préigarbe
in Kategorien bilden. Wir haben némlich, wie bereits im ersten Kapitel beschrieben, iiber
jeder Mannigfaltigkeit M die Kategorie Bun(M) und die Pullbackfunktoren f*: Bun(N) —
Bun(M) entlang von Abbildungen f : M — N. Die Kohérenzisomorphismen (1) erhalten
wir iiber die universelle Eigenschaft des Pullbacks. Die Kommutativitét der geforderten Dia-
gramme folgt ebenfalls aus der universellen Eigenschaft.

Das zweite Beispiel einer Prigarbe in Kategorien bilden die trivialen Biindel Buntriv, die
wir ebenfalls im ersten Kapitel bereits erwdhnt haben. Fiir jede Mannigfaltigkeit haben
wir die Kategorie Buntriv(M), die nur ein Objekt 1, enthédlt. Der Pullback des Biindels
Iy = N x U(1) — N entlang der Abbildung f : M — N ist das triviale Biindel 1), =
M x U(1) — M. Der Pullback eines Morphismus ¢ € Hom(1n,1ly) = C®°(N,U(1)) ist
gegeben durch das Zuriickziehen f*(¢) := ¢ o f € C*(M,U(1)) = Hom(1as, 1ar). In diesem
Fall sind sogar alle Isomorphismen (1) durch Identitdten gegeben.

Wir haben gesehen, dass fiir jede Mannigfaltigkeit M die Kategorie Buntriv(M) eine volle
Unterkategorie von Bun(M) ist. Die Inklusionsfunktoren iy : Buntriv(M) — Bun(M) kom-
mutieren weiterhin bis auf einen kanonischen Isomorphismus mit den Pullbackfunktoren.

Allgemein wollen wir fiir zwei Pragarben in Kategorien X und ) Morphismen einfiihren.
Ein solcher Morphismus besteht aus einer Familie von Funktoren ®,, : X(M) — 9(M) fur
jede Mannigfaltigkeit M. Diese Funktoren sollen mit den Pullbacks entlang von Abbildungen
f+ M — N kommutieren, in dem Sinne, dass es [somorphismen ®,; o f* — f* o &y gibt,
die Kohérenzbedingungen erfiillen. Um dies zu prézisieren, setzen wir:

Definition 2.2.2. Ein Morphismus ¢ : X — ) zwischen Prégarben in Kategorien X, %) :
Man’? — Cat ist eine natiirliche Transformation der Funktoren.

Wir werden an dieser Stelle nicht explizit darauf eingehen, welche Bedingungen die Isomor-
phismen ®,; o f* — f* o &y genau erfiillen miissen, da dies kombinatorisch recht kom-
pliziert wird. Stattdessen stellen wir fest, das wir weiterhin eine kanonische Definition von
2-Morphismen ® = ¥ haben:

Definition 2.2.3. Ein 2-Morphismus zwischen Morphismen ® und ¥ ist eine Modifikation
der Transformationen.

Fiir die Definition von Modifikation siehe ebenfalls [Lei98]. Ein solcher 2-Morphismus zwi-
schen ® und WV ist fiir jede Mannigfaltigkeit M eine natiirliche Transformation der Funktoren
(I)M und \IIM
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2.3 Grothendieck-Topologien

Nachdem wir auf die Pullbackstruktur von Biindeln nun detailliert eingegangen sind, bleiben
unter den in Kapitel (2.1) genannten Eigenschaften die lokale Trivialitdt und das lokale Ver-
kleben von Biindeln iibrig. Um diese formulieren zu kénnen, brauchen wir einen geeigneten
Begriff von Lokalitédt auf der Kategorie Man. Ein solcher Begriff von Lokalitédt ist technisch
gegeben durch Auszeichnen gewisser Morphismen, die wir Uberdeckungen nennen. In (2.1)
haben wir dazu Abbildungen der Form 7 : | |U; — M verwendet, wobei (U;);c; eine offene
Uberdeckung von M ist.

Hier wollen wir nun als formalen Rahmen fiir Uberdeckungen den Begriff der Grothendieck-
Topologie auf einer Kategorie einfiihren.

Definition 2.3.1. Eine Grothendieck-Topologie auf einer Kategorie C' ist gegeben durch
eine Klasse von Morphismen, die wir Uberdeckungen nennen und oft Y — M schreiben, so
dass gilt:

(i) Isomorphismen sind Uberdeckungen

(ii) Fiir einen Morphismus f : N — M und eine Uberdeckung Y — M existiert der
Pullback f*Y — N und ist eine Uberdeckung.

(iii) Die Komposition von Uberdeckungen ist eine Uberdeckung.

Bemerkung 2.3.2. In der urspriinglichen Definition von Grothendieck ist das was wir hier
definieren nur eine Prdtopologie. Weil dies fiir unsere Zwecke aber ausreichend ist, wer-
den wir diese Unterscheidung nicht vornehmen und fortan nur von Grothendieck-Topologien
sprechen.

Als erstes Beispiel einer Grothendieck- Topologie aut der glatten Kategorie Man betrachten
wir die Grothendieck-Topologie der offenen Uberdeckungen. Die Uberdeckungen sind hierbei
die bereits erwihnten Abbildungen der Form 7 : | |U; — M mit einer offenen Uberdeckung
(Us)ier von M. Dies ist die Topologie auf Man, die bei den meisten geometrischen Begriffs-
bildungen zugrunde liegt.

Technisch muss man dabei beachten, dass die Wahl von Abbildungen 7 : | |U; - M genau
genommen gar keine Topologie liefert, da das erste Axiom nicht erfiillt ist. Daher miissen wir
noch das Vorschalten eines Diffeomorphismus zulassen, also Abbildungen der Form ¥ —
| JU; = M betrachten. Diesen Aspekt kénnen wir im Folgenden aber vernachléssigen, da
man, falls das erste Axiom nicht erfiillt ist, stets durch einen solchen Saturierunsprozess eine
Grothendieck-Topologie im Sinne der Definition bekommen kann.

Axiom (ii) ist aber erfiillt, denn der Pullback einer offenen Uberdeckung (U;);c; entlang einer
glatten Abbildung f : N — M ist die offene Uberdeckung (f~1(U;)),c;- Weil offene Teilmen-
gen einer offenen Menge ebenfalls offen im ganzen Raum sind, ist Axiom (iii) ebenfalls erfiillt.

Weitere extreme Beispiele von Grothendieck-Topologien auf einer Kategorie C' sind die in-
diskrete Topologie, bei der die Uberdeckungen genau durch die Isomorphismen gegeben sind,
und die diskrete Topologie, bei der jeder Morphismus eine Uberdeckung ist. Letzteres Bei-
spiel ist allerdings nur eine Grothendieck-Topologie, falls alle Pullbacks in C' existieren. Dies
ist zum Beispiel fiir Man nicht der Fall.

Um verschiedene Uberdeckungen eines Raumes vergleichen zu kénnen, brauchen wir nun den
Begriff der Verfeinerung.
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Definition 2.3.3. Eine Uberdeckung 7 : Y — M heiit Verfeinerung einer Uberdeckung
7w’ Y — M falls 7 iiber 7’ faktorisiert, es also eine Abbildung s : Y — Y” gibt, so dass

s v
M

Y

kommutiert.

Im Fall der offenen Uberdeckungen liefert dieser Begriff nun offenbar genau den klassischen
Begriff der Verfeinerung einer offenen Uberdeckung. Mithilfe des Begriffs der Verfeinerung
konnen wir nun verschiedene Grothendieck-Topologien auf einer Kategorie miteinander ver-
gleichen.

Definition 2.3.4. Eine Grothendieck-Topologie 71 heiBt feiner als eine Grothendieck-Topologie
Ty, falls fiir jede Uberdeckung in 75 eine Verfeinerung in 7y existiert. Zwei Grothendieck-
Topologien heiflen dquivalent, falls jede feiner als die andere ist.

Diese Definition von Aquivalenz ist fundamental fiir unser weiteres Vorgehen. Es wird wichtig
sein sich bei allen Begriffen, die von der Grothendieck-Topologie abhéngen, zu vergewissern,
dass sie sich beim Ubergang zu einer #quivalenten Topologie nicht &ndern, also nur von der
Aquivalenzklasse der Topologie abhingen.

Im Fall der offenen Topologie auf der Kategorie Man wollen wir nun zu einer dquivalenten To-
pologie iibergehen, die aber mehr Uberdeckungen umfasst. Dadurch werden wir eine groBere
Flexibilitat erhalten.

Die Uberdeckungen in dieser #quivalenten Topologie miissen also insbesondere durch offene
Uberdeckungen verfeinert werden kénnen. Weiterhin miissen sie stabil unter Pullbacks sein.
Dies fithrt uns darauf surjektive Submersionen als Uberdeckungen zu betrachten. Denn eine
surjektive Submersion 7 : Y — M hat nach dem Satz iiber implizite Funktionen lokale
Schnitte s; : U; — Y. Diese lassen sich zu einer Verfeinerung s : | |U; — Y iiber M
zusammenfassen. Weiterhin folgt mit differentialgeometrischen Methoden, dass die notigen
Pullbacks existieren und es sich um eine Grothendieck-Topologie auf Man handelt. Wir
nennen sie die Grothendieck-Topologie der surjektiven Submersionen

Wie bereits geschrieben wird die Benutzung dieser Topologie gegeniiber den offenen Mengen
diverse Vorteile bieten, zum Beispiel bei der Konstruktion von Gerben auf kompakten Lie-
Gruppen in Kapitel 5. An dieser Stelle konnen wir aber bereits sehen, wie sich dies auf
das Prinzip der lokalen Trivialitdt eines Biindels P — M auswirkt. Denn die Existenz
einer trivialisierenden offenen Uberdeckung | |U; — M wird zwar in der iiblichen Definition
eines Biindels gefordert, eine solchen Uberdeckung fiir ein Biindel ist aber nicht kanonisch
gegeben, sondern muss willkiirlich gewdhlt werden. Auflerdem kann es in konkreten Féllen
sehr schwierig sein, eine solche anzugeben. Da die Biindelprojektion 7 : P — M aber eine
surjektive Submersion ist, konnen wir diese als Uberdeckung in der Topologie der surjektiven
Submersionen auffassen. Wir sehen, dass fiir das zuriickgezogene Biindel

m™P =P Xy P——P

| |

P M




2 DER STACK DER BUNDEL 9

ein Schnitt existiert, ndmlich die Diagonale P — P x,; P. Also ist das Biindel triviali-
sierbar. Der Totalraum eines Biindels bietet somit, falls wir den allgemeineren Begriff von
Uberdeckungen zugrunde legen, die kanonische Wahl einer trivialisierenden Uberdeckung.

2.4 Abstieg

In diesem Kapitel werden wir prézisieren, was es bedeutet, dass wir lokal gegebene Objekte zu
einem globalen verkleben kénnen. Dazu wéhlen wir zunéchst eine Uberdeckung 7 : Y — M
eines Raumes M. Diese liefert uns folgendes Diagramm von Mannigfaltigkeit:

o 3o
_— s o
=Y Xy Y Xy Y —=Y xy,Y—Y.
— 82> o
3

Man beachte hierbei, dass die Existenz der Faserprodukte Y™ : =Y x,; ... X3 Y aus den
Axiomen der Grothendieck-Topologie folgt. Die Abbildungen 0; sind gegeben durch

0 : y It — Yy
(y07'~-7yn) = (yOw"ayAiv"wyn)-

Der Hut bedeutet dabei, dass der entsprechende Eintrag weggelassen wird. Wir haben wei-
terhin die sogenannten Entartungsabbildungen o; : Y — Y[+ die gegeben sind durch
(Yo, -y Yn-1) = (Yo, -+, YisYi,--->Yn_1)- Diese werden wir jedoch hier nicht notieren, da
sie in den folgenden Uberlegungen keine Rolle spielen.

Die Abbildungen erfiillen die folgenden simplizialen Identitditen:

0,0, = 0j.10; fiir i < j

0i0; = 0j410; fire <j
0j_10; firv<y

O0io; = <id firi=7oderi=j+1
001 firi>j+1

Allgemein heifit ein solches Diagramm von Mannigfaltigkeit Y;, mit Abbildungen 9; und
0;, die die genanten Identititen erfiillen, eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Wir werden eine
solche oft als Y* abkiirzen. Eine Einfithrung iiber simpliziale Objekte befindet sich zum Bei-
spiel in [Wei95] oder [ML98]. Darin steht auch, wie wir diese Objekte mittels der simplizialen
Kategorie A der geordneten endlichen Mengen als Funktoren A? — Man auffassen kénnen.

Mit der Abbildung 7 : Y — M zusammen bekommen wir dann das Diagramm

8() 80
- — 0 g
=z YB —=YyW o Y —=M.
05 02 !

mit m o Jy = m o 0;. Ein solches heifit augmentierte simpliziale Mannigfaltigkeit.

Gegeben sei nun ein Biindel L iiber M. Mittels des Pullbackfunktors konnen wir dieses
Biindel nun auf die simpliziale Mannigfaltigkeit Y* zuriickziehen und erhalten die folgenden
Abstiegsdaten:
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(i) Ein Biindel 7*L =: P in Bun(Y).
(ii) Einen Morphismus
¢: PO f L — O f LGP
in Bun(Y?) induziert von der Identitit 0 9y = 7o 0.

(iii) Ein kommutatives Diagramm

0101 P = 0P 2% gsp P = 9 0r P 0 grop P = 910 P

\‘—”/

o5
von Morphismen in Bun(Y?l).

Analog erhalten wir fiir einen Morphismus f : L — L’ von Biindeln iiber M durch Pullback
entlang von 7:

(i) Einen Morphismus 7*f =: g : P — P in Bun(Y).

(ii) Ein kommutatives Diagramm

P2~ op

Gfgl iasg

aikpl?agpl

von Morphismen in Bun(Y ).

Wir wollen nun sehen, welche Daten wir haben fiir den Fall, dass die Uberdeckung Y — M
von der Form | |U; — M mit einer offenen Uberdeckung (U;) ist: Dann ist das Biindel P auf
| |U; gegeben durch lokale Biindel P, auf den offenen Mengen U;. Weiter ist Y2 = | |U; NU;
und der Morphismus ¢ gegeben durch lokale Isomorphismen ¢;; : P, — P; auf doppelten
Schnitten U; NU;. Das kommutative Diagramm auf yBl = || U;NU; N Uy, wird dann zur Ko-
zykelbedingung ¢;;0¢;, = ¢;;. Wir sehen also, dass die Abstiegsdaten schlicht lokal gegebene
Biindel sind, die geeignet iibereinstimmen auf Schnitten. Daher nennen wir die Abstiegsda-
ten auch dann lokale Daten, wenn sie nicht von einer offenen Uberdeckung kommen.

Wir kénnen uns nun fragen, ob alle solche Abstiegsdaten auf der simplizialen Mannigfaltigkeit
Y* isomorph zum Pullback eines Biindels auf M sind. Mit anderen Worten, ob sich alle
lokalen Daten zu globalen Objekten verkleben lassen.

Da es sich bei Biindeln auf M um eine Kategorie handelt, miissen wir aber zunéchst einmal
die Kategorie dieser Abstiegsdaten exakt definieren, wobei wir im wesentlichen die obigen
Punkte wiederholen. Wir werden dies nicht nur fiir den Pragarbe Bun tun, sondern allgemein
fiir eine beliebige Pragarbe in Kategorien X.

Definition 2.4.1. Sei X eine Prigarbe in Kategorien und Y — M eine Uberdeckung:
i) Ein Objekt in der Abstiegskategorie Desc(Y — M) besteht aus den folgenden Daten auf
der simplizialen Mannigfaltigkeit:

Vil == yB — Xyl —= v

o1
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(O1) Einem Objekt P in X(Y).
(02) Einem Isomorphismus
¢: 0P — P
in X(YP).
(03) Einem kommutatives Diagramm 9¢ o 0;¢ = ;¢ von Morphismen in Bun(Y ).
ii) Ein Morphismus zwischen Abstiegsobjekten (P, ¢) und (P, ¢') besteht aus den Daten:
(M1) Einem Morphismus g : P — P’ in X(Y).
(M2) Einem kommutativen Diagramm
Bgod=4odig
von Morphismen in X(Y2).

Man beachte, dass wir fiir die Kohdrenzdiagramme eine abkiirzende Schreibweise gewéhlt
haben, indem wir die Koh&renzisomorphismen weglassen.

Die oben beschriebene Zuordnung liefert nun zu einem Biindel ein Objekt in der Abstiegska-
tegorie und fiir einen Morphismus von Biindeln einen Morphismus in der Abstiegskategorie.

Dies ist ein Funktor
Ky : Bun(M) — Desc(m : Y — M).

Dieser existiert offensichtlich nicht nur fiir die Pragarbe der Biindel, sondern ebenso wie die
Abstiegskategorie fiir eine beliebige Prégarbe X.

Die oben gestellte Frage, ob alle Abstiegsdaten von Objekten auf M kommen, lidsst sich
nun préziser formulieren. Es ist namlich die Frage, ob der Funktor xy eine Aquivalenz von
Kategorien ist.

Definition 2.4.2. (i) Eine Prigarbe X erfiillt die Abstiegsbedingung fiir eine Uberdeckung
Y — M, falls der Funktor sy : X(M) — Desc(Y — M) ein Aquivalenz ist.

(ii) Eine Prigarbe in Kategorien heifit Stack, falls sie fiir jede Uberdeckung Abstieg erfiillt.

(iii) Eine Prigarbe in Kategorien heifit Priistack, falls der Funktor sy fiir jede Uberdeckung
Y — M volltreu ist.

Anschaulich gesprochen kann man bei einem Stack Objekte und Morphismen geeignet ver-
kleben. Falls die ky nur volltreu sind, bedeutet dies offensichtlich, dass wir nur Morphismen
verkleben konnen. Bei einem Préstack kann man also im Gegensatz zu Stacks lediglich Mor-
phismen geeignet mieinander verkleben.

In Kapitel 2.1 hatten wir bereits beschrieben wie wir lokale Biindel auf Uberdeckungen
| |U; = M zu globalen verkleben. In der Tat ist es ein klassisches Resultat, dass die Pragarbe
der Biindel Abstieg beziiglich der offenen Uberdeckungen erfiillt, d.h. einen Stack beziiglich
der Grothendieck-Topologie der offenen Uberdeckungen bildet.

Wir wollen uns nun iiberzeugen, dass die Eigenschaft einer Prigarbe in Kategorien ein
Pristack oder ein Stack zu sein, invariant unter Aquivalenz von Grothendieck-Topologien
ist. Insbesondere impliziert dies dann, dass Biindel auch Abstieg fiir beliebige surjektive
Submersionen erfiillen, was nicht ganz so einfach direkt zu zeigen ist.
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Satz 2.4.3. Sei eine Topologie T feiner als T1. Dann ist jeder Stack (Prdstack) beziiglich T
auch ein Stack (Prdstack) beziiglich To.

Wir werden diesen Satz nicht an dieser Stelle beweisen, sondern in Kapitel 4.5, Satz 4.5.1. Mit
den Methoden aus Kapitel 4 ist dieser Beweis ndamlich relativ einfach, und diese Methoden
werden wir unabhéngig von dem Satz entwickeln. Es wére jedoch méglich einen Beweis auch
an dieser Stelle zu fithren. Dies wird in dhnlicher Weise zum Beispiel in [Vis04] getan.

Korollar 2.4.4. Fiir zwei dquivalente Topologien 7 und 15 ist eine Prdigarbe in Kategorien
genau dann eine Stack (Prdstack) beziglich 11, wenn sie eine Stack (Pristack) beziiglich T
15t.

2.5 Abschlielen unter Abstieg

Wir wollen nun beschreiben, wie man von trivialen Objekten, zum Beispiel trivialen Biindel,
iibergeht zu lokal trivialen Objekten wie beliebigen Biindeln. Mit anderen Worten: Von einem
Préastack zu einem Stack. Um dies moglichst allgemein formulieren zu kénnen, machen wir
uns zunéchst klar, dass wir die folgenden Inklusionen haben:

Stacks —— Préstacks —— Prégarben in Kategorien

Wir suchen zu diesen Vergissfunktoren wie iiblich Linksadjungierte. An dieser Stelle wol-
len wir uns auf den ersten Funktor beschrianken, also fiir einen Préstack einen assoziierten
Stack zu finden. Dies ist fiir unsere Zwecke ausreichend, da alle auftretenden Prégarben in
Kategorien bereits Préstacks sein werden. Wir wollen die Stackifizierung aber nicht iiber die
universelle Eigenschaft eines linksadjungierten Funktors definieren, um technischen Probleme
mit adjungierten 2-Funktoren zu vermeiden. Stattdessen behalten wir die lokale Trivialitét
von Biindeln im Kopf und machen folgende Definition:

Definition 2.5.1. Sei X ein Priistack. Ein Stack X mit einer volltreuen Inklusion X — X
heifit Stackifizierung von X oder assoziierter Stack, falls fiir jedes Objekt P € X(M) eine
Uberdeckung 7 : Y — M und ein Isomorphismus 7*P —— @ iiber Y zu einem Objekt

Q e X(Y) C X(Y) existiert.

Die letzte Bedingung bedeutet in Worten, dass die Objekte das Stacks X lokal in X liegen.
Nehmen wir die volle Einbettung Buntriv < Bun von trivialen Biindeln in Biindel. Bun ist
ein Stack, wie im letzten Kapitel bereits erwéhnt. Die lokale Trivialitdt aus Abschnitt (2.1)
ist dann genau die Aussage, dass Bun die Stackifizierung von Buntriv ist. Genaugenomen
ist die lokale Trivialitdt, wie wir sie in (2.1) formuliert haben, die Aussage beziiglich der
Grothendieck-Topologie der offenen Uberdeckungen. Da wir aber an der Aussage fiir surjek-
tive Submersionen interessiert sind, sollten wir uns vergewissern, dass die Definition 2.5.1
invariant unter Aquivalenz von Grothendieck-Topologien ist.

Seien also zwei dquivalente Grothendieck-Topologien 7 und 7, gegeben und X — X cine
Stackifizierung beziiglich 7. Wegen Korollar 2.4.4 wissen wir, dass X ein Stack beziiglich
ist. Aulerdem finden wir zu jedem Objekt P aus i(M ) eine 71-Uberdeckung Y — M, so
dass P iiber Y isomorph zu einem Objekt aus X ist. Wir kénnen die Uberdeckung aber durch
eine Uberdeckung Y’ — M aus 7, verfeinern und P auf diese zuriickziehen. Der Pullback
des Isomorphismus iiber Y entlang der Verfeinerung Y’ — Y liefert dann die Tatsache, dass
P iiber Y’ isomorph zu einem Objekt aus X ist. Die umgekehrte Aussage folgt analog.
Insgesamt haben wir damit bewiesen:



2 DER STACK DER BUNDEL 13

Satz 2.5.2. Bun ist die Stackifizierung von Buntriv auf Man beziiglich der Topologie der
surjektiven Submersionen.

Genau genommen hétten wir bisher nicht von ,der Stackifizierung sprechen diirfen, da die
Eindeutigkeit bisher nicht gezeigt ist. Dies wollen wir nun nachholen, indem wir zeigen, dass
die Zuordnung X +— X die jedem Priastack seinen assoziierten Stack zuordnet (falls er exis-
tiert, was wir an dieser Stelle noch nicht wissen) die Eigenschaften eines Linksadjungierten
zur Inklusion von Préstacks in Stacks hat.

Satz 2.5.3. Fiir einen beliebigen Stack Q) ist der Funktor
i* : Hom(%,9) — Hom(%, )
eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Wir wollen den Beweis hier nicht ausfithren, sondern lediglich die Idee angeben,
weil die Rechnungen etwas lang und wenig aufschlussreich sind. Fiir die n6tigen technischen
Hilfssétze siehe [Vis04].

Der erste Schritt im Beweis ist, zu zeigen dass aus der Tatsache, dass X ein Préastack ist und
die Inklusion X — X volltreu ist, folgt dass auch der Funktor ¢* volltreu ist. Als zweites bleibt
dann zu zeigen, dass der Funktor essentiell surjektiv ist. Dazu miissen wir einen gegebenen
Morphismus @ : X — ) zu einem Morphismus d:x - ) fortsetzen.

Wir nehmen also ein Objekt P € i(M ). Dies ist lokal trivial, also existiert ) € X(Y) mit
P = 7*@Q. Wir konnen, da X ein Stack ist nun P € X(M) durch ky(Q) € Descy(Y — M)

ersetzen. Da P = 7*Q) und die Einbettung X — X volltreu ist liegt ry(Q) essentiell in
Descx(Y — M).

Wenden wir auf dieses Objekt nun den Funktor ® an, so erhalten wir ein Objekt P’ €
Descy(Y — M) = Q(M). Daher setzen wir ®(P) := P’. Nun muss man nachpriifen, dass
diese Konstruktion die geforderten Eigenschaften hat. O]

Korollar 2.5.4. Die Stackifizierung ist bis auf kanonische Isomorphie eindeutig festgelegt.
Dabei bedeutet kanonisch, dass die Isomorphie bis auf eindeutige 2-Isomorphie eindeutig ist.

Beweis. Folgt mittels des iiblichen Argumentes bei universellen Eigenschaften. O

Nun haben wir uns vergewissert, dass die Stackifizierung im geeigneten Sinn eindeutig ist. Im
konkreten Fall von Hauptfaserbiindeln haben wir die Stackifizierung auch direkt angegeben.
Es bleibt allerdings zu zeigen, dass die Stackifizierung im allgemeinen Fall existiert. Um dies
zu beweisen geben wir eine konkrete Konstruktion der Stackifizierung X fiir einen beliebigen
Prastack X an. Die Idee der Konstruktion ist, dass man zum Abschliefen unter Abstieg
einfach alle moglichen Abstiegsdaten zu dem Stack hinzufiigt. Dies wird im Fall von Biindeln
der wohlbekannten Beschreibung in lokalen Daten entsprechen.

Satz 2.5.5. Fir einen beliebigen Prdstack X existiert stets die Stackifizierung x.

Fiir den Beweis des Satzes definieren wir nun schrittweise die Kategorie i(M ).
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Objekte Ein Objekt besteht aus einer surjektiven Submersion Y — M und einem Objekt
(P, ¢) in Descx(Y — M).

Um Morphismen zwischen solchen Objekten mit moglicherweise verschiedenen Uberdeck-
ungen 7: Y —» M und «n': Y’ - M zu definieren, ziehen wir die Abstiegsdaten zuriick
auf eine gemeinsame Verfeinerung dieser Uberdeckungen und vergleichen sie dort. Wir nen-
nen dazu eine Uberdeckung ¢: Z — M eine gemeinsame Verfeinerung von 7 und 7’ falls
Uberdeckungen s: Z — Y und s': Z — Y existieren, so dass

Yy <t gy

NG A

M

kommutiert. Ein Beispiel einer solchen gemeinsamen Verfeinerung ist das Faserprodukt
Z:=Y XY — M, mit dem Abbildungen Z — Y und Z — Y’ gegeben durch die Projek-
tionen. Dies sind Uberdeckungen, weil es sich um Pullbacks von Uberdeckungen handelt. In
der Tat konnten wir uns hier auf diese kanonische Verfeinerung beschrénken, da jede weitere
gemeinsame Verfeinerung schwach dquivalent dazu ist, was spéter in Kapitel (4.4) gezeigt
wird. Allerdings wiirden sich daraus technische Probleme beim Komponieren von Morphis-
men ergeben.

Der entscheidende Punkt an einer gemeinsamen Verfeinerungen Z — M ist, dass die Abbil-
dungen s und s’ in offensichtlicher Weise simpliziale Abbildungen

Ve < Se VA Se N Y/o

induzieren. Fiir Objekte O = (Y, P, ¢) und O' = (Y', P',¢') erhalten wir nun neue Objekte
mit surjektiver Submersion Z durch Zuriickziehen der Abstiegsdaten entlang der simplizialen
Abbildungen s und s'. Explizit Oy := (Z, s} P, si¢) und Oy = (Z, s§ P, si¢'). Wir nennen
Oz und Oy die beziiglich Z — M wverfeinerten Objekte. Genauso kénnen wir, da der Pullback
ein Funktor ist, natiirlich auch Morphismen aus den Abstiegskategorien verfeinern. Damit
kénnen wir jetzt die Definition der Kategorie X weiterfiihren:

Morphismen Ein Morphismus zwischen Objekten O = (Y, P, ¢) und O’ = (Y', P', ¢) be-
steht aus einer gemeinsamen Verfeinerung und einem Morphismus g der beiden verfeinerten
Abstiegsobjekten Oz und O in der Abstiegskategorie Descx(Z — M).

Wir miissen nun zwischen den Morphismen noch Relationen hinzufiigen, um diese auf ver-
schiedenen Uberdeckungen vergleichen zu konnen:

Relationen Zwei Morphismen (Z, g) und (7', ¢') werden identifiziert, wenn es eine weite-
re gemeinsame Verfeinerung W — M von Z und Z’ gibt die kompatibel mit den anderen
Projektionen ist, so dass die verfeinerten Morphismen auf W iibereinstimmen.

Nachdem wir Objekte und Morphismen definiert haben, miissen wir um die Kategorie x
vollstdndig zu angeben noch Identitdten und die Kompositionsabbildung angeben. Sei also
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ein Objekt (Y, P, ¢) gegeben. Die Uberdeckung, die zum Identitéitsmorphismus auf (Y, P, ¢)
gehort, ist dann ebenfalls Y, welche per Definition eine gemeinsame Uberdeckung von Y
mit sich selbst ist. Auf dieser Uberdeckung nehmen wir nun schlicht die Identitéit in der
entsprechenden Abstiegskategorie Descx(Y — M).

Nun zur Komposition. Wir betrachten die Objekte O' = (Y1, Py, ¢1),0? = (Ya, Py, o),
O? = (Y3, Ps, ¢3) und Morphismen M = (Z,g) : Oy — Oz und M' = (Z',¢') : O}, — O3,.
Die Uberdeckungen bilden nun folgendes Diagramm:

NN

M

Um die Abstiegsmorphismen nun komponieren zu kénnen, miissen wir sie auf eine gemein-
same Verfeinerung Z” von Z und Z’ zuriickziehen. Damit wir die Morphismen Mz, und
M, in der Abstiegskategorie Desc(Z” — M) komponieren kénnen muss aber das Target-
Objekt (O%),, von dem ersten Morphismus mit dem Source-Objekt (O%),, vom zweiten
iibereinstimmen. Dies ist der Fall, wenn das Teildiagramm

N
N/

kommutiert. Daher setzen wir nun Z” := Z Xy, Z’ und definieren die Komposition durch:

(2)

M oM :=(Z xy, Z' 7"¢ ong).
Mit dieser Komposition und den Identitéten bildet X nun eine Kategorie.

Hier noch eine kurze Bemerkung zu der Forderung, dass die Abbildungen s und s’ in der
Definition einer gemeinsamen Verfeinerung Uberdeckungen sein miissen. Dies scheint nicht
ganz konsistent mit Definition 2.3.3 zu sein. In der Tat definieren viele Autoren den Begriff
der gemeinsamen Verfeinerung anders, siehe zum Beispiel [Vis04]. Wir vermeiden dies an der
Stelle, da sonst im Allgemeinen der bei der Komposition verwendete Pullback Z xy, Z’ in
der Kategorie Man nicht zu existieren braucht. Da wir aber die Relationen von Morphismen
eingefithrt haben, ergeben alle moglichen Definitionen von gemeinsamer Verfeinerung die
gleiche Kategorie.

Nun haben wir fiir jede Mannigfaltigkeit M die Kategorie X definiert. Als néchstes miissen
wir um X zu einer Pragarbe in Kategorien zu machen, die Pullbackfunktoren definieren. Dazu
sei ein Objekt (Y, P, ¢) gegeben. Wir ziehen ein solches entlang einer Abbildung f : N — M
zuriick, indem wir zunéchst die Uberdeckung Y — M entlang von f zuriickziehen zu einer
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Uberdeckung f*Y — N. Wir erhalten dann eine Abbildung der simplizialen Mannigfaltig-
keiten f*Y, — Y,, entlang derer wir die Objekte zuriickzichen. Mit dieser Definition der
Pullbackfunktoren bildet X nun eine Priagarbe in Kategorien.

Es bleibt nun zu zeigen, dass X wirklich die Stackifizierung von X ist. Dafiir verweisen wir
auf Satz 4.5.1 in Kapitel 4.

2.6 Klassifikation

Wir wollen in diesem Abschnitt eine kohomologische Klassifikation von Biindeln geben. Dazu
betrachten wir die Hut-Konstruktion der Stackifizierung aus dem letzten Kapitel genauer fiir
den Préstack der Biindel und die Topologie der offenen Mengen.

Wir wissen aufgrund von Korollar 2.5.4, dass diese Kategorie Buntriv dquivalent zur Kate-
gorie der Biindel iiber M ist. Konkreter bekommt man zu einem Biindel P — M ein Objekt
in Buntriv wie folgt: Man wéhlt zunéchst eine offene Uberdeckung (Us)ier von M, so dass
die Einschrankung von P auf die U; trivialisierbar ist. Dies liefert uns dann ein Objekt in
Descpuntriv (| |Ui = M). Ein solches Objekt besteht aus:

e dem trivialen Biindel iiber den Mengen U;.

e [somorphismen von trivialen Biindeln auf U; N Uj, das sind Funktionen g;; : U;NU; —

U(1).
e Der Kozykelbedingung g¢;; - g;x = ga auf dreifachen Schnitten U; N U; N Uy,

Wir sehen, dass es sich hierbei um einen U(1)-Cech-Kozykel im Grad 1 beziiglich der offenen
Uberdeckung (U;);e; handelt. Als Referenz fiir Cech-Kohomologie empfehlen wir [War83).
Ein solcher Cech-Kozykel ist also nichts anderes als ein Objekt in Buntriv.

Ein Morphismus zwischen zwei Kozykel (U, ¢;;) und (V;, h;j) ist nun gegeben durch eine
gemeinsame Verfeinerung (Wj)rer der offenen Mengen und einem Morphismus der beiden
verfeinerten Kozykel. Wir nehmen der besseren Ubersichtlichkeit halber an, dass die beiden
Objekte schon in einer auf W}, zuriickgezogenen Form gegeben sind, d.h. dass gilt (U;);e; =
(Vi)jes = (Wi)rer Ein Morphismus besteht dann aus:

e Morphismen von trivialen Biindeln tiber W;, also U(1)-wertige Funktionen auf my, :

e Der Bedingung mu|w,, - 9ij = hw - mu|w,, auf Wi 0 W;.

Dies ist ein Cech-Korand zwischen den beiglen Kozykeln. Da diese Zuordnung mit dem
Tensorprodukt und der Gruppenstruktur auf Cech-Zykeln vertréaglich ist haben wir folgendes
Resultat:

Satz 2.6.1. Die beschriebene Zuordnung liefert einen Gruppenisomorphismus
mo(Bun(M)) — H'(M,U(1))

von der Gruppe der Isomorphieklassen von U(1)-Hauptfaserbiindeln zur U(1)-Cech-Kohomo-
logiegruppe.
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Nun wollen wir die kurze exakte Exponentialsequenz
Z — R —U(1)

von Lie-Gruppen betrachten. Diese ist exakt und liefert daher eine lange exakte Sequenz in
Cech-Kohomologie:

08, 2) — ) — ALUD)

<—>H1(M,Z)HHI(M,R)HH%M’U(U)D

LHZ(M,Z)HHQ(M,R)H

Weil die Garbe der R-wertigen Funktionen azyklisch ist (siehe [War83, Bry93]) gilt aulerdem

H™(M,R) =0 fir n > 1. Deswegen sind die Verbindungshomomorphismen

6 H™(M,U(1)) - H"™ (M, Z)

[somorphismen fiir n > 1. Auf parakompakten Mannigfaltigkeiten, also zum Beispiel endlich-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten, stimmen nun die Cech-Kohomologiegruppen H (M, 7Z)
iiberein mit den singulidren Kohomologiegruppe H™ (M, Z) ([Bry93]), also haben wir schlief-
lich fiir alle n > 1 einen Gruppenisomorphismus

H™(M,U(1)) = H"" (M, Z) (3)
Insbesondere bekommen wir folgendes Resultat:

Korollar 2.6.2. Fir parakompaktes M haben wir einen Gruppenisomorphismus

c: mo(Bun(M)) — H*(M,Z)
[Pl — «P)

der Gruppen der Isomorphieklassen von U(1)-Hauptfaserbiindeln und der zweiten singuldren
Kohomologiegruppe. Die Klasse c(P) bezeichnen wir als (erste) Chern-Klasse von P.

2.7 Zusammenhang und Holonomie

Wir wollen in diesem Abschnitt nun Zusammenhéinge auf U(1)-Hauptfaserbiindeln bespre-
chen. Wir werden dies tun, um Holonomie definieren zu kénnen, und auflerdem um diese als
Hilfsmittel zur Berechnung der Chern-Klasse von Biindeln bzw. genauer gesagt deren Bild
in reeller Kohomologie zu verwenden.

Wir setzen voraus, dass der Leser mit dem Begriff des Zusammenhangs auf U(1)-Haupt-
faserbiindeln vertraut ist, als Referenz kann [Bry93] oder (fast) jedes Buch iiber Differenti-
algeometrie dienen. Die Kategorie der Biindel mit Zusammenhang {iber M bezeichnen wir
mit Bun¥(M). Da der Pullback eines Biindels mit Zusammenhang ebenfalls einen Zusammen-
hang hat, bilden diese wieder einer Prigarbe in Kategorien. Auflerdem konnen lokal definierte
Biindel entlang von zusammenhangserhaltenden Morphismen zu globalen Biindeln verklebt
werden, wie man sofort sieht, indem man die Konstruktion zum Verkleben von Biindeln aus
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2.1 fiir Biindel mit Zusammenhéngen durchfiihrt.

Die Biindel mit Zusammenhang bilden also einen Stack. Um die bisher entwickelten Prin-
zipien anwenden zu konnen, machen wir uns klar, dass Zusammenhénge auf dem trivialen
Biindel 1,; iiber M gegeben sind durch 1-Formen w € Q!(M). Das triviale Biindel mit dem
Zusammenhang w bezeichnen wir mit 1,. Ein Morphismus von trivialen Biindeln 1, — 1.,
besteht nun aus einem Morphismus der unterliegenden Biindel, also einer glatten Funktion
f: M — U(1) die aber zusétzlich noch den Zusammenhang erhalten muss. Das bedeutet, es
muss gelten
wy —wy = —idlog f.

Die Kategorie der trivialen Biindel mit Zusammenhang bezeichnen wir mit BuntrivV. Analog
zu Biindeln ohne Zusammenhang ist Bun" die Stackifizierung des Priistacks BuntrivY.

Wir haben fiir ein triviales Biindel 1, iiber M die Krimmung curv(l,) := dw. Fiir zwei
triviale Biindel 1,,, und 1,, mit einem Isomorphismus f : 1,, — 1,, gilt:

curv(ly,,) = dw; = d(wy + idlog f) = dws = curv(l,, ).

Die Kriimmung ist also invariant unter zusammenhangserhaltenden Morphismen. Da 2-
Formen eine Garbe bilden, haben wir auch fiir nichttriviale Biindel eine wohldefinierte Kriim-
mung.

curv:  Bun'(M) — Q*(M)
P — curv(P)

Die Form curv(P) ist geschlossen und definiert somit eine Klasse in der zweiten de-Rham-
Kohomologiegruppe H2, (M, R) = Q2(M)/Q'(M). Es gilt fiir das Tensorprodukt P ® P’ von
zwei Biindeln mit Zusammenhang curv(P ® P’) = curv(P) + curv(P). Wir haben also einen
Gruppenhomomorphismus

curv . mo(Bun¥(M)) — H3,(M,R)

wobei 7 (Bun¥(M)) wieder die Gruppe der Isomorphieklassen von Biindeln mit Zusammen-
hang bezeichnet. Auf parakompakten Mannigfaltigkeiten M besagt der Satz von de-Rham,
dass die de-Rham Kohomologiegruppen H}j; (M, R) iibereinstimmen mit den singulidren Ko-
homologiegruppen H"(M,R). Wir erinnern uns nun, dass die in (2.6.2) eingefiithrte Chern-
Klasse c¢(P) des Biindels P in H?(M,Z) liegt. Nun haben wir aber die natiirliche, von der
Inklusion Z — R induzierte Abbildung

v:H*(M,Z) — H*(M,R) = H*(M,Z) ® R.
Damit gilt nun folgender Satz, den wir hier nur zitieren wollen:

Satz 2.7.1 (Kostant, [Kos74]). Fir ein Bindel P mit Zusammenhang iber M ist die Klasse
der Kriimmung gleich dem Bild der Chern-Klasse in reeller Kohomologie:

t(c(P)) = curv(P)
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Um die Chern-Klasse eines Biindels zu bestimmen, kann man das Biindel also mit einem
Zusammenhang versehen und die Kriimmung berechnen. Durch diese ist die Chern-Klasse
dann bis auf Torsion eindeutig bestimmt. Dies ist immer moglich, da jedes Biindel mit einem
Zusammenhang versehen werden kann.

Doch nun wollen wir fiir Biindel mit Zusammenhang die Holonomie entlang von geschlossenen
Kurven betrachten. Dazu definieren wir zunéchst die Holonomie des trivialen Biindels 1,, iiber

dem Kreis S' als
Holy, := exp <27ri/ w) e U(1).
Sl

Falls 1, und 1,/ zwei triviale Biindel sind und f ein Morphismus in Hom(1,, 1.), haben wir
die Gleichung Hol,, = Hol; , wegen

/w’—/w:/idlongZ.
St St St

Fiir ein Biindel L mit Zusammenhang iiber M und eine geschlossene Kurve in M, d.h. eine
Abbildung
o: St — M

ist das zuriickgezogene Biindel ®* L iiber S trivial , weil aus Dimensionsgriinden H?(S!,Z) =
0. Daher haben wir einen Isomorphismus

T:dL =1,
fiir ein w € Q!(S?). Damit setzen wir dann
Hol, (@) :=Hol,,,.
Dies ist wohldefiniert, weil fiir eine andere Trivialisierung
T L—1,

der Ubergangsisomorphismus 1 := 7’ o 7! in Hom(1,, 1,/) liegt. Wie wir oben geschen
haben, sind die Holonomien von isomorphen, trivialen Biindeln iiber S* aber gleich.
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3 Der 2-Stack der Gerben

In Abschnitt 2.7 haben wir fiir U(1)-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang eine Definition
von Holonomie um geschlossene Kurven ®: S' — M gegeben. Entscheidend bei dieser Art
die Holonomie zu definieren war, dass der Stack von U(1)-Biindeln Abstieg erfiillt und dass
die Objekte lokal durch 1-Formen gegeben sind. Diese 1-Formen konnten wir dann {iber den
Kreis integrieren. Wir haben sehr prézise gemacht, was ,lokal durch 1-Formen gegeben® be-
deutet, ndmlich dass die Objekte in der Stackifizierung des Préstacks BuntrivV der trivialen
Biindel mit Zusammenhang liegen.

Wir wollen nochmal an die Kategorie Buntriv¥(M) erinnern:

e Objekte sind parametrisiert durch 1-Formen w € Q!(M). Das Objekt das zu einer
solchen 1-Form gehort nennen wir 1.

e Morphismen lo—1~1, sind gegeben durch Elemente f € C*(M,U(1)), so dass
dlog f =i(w — w)

In diesem Kapitel wollen wir nun Objekte einfiihren, fiir die wir einen Begriff von Holono-
mie um geschlossene Fliachen in M haben. Geschlossene Fliachen in M seien dabei glatte
Abbildungen

oY - M

wobei X eine kompakte und orientierte 2-Mannigfaltigkeit sei.

Fiir eine gegebene Mannigfaltigkeit M wollen wir also lokal Objekte betrachten, die wir tiber
solche Fliachen integrieren konnen. Diese gesuchten Objekte sind 2-Formen. Weiter wollen
wir natiirlich einen geeigneten Begriff von Eichtransformationen bzw. Morphismen einfiihren
der die Holonomie invariant ldsst. Dies sind dann 1-Formen. Es zeigt sich allerdings, dass
man zusatzlich zwischen zwei 1-Morphismen noch 2-Morphismen zulassen muss, die durch
U(1)-wertige Funktionen gegeben sind. Wir kommen also zu folgender 2-Kategorie:

e Objekte sind parametrisiert durch 2-Formen w € Q*(M). Das Objekt das zu einer
solchen 2-Form gehort nennen wir Z,,.

¢ 1-Morphismen Z, — =7, sind gegeben durch Elemente n € QY (M) so dass dn =

w—w

n
e 2-Morphismen w2/ sind ¢ € C*°(M,U(1)) so dass —idlog ¢ =17’ —n
,r]/

Diese 2-Kategorie nennen wir die Kategorie der trivialen Biindelgerben mit Zusammenhang
und bezeichnen sie mit Grotrio¥(M).

Wir haben jetzt die Pullbackoperation Grotriv¥(N) — Grbtriv”(M) entlang von Abbildun-
gen f : M — N, die durch Zuriickziehen von Formen und Funktionen gegeben ist. Diese
Operation bildet einen 2-Funktor. Die Gesamtheit der 2-Kategorien Grbtriv¥(M) zusammen
mit den Pullbackfunktoren bildet dann eine Prdgarbe in Bikategorien. Dies ist eine Struktur
dhnlich zu den in Kapitel 2.2 besprochenen Préagarben in Kategorien. Wir werden Prégarben
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in Bikategorien in Abschnitt 3.1 formal definieren.

Zu den trivialen Biindelgerben wollen wir dann globale, geometrische Objekte zuordnen,
die eine lokale Beschreibung durch die Objekte aus Grbtrit” haben. Die Idee ist einfach
zur Stackifizierung iiberzugehen, wie wir dies auch beim Schritt von Buntriv zu Bun getan
haben. Allerdings miissen wir den Begriff des Stacks und des Abstiegs dazu anpassen fiir
Pragarben in Bikategorien. Dies werden wir in Abschnitt 3.2 tun. Anschliefend kénnen wir
zu den gesuchten globalen Objekten, ndmlich Biindelgerben iibergehen. Die Theorie von
Biindelgerben, einschliellich der Holonomie werden wir dann in den folgenden Abschnitten
besprechen.

3.1 Pragarben in Bikategorien

Um die Definition einer Prégarbe in Bikategorien geben zu konnen, werden wir eine gewisse
Vertrautheit mit dem Begriff der Bikategorie voraussetzen. Fiir die Definition von Bikate-
gorien siehe [Lei98] oder [ML98]. Wir erinnern daran, dass fiir zwei Bikategorien A, B eine
Bikategorie von Funktoren [A, B] = Hompcy (A, B) definiert ist. Mit Funktoren sollen hier
immer schwache 2-Funktoren gemeint sein, das bedeutet, dass die Komposition nur bis auf
Isomorphismen erhalten wird. Siehe fiir eine genaue Definition ebenfalls [Lei98]. In der Quel-
le werden diese Funktoren als Homomorphismen zwischen Bikategorien bezeichnet. Weiter
haben wir zwischen zwei Funktoren schwache 2-Transformationen, das bedeutet wieder dass
die Quadrate in der Definition von klassischen natiirlichen Transformationen nur bis auf
einen 2-Isomorphismus kommutativ sind. Schliellich gibt es zwischen natiirlichen Transfor-
mationen noch 2-Morphismen, sogenannte Modifikationen.

Die Klasse der Bikategorien zusammen mit diesen Funktor-Bikategorien bilden dann eine
dreidimensionale Struktur, eine sogenannte Trikategorie. Diese Trikategorie bezeichnen wir
mit BiCat. Die Definition einer Trikategorie wurde in [GPS95] gegeben, ist aber sehr tech-
nisch und kompliziert. Fiir eine neuere Behandlung von Trikategorien siche [Gur06]. Wir
werden aber allgemeine Trikategorien nicht benétigen, da die einzige Trikategorie die hier
auftritt, die Trikategorie der Bikategorien sein wird. Was wir allerdings fiir die Definition
von Priagarben in Bikategorien benotigen sind schwache 3-Funktoren.

Genau wie wir Man bei der Definition einer Prigarbe in Kategorien in Abschnitt 2.2 als 2-
Kategorie aufgefasst haben, fassen wir Man hier als Trikategorie auf. Diese hat als Objekte
Mannigfaltigkeiten, als 1-Morphismen glatten Abbildungen und als 2- und 3-Morphismen
nur Identititen.

Definition 3.1.1. Eine Prédgarbe in Bikategorien auf Man ist ein schwacher 3-Funktor

X : Man°® — BiCat.

Bevor wir nun explizit ausschreiben, was dies im Detail bedeutet, sei darauf hingewiesen,
dass wir nicht wirklich die volle Allgemeinheit dieser Definition benotigen werden. So werden
die auftretenden Bikategorien bei uns meist (strikte) 2-Kategorien sein. Ohnehin ist wohlbe-
kannt dass jede Bikategorie zu einer 2-Kategorie dquivalent ist. Wir wollen uns spéter aber
nicht stets versichern miissen, dass wir wirklich 2-Kategorien haben. Ebenso verhélt es sich
mit der Tatsache, dass der Funktor schwach ist. Dies werden wir auch nicht in voller All-
gemeinheit benotigen und daher sollte man sich nicht von dem nun folgenden Diagrammen
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abschrecken lassen.

Die Definition 3.1.1 bedeutet im Detail, dass eine Prégarbe in Bikategorien X aus einer
Bikategorie X(M) fiir jede Mannigfaltigkeit M besteht, einem 2-Funktor

f7 X(N) — X(M)
fiir jede glatten Abbildung f : M — N und natiirlichen 2-Isomorphismen
goft=(fog)  Idxu = (idu)" (4)

fiir verkniipfbare Abbildungen f,g. Zusétzlich haben wir Modifikationen, die fiir je drei
verkettbare, glatte Abbildungen f, g und h die folgenden Diagramme fiillen:

f*oldxy == f* oid}, h*og*o f*==(goh)*o f* idy o f* <==Idxnyo f*
7 A
Fo Wo(fogt—=(fogoh)y  f

(5)
Fiir diese Modifikationen miissen dann fiir vier verkettbare Morphismen f, g, h,l aus Man
die folgenden Gleichheiten

PR g s (h) g PR g s (hl) g f*
R (fg) == (h)*(f9)" <= (ghl)" [~ = Uh*(fg) < U(gh)"f* == (ghl)"[*
SO ~. | Z |
*(fgh)” == (fghl)" *(fgh)” == (fghl)*
und
g* Idzxanh” g Idx(M)h* (6)
<N / \
gh* ——= ghidy i ——= g*h* = M

\/ \/

in BiCat gelten.

Bemerkung 3.1.2. o Wir kénnen eine gegebene Prigarbe in Kategorien X auch als
Prdgarbe in Bikategorien auffassen.

Dazu miissen wir die Kategorien X(M) als Bikategorien mit trivialen 2-Morphismen
auffassen. Die Pullbackfunktoren X(N) — X(M) die zu der Prdgarbe in Kategorien
gehoren, konnen wir dann auch als 2-Funktoren der eingefiihrten Bikategorien auf-
fassen. Fiir diese Pullbackfunktoren kommutieren dann aufgrund der Definition einer
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Prdgarbe in Kategorien die Diagramme in 5. Wir haben also die Identifikationsmodifi-
kation, die diese Diagramme fillen. Fir diese Identifikationsmodifikation gelten dann
trivialerweise die Gleichheiten 6.

Auf diese Art sind Pragarben in Bikategorien eine Verallgemeinerung von Prdgarben
in Kategorien und alle Sdtze die wir tiiber Prdagarben in Bikategorien beweisen auch fiir
Prdgarben in Kategorien giiltig.

e Dem eben Gesagten liegt die Inklusion Cat — BiCat zugrunde. Diese Inklusion ordnet
einer Kategorie C die Bikategorie C zu, die die gleichen Objekte und 1-Morphismen
wie C' enthdlt, aber noch zusdtzlich fir jeden 1-Morphismen die 2-Identitit darauf.
Diese Inklusion ist ein Funktor im 3-kategoriellen Kontext. Deswegen kinnen wir das
eben Gesagte auch so interpretieren, dass wir den Stack

Man”? — Cat
mit dieser Inklusion komponieren und so einen 3-Funktor
Man”? — BiCat
bekommen.

o Fs wird bei den Beispielen, die wir betrachten, tmmer der Full sein, dass die Mo-
difikationen aus den Diagrammen 5 durch Identititen gegeben sind. Dann sind die
Gleichheiten der Diagramme 6 natiirlich automatisch erfillt. In diesem Fall bezeichnet
man die Funktoren X : Man? — BiCat als semistrikt. Diese sind nicht strikt, da die
Transformationen aus 4 noch auftreten kénnen.

Falls die Transformationen 4 ebenfalls Identitdten sind, haben wir eine strikte Prdgarbe
in Bikategorien. Das Beispiel Grotriv® der trivialen Gerben mit Zusammenhang bildet
eine solche strikte Prdgarbe in Bikategorien.

Beispiel 3.1.3. Das Beispiel Grbtriv® haben wir bereits angesprochen. Wir kénnen auch
triviale Biindelgerben ohne Zusammenhang betrachten. In diesem Fall haben wir fiir jede
Mannigfaltigkeit M folgende Kategorie Grbtriv:

e Objekte: Es gibt genau ein Objekt das wir mit T bezeichnen
e Morphismen: Die Endomorphismen von I enthalten genau ein Objekt 1y,

e 2-Morphismen: Die 2-Endomorphismen von 1y sind glatte Abbildungen M — U(1).

Die Pullbackfunktoren miissen lediglich auf 2-Morphismen definiert werden und sind dort
durch das Zuriickziehen von Funktionen gegeben.

Wir haben den Vergissfunktor, der einer trivialen Gerbe Z,, mit Zusammenhang die Gerbe T
ohne Zusammenhang zuordnet Dies wird spiter einen Funktor von Gerben mit Zusammen-
hang zu Gerben ohne Zusammenhang liefern.

Bevor wir dieses Kapitel iiber Prigarben in Bikategorien abschliefen wollen wir noch einen
technischen Punkt ansprechen. Aus formalen Griinden wollen wir stets von unseren Priagarben
in Bikategorien X verlangen, dass die Kategorie X ( Lics MZ) von Objekten auf der disjunk-
ten Vereinigung von Mannigfaltigkeiten M; gegeben ist durch das Produkt [ [, ., X(M;). Dies
ist fiir alle bisher besprochenen Beispiele der Fall, wovon man sich leicht {iberzeugen kann.
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3.2 2-Abstieg

Nachdem wir nun die Definition von Priagarben in Bikategorien vorliegen haben, wollen wir
auch Abstiegsbedingungen in diesem Kontext formulieren. Analog zum Kapitel (2.4), in dem
wir fiir eine Pragarbe in Kategorien X und eine Uberdeckung Y — M die Abstiegskategorie
Descx(Y — M) definiert haben, wollen wir jetzt fiir eine Pragarbe in Bikategorien und eine
Uberdeckung die Abstiegsbikategorie Descx(Y — M) definieren.

Wir wollen diese so wihlen, dass fiir den Fall einer Pragarbe in Kategorien aufgefasst als
Prigarbe in Bikategorien die Abstiegsbikategorie im Bild der Inklusion Cat — BiCat liegt
und gleich dem Bild der in 2.4 definierten Abstiegskategorie ist. Sei also X eine Préagarbe in
Bikategorien und Y — M eine Uberdeckung. Wir definieren die Bikategorie Descx(Y —» M)
nun schrittweise.

Im Folgenden werden wir die horizontale Komposition von 1- und 2-Morphismen in einer
Bikategorien durch das Symbol ® und die vertikale Komposition von 2-Morphismen durch
das Symbol o schreiben. Wir beginnen mit den Objekten:

Definition 3.2.1. Fiir eine Uberdeckung Y — M besteht ein Abstiegsobjekt, d.h. ein
Objekt in der Kategorie Descx(Y — M ) aus den nun folgenden Daten auf der zu der
Uberdeckung assoziierten simplizialen Mannigfaltigkeit

Vi =Sy =yl —= Y
—= 5

(O1) einem Objekt G von X(Y);

(O2) einem 1-Isomorphismus
P: 905G — 0;G

in X(Y#);

(O3) einem 2-Isomorphismus
p: 03P ®0yP=0{P

in X(YBl);
(O4) der Kohérenzbedingung
Ozpo (iId®hu) = O o (O30 ®id)
von 2-Morphismen in X(Y).

Wir kiirzen ein solches Objekt auch ab durch das Tripel (G, P, ). Als nichsten Schritt miissen
wir die 1-Morphismen und 2-Morphismen in der Kategorie Descx(Y — M) einfiithren:

Definition 3.2.2. i) Ein 1-Morphismus zwischen Abstiegsobjekten (G, P, 1) und (G', P’, 1')
besteht aus den folgenden Daten auf der simplizialen Mannigfaltigkeit

Vi —= yB =Xyl —= v

ot

(IM1) Einem 1-Morphismus A: G — G’ in X(Y);
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(1M2) Einem 2-Isomorphismus a: P’ ® 05 A=0; A® P in X(Y2));
(IM3) Einem kommutativen Diagramm
([d®@p) o (Gia®id) o (id® dja) = diae (n@id)
von 2-Morphismen in X(YF).
ii) Ein 2-Morphismus zwischen zwei solchen 1-Morphismen (A, &) und (A’, /) besteht aus
(2M1) Einem 2-Morphismus 5: A=A’ in X(Y);
(2M2) einem kommutativen Diagramm
o (ideaip) = (0;f®id) o a
von 2-Morphismen in X(Y?).

Damit haben wir die Objekte, 1-Morphismen und 2-Morphismen in der Bikategorie Desc(Y —
M) definiert. Die Kompositionen wird dann in der offensichtlichen Weise definiert.

Man beachte, dass die Diagramme und Gleichheiten in Descx(Y — M) hier in einer eher
kombinatorischen Weise behandelt werden, weil dies fiir unsere Zwecke ausreichend ist. Wer
die hoheren Diagramme (O4), (1M3) oder (2M2) graphisch ausgeschrieben sehen méchte sei
auf das Papier [Dus89] verwiesen. Man beachte beim Lesen, dass dort eine andere Konven-
tionen iiber die Richtungen der Kohéarenzisomorphismen getroffen wurde.

Bemerkung 3.2.3. In dem Fuall, dass die Prdgarbe in Bikategorien von einer Prigarbe
in Kategorien kommt, stimmen die beiden Abstiegskategorien im zu Beginn des Kapitels
genannten Sinn tberein. Dies sieht man sofort, wenn man die beiden Definitionen 3.2.2 und
2.4.1 vergleicht.

Zusammen mit der Abstiegskategorie Descx(Y — M) haben wir wieder wie in Kapitel 2.4
den, durch das augmentierte simpliziale Objekte

v == yB —Zybl—xy =M

01
und Pullback induzierten, kanonischen Funktor
Ry : X(M) — Descx(Y — M).

Mit Hilfe dieses Funktors konnen wir nun wieder definieren, wann wir eine Prégarbe in Bika-
tegorien als Stack bzw. Pristack bezeichnen. Wir iibernehmen dazu wortlich die Definition
(2.4.2) :

Definition 3.2.4. (i) Eine Priagarbe X in Bikategorien erfiillt die Abstiegsbedingung fiir
eine Uberdeckung Y — M, falls der Funktor xy : X(M) — Descx(Y — M) eine
Aquivalenz von Bikategorien ist.

(ii) Eine Prigarbe in Bikategorien heifit Stack, falls sie fiir jede Uberdeckung die Abstiegs-
bedingung erfiillt.
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(iii) Eine Prigarbe in Kategorien heifit Préstack, falls der Funktor ry fiir jede Uberdeckung
Y — M volltreu ist. Volltreu soll hier bedeuten, dass der Funktor Aquivalenzen auf
Hom-Kategorien induziert.

Diese Definition bedeutet also, dass bei einem Pristack lediglich die Morphismen (d.h. die 1-
und 2-Morphismen) Abstieg erfiillen, bei einem Stack aber sowohl die Morphismen als auch
die Objekte.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass die Prigarbe X = Grbtriv¥ der trivialen Gerben weder
ein Stack noch ein Préstack ist. Dazu rekapitulieren wir, dass fiir zwei durch die Formen w
und w’ gegebene Objekte 7,7, € grbtm'vv(M ) die Morphismenkategorie Homxns)(Z, Zo)
gegeben ist durch:

e Objekte sind 1-Formen n mit dn = o' — w
e Morphismen 1 — 7’ sind glatte Abbildungen f : M — U(1) mit dlog f =i(n' — n)

Diese Kategorie kénnen wir als volle Unterkategorie der Kategorie Buntriv¥ auffassen, ndmlich
als die volle Unterkategorie der trivialen Biindel 1, mit Kriimmung curv(l,) = dn =’ —w:

Hom(Z,,Z./) = Buntriv', _,

Diese trivialen Biindel erfiillen offensichtlich nicht die Abstiegsbedingung. Daraus folgt dass
Grbtriv” kein Pristack oder Stack ist.

Bemerkung 3.2.5. Wir haben den Begriff Stack nun fir Pragarben in Kategorien und
Prégarben in Bikategorien definiert. Wenn es wichtig ist zu unterscheiden werden wir von 1-
Stacks oder 2-Stacks sprechen. Falls wir nur von Stacks sprechen meinen wir ab jetzt immer

2-Stacks.

3.3 Der 2-Stack der Biindelgerben

In diesem Abschnitt wollen wir Grbtriv" unter Abstieg abschliefen. Dies soll analog zu der
Hut-Konstruktion X — X aus Abschnitt 2.5 geschehen, also durch die Hinzunahme von
Abstiegsobjekten. Die Hut-Konstruktion liefert allerdings nur fiir Préistacks das ,richtige”
Ergebnis. Also miissen wir zunéichst durch AbschlieBen der Morphismenmengen aus Grbtriv®
einen Prastack machen. Diesen kénnen wir dann durch Abschlieen unter Abstieg zu einem
Stack machen. Der Stack, den wir dadurch schliellich erhalten, wird dann der Stack Grb der

Biindelgerben mit Zusammenhang sein.

Zuniichst schlieBen wir also in der Prigarbe Grbtriv" der trivialen Biindelgerben die Mor-
phismenmengen unter Abstieg ab, und erhalten fiir jedes M die Kategorie Grotrivy, (M):

e Objekte sind Z,, mit w € Q*(M);

e 1-Morphismen 7, — Z,, ; sind U(1)-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang und Kriim-
mung w’' — w iiber M.

e 2-Morphismen sind Morphismen von U(1)-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang.
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Die Horizontale Komposition ist dabei gegeben durch das Tensorprodukt von Biindeln.

Nun kommen wir zum néichsten Schritt, dem Abschlielen des Préastacks Qrbtrivlz unter Ab-
stieg.

Definition 3.3.1. Eine Biindelgerbe mit Zusammenhang iiber M besteht aus den folgenden
Daten: Einer Uberdeckung Y —» M und einem Objekt (w, L, ) € Descx(Y — M) fiir
X = Grbtrivp(M). Explizit haben wir also folgende Daten, fiir die zu der Uberdeckung
assoziierte simpliziale Mannigfaltigkeit

Vil = yB —Z vyl —= Yy

o1
(GO1) Ein Objekt Z,, von Grbtriv¥(Y): Eine 2-Form w € Q*(Y);

(GO2) Einen 1-Morphismus
L: O1,— 01,

in Grbtrivp (Y1?): Ein Biindel L mit Zusammenhang iiber Y2

(GO3) Einen 2-Isomorphismus
p: 05L®0yL=07L

in Grbtrivy (Y'P): Ein zusammenhangserhaltender Morphismus von Biindeln iiber Y

(GO4) Die Gleichheit
o (Id®Jgu) = Ofpoe (I3p®id)
von 2-Morphismen in Grbtriuv}, (Y[4]).

Morphismen zwischen Biindelgerben G = (Y, w, L, ) und G'= (Y W', L', 1/) sollen nun auf
einer gemeinsamen Verfeinerung Z — M der Uberdeckungen Y und Y’ definiert werden.
Wir haben also folgendes Diagramm:

Y«LZ*SI»Y’

NG A

M

Diese Abbildungen induzieren nun das Diagramm
ye < i A s’ > y/e

der zugeordneten simplizialen Abbildungen. Entlang der simplizialen Abbildungen ziehen
wir nun die Abstiegsdaten (w, L, ) € Descx(Y — M) und (W', L', 1/) € Descx(Y — M)
zuriick und erhalten die verfeinerten Gerben G und G’,. Explizit haben diese die Form

Gz :=(Z, sjw, s1L, sy

und
/ T R
Gy = (Z,sqguw,sTL, s5u').

Damit konnen wir nun Morphismen und 2-Morphismen definieren:
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Definition 3.3.2. i) Ein 1-Morphismus zwischen Biindelgerben
G=Y,w,L,n) und G=x"u L)

besteht aus einer gemeinsamen Verfeinerung Z — M der Uberdeckungen Y — M und
Y’ — M und einem Morphismus (A, ) der verfeinerten Gerben Gz und G, in Descx(Z — M)

ii) Ein 2-Morphismus zwischen 1-Morphismen
m=(Z,A,a) ud w'=(7 A4 d)

besteht aus einer gemeinsamen Verfeinerung W — M von den Uberdeckungen Z — M und
7" — M (die die Projektionen nach Y und Y respektiert) und einem 2-Morphismus 3 der
verfeinerten Morphismen my, und mj, in Descx(W — M).

ili) Zusétzlich identifizieren wir zwei solche 2-Morphismen (W, 3) und (W', '), wenn ei-
ne weitere gemeinsame Uberdeckung V' — M von W — M und W’/ — M existiert, die
kompatibel mit den anderen Projektionen ist, so dass die verfeinerten 2-Morphismen auf V'
iibereinstimmen.

Wir miissen nun noch die Kompositionen von Morphismen und 2-Morphismen definieren.
Dies soll komplett analog zu 2.5 geschehen. Die Idee ist also stets, die Morphismen, die
auf verschiedenen Uberdeckungen Z — M und Z’ — M definiert sind, auf die kanonische
gemeinsame Verfeinerung Z xy Z’ zuriickzuziehen und dort zu komponieren. 2-Morphismen
komponiert man analog, wobei dabei beachtet werden muss, dass die kanonische gemeinsame
Verfeinerung von 2-Morphismen mit allen Verfeinerungen kommutieren soll, und daher als
entsprechender Pullback gewéhlt werden muss.

Bemerkung 3.3.3. Mit dieser Wahl von Morphismen ist fir jede Gerbe G=(Y,w, L, u)
und jede Verfeinerung s : Z — Y der Uberdeckung, sodass s selbst eine Uberdeckung ist,
die verfeinerte Gerbe Gz isomorph zu G. Um das zu sehen, wdhlen wir als gemeinsame
Verfeinerung Z — M mit den Abbildungen id : Z — Z und Z — Y wund haben dann die
Identitit zwischen (Gz)z = Gz und Gz in Descx(Z — M).

Wir wollen zum Schluss noch Gerben ohne Zusammenhang definieren. Dies sind einfach
Gerben G ohne die 2-Form und die Zusammenhénge auf den Biindeln. Doch wir wollen
etwas formaler und analog zur Definition von Gerben mit Zusammenhang vorgehen. Dazu
betrachten wir also die Pragarbe Grbtriv aus Beispiel 3.1.3, die auf M gegeben ist durch

e Objekte: Es gibt genau ein Objekt das wir mit Z bezeichnen.
e Morphismen: Die Endomorphismen von Z enthalten genau ein Objekt 1.
e 2-Morphismen: Die 2-Endomorphismen von 1 sind glatte Abbildungen M — U(1).

Zunéchst schliefen wir die Morphismen unter Abstieg ab und erhalten den Pristack Grbtrivp,
der auf M gegeben ist durch:

e Objekte: Es gibt genau ein Objekt das wir mit Z bezeichnen.
e Morphismen: Die Endomorphismen von Z sind U(1)-Biindel auf M.

e 2-Morphismen: Die 2-Morphismen sind Morphismen von Biindeln.
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Mit diesem Préastack kénnen wir nun wortlich die gleiche Definition wie 3.2.1 und 3.3.2 geben.
Man mache sich dabei klar, wie Objekte in den Abstiegskategorien genau aussehen:

Definition 3.3.4. i) Eine Biindelgerbe ohne Zusammenhang tiber M besteht aus den fol-
genden Daten: Einer Uberdeckung Y — M und einem Objekt (L, u) € Descx(Y — M) fur
X = Grbtrivp(M).

ii) Ein 1-Morphismus zwischen Biindelgerben ohne Zusammenhang
G=(.Lp) ud G=" L)

besteht aus einer gemeinsamen Verfeinerung Z — M der Uberdeckungen Y — M und Y’ —»
M und einem Morphismus (A, «) der verfeinerten Gerben Gz und G/, in Descx(Z — M)

iii) Ein 2-Morphismus zwischen 1-Morphismen
m=(Z,A,«a) und m=(Z A d)

besteht aus einer gemeinsamen Verfeinerung W — M von den Uberdeckungen Z — M und
7" — M (die die Projektionen nach Y und Y’ respektiert) und einem 2-Morphismus /3 der
verfeinerten Morphismen my, und mj, in Descx(W — M).

iv) Zusétzlich identifizieren wir zwei solche 2-Morphismen (W, 3) und (W', 3") wenn eine
weitere gemeinsame Uberdeckung V' — M von W — M und W' — M existiert, die kom-
patibel mit den anderen Projektionen ist, so dass die verfeinerten 2-Morphismen auf V'
iibereinstimmen.

Aus dem bereits in Beispiel 3.1.3 angesprochenen Funktor, der einer trivialen Gerbe mit
Zusammenhang eine triviale Gerbe ohne Zusammenhang zuordnet, bekommen wir nun of-
fensichtlich einen Morphismus

Grt” — Grb,
der ebenfalls einfach die Zusammenhangsdaten vergisst. Es wurde in [Mur96] gezeigt, dass
fiir jede Mannigfaltigkeit M dieser Vergissfunktor Grto¥(M) — Grb(M) surjektiv ist, d.h. dass
jede Gerbe mit einem Zusammenhang versehen werden kann.

3.4 Tensorprodukt von Gerben

Auf Gerben kann man genau wie auf U(1)-Biindeln ein Tensorprodukt definieren. Dieses wol-
len wir in diesem Abschnitt kurz angeben. Dazu definieren wir das Tensorprodukt zunéchst
fiir eine Uberdeckung Y — M und zwei Objekte (w, L, ) und (o', L', it') in der Kategorie
Descx(Y — M) fiir X = Grbtrivy

Definition 3.4.1. i) Fiir zwei iiber dem gleichen Y — M definierte Biindelgerben G =
(Yw, L,p) und G' = (Y, o', L', 1) ist das Tensorprodukt definiert durch:

GG =W+, Lol peu)

wobei L @ L' und p ® p' durch das Tensorprodukt auf U(1)-Biindeln gegeben sind. Die-
ses Tensorprodukt auf Biindeln stimmt mit der horizontalen Komposition in der Kategorie
Grvtrivy (M) iiberein und ist symmetrisch, daher liegt (w + ', L ® L', ® 1) wieder in
Descx(Y — M).

ii) Zwei beliebige Biindelgerben G = (Y w,L,u) und G’ = (Y, o', L', 1) verfeinern wir
zunéchst beziiglich einer gemeinsamen Verfeinerung Z und bilden anschieflend das Tensor-
produkt der verfeinerten Gerben G; @ G7,.
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Bemerkung 3.4.2. i) Analog definieren wir auch das Tensorprodukt von Gerben ohne Zu-
sammenhang.

it) Die Definition des Tensorproduktes kommt im Endeffekt von der Ezistenz eines Ten-
sorproduktes auf dem Pristack GrbtrivY. Dieses liefert ein Tensorprodukt auf Qrbtriv]z und
anschliefend eines auf GrtY. Das Tensorprodukt auf Grbtriv® ist gegeben durch die Multipli-
kation von U(1)-wertigen Funktionen. Dass dies ein Tensorprodukt liefert, liegt entscheidend
daran, dass U(1) abelsch ist. iii) Die Kategorie der Gerben mit diesem Tensorprodukt bildet
eine monoidale Bikategorie

Wir haben schliefllich noch zu jeder Gerbe eine duale Gerbe:

Definition 3.4.3. Fiir eine Biindelgerbe G = (Y, w, L, u) ist die duale Gerbe gegeben durch
die Daten G* := (Y, —w, L*, (u*) ")

Wir sehen dann direkt an der Definition, dass gilt G ® G* = Z,. Dieses Tensorprodukt liefert
uns also auf der Menge 7 (Grb") der Isomorphieklassen eine Gruppenstruktur.

3.5 Klassifikation von Gerben

In diesem Kapitel wollen wir zu einer Klassifikation von Gerben ohne Zusammenhang kom-
men. Diese werden wir hier einfach Gerben nennen und falls ein Zusammenhang existiert
explizit darauf hinweisen. Wir werden ein analoges Klassifikationsresultat zu Kapitel 2.6 fiir
Biindel erhalten.

Wie in Kapitel 2.3 bemerkt, ist die Topologie der offenen Mengen auf Man feiner als die
Topologie der surjektiven Submersionen. Das bedeute aber, dass jeder Uberdeckung Y — M

verfeinert werden kann durch eine Uberdeckung der Form | |V; — M mit einer offenen
Uberdeckung (V;);es der Mannigfaltigkeit M.

Wir wissen also nach der letzten Bemerkung 3.3.3, dass jede Gerbe G = (Y, w, L, ) isomorph
ist zu einer Gerbe G, die definiert ist auf einer offenen Uberdeckung Z := | | V;. Zusitzlich ist
bekannt, dass auf parakompakten Mannigfaltigkeiten jede Uberdeckung (V;);c; durch ein gute
Uberdeckung (U;)ie; verfeinert werden kann, bei der die Mengen U; und die Durchschnitte
U,j == U;NU; zusammenziehbar sind. Somit ist die Gerbe G isomorph zu einer Gerbe G/, die
definiert ist auf der guten Uberdeckung Z’ := | | U;.

Bemerkung 3.5.1. In strengen Sinn spricht man von einer guten Uberdeckung U;, wenn
alle n-fachen Schnitte von U; zusammenziehbar sind. Wir werden dies hier aber nur fir 1-
und 2-fache Schnitte bendtigen.

Nun wollen wir uns iiberlegen, wie eine Gerbe auf einer guten offenen Uberdeckung (U;)
aussieht. Diese besteht also aus

e den trivialen Gerben iiber den Mengen Uj;

e cinem Automorphismus der trivialen Gerben auf | | U;;, also einem Biindel. Diese aber
trivialisierbar, da die U;; zusammenziehbar sind.

e cinem 2-Isomorphismus von trivialen Biindeln iiber U;jx, also einer Familie von Funk-
tionen Gijk - Uzyk: — U(l)
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o der Gleichheit g;j; - gjii = girt - giji auf dreifachen Durchschnitten Usjy,.

Wir sehen nun, dass es sich bei der Familie ¢ = (g;jx) um einen Cech-Kozykel im Grad 2
fiir die Garbe der U(1)-wertigen Funktionen handelt. Es seien nun zwei Gerben mit lokalen
Daten (g;;x) und (hijx) auf dieser guten offenen Uberdeckung gegeben. Wir iiberlegen uns
nun wie ein Morphismus zwischen diesen beiden aussieht. Um die Darstellung nicht durch
Verfeinerungen zu komplizieren iiberlegen wir uns dies zunéchst nur fiir Morphismen, die
ebenfalls auf der Uberdeckung Z’' = | |U; definiert sind. Wir haben also (vergleiche Def.
3.2.2):

e ciner Familie von Morphismen von trivialen Gerben auf U;, d.h. Biindel. Da die U;
zusammenziehbar sind kénnen diese als trivial angenommen werden.

e cinen Morphismus von trivialen Biindeln {iber | |U;;, also eine Familie U(1)-wertiger
Funktionen (o;;).

e die Gleichheit hj - 05 - 0ji = 04k - gy auf Schnitten Uy,

Mit dem Cech-Korandoperator 6 und den Kozykeln g = (giji) und h = (h;j;) kénnen wir die
Gleichheit dann schreiben als h - §(0) = g. Also sind die Kozykel g und h Cech kohomolog.
Weiter sehen wir direkt anhand unserer Definition des Tensorproduktes, dass fiir zwei Ger-
ben G und G’ mit den zugehorigen Kozykeln (g;;) und (h;j) das Tensorprodukt G ® G’ den
Kozykel (g;jk) - (hijr) hat.

Diese Uberlegung fiihrt, wenn man sie fiir Verfeinerungen noch sorgfiltig mit der Definition
von Cech-Kohomologie abgleicht, auf folgendes Resultat:

Satz 3.5.2. Die Zuordnung G — (giji) liefert einen Gruppenisomorphismus
mo(Grb(M)) — H*(M, U(1))
der Gruppe der Isomorphieklassen von Gerben und der 2-ten Cech-Kohomologiegruppe.
Zusammen mit dem Isomorphismus (3)
H™(M,U(1)) = H""Y (M, Z)
aus Kapitel 2.6 haben wir damit nun:

Satz 3.5.3 ([MSO01]). Fiir eine parakompakte Mannigfaltigkeit M existiert ein Gruppeniso-
morphismus

DD : mo(Grb(M)) — H3*(M,7Z)
[g] — DD(9)

Die Klasse DD(G) heifst Dizmier-Douady-Klasse der Gerbe G.

Bemerkung 3.5.4. (i) Als Dizmier-Douady-Klasse einer Gerbe mit Zusammenhang be-
zeichnet man die Klasse der unterliegenden Gerbe ohne Zusammenhang.
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(i) Die Gerben deren Dizmier-Douady-Klasse verschwindet sind isomorph zur trivialen
Gerbe Z. Also sind die Gerben mit Zusammenhang deren Klasse verschwindet isomorph
zu Gerben I, mit einer 2-Form w.

(111) Mit dem Pullbackfunktor fx von Gerben entlang einer glatten Abbildung f : M — N
und dem Pullback f* in Kohomologie gilt fiir Gerbe G iiber M:

DD(f*G) = f*DD(G).

Schliefllich erinnern wir kurz daran, dass fiir ein U(1)-Biindel P mit Zusammenhang das Bild
der Chern-Klasse ¢(P) € H?(M,Z) — H?(M,R) in reeller Kohomologie mit der Klasse der
Kriimmung tibereinstimmt (siehe 2.7.1). Ein analoges Resultat gilt auch fiir Biindelgerben.
Doch dazu miissen wir zunéchst die Kriitmmung fiir beliebige Gerben definieren. Zunéchst
haben wir fiir einer trivialen Gerbe Z,, € Grbtriv}, mit Zusammenhang die Kriimmung;

curv(Z,) := dw € Q*(M)

Diese Zuordnung ist invariant unter Isomorphismen, denn fiir eine isomorphe, triviale Gerbe
7., unterscheiden sich w und w’ um die Kriimmung eines Biindels P. Also gilt:

curv(Z,) = dw = d(w' + curv(P)) = dw' = curv(Z)).
Wegen dieser Invarianz, und weil Q® eine Garbe auf M ist, konnen wir die Zuordnung zu
curv(G) = curv(Y,w, L, p) := dw € Descas (Y — M) = Q*(M)
fortsetzen. Aufgrund der Definition des Tensorproduktes von Gerben ist klar, dass gilt
curv(g ® G') = curv(G) + curv(g’)

Weiter ist die Kriitmmung unter Isomorphie von Gerben invariant und als 3-Form geschlossen.
Damit liefert die Kriimmung einen Gruppenhomomorphismus

curv : mo (Grd) — Hip(M,R)

Mit diesem gilt dann fiir parakompakte Mannigfaltigkeiten M und die kanonischen Abbil-
dung ¢ : H3(M,Z) — H3,(M,R) das zu Satz 2.7.1 analoge Theorem:

Satz 3.5.5 ([Bry93]). Fir eine Gerbe G mit Zusammenhang iber M ist die Klasse der
Kriimmung gleich dem Bild der Dizmier-Douady-Klasse in reeller Kohomologie:

L(DD(G)) = curv(G)

Da wie bereits erwdhnt jede Gerbe mit einem Zusammenhang versehen werden kann, erlaubt
dies die Dixmier-Douady-Klasse bis auf Torsion zu berechnen. Auflerdem folgt daraus, dass
die Kriimmung eine ganzzahlige Kohomologieklasse besitzt.
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3.6 Fliachenholonomie

Nun kénnen wir in sehr einfacher Weise fiir Gerben mit Zusammenhang eine Holonomie
um geschlossene Flachen in M definieren. Dies war zu Beginn des Kapitels die Motivation
Gerben einzufiihren.

Die Holonomie der trivialen Biindelgerbe Z, iiber einer geschlossenen, orientierten Flidche X
ist definiert als

Holz, := exp(27ri/zw> e U(1).

Wenn Z,, und Z,, nun isomorph iiber 3 sind, so existiert ein 1-Isomorphismus Z, — [/, d.h.
ein Biindel L mit Zusammenhang w’ — w. Dann haben wir die Gleichheit Holz, = Holz , weil

/Ew’—/zw:/zcurv(L) €Z.

Wir betrachten nun eine beliebige Biindelgerbe G mit Zusammenhang iiber einer glatten
Mannigfaltigkeit M und eine glatte Abbildung

o Y-M

die definiert ist auf einer geschlossenen, orientierten Fliche ¥. Weil H3(X,Z) = 0, ist der
Pullback ®*G isomorph zu einer trivialen Biindelgerbe. Daher kénnen wir eine Trivialisie-
rung, d.h. einen 1-Isomorphismus

T: &¢-—=S1I,
wahlen und die Holonomie von G um ® definieren durch
Holg(®) := Holg, .

In der gleichen Weise wie fiir Biindel mit Zusammenhang sehen wir dann, dass diese Defini-
tion unabhéngig von der Wahl des 1-Isomorphismus 7 ist. Wenn néamlich

T &G 1,
eine andere Trivialisierung ist, haben wir einen Ubergangsisomorphismus
N o) —1. ~
L=ToT " 1,— 1y,

wodurch die Unabhéngigkeit gezeigt ist.
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4 Aquivariante Objekte

Unter dquivarianten Objekten versteht man tiblicherweise Objekte (z.B. Biindel) auf einer
Mannigfaltigkeit M die mit der Wirkung einer Lie-Gruppe G in geeigneter Weise vertraglich
sind. Wir wollen den Begriff jedoch allgemeiner fassen und gleich dquivariante Objekte ei-
ner Prigarbe in Bikategorien auf einem Lie-Gruppoid betrachten. Lie Gruppoide sind eine
Verallgemeinerung von Mannigfaltigkeiten und Gruppen.

Diese Verallgemeinerung erlaubt es uns, sowohl Abstieg, als auch Aquivarianz in einem ge-
meinsamen formalen Rahmen zu beschreiben. Dadurch konnen wir Sitze beweisen, die beide
Aspekte kombinieren.

In Abschnitt 4.1 besprechen wir Lie-Gruppoide. Diese verwenden wir dann in 4.2 zur Definiti-
on dquivarianter Objekte. In den néchsten drei Abschnitten, die den technischen Kern dieser
Arbeit bilden, werden wir dann wichtige Sétze beweisen. Dabei werden wir zum Beispiel den
Satz nachliefern, dass Biindelgerben Abstieg erfiillen.

4.1 Lie-Gruppoide und simpliziale Mannigfaltigkeiten

Es sei daran erinnert, dass ein Gruppoid eine Kategorie ist, in der jeder Morphismus in-
vertierbar ist. Einen kleinen Gruppoid kann man dann schreiben als I'y = I'g wobei I'; die
Menge der Morphismen und I'y die Menge der Objekte ist. Die beiden Abbildungen sind die
Source- und Target-Abbildung, die jedem Morphismus sein Urbild- bzw. Bildobjekt zuord-
nen. Weiter gibt es eine Identitédtsabbildung I'y — I'; und eine Komposition I'y xp, I'1 — I
Dabei ist I'; xp, Iy der Pullback des Diagramms I'y =2 I'y, also die Menge aller Paare von
Pfeilen (f,g) € I'1 xp, I'1 die verkniipfbar sind. Verkniipfbar bedeutet dabei, dass das Bil-
dobjekt von ¢ mit dem Urbildobjekt von f iibereinstimmt. Die Daten miissen so gewahlt
sein, dass sie ein Kategorie definieren in der alle Morphismen invertierbar sind. Diese Bedin-
gungen kann man mittels der Strukturabbildungen natiirlich in kommutativen Diagrammen
ausdriicken. Wir nennen solche kleinen Gruppoide auch Gruppoide in der Kategorie Set.

Ein Gruppoid in der Kategorie Man oder Lie-Gruppoid besteht entsprechend aus zwei Man-
nigfaltigkeiten I'g und I'y, differenzierbaren Abbildungen s,¢t : I'y — T'g,¢ : Iy — I'y und
o: Iy xp, Iy — I'y, fiir die die entsprechenden Diagramme kommutieren. Dabei ist zu be-
achten, dass die Existenz des Pullbacks I'y xp, ['1 nicht fiir jede Wahl von s und ¢ gegeben
ist, sondern gefordert werden muss. Sie ist zum Beispiel gegeben, wenn s und ¢ surjektive
Submersionen sind, was wir deshalb stets verlangen wollen.

Beispiele 4.1.1. (i) Fiir jede Mannigfaltigkeit M haben wir das triviale Lie-Gruppoid
M = M, bei dem alle Strukturabbildungen Identititen sind. In diesem Sinn kann ein
Lie-Gruppoid als Verallgemeinerung eines Raumes angesehen werden.

(ii) Fir eine Lie-Gruppe G haben wir das Gruppoid G =pt bei dem pt die einelementige
Menge ist. Die Identitdtsabbildung pt — G ist das neutralen Element und die Kom-
position G x G — G st die Gruppenmultiplikation. Dieses Gruppoid bezeichnen wir
mit BG. So kinnen Gruppoide auch als Verallgemeinerung von Gruppen angesehen
werden.
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(111) Fiir jede Wirkung einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M haben wir das
Wirkungsgruppoid M//G. Dieses hat als Objektmannigfaltigkeit M und als Morphis-
menmannigfaltigkeit G x M. Die Source-Abbildung ist die Projektion auf M und die
Target-Abbildung t gegeben durch t(g,m) := g - m. Die Identitit ist die Zuordnung
m +— (1,m) und die Komposition (g,m) o (h,n) := (gh,n). Als kleine Kategorie auf-
gefasst hat M/ /G als Objekte die Punkte von M und als Morphismen Hom;,/c(m,n)
die Gruppenelemente, unter deren Wirkung m auf n abgebildet wird. Dieses Gruppoid
umfasst als Spezialfille fiir G oder M trivial die ersten beiden Beispiele.

(iv) Fiir jede Uberdeckung 7 :Y — M haben wir das Gruppoid Y x ;Y =Y. Dabei ist die
Komposition (Y x3; Y) xy (Y x0 Y) 2 YBE — Y gegeben durch das Weglassen des
mattleren Elementes. Die Identititsabbildung ist die Diagonalabbildung Y — Y X Y.
Wir nennen dieses Gruppoid auch Cech-Gruppoid und bezeichnen es mit C(Y).

Nach diesen Beispielen betrachten wir nun die Nerv-Konstruktion die einem Lie-Gruppoid
eine simpliziale Mannigfaltigkeit zuordnet. Dazu sei ein Gruppoid I' = (I'y = I'y) gegeben.
Der Nerv I'y ist dann die simpliziale Mannigfaltigkeit

Ao 9o X
—_—
P F2 2 Fl - F0
B3 92 o

wobei
Fn :?1 X1y Iy X1y -+ XTy Iy

-~
n

die Menge der n-Tupel von verkettbaren Morphismen darstellt. Die Abbildung 0; : I',, —
', ist die Komposition des i-ten mit dem (i 4+ 1)-ten Morphismus. Also

8i(f17'--7fn) = (fl,...7fiofi+1,...,fn)
80(f17"'>fn) = <f27"'>fn)
8n(f1,...,fn) = (fla"'yfn—l)

Auflerdem sind 0y, 0y : 'y — I'y die Source- und Target-Abbildung. Es gelten, wie man leicht
verifiziert, die simplizialen Identitdten 0,0,41 = 0,0; fiir i < j. Wir unterdriicken an dieser
Stelle, wie {iblich, die Notation der Entartungsabbildungen o; : I',, — I',,41, die an der i-ten
Stelle eine Identitét einfiigen.

Zu den Lie-Gruppoiden miissen wir natiirlich noch den geeigneten Begriff von Morphismen
einfithren. Das sind Lie-Funktoren. Ein Lie-Funktor F' : (I'y = T'g) — (1 = Qo) besteht
aus differenzierbaren Abbildungen Fj : I'g — Q¢ und F} : I'y — ;. Diese sollen mit allen
Strukturabbildungen kommutieren, das bedeutet zum Beispiel fiir die Source-Abbildungen
s, dass das Diagramm

kommutiert.
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Beispiele 4.1.2. (i) Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M, N ist jeder Lie-Funktor F : (M =

(i)

(iii)

(iv)

(v)

M) — (N = N) gegeben durch eine glatte Abbildung f : M — N wobei Fy = Fy = f.
Damit ist die Zuordnung M — (M = M) eine volltreue Einbettung von Mannigfal-

tigkeiten in Lie-Gruppoide. Wir schreiben deswegen fiir das Lie-Gruppoid oft auch nur
M.

Seien nun zwei Lie-Gruppen G und H gegeben. Dann sind Lie-Funktoren F' : BG —
BH genau gegeben durch glatte Gruppenhomomorphismen f : G — H, denn ein Lie-
Funktor F besteht in diesem Fall, weil Fy : pt — pt trivial ist, genau aus einer Abbil-
dung f : G — H und muss nur die Identitit und Komposition, also die Gruppenstruktur
erhalten. Damit ist die Zurordnung G — BG eine volltreue Einbettung von Gruppen
in Lie-Gruppoide.

Fiir zwei Wirkungsgruppoide M//G und N//G liefert jede G-dquivariante Abbildung
f: M — N einen Lie Funktor durch Fy:= f und Fy := f xid : M x G — N x G.
Dies sind natiirlich nicht alle Lie-Funktoren zwischen diesen beiden Gruppoiden, wie
man am vorigen Beispiel als Spezialfall fiir M = N = pt sehen kann.

Fiir eine Verfeinerung Z — M einer UberdeckungY — M liefert die Verfeinerungsab-
bildung s : Z — Y eine Lie-Funktor S von C(Z) nach C(Y). Dazu setzen wir nimlich
So=8:2Z—=Zund Sy : ZxyZ —Y xuY durch Si(z,z) := (s(z),s(2)) €Y xu Y.
Dies ist wohldefiniert und auflerdem ein Lie-Funktor.

Als Spezialfall des letzten Beispiels betrachten wir eine UberdeckungY — M und fassen
sie als Verfez’nerung der trivialen Uberdeckung id : M — M auf. Damit bekommen wir
den Funktor T1Y : C(Y) — M.

Wir wollen nun die Nerv-Konstruktion nicht nur auf Lie-Gruppoide sonder auch auf Lie-
Funktoren anwenden. Dazu sei ein Lie-Funktor F': (I'y =2 I'y) — (2 =2 Q) gegeben. Wir
betrachten nun die Nerven I'y und €2,. Darauf definieren wir Abbildungen

EF T, — Q.

fir alle # = 0,1, 2, .... Diese sind durch Fy, F} und fiir ¢« > 1 durch

Fi: TiXpy...Xp I — Q1 Xgy ... Xa, 1

(fla---vfn) — (Fl(f1>;Fl(fn))

gegeben. Wir bezeichnen diese Familie (F;) von Abbildungen auch durch F,. Wegen der
definierenden Eigenschaften von Lie-Funktoren kommutieren die Abbildungen F; mit allen
Abbildungen 0; und o; der simplizialen Objekte, wir veranschaulichen dies in folgendem
Diagramm:

5 .
el —=I1—=T

— |

2 2 1
_— — S V&0

Eine solche Familie F, heisst simpliziale Abbildung. Vergleiche hierzu wieder [Wei95] oder
[MLOS].
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4.2 Aquivariante Objekte

Man sieht sofort dass der Nerv des Cech-Gruppoids C (V) die simpliziale Mannigfaltigkeit
ist, die wir in den Kapiteln (2.4) und (3.2) benutzt haben, um die Abstiegskategorien zu
definieren. Ein dquivariantes Objekt von einer Pragarbe in Kategorien bzw. Bikategorien soll
nun ein solches Abstiegsobjekt verallgemeinern. Deswegen setzen wir in kompletter Analogie
zu Definition 3.2.1

Definition 4.2.1. Sei X eine Prédgarbe in Bikategorien und die simpliziale Mannigfaltigkeit

o 8o P
—_—
S ET=ETi =Ty
05 02 !

gegeben. Dann besteht ein [',-dquivariantes Objekt von X aus
(O1) einem Objekt G von X(Y');

(02) einem 1-Isomorphismus

P: 956 —0/G
in %(Y[Q});

(03) einem 2-Isomorphismus
p: 05 P®@0oyP= 0P

in X (YB}) ;
(O4) der Kohérenzbedingung
o (id®hu) = 0o (050 ®id)
von 2-Morphismen in X (Y#).

Genauso wie in Kapitel 3.2 fiir die Abstiegskategorien definieren wir nun Morphismen und
2-Morphismen zwischen dquivarianten Objekten und erhalten die Bikategorie X(I'y) der
dquivarianten Objekte. Wir haben damit eine sehr allgemeine Definition von dquivarianten
Objekten auf beliebigen simplizialen Mannigfaltigkeiten. In dieser Arbeit werden wir aber
nur solche betrachten, die Nerven von Gruppoiden sind.

Bemerkung 4.2.2. o [ir ein Lie-Gruppoid I' schreiben wir auch X(T') fir X(T).
e Fiir das Cech-Gruppoid C(Y) einer Uberdeckung Y — M gilt

X(C(Y)) = Descx(Y — M).

e Fiir ein konstantes Lie-Gruppoid M = M gilt X(M = M) = X(M).

e Die Definition liefert insbesondere natiirliche eine Definition von dquivarianten Biindel-
gerben. Diese werden wir in Kapitel 5 mit den in diesem Kapitel entwickelten Methoden
eingehender untersuchen.
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o Wir haben dquivariante Objekte nur fiir Pragarben in Bikategorien definiert. Falls wir
eine Prdgarbe X in Kategorien gegeben haben, kénnen wir diese aber, wie in Bemerkung
3.1.2 beschrieben, als Pragarbe in Bikategorien auffassen. So kann man der Definiti-
on von X(I's) auch fir Prdgarben in Kategorien Sinn geben. In diesem Fall haben
die Objekte keine 2-Morphismen (02) auf I's sondern Gleichheiten und die Bedingung
(04) auf Ty ist trivialerweise erfillt. Analoges gilt natirlich fiir Morphismen. Die 2-
Morphismen treten nicht auf, da jeder 2-Morphismus nur die Identitit sein kann. Da-
her ist in diesem Fall X(T's) auch eine Kategorie. Somit enthdlt diese Definition als
Spezialfall auch die Definition 2.4.1.

Im engeren Sinne wird von dquivarianten Objekten nur gesprochen, wenn die simpliziale
Mannigfaltigkeit I'y der Nerv eines Wirkungsgruppoids M//G ist. Moglicherweise hat der
Leser eine andere Definition von dquivarianten Objekten wie Biindeln oder Garben kennen-
gelernt. Wir wollen daher noch in zwei speziellen Féllen genauer betrachten, wie Kategorie
der dquivarianten Objekte mit unserer Definition aussieht und sie in diesen Spezialfillen
vereinfachen bzw. umformulieren.

1) G diskret: Wir nehmen an, dass wir das Wirkungsgruppoid M//G fiir die Wirkung
einer diskreten Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit haben. Wir kénnen die Morphismen-
mannigfaltigkeit des Gruppoids in diesem Fall schreiben als G x M = |_|g€GM und den
Nerven entsprechend als:

o 3o
_— 0 o
..—>|_|gyh€GMH|_|g€GM—>M
05 02 o

Ein dquivariantes Objekt in X (M // G) besteht in diesem Fall entsprechend aus:

e Einem Objekt G aus X(M).

e Einem Isomorphismus in X (|_| gea M ) = [[,cc X(M), also einer Familie von Isomor-

phismen
0y:9G—G geqd
in X(M).
e Einem 2-Isomorphismus
g*h*G 9" ¢n 7°G
N
g

fir jedes Paar (g,h) € G x G.

e Einer Bedingung fiir Tripel (g, h,1) € G x G x G die wir hier nicht ausschreiben wollen.
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2) Biindel auf Wirkunsgruppoiden: Wir iiberlegen, aus welchen Daten ein Biindel
ohne Zusammenhang auf M//G besteht:

e Ein Biindel P iiber M

e Ein Isomorphismus von dem Biindel pr*P = G x P — M zu dem Biindel m*P iiber
G x M, wobei m : G x M — M die Wirkung und pr : G x M — M die Projektion sei.
Dies ist aber aufgrund der Definition des Pullbackbiindels m* P als Faserprodukt das
gleiche wie eine U(1)-dquivariante Abbildung ¢ in folgendem Diagramm:

GxP—2=p

L

GxM—M

e Eine Bedingung die genau bedeutet dass ¢ : G x P — P eine Wirkung der Gruppe G
auf P definiert.

Wir haben also genau ein Biindel P iiber M und eine Wirkung von G auf dem Totalraum
des Biindels, so dass die Biindelprojektion dquivariant ist und die Wirkung mit der U(1)-
Wirkung vertauscht. Ein Morphismus von zwei dquivarianten Biindeln P, P’ besteht nun
aus:

e Einem Morphismus f : P — P’ von Biindeln tiber M

e Weiter haben wir die Bedingung

GxP2—>p

I

G x Pl——P'

Damit ist ein Morphismus von dquivarianten Biindeln einfach ein Morphismus der unterlie-
genden Biindel, der dquivariant beziiglich der G-Wirkung ist.

Wir wollen nun beschreiben, wie wir mittels eines Lie-Funktors F' : I' — 2 Objekte von
X(Q) zuriickziehen konnen zu Objekten X(I"). Dazu betrachten wir zunéchst die im letzten
Kapitel beschriebe simpliziale Abbildung F,, die der Lie-Funktor F' induziert.

5 .
=l —=T1—=xT

_—
Ql ll Ol
—_—
A Q Q Q
2 2!
R —— 2 —> %60

Mit dieser kénnen wir nun die Struktur (G, P, 1) € X(€2) levelweise zuriickziehen. Das heifit
wir definieren:

F* . X(Q) — %)
(G, Pp) — (F5G, F P, Fyp)

Dass die Daten (FjG, F} P, Ffpu) wirklich ein Objekt in X(§2) definieren, folgt daraus, dass
die Abbildungen F; mit allen simplizialen Strukturabbildungen kommutieren.
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Beispiel 4.2.3. o Fiir eine Uberdeckung Y — M liefert der Pullback entlang des in
Beispiel 4.1.2(v) beschriebenen Lie-Funktors 11V : C(Y) — M genau die kanonische
Abbildung

Ky : X(M) — Descx(Y — M) = X(C(Y)).

e Analog liefert der Pullback entlang eines Lie-Funktors S : C(Z) — C(Y), der von
einer Verfeinerung induzierte ist, den Funktor

Descx(Y — M) — Descx(Z — M)

der die Objekte mit Uberdeckung Y zu Objekten mit Uberdeckung Z verfeinert.

4.3 Aquivarianter Abstieg

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass man fiir einen 2-Stack X nicht nur gewo6hnliche
Objekte lokal verkleben kann sondern auch dquivariante Objekte. Da wir sowohl Abstieg,
als auch Aquivarianz mittels simplizialer Mannigfaltigkeiten beschrieben haben, fiihrt uns
dies auf bisimpliziale Mannigfaltigkeiten. Das Prinzip des dquivarianten Abstiegs kommt in
Kapitel 5 bei der der Konstruktion von Gerben auf kompakten Lie-Gruppen zum Tragen.

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung: Man kann die Definition von &quivarianten
Objekten auch in der folgenden Art und Weise geben: Zunéchst werten wir die Prigarbe
in Bikategorien X auf dem simplizialen Objekt I'y aus und erhalten folgendes Diagramm in
BiCat:

BN 9%

X(To) —= X() —= X(0y) —=- -
o 03 Ty

Dieses Diagramm in BiCat erfiillt nun offensichtlich bis auf natiirliche Isomorphie die kosim-
plizialen Identitdten

0;0; = 070, fiire <y
die durch Dualisieren aus den simplizialen Identitédten fiir I'y folgen, die wir in Kapitel 2.4
beschrieben haben. Die Kohérenzzellen machen dies zu einem schwachen Funktor A — BiCat
von der simplizialen Kategorie nach BiCat. Ein solches Objekt bezeichnen wir als (schwache)
kosimpliziale Bikategorie.
Die Abstiegs- und dquivarianten Kategorien kénnen nun ausschliellich aus dieser kosimpli-
zialen Kategorie in der {iblichen Art und Weise mittels eines Objekts in X(I'y) eines Morphis-
muses in X(I';) etc. gebildet werden. Daher liegt es nahe, fiir eine allgemeine kosimpliziale
Bikategorie folgende Konstruktion zu geben:

Definition 4.3.1. Fiir eine kosimpliziale Bikategorie C definieren wir die Kategorie

. o
g a9 0

holim;ea C; = holim | Coy —=C, —=Cy —= -+~
or o o

durch die analoge Konstruktion zu (3.2.1) und (4.2.1). Objekte sind also gegeben durch:
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Ein Objekt G in Cp;
e ecinem 1-Isomorphismus
P: 9;G—0/G
in C;
e einem 2-Isomorphismus
p: 03P ® ;P = 0[P
in Csy;
e der Kohérenzbedingung
o (id®hu) = 0o (050 ®id)
von 2-Morphismen in Cj.
Die Morphismen und 2-Morphismen sind entsprechend wie in 3.2 definiert.
Mit dieser Definition gilt dann
X(T's) = holim;ea X(I)
und als Spezialfall davon
Descx(Y — M) = holim;ep X (Y1),
Fiir eine konstante simpliziale Bikategorie Cy mit C; = (' fiir alle ¢ haben wir
holim;ca C; = C.

Bemerkung 4.3.2. Die Bezeichnung holim haben wir natirlich nicht zufillig gewdhlt. In
der Tat ist holima der Homotopielimes d.h. der ,richtige“ héherdimensionale Limes tiber
das kositmpliziale Diagramm C, in BiCat. Wir wollen den Begriff von Homotopielimites hier
aber nicht einfiihren, dafir sei der Leser auf [DS95] und [Lur06] verwiesen. Wir werden
auch wm Folgenden nicht benutzen dass es sich um den Homotopielimes handelt und da-
her holim;ca C; lediglich als Bezeichnung fiir die durch die gegebene Vorschrift definierte
Bikategorie verwenden. Wir wollen nur kurz fir diejenigen die den Begriff kennen, dar-
auf hinweisen, dass zur Definition des Homotopielimes tiber kosimpliziale Bikategorien die
Modellstruktur aus [Lac04] auf Bikategorien benutzt wird.

Da wir versuchen den Begriff des Abstiegs auch in einem dquivarianten Kontext zu verwenden
miissen wir Uberdeckungen von Gruppoiden betrachten. Allgemeiner wollen wir hier direkt
Uberdeckungen von simplizialen Objekten betrachten. Dieser Begriff hingt natiirlich wieder
von der Grothendieck-Topologie ab:

Definition 4.3.3. (i) Wir nennen eine simpliziale Abbildung Il, : Ay — T’y von simplizia-
len Mannigfaltigkeiten A, und I's eine Uberdeckung, falls alle Abbildungen IT; : A; — I;
Uberdeckungen sind.

(ii) Ein Lie-Funktor I : (A; = Ag) — (I'y = I'g) heifit Uberdeckung, falls die zugehorige
simpliziale Abbildung II, : A, — I'y der zugehérigen Nerven eine Uberdeckung von
simplizialen Mannigfaltigkeiten ist.
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Ein Beispiel einer solchen Simplizialen Uberdeckung liefert nun fiir jede Uberdeckung eines
Raumes 7 : Y — M sowohl die Simpliziale Abbildung Y* — M die durch den Lie-Funktor
C(Y) — M gegeben ist als auch die simpliziale Abbildung Y — M von konstanten Simpli-
zialen Objekten Y und M die einfach gradweise durch 7 gegeben ist.

Fiir uns wird aber das folgende Beispiel eine entscheidende Rolle spielen:

Beispiel 4.3.4. Wir betrachten eine Lie-Gruppe G und eine G-Wirkung auf einer Man-
nigfaltigkeit M. Fir diese Wirkung sei nun eine G-invariante Uberdeckung (U;);e; gegeben.
Dann haben wir die Wirkungsgruppoide | |,.,; U;//G und M//G und den Lie-Funktor

n:| |v//G— M//G

iel
gegeben durch die G-dquuiariante Uberdeckungsabbildung w |lic; Ui = M. Wir sehen dass
die j — te der simplizialen Abbildungen
Hj:Gx...xGxUUiHGx...xGxM
iel

gegeben ist durch id x w, also eine Uberdeckung von Mannigfaltigkeiten ist. Somit ist II
eine Uberdeckung von Gruppoiden. Eine offensichtliche Verallgemeinerung dieses Beispieles
bekommen wir, wenn wir fir die G-Mannigfaltigkeit M eine surjektive Submersion w:Y —»
M betrachten so dass 'Y ebenfalls eine G-Wirkung hat und die Abbildung 7 dquivariant ist.
Dann sieht man wie zuvor, dass die Abbildung

n:vY//G— M//G
eine Uberdeckung ist.

Doch nun zur Formulierung des dquivarianten Abstiegs. Fiir eine Uberdeckung I[Ie : Ay — Ty
von simplizialen Mannigfaltigkeiten konnen wir die simpliziale Mannigfaltigkeit

o)) 8o
—_— 0. o
A. XTI, A. = I A2 XF2 A2 4>A1 XFl A1 I A() XFO AO
o % ”

bilden. Die Abbildungen 0; sind hierbei in offensichtlicher Weise gegeben. Dieses Objekt
werden wir auch mit A[.Q] bezeichnen. Die beiden Projektionen dg,d; : A[.Q} — A, bilden
simpliziale Abbildungen wovon man sich leicht iiberzeugt. Weiter haben wir dann natiirlich
auch die simplizialen Mannigfaltigkeiten

A= Ay xp, . xp, A
und simpliziale-Abbildungen §; : A" — AP fiir i = 0,...,n. Was wir also insgesamt
erhalten, ist ein augmentiertes simpliziales Objekt
do
(A.)M — . _:>>A[.3] *0>A[.2] LA. — T,
R (52 > 51

03
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in simplizialen Mannigfaktigkeiten. Ein simpliziales Objekt in simplizialen Mannigfaltigkei-
ten heifit auch bisimpliziale Mannigfaltigkeit. Komplett ausgeschrieben hat dieses dann die

L
I

Iy
..*>AB] AQ]HAO Ty
Die horizontalen Reihen sind per Konstruktion Nerven von Cech-Gruppoiden. Dies wollen

wir nun ausnutzen um das Prinzip des dquivarianten Abstiegs zu beweisen:

Satz 4.3.5 (Aquivarianter Abstieg). Sei X ein 2-Stack und 11 : A, — T, eine Uberdeckung
von simplizialen Mannigfaltigkeiten. Dann haben wir eine Aquvialenz von Bikategorien

*

o N %, — .
X (L) = ol | X(A) = % (A%) = x (A) e

Falls ¥ nur ein Pristack ist, so ist der Funktor immerhin volltreu, d.h. induziert Aquivalenzen
auf Hom-Kategorien.

Beweis. Es gilt zunéichst X(I's) = holimea X(I';). Weil X ein Stack ist und die II; : A; — T,
Uberdeckungen sind, ist auflerdem

X(T;) — Desc(A; — T;) = holimea X( Ay])
eine Aquivalenz von Bikategorien. Setzen wir dies zusammen so erhalten wir eine Aquivalenz
%(Ts) — holim;ea holimjen X < Agﬂ)

Der entscheidende Punkt im Beweis ist zu zeigen, dass wir die beiden Homotopielimites
vertauschen diirfen, dann erhalten wir ndmlich

holim;ea holimjea X (AP]> = holimjca holim;ea X (Ay])
= holimjea X (AV))

also die Aussage des Satzes. Die Vertauschungssaussage wollen wir etwas allgemeiner in
einem eigenen Satz formulieren, da wir sie auch spéater noch brauchen werden. Die Aussage
iiber Prastacks folgt komplett analog. O]

Satz 4.3.6. Fir eine beliebige bisimpliziale Mannigfaltigkeit Q)ee und eine beliebige Prigarbe
in Bikategorien X gilt:

hOhmieA hOhm]’eA X (QU) = hOhmjeA hOhmieA X (Q”)
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Beweis. Am einfachsten wire es, diesen Beweis durch abstact-nonsense zu fithren, indem
man die universelle Eigenschaft des Homotopielimes benutzt. Da wir jedoch nicht die Eigen-
schaften des Homotopielimes verwenden wollten, werden wir dies explizit nachrechnen. Wir
iiberlegen uns, aus welchen Daten auf der bisimplizialen Mannigfaltigkeit

ST

—_—
P Ql? ;E Qll _— QlO

4

° Q Q Q
02 S 01 00
_— 2 _—

ein Objekt in holim;ea holim;ea X (€2;;) besteht. Dazu seien die horizontalen Randabbildun-
gen mit d bezeichnet und die vertikalen mit 0. Dann ist ist ein solches Objekt gegeben

durch:

e Ein Objekt in holim jea X (€g;) d.h.
— Ein ObJekt g iber QOO
— Ein Isomorphismus Ay : 65G — 07§ iiber Qg
— Ein 2-Isomorphismus p2 : 05401 ® 05Ae1 = 07 Agy liber Qg
— Eine Bedingung iiber o3

e Ein Morphismus 95(G, Ao 1, ft02) — 07(G, Ao, to2) in holimjea X (€4;) also
— Ein Isomorphismus Ayq : 956G — 0;G iiber Q4
— Ein 2—Isom0rphlsmus 11 - 81 A01 & (501410 = (511410 X 8§A01 iber QH.
— Eine Bedinung iiber ;5.

e Ein 2-Isomorphismus 95 (A1, pt11) ® 95(Aio, p11) = 05 (Ao, f11) in holimjea X (€2;):
— Ein 2-Isomorphismus pgg : 93 A1 ® 05 A1g = 07 Aqg liber (g.
— Eine Bedingung iiber 9.

e Eine Bedingung an die 2-Morphismen in holim;ca X (£235) also
— Eine Bedingung iiber {23.

Wenn wir uns das Diagramm anschauen sehen wir ein Objekt G € X(€go) in der unteren
Ecke, zwei Isomorphismen Ag; € X(Q01), Ao € X(Q01) auf der ersten Diagonale, drei 2-
Isomorphismen f92 € X(Q02), 11 € X(11), p2o € X(Sgo) auf der zweiten Diagonale und vier
Bedingungen auf der dritten Diagonale.

Wenn wir nun ein Objekt in holim;ea hohmZe A X (€;5) betrachten so sehen wir durch vertau-
schen der Rolle von i und j in den obigen Uberlegungen, dass wir die gleiche Menge an Daten
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erhalten. Da wir jedoch auch die Rollen von 0 und § vertauschen miissen, sehen wir dass wir
nicht einen 2-Ismorphismus 17 : 07 Ap1 ® 05A10 = 07 A10 ® 05 Ao erhalten sondern einen in
die umgekehrte Richtung. Da es sich um einen Ismomorphismus handelt kénnen wir einen
solchen einfach durch Ubergang zum Inversen bekommen. Fiir die anderen Isomorphismen
bleiben die Source- und Targetobjekte gleich (und auBerdem die Bedingungen, wenn man
sie ausformuliert).

Durch analoge Uberlegungen sieht man nun auch, dass die Morphismen und 2-Morphismen
in den beiden Kategorien die gleichen sind. O]

SchlieBlich wollen wir noch den bereits mehrfach behandelten Fall einer G-invarianten Uber-
deckung betrachten. Dieser Spezialfall ist sehr wichtig, da sich stets eine solche Uberdeckung
finden lédsst, wie wir in 5.4 zeigen werden. In diesem Fall hat das simpliziale Diagramm
offensichtlich die Form:

50
"ﬁxl_lUmk//G?UUm//G s —=Uui//G — M//G
03 2

Damit bekommen wir dann:

Korollar 4.3.7. Gegeben sei eine G-Wirkung auf M und eine G-invariante offene Uberdeckung
(Us)ier von M. Dann liefert die Finschrankung fir jeden Stack X die Aquivalenz:

8 %
X(M//G) = holim | T[X(Ui//G) —= ? [1% (Uy//G) == T1% (Uign/ /G) —
1 2 5;

4.4 Schwache Aquivalenzen

Wir hatten gesehen, dass fiir eine beliebige Préagarbe in Kategorien die Abstiegskategorie
Descx(Y — M) die Kategorie von #quivarianten Objekten auf dem Cech-Gruppoid CY ist.
Wir haben weiter den Lie-Funktor IIy : CY — M der von der Abbildung 7 induziert wird.
Wir fassen dabei die Mannigfaltigkeit M wie iiblich als den konstanten Gruppoid M = M
auf. Der kanonische Funktor

Ry : X(M) — Descx(Y — M)

ist dann der Pullback entlang dieses Funktors. Die Bedingung, dass eine Prégarbe in Bi-
kategorien ein 2-Stack ist, lautet also einfach, dass der Pullback entlang der durch die
Uberdeckung ausgezeichneten Funktoren Iy eine Aquivalenz ist.

Nun stellt sich die Frage ob auch fiir andere Funktoren F' : I' — 2 der Pullback F* : X(Q2,) —
X(T,) eine Aquivalenz ist. Ziel dieses Kapitels ist es die Funktoren fiir die dies der Fall ist
zu charakterisieren. Daher zunéchst folgende Definition:

Definition 4.4.1. Ein Lie-Funktor F' : I' — A heifit schwache Aquivalenz falls fiir jeden
2-Stack X der Pullbackfunktor F™* : X(A®) — X(I'*) eine Aquivalenz von Bikategorien ist.
Die Lie-Gruppoide heiflen dann schwach dquivalent.

Bemerkung 4.4.2. Diese Definition von schwachen Aquivalenzen ist konsistent mit der in
[Lur06] in Kapitel gegebenen.
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Wir betrachten, um mit dem Begriff vertraut zu werden ein paar einfache Beispiele von
schwachen Aquivalenzen:

Beispiele 4.4.3. (i) Invertierbare Lie-Funktoren, das sind Lie-Funktoren F' : T' — A
sodass ein Lie-Funktor G : A — I' existiert mit G o F = idr und F' o G = id,.

(ii) Wir wissen auflerdem bereits, dass die FunktorenIly : C(Y) — M schwache Aquivalenzen
sind.

(111) Wir betrachten die Wirkung einer Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M. Diese Wir-
kung sei frei und eigentlich. Dann ist der Quotient M /G ebenfalls eine Mannigfaltig-
keit und die Quotientenabbildung q : M — M/G eine surjektive Submersion (siehe
[DKO0O], Theorem 1.11.4). Dann ist dass der Lie-Funktor Q : M//G — M /G induziert
von Quotientenabbildung q mitels

Qo : M - M/G
m = q(m)
Qi: GxM — M/G
(g;m) — q(m)

eine schwache Aquivalenz Dies sieht man, indem man fiir die surjektive Submersion
q: M — M/G das Cech-Gruppoid M Xn/q M= M betrachtet, das nach Beispiel
(i) eine schwache Aquivalenz ist. Bei Elementen in M Xarya M handelt es sich um
Tupel (m,m’) von Elementen in M die im gleichen G-Orbit liegen. Da die Wirkung
frei ist unterscheiden diese sich genau um ein Element in G, d.h. die Abbildung G x
M — M Xya M, (g,m) — (m, gm) ist ein Isomorphismus. Insgesamt haben wir eine
Isomorphie der Gruppoide

M/)G=(GxM=M)=(MxycM=M)

Auch wenn das letzte Beispiel auf den ersten Blick trivial wirkt, so konnen daraus bereits
wichtige Folgerungen gezogen werden. Es ist zum Beispiel bekannt dass jede kompakte,
einfache Lie-Gruppe G geschrieben werden kann als

G/H

wobei G die universelle Uberlagerung und H 2:_'7T1(G> als Untergruppe des Zentrums von G
aufgefasst werden kann. Wegen der schwachen Aquivalenz

G//H—G/H =G

sind also Gerben auf G das gleiche wie H-dquivariante Gerben auf G. Da die Theorie der
Gerben auf einfach-zusammenhéngenden kompakten Lie-Gruppen gut verstanden ist (siehe
Kapitel 5), erhdlt man auf die Weise Aussagen iiber Gerben auf nicht einfach-zusammenhéng-
enden Lie-Gruppen. Mit diesen Methoden konnten in [GR04] Biindelgerben auf nicht-einfach
zusammenhédngenden Lie-Gruppen konstruiert und klassifiziert werden. Man beachte, dass
sich in diesem Fall die Definition von dquivarianten Gerben wie in 4.2 angegeben vereinfacht,
weil H eine diskrete Untergruppe von G ist.
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Wenn wir an Funktoren von Kategorien denken, so ist wohlbekannt, dass ein Funktor genau
dann eine Aquvialenz von Kategorien ist, falls er volltreu und essentiell surjektiv ist. In der
Tat gilt fiir Lie-Gruppoide eine analoge Aussage, die wir nun beweisen wollen. Dazu folgende
Definition:

Definition 4.4.4. Ein Lie Funktor F': I' — A heif3t
e volltreu, falls das Diagramm

LA
(s,t) (st)

Fox F
Ty x Ty 22 A0 x A
o x Iy 0 0

ein Pullback-Diagramm ist.
o essentiell surjektiv, falls die Target-Abbildung I'y g, xs Ay — Ag eine Uberdeckung ist.

Ziel des Restes dieses Kapitels wird es nun sein, zu beweisen, dass Lie-Funktoren die volltreu
und essentiell surjektiv sind schwache Aquivalenzen sind. Wir benétigen jedoch erst einiges
an Vorarbeit bevor wir den Beweis fithren kénnen. Von den folgenden Lemmata, Definitionen
und Sétzen werden wir in spéteren Kapiteln nur noch die Sétze 4.4.18 und 4.4.19 verwen-
den. Der Leser der nicht an den technischen Details interessiert ist kann dieses Kapitel daher
auslassen.

Wir haben bei unserem bisherigen Vorgehen Lie-Gruppoide und Lie-Funktoren betrachtet.
Zusétzlich wollen wir nun auch noch sogennante Lie-Transformationen betrachten, die den
natiirlichen Transformationen von Kategorien entsprechen. Dazu fithren wir zunéchst das
Intervall-Gruppoid

I:=(1 =1p)

als freies Gruppoid auf einem Morphismus ein. Also hat T zwei formale Objekte Iy := {a, b}
und vier Morphismen I; := {id,,idy, f, f~'} wobei s(f) = a,t(f) = b. Dadurch ist das
Gruppoid bereits vollstiandig bestimmt. Es bildet ein kleines Gruppoid und wir wollen es
auffassen als diskretes Lie-Gruppoid.

Mittels des Intervall-Gruppoids definieren wir fiir nun beliebiges Lie-Gruppoid I' das Zylinder-
Gruppoid T" x 1. Dieses hat die kanonischen Inklusionsfunktoren ig,7; : I' — I" x L.

Definition 4.4.5. e Eine Lie-Transformation n zwischen Lie-Funktoren F,G : I' — ()
ist ein Lie-Funktor n: ' x - Q mit noig = F und noi; = G.

e Falls eine Lie-Transformation zwischen Lie-Funktoren F und G existiert, so nennen
wir diese natiirlich isomorph und schreiben F' ~ G.

e Ein Lie-Funktor F : I' — Q heifit interne Aquivalenz, falls es einen zweiten Funktor

G :Q — T gibt mit Go F ~idr und F o G ~ idg.

Bemerkung 4.4.6. Es ist eine einfache Ubung sich zu tiberlegen, dass eine Lie- Transformation
zwischen den Funktoren F,G : T' — Q aus einer Abbildung n : Ty — € besteht, sodass gilt
s on=Fyton==Gy und aufferdem muss fiir ein Element f € 'y gelten

G1(f) on(s(f)) = n(t(f)) o Fi(f).



4 AQUIVARIANTE OBJEKTE 48

Anschaulich entspricht dies der Kommutativitit des Diagramms:

Fo(s(£) ~YL Fy(e(£))

ln(t(f))
Gols(f)) L Go(t(f)

welche genau die tibliche Bedingung an natirliche Transformationen ist.
Damit haben wir nun folgenden wichtigen Satz:

Satz 4.4.7. Eine Lie-Transformation n von Lie-Funktoren F,G : ' — Q induziert fir jede
Prdgarbe in Kategorien eine natiirliche Isomorphie der beiden Pullbackfunktoren F*,G* :

Diese Aussage scheint anschaulich vollig klar zu sein. Es ist jedoch nicht ganz einfach ex-
plizit anzugeben welche kombinatorische Stuktur eine Lie-Transformation F' = G auf den
simplizialen Nerven F,, G, : I'y — €2, induziert, um einen direkten Beweis des Satzes fithren
zu konnen.

Die richtige Antwort lautet, dass wir eine simpliziale Homotopie haben (sieht dazu z.B.
[May92]). Eine solche simpliziale Homotopie ist mit unseren ad-hoc-Methoden jedoch nicht
so einfach in Kategorien zu iibersetzen, daher wollen wir den Beweis folgendermaflen fiihren:

Beweis. Es gilt fiir eine Menge D (diskreter Raum), eine glatte Mannigfaltigkeit M und eine
Pragarbe in Bikategorien X:

X(MxD)=% <|_| M) = [ X(M) = Hompgeu (D, X(M))

deD deD

wobei wir D als Bikategorie mit Objekten d € D und mit 1- und 2-Morphismen nur Iden-
titdten auffassen. Damit haben wir nun fiir das Lie-Gruppoid I™:

X(I'xI) = holimgen <%(Fk X Ik)))
= holimgea (Hom(lk, %(Fk))>

Wenn man den letzten holim explizit ausschreibt so kann man schnell sehen, dass dies genau
einem Funktor von dem Gruppoiden I als Bikategorie aufgefasst nach X(T'y) entspricht. Ein
solcher Funktor ist aufgrund der Definition von I als freies Gruppoid auf einem Erzeuger
aber genau ein Isomorphismus in der Bikategorie X(I'y). Das bedeutet dass der Pullback
entlang 7 : I' X I — €2 einen Funktor

x(Q) — x(D)",
d.h. eine natiirliche Transformation, liefert. O

Korollar 4.4.8. Fiir eine Prdgarbe in Bikategorien X und eine interne Aquivalenz T — Q
ist der Pullback X(Q2) — X(I') eine Aquivalenz von Bikategorien. Insbesondere sind interne
Aquivalenzen auch schwache Aquivalenzen.
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Nun wollen wir noch ein niitzliches Kriterium fiir interne Aquivalenzen beweisen, das wir
spéater benutzen werden.

Lemma 4.4.9. Ein Lie-Funktor F: I' — Q der einen volltreuen Retrakt, d.h. ein volltreues
Linksinverses hat, ist eine interne Aquivalenz.

Beweis. Sei also P das volltreue Linksinverse zu F. Wir haben dann
Po F =idr
Es bleibt also eine Lie-Transformation
n:FoP=idr

zu finden. Weil P volltreu ist, ist das folgende Diagramm ein Pullback:

QT
(Sﬂt)l J{(Svt)
QO X QO Fox FO X FO

Wir definieren nun 7 : Qy — @ = Qg xp, I'1 xXp, o durch

n(w) = (FoPo(w) ,idpy(w), w)

Dies ist wohldefiniert weil Py(w) = s(idpy(w)) und t(idpw)) = Po(w) = PoFoPy(w). Es ist
dann klar, dass es sich damit um die gesuchte Lie-Transformation handelt, denn

sn(w) = FoPy(w) und  tn(w) = w.
[

Lemma 4.4.10. Fiir zwei Uberdeckungen 7 :Y —» M und 7« 2 Y" — M’ in Man ist die
Abbildung m x ' 1Y x Y — M x M’ ebenfalls eine Uberdeckung.

Beweis. Es gilt 7 x n" = (7 x id) o (id x 7'). Da die Komposition von Uberdeckungen eine
Uberdeckung ist kénnen wir oBdA annehmen dass n' = id : M’ — M’. Dann folgt die
Aussage aber daraus, dass das Diagramm

YxM——Y

L

Mx M —M
ein Pullback-Diagramm ist. O]

Lemma 4.4.11. Ein volltreuer Lie-Funktor F : A — T" ist genau dann einen Uberdeckung
im Sinne von 4.3.83 wenn Fy: Ag — 'y eine Uberdeckung ist.



4 AQUIVARIANTE OBJEKTE 20

Beweis. Daraus dass der Funktor volltreu ist, folgt zunédchst, dass alle Diagramme der Form

Frn
A?’L FTL
Ao X - X Ag Fox-xFp Tox - xTy
n+1 n+1

Pullbacks sind. Dass die F;, Uberdeckungen sind folgt dann daraus, dass Fy X - - - X Fyy welche
sind. 0

Definition 4.4.12. Ein Funktor der die Voraussetzungen aus dem letzten Lemma erfiillt
heit Morita-Morphismus

Lemma 4.4.13. (i) Fir einen Morita-Morphismus F : T' — A haben wir fir jedes n den
kanonischen Funktor M™ : TI") — A der sich durch Komposition beliebiger Abbildungen
in dem augmentierten simplizialen Gruppoid

40 5o
- do F
-~44>FPF%;§FH%i;>F4—%>A
o3 2

ergibt. Dieser Funktor ist ein Morita-Morphismus.

(ii) Die Diagonalfunktoren T — I'" sind interne Aquivalenzen.
Beweis. (i) Dass die Funktoren M"™ Uberdeckungen sind ist klar. Weil I' — A volltreu ist
gilt
Fl = FO X Ao Al X Ao Fo.
Wir rechnen nun
I = Tyxy,oeoxa, Iy
= (Fo X o A1 Xa, Fo) XA XAy <F0 Xpo A1 X, Fo)

Durch umordnen sehen wir, dass dies gleich

<Fo XA XA, Fo) Xao A1 XA (Fo XAyt XA, Fo)

ist. Das bedeutet aber, dass das Diagramm

Tl 1 Ay (7)

|

F([)n] X an} : Ao X Ag

ein Pullback ist, also M™ volltreu ist.
(ii) Wir nehmen nun einen der n moglichen Projektionsfunktoren P" : Tl — T'. Damit
haben wir nun das Diagramm:

P F
i : I - Ay
i P x P Fox F,
an] X F([]"] ———Ty x Ty = Ao X Ag
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Das rechte Diagramm ist per Voraussetzung des Lemmas ein Pullback und das d&uflere Dia-
gramm ist gleich Diagramm 7 aus Teil (i) des Lemmas. Daher ist auch das linke Diagramm ein
Pullback, d.h. der Funktor P™ ist volltreu. Dieser ist aber ein Linksinverses zu der Diagonale
A — Al Nach Lemma 4.4.9 sind die Diagonalfunktoren also interne Aquivalenzen. O

Satz 4.4.14. Fir einen Morita-Morphismus I' — A und eine beliebige Praigarbe in Katego-
rien gilt:

5% 2

o8 0 0
X(T.) 2 holim [ % (I.) —= %(F@) Hﬂx(rf”]) —=...
of 55 T
o o 9%
>~ holim | Descx(Ty — Ag) —= Descx(l'y — Ay) *>Descx(lj2 — No) —=
o oy T;

Beweis. Die Diagonalenfunktoren I' — I' ergeben eine Abbildung

do 5o
T3> &
% 5 T do T T
:>>F—>F*>F4>A
53 82 &

von simplizialen Gruppoiden. Diese Abbildung ist nach Lemma 4.4.13(ii) levelweise eine
interne Aquivalenz, also gilt:

5 8 5
holim | X (Ty) —= X (F[.Q]) —X (F[.B]) ——
o1 05 83
N 5 % %
S holim | X (Fe) —= X (T) ==X (T,) —= -~ | = x(T.)
o1 o5 T3>
Die zweite Aquivalenz folgt direkt aus dem Vertauschungssatz 4.3.6. [

Satz 4.4.15. (i) Jeder Morita Morphismus F': ' — A ist eine schwache Aquivalenz, d.h.
fir jeden Stacks X ist der Funktor F'* : X(A) — X(I") eine Aquivalenz von Bikategorien.

(ii) Fir einen Pristack X ist der Funktor F* : X(A) — X(I') wolltreu d.h. er induziert
Aquivalenzen auf Hom-Kategorien.

Beweis. Aufgrund des Satzes 4.3.5 {iber dquivarianten Abstieg gilt

~ 5 (12— (1) =z
X (A)) — holim | X (T.) —= X (r. ) —=x (r. ) —=z..
oF 5 T
3
Nach dem vorigen Satz 4.4.14 ist dies aber gleich X(T's). Damit haben wir Teil (i) bewiesen.
Die Aussage (ii) tiber Préstacks ergibt sich direkt aus der entsprechenden Aussage im Satz
iiber Aquivarianten Abstieg. n
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Satz 4.4.16 (Faktorisierungslemma). Jeder Lie-Funktor F' : T' —  der volltreu und essen-
tiell surjektiv ist kann faktorisiert werden in der Form

A

N

sodass H ein Morita-Morphismus ist und G eine interne Aquivalenz.

r

Beweis. Wir setzen zunéachst
AO = F() Fy Xs Ql.

Dann ist Hy : Ay — Qg gegeben durch die Target-Abbildung und per Definition von essen-
tieller Surjektivitdt von F' eine Uberdeckung. Die Abbildung Go : I'g — Ay definieren wir
durch v — (% id FO(’Y))' Wir haben dann das kommutative Diagramm

Ao
o\

Iy Fo

Qo

Mit den oberen beiden Abbildungen haben wir auflerdem:

I

Fl Ql
(S:t)l l(s,t)
FO X Fo GioxGio AQ X AO HoxHo QO X Qo

Dieses Diagramm ist weil F' volltreu ist ein Pullback-Diagramm. Da der Lie-Funktor H
ebenfalls volltreu werden soll, miissen wir nun A; = Ay Xgq, 21 Xq, Ao als Pullback des
rechten Teildiagramms definieren. Damit liefert uns die universelle Eigenschaft von Pullback-
Quadraten folgendes Diagramm

I A
(Si)l i(&t) l(sat)
Fo X FO GloxCio AQ X AO HoxHo QO X Qo

in dem alle Teilquadrate Pullbacks sind. Die Gruppoid-Stuktur auf = (©; = ) indu-
ziert nun eine Gruppoid Struktur auf A = (A; = Ag) sodass G und H Lie-Funktoren werden.

Wir haben also die Faktorisierung konstruiert und per Konstruktion ist klar, dass H ein
Morita-Morphismus ist. Es bleibt lediglich zu zeigen, dass G eine interne Aquivalenz ist.
Dazu reicht es nach Lemma 4.4.11 zu zeigen, dass G eine volltreuen Retraktion hat.

Wir geben also eine Retraktion P direkt an: Py : Ay := [y g, X5 21 — I'g ist die Projektion
auf die erste Komponente. O
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Bemerkung 4.4.17. Das Faktorisierungslemmoa ldsst sich einfacher beweisen, wenn man die
Kategorie der Lie-Gruppoide mit der Struktur einer Kategorie von Fibranten Objekten, wie
sie in [Bro73] eingefiihrt wurde, versieht. Dann sind die Morita-Morphismen genau die azy-
klischen Faserungen und unsere schwachen Aquivalenzen sind die schwachen Aquivalenzen
im Sinne von Brown. Die Lokalisierung an den schwachen Aquivalenzen bzw. die Homo-
topiekategorie entspricht dann der Kategorie der glatten 1-Stacks. Siehe [BX06] fiir diesen
Zugang zu Stacks und Gerben.

Doch nun zu den Hauptaussagen dieses Kapitels:

Satz 4.4.18. Ein volltreuer, essentiell surjektiver Funktor F : I' — A ist eine schwache
Aquivalenz.

Beweis. Aufgrund des Faktorisierungslemma 4.4.16 konnen wir F' als F' = H o G schreiben,
mit einem Morita-Morphismus H, der nach Satz 4.4.15 eine schwache Aquivalenz ist, und
einer internen Aquivalenz G, die nach Korollar 4.4.8 eine schwache Aquivalenz ist. Also ist
auch F eine schwache Aquivalenz. O]

Satz 4.4.19. Fir einen Prdstack X und einen volltreuen, essentiell surjektiven Lie-Funktor
F: T — Nist der Pullbackfunktor F* : X(A) — X(S2) ein volltreuer Funktor von Bikategorien
in dem Sinn, dass er eine Aquivalenz auf Hom-Kategorien induziert.

Beweis. Wir schreiben wir im Beweis zu 4.4.18 F' in der Form F' = H o (. Der Pullback
entlang dem Lie-Funktor H ist nun nach Satz 4.4.15(ii) volltreu und der Pullback entlang G
nach 4.4.8 eine Aquivalenz. Also ist auch F' volltreu. O

4.5 Stackifizierung

In diesem Kapitel wollen wir nun die im letzten Kapitel bewiesenen Aussagen benutzen um
zu zeigen, dass die Konstruktion der Stackifizierung durch Abschlielen unter Abstieg wie
wir sie in Kapitel 2.5 fiir 1-Stacks und in Kapitel 3.3 fiir Gerben verwendet haben wirklich
einen Stack liefert. Dies ist wichtig, damit wir die Kategorien von dquivarianten Gerben und
Biindeln mittels schwacher Aquivalenzen verstchen kénnen.

Doch zunéchst wollen wir den Beweis von Satz 2.4.3 und der analogen Aussage fiir Pragarben
in Bikategorien nachliefern:

Satz 4.5.1. Sei eine Topologie o feiner als 7. Dann ist jeder Stack (Prastack) beziiglich 7
auch ein Stack (Prdstack) beziiglich .

Beweis. Sei ¥ also ein Stack beziiglich 7; und Y — M eine Uberdeckung in 7,. Wir haben
dann eine Verfeinerung Y’ — M in 71 mit einer Abbildung s : Y’ — Y. Daher haben wir
folgendes Diagramm von Abstiegsbikategorien:

*

Desc(Y — M) - Desc(Y' — M)
X (M)

Dieses Diagramm kommutiert bis auf einen natiirlichen Isomorphismus. Wir miissen nun
zeigen, dass ky eine Aquivalenz von Kategorien ist. Dies tun wir, indem wir zeigen, das s*
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und x4 Aquivalenzen sind. Fiir &} ist das klar, weil X ein Stack bezglich 71 ist. Um zu zeigen
dass s* eine Aquivalenz ist, werden wir zeigen, dass der Lie-Funktor

S:CY") = C(Y)

essentielle surjektiv und volltreu beziiglich der Topologie 7, ist. Dann folgt die Aussage aus
Satz 4.4.18.

Die Volltreue folgt daraus, dass das Diagramm

Y’ XMY,4>Y XY

| |

Y XY ——Y xY
offensichtlich ein Pullback ist. Die essentielle Surjektivitdat daraus, dass
Y xuY =Y ixp, Y xyuY)—Y
als Pullback der Uberdeckung Y’ — M in 7 ebenfalls eine Uberdeckung in 7y ist.

Fiir die Aussagen iiber Pristacks folgt analog aus 4.4.19, dass x} und s* volltreu, sind, und
damit auch ky. n

Doch nun wollen wir zu Stackifizierung eines 2-Préstacks X kommen. Wir erinnern nochmal
daran, wie wir in 2.5 und 3.3 einen Préastack X unter Abstieg abgeschlossen haben.

Definition 4.5.2. Fiir einen Priistack X definieren wir (M) durch:

e Objekte bestehtehen aus einer surjektiven Submersion ¥ — M und einem Objekt G
in Descx(Y — M).

e Morphismen zwischen Objekten (Y, G) und (Y’, G’) bestehtehen aus einer gemeinsamen
Verfeinerung Z — M von Y und Y’ und einem Morphismus A der beiden verfeinerten
Abstiegsobjekte Oz und O in der Abstiegskategorie Descx(Z — M).

e Ein 2-Morphismus zwischen Morphismen (Z, A) und (Z’, A’) besteht aus einer ver-
triaglichen gemeinsamen Verfeinerung W — M von Z und Z’ und einem 2-Morphismus
g der beiden verfeinerten Morphismen Ay und Aj, in der Kategorie Descx(W — M).

e Wir identifizieren 2-Morphismen (W, g) und (W', ¢’), wenn es eine weitere gemeinsame
Verfeinerung V' — M von W und W’ gibt die kompatibel mit alle Projektionen ist, so
dass die verfeinerten Morphismen in Descx(V — M) iibereinstimmen.

Unser Ziel in diesem Kapitel wird es nun sein, folgenden Satz zu beweisen
Satz 4.5.3. Fiir einen Pristack X ist X ein Stack.

Als ersten Schritt wollen wir eine Aussage iiber die Morphismen in X beweisen.
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Definition 4.5.4. i) Wir nennen einen Morphismus A : (Y,G) — (Y’,G') in X(M) einen
stabilen Isomorphismus wenn er auf der kanonischen gemeinsamen Verfeinerung

Z:=Y xyY'

definiert ist.

ii) Ein stabiler 2-Isomorphismus zwischen stabilen Isomorphismen (Z, A) und (Z, A’) ist ein
Morphismus in Descx(Z — M), also einer auf der kanonischen Verfeinerung Z =Y x;, Y.
iii) Zwei Objekte heiflen stabil isomorph falls ein stabiler Isomorphismus zwischen ihnen
existiert.

Jede gemeinsame verfeinerung Z — M von Y — M und Y’ — M induziert einen Morphis-
mus Z — Y X ;Y in die kanonische gemeinsame Verfeinerung. Der zugehorige Morphismus
von Gruppoiden

(C(2) = C(Y xuY)

ist nun volltreu und essentiell surjektiv. Also folgt, da X ein Préistack ist aus Satz 4.4.19 der
folgende:

Satz 4.5.5. Fiir zwei Objekte O = (Y,G) und O' = (Y',G') in X(M) ist die 1-Kategorie
Hom(O, O0)

dquivalent zu der Unterkategorie der stabilen Isomorphismen und stabilen 2-Isomorphismen.
Insbesondere sind zwei Objekte genau dann isormorph in X(M), wenn sie stabil isomorph
sind.

Bemerkung 4.5.6. e Die stabilen Isomorphismen wurden in [MS01] eingefiihrt. Der
Satz zeigt das unsere Kategorie dquivalent zu der dortigen ist. Wir haben jedoch eine
wesentliche einfachere Komposition von Morphismen.

e Die in [Wal07] eingefiihrte Kategorie hat als Isomorphismen eine Kategorie, die zwi-
schen unserer und der in [MS01] liegt. Diese ist also auch dquivalent.

Als néichstes wichtiges Resultat beweisen wir eine Beschreibung von dquivarianten Objekten
in X. Dazu sei ein Gruppoid I' gegeben. Fiir eine Uberdeckung Y — I'y haben wir dann den
Uberdeckungsgruppoiden T'Y der definiert ist durch:

Iy =Y IV =Y xr, T1 xp, Y

Da per Definition das Diagramm

ry I,
(S’t)l ()

Y Y TXTT
IY xTY — ™7 Ty x Ty

ein Pullback ist, ist die Abbildung II : T'y — I' eine Morita-Aquivalenz, also insbesondere
eine schwache Aquivalenz. Die weitere Strukur auf I'Y wird wie iiblich von der Gruppoid-
Struktur auf I' induziert. Wir haben dann:
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Satz 4.5.7. Fiir einen Prdstack X und einen Gruppoid I ist die Kategorie %(F) dquivalent
zu der folgender Kategorie:

o Objekte bestehen aus einer Uberdeckung Y — Ty und einem Objekt G in X (FY).

o Morphismen zwischen (Y,G) und (Y',G') bestehen aus einer gemeinsamen Verfeine-
rung Z —» Lo von' Y — Ty und Y' — Ty und einem Morphismus A der verfeinerten
Objekte Gz und Gz in X (I'7).

o 2-Morphismen zwischen (Z,A) und (Z', A’) bestehen aus einer gemeinsamen Verfei-
nerung W — I'g von Z und Z' die mit allen Projektionen vertrdglich ist, und einem
Morphismus der Verfeinerungen Az und Az in X (FW)

o Wir identifizieren 2-Morphismen (W, g) und (W', q') falls fir eine weitere gemeinsame
Verfeinerung V- — L'y die 2-Morphismen gy und gi, in X (FV) gleich sind.

Beweis. Wir tiberlegen uns zunéchst, wie ein Objekt in der Kategorie X (I") aussieht: Zunéchst
haben wir ein Objekt in X(I'y), also eine Uberdeckung Y — M und

e cin Objekt in Descx(Y — Iy).

Als néchstes haben wir einen Morphismus der beiden nach %(I‘l) zuriickgezogenen Objekte.
Die zuriickgezogenen Objekte haben aber die Uberdeckungen Y xp, I't = I'y und I'y xp,
Y — T'; wobei einem der Pullback entlang der Source-Abbildung und einmal entlang der
Target-Abbildung gemeint ist. Wir kénnen den Morphismus dann nach Satz 4.5.5 als stabilen
Morphismus auf der kanonischen gemeinsamen Verfeinerung

Y xp, I't xp, ¥ = I'y
angeben:
e Ein Morphismus der Pullbacks in Descyx(I'Y — T'y).
Die weiteren Daten und Axiome gelten dann auch jeweils auf der kanonischen Verfeinerung:
e Ein 2-Morphismus der Pullbacks in Descx(Ty — T).
e Eine Bedingung an die Pullbacks in Descx(T'y — I3).

Wir haben also insgesamt ein Objekt in

« o 9%
holim | Tescyx(TY — Ty) 403 Descx(IY — 1) —= Descx(lY — Ty) —= -
o % o

Dies ist nach Satz 4.4.14 gleich X(I'Y). Also haben wir die Aussage fiir Objekte bewiesen.
Fiir Morphismen und 2-Morphismen folgt sie genauso. O]

Bemerkung 4.5.8. Wir haben nun im Verlaufe dieser Arbeit 3-dquivalente Beschreibungen
von G-dquivarianten Objekten, insbesondere Biindelgerben gefunden, die auch alle in der
Literatur verwendet werden:
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(1) Unsere Definition 4.2.1. Diese ist meiner Meinung nach die konzeptionell saubers-
te. Die Formulierung fiir Wirkungsgruppoide endlicher Gruppen wird zum Beispiel in
[GRO4] benutzt.

(ii) Mittels einer G-dquivarianten offenen Uberdeckung, als G-dquivariantes Abstiegsobjekt
wie im Satz tber Aquivarianten Abstieq 4.3.7. Dies wir zum Beispiel in [Mei02] zur
Konstruktion von Gerben auf kompakten Lie-Gruppen verwendet. Diese Definition ist
wegen den Aquivarianten Mengen sehr starr, aber wie wir im ndchsten Kapitel sehen
werden, lassen sich solche stets finden.

(i) Wie in dem eben bewiesenen Satz 4.5.7. Dies hat den Vorteil (fast) per Definition
invariant unter schwachen Aquivalenzen zu sein. Eine solche Definition von Gerben
wird in [BX06] gegeben und verwendet.

Nun zum Beweis von Satz 4.5.3, der Hauptaussage dieses Kapitels:

Beweis. Wir wollen fiir die Prigarbe in Kategorien x beweisen, dass sie ein Stack ist. Wir
betrachten also fiir eine beliebige Uberdeckung Z — M die Kategorie

Descy(Z — M) = X(C(2)).

Diese ist nach Satz 4.5.7 gegeben durch Objekte, Morphismen und 2-Morphismen auf Covering-
Gruppoiden C (Z)Y fiir Uberdeckungen Y — Z. Wir iiberlegen und also zunichst, wie ein
solches Gruppoid aussieht:

C(Z)y = Y=C(¥)
C(2)Y = Yxz(ZxuZ)xzY
= YxuY=C(Y),

Also gilt C(Z2)Y = C(Y). Damit ist Tesczx(Z - M) = %(C (Z)) #quivalent zur Unterka-
tegorie der Objekte von X(M) die auf Uberdeckungen Y — Z — M definiert sind. Diese
Unterkategorie ist aber offensichtlich dquivalent zu X(M). O
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5 Gerben auf kompakten Lie-Gruppen

5.1 Pseudo-Zusammenhinge und Klassifikation

Sie ein Wirkungsgruppoid M//G gegeben. Wir wollen zunéchst die Kategorie Gro(M//QG)
der Gerben ohne Zusammenhang auf M/ /G betrachten. Um zu einer brauchbaren Klassifika-
tion von dquivarianten Gerben auf Wirkungsgruppoiden zu kommen, muss man verschiedene
Modelle der Kohomologie dieser Wirkungsgruppoide miteinander vergleichen. Wir sind an
dieser Stelle speziell an dem {iiblichen Borel-Modell von dquivarianter Kohomologie interes-
siert.

Fiir dieses kann man stets eine eine Zuordnung:
DD : Grb(M/)G) — Hg(M,Z)

konstruieren. Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus und DD(G) wird als dquivariante
Dixmier-Douady-Klasse bezeichnet. Fiir kompakte Lie-Gruppen G gilt dann:

Satz 5.1.1 (Brylinski [Bry00], Prop A2). Fir eine kompakte Lie-Gruppe G liefert die
Dizxmier-Douady-Klasse ein Gruppenisomorphismus der Gruppe der Isomorphieklassen G-
dquivarianter Biindelgerben und der (Borel) dquivarianten Kohomologiegruppe HE(M,Z).

Insbesondere betrachten wir nun eine kompakte, einfache, einfach-zusammenhéngende Lie-
Gruppe G. Diese opereriert per Konjugation auf sich selbst. Wir konnen also den Wir-
kungsgruppoiden G//G betrachten. Es ist nun bekannt, dass fiir die dritte dquivarianter-
Kohomologiegruppe von G gilt

HY(M,7) =7

Wir haben somit eine ausgezeichnete, G-dquivariante Gerbe G auf G, deren Dixmier-Douady-
Klasse der Erzeuger 1 € H},(M,7Z) ist. Eine Konstruktion dieser Gerbe werden wir in Ab-
schnitt (...) angeben.

Wir wollen nun auch im dquivarianten Kontext die Klasse einer Biindelgerbe G € Gro(M//G)
durch Zusammenhangsdaten bestimmen. Im Gegensatz zum Fall von nicht-dquivarianten
Gerben mit Zusammenhang kann jedoch nicht jede dquivarianter Gerbe mit einem Zusam-
menhang versehen werden. Mit anderen Worten: Der Vergissfunktor

GrY(M//G) — Grb(M//G)

ist nicht surjektiv. Um trotzdem noch mittels einer Kriimmung die Klasse berechnen zu
konnen, wollen wir den Begriff von Zusammenhéngen auf dquivarianten Gerben abschwéchen.
Doch zunéchst eine dazu benétigte Definition.

Definition 5.1.2 ([FSWO08]). Fiir zwei Biindelgerben G und H in Grb"(M) besteht ein
Gerben-Bimodul aus einer 2-Form w € Q?(M) und einem Morphismus

L:G—-HKRI,

von Gerben mit Zusammenhang. Ein Morphismus von Gerben-Bimoduln ist ein 2-Morphismus
der 1-Morphismen in Grd¥(M).

Bemerkung 5.1.3. In der angegebenen Quelle sind Gerben-Bimoduln noch etwas allgemei-
ner definiert. Fiir unsere Zwecke reicht diese Definition jedoch aus.
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Damit erhalten wir nun die 2-Kategorien Grb” (M) der Gerben mit Gerben-Bimoduln. Diese
bilden natiirlich einen Priagarbe in Bikategorien. Gegeben sei nun eine Gerbe G ohne Zusam-
menhang. Auf dieser seien zwei verschiedene Zusammenhénge definiert. Diese beiden Gerben
mit Zusammenhang bezeichnen wir dann mit G; und Gs. Wir bilden nun die Gerbe G5 ® G;.
Diese hat triviale Dixmier-Douady-Klasse, ist also von der Form Z, mit einer 2-Form w.
Dann gilt aber G; = G ® Z,,. Daher bildet das triviale Biindel mit flachem Zusammenhang
1o zusammen mit der 2-Form w einen Gerben-Bimodul von G; nach G,. Es sind also je zwei
Zusammenhinge auf einer Gerbe in der Kategorie Grb® isomorph. Da jede Gerbe iiber M
einen Zusammenhang besitzt sind die Isomorphieklassen m(Grb” (M)) und mo(Grb(M)) der
beiden Kategorien also gleich.

Definition 5.1.4. Eine Pseudo-dquivariante Gerbe auf einem Gruppoid I ist ein Objekt in
Grv®(T).

Das bedeutet also, das wir eine Gerbe G auf Iy, einen Gerben-Bimodul (L, w) auf I'y, einen
Morphismus von Gerben-Bimoduln p auf I'y und eine Bedingung auf I's haben. Natiirlich
haben wir nun den durch den Vergissfunktor induzierten Funktor

Grb? (') — Grb(I).

Wir nennen die Zusammenhangsdaten daher auch einen Pseudo-Zusammenhang auf der un-
terliegenden #dquivarianten Gerbe.

Nun wollen wir beschreiben wir man bei einer Pseudo-dquivarianten Gerbe G die Zusam-
menhangsdaten benutzen kann um die dquivarianter Dixmier-Douady-Klasse zu bestimmen.
Dazu miisse wir jedoch erst das de-Rham-Modell fiir reelwertige, dquivariante Kohomologie
auf einem Gruppoid I' einfithren. Zunéchst bilden wir den Nerv

"%FQ%H%FO (8)
% w o
von I'. Betrachte nun den Doppelkomplex:
d
72— O3(I")
d d

T (1) = (L)

<L ON,) <2 QL) <2 QYD)

d dT d d
=T Q0(Ty) <2— QO(Ty) <= QO(T'y) <2 Q°(T)
Die Randabbildungen sind d : Q%(T,) — Q*"(T,,), das iibliche differential von Differential-

formen und 9 : Q%(T,,) — Q¥(T,,11), die alternierende Summe der Randabbildungen der sim-
plizialen Mannigfaltigkeit 8. Wir bezeichnen das totale Differential dann mit D = (—1)"d+0.
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Die Kohomologiegruppen des Totalkomplexes C§, (F.)
Hag (Ts) := HH(Q*(T.))
nennen wir die de-Rham-Kohomologiegruppen des Gruppoids I'.

Definition 5.1.5. Dir Kriimmung einer Pseudo-dquivarianten Gerbe (G, (L,w), p1) € Grb”(T')
ist gegeben durch:

curv : gb® () — QT @ QX(Ty)
(g7 (L,w),,u) — curv(G) +w

Wir wollen uns nun {iiberlegen, dass die Kriimmung einer pseudo-dquivarianten Gerbe eine
Kozykel in C§p (F.) ist. Zunéchst wollen wir nochmal die Daten genauer untersuchen, aus
denen eine Pseudo-dquivariante Gerbe besteht:

(i) Eine Gerbe G auf I'y
(ii) Ein Gerben-Bimodul L : ;G — 0{G ® Z,,.
(iii) Ein 2-Isomorphismus 05 (L, w) ® 0} (L,w) = 07 (L,w).

Aus der Existenz des Isomorphismus (7) folgt 95 curv(G) = 05 curv(G) + dw. Dies heifit aber
dw = 0 curv(G) mit dem horizontalen Differential 0. Aus der Existenz des 2-Isomorphismus
folgt insbesondere J5w + Jjw = Ofw. Das heifit aber J(w) = 0. AuBlerdem gilt d curv(G) = 0.
Diese drei Gleichungen besagen genau, dass curv(G) + w ein Kozykel ist. Damit liefert die
Kriimmung also eine Klasse [curv(G) + w] in H, (T,).

Die de-Rham Kohomologiegruppen stimmen nun fiir Wirkungsgruppoide I' = M//G mit der
reelwertigen, Borel dquivarianten Kohomologie HE (M, R) iiberein, also kénnen wir das Bild
der Dixmier-Douady-Klasse DD(G) einer dquivarianten Gerbe G in der Kohomologiegruppe
HY, (M//G) betrachten. Dafiir gilt nun:

Satz 5.1.6. [BX06] Fir eine dquivariante Gerbe mit Pseudo-Zusammenhang auf M//G
st die Klasse der Krimmung gleich dem Bild der dquivarianten Dizmier-Douady-Klasse in
reeller Kohomologie.

In dem zitierten Papier wird auch bewiesen, dass jede dquivariante Gerbe auf einem Grup-
poid mit einem Pseudo-Zusammenhang ausgestattet werden kann. Damit liefert dies ein
gutes Hilfsmittel zur Berechnung der dquivarianten Dixmier-Douady-Klasse. Insbesondere
auf kompakten Lie-Gruppen G, weil dort H2, (G, Z) = Z keine Torsion hat.

5.2 Gerben auf SU(n)

Wir wollen nun kurz die Idee der folgenden Konstruktion geben, bevor wir beginnen diese
formal durchzufiihren. Diese informelle Beschreibung der Gerbe auf SU(n) stammt aus dem
Papier [Mei02].
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Jede Matrix A € SU(n) hat (mit Vielfachheiten gezdhlt) genau n-Eigenwerte p;(A), ..., pn(A)
die in U(1)-liegen. Diese konnen in der Form

pi(A) = exp (2w, (A)) mit Z A;(A) =0

geschrieben werden. Durch die Forderung

M(A) > X (A) > .= (A) > M (A) -1

ist dann auch die Reihenfolge eindeutig festgelegt. Nun betrachten wir die offenen Mengen
U; C G der Matrizen fiir die i-te der Ungleichungen strikt wird. Auf der Menge

SU(n)reg = (Ui ={A € SUM) | Mi(A) > ... > Ay(A) > M (A) — 1}
i=1

haben wir nun die Geradenbiindel L,..., L, definiert, die iiber jeder Matrix durch die
Eigenrdume zu den Eigenwerten pi(A),. .., p,(A) gegeben sind. Fiir i < j zeigen wir dann,
dass wir das Biindel L;11 ®...® L; — G, fortsetzen kénnen zu einem Biindel L;; — U;NU;.
Uber U; N U;NUy fiir ¢ < j < k haben wir dann die Isomorphie L;; ® Lj; = L;j,. Diese Daten
definieren eine Gerbe auf SU(n). Die Biindel sind aufierdem &quivariant und somit auch die
Gerbe.

Die offenen Uberdeckung Im folgenden benutzen wir ohne jedesmal explizit darauf
einzugehen einige Standardfakten aus der Theorie kompatker Lie-Gruppen. Diese kénnen in
[BTD85] oder [Bou79] gefunden werden.

Wir bezeichnen die Lie-Algebra von SU(n) wie iblich mit su(n). Weiter wahlen wir in der
Lie-Gruppe den maximalen Torus

P1
A(n) == [[ri=1p=v@)""
pn

mit Lie-Algebra
LA(n) = > =0
An

Wir erhalten damit die Wurzeln a5 = 7., — 755 : LA(n) — R fiir r # s. Als Menge einfacher
Wurzeln wéihlen wir nun
S = {0412, < 7an—1,n}~

Dies ergibt die Weyl-Kammer
C = {(Ah;)\n) | )\1 Z 2>\n}
und mit ay,, den Weyl-Alkoven;

d:{(/\177>\n)|)\122)\n2>\1_1}
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Der Alkoven ist ein Simplex weil SU(n) halbeinfach ist. Seien nun
M:{(Al,,)\n) ’ )\1 > )\z>)\z+1 > )\1—1}

fir ¢ = 1,...n die offenen Mengen bei denen eine Rand-Hyperebene der Kodimension 1
aus dem Alkoven entfernt wurde. Wir haben nun die stetige Abbildung ¢ : G — & die
Konjugationsklassen paramterisiert, d.h. fiir jede Konjugationsklasse Gz existiert genau ein
Element ¢(z) in o/ sodass exp(g(a)) € Gz. Die Abbildung sei in Komponenten gegeben
durch ¢(A) = (M(A),..., \(A)). Die Eigenwerte von A sind dann offensichtlich gleich der
Eigenwerte von exp(q(A)), also gleich p;(A) = exp(27\;(A)).

Mittels dieser Abbildung definieren wir nun die offenen Mengen U; C G als Urbilder ¢~ ()
von den .#. Diese bilden eine offene Uberdeckung der Lie-Gruppe, weil die <7 eine offene
Uberdeckung von 7 bilden.

Sei G(C™) die Grassmann Mannigfaltigkeit der k-dimensionalen Unterrdume im C". Um
fiir + < j die Biindel L;; zu konstruieren betrachten wir nun die Abbildung

(Pij . Uz N Uj i Gk(C")

die gegeben ist durch die Projektion einer speziellen unitdren Matrix auf die Summe der
Eigenrdume zu den Eigenwerten p;;1 bis p; wobei & = j — ¢. In Formeln kénnen wir also
schreiben:

@y (A) = Ker (A= pia(A4) - (4 = py(A)))

Differenzierbarkeit der ®;; Wir wollen nun zeigen, dass diese Abbildungen differenzier-
bar sind. Dazu identifizieren wir zunéchst Gx(C™) mit dem Raum P,(C") der Orthogonal-
projektoren C* — C" mit k-dimensionalem Bild, in der Weise

U: PB(C") — GrC)
P — Im(P)

Diese beiden Rdume kann man als homogene Réume beschrieben, indem man U(n) darauf
operieren lasst:

U(n) x P,(C") — P,(C")
(A,P) — APA"
U(n) x Gx(C") — G(C")
(A, %) — A%)

Mit diesen Wirkungen ist U dquivariant, denn
Im (APA") = Im (APA™") = A(Im P).

Durch die Homogene Struktur ist die differenzierbare Struktur eindeutig gegeben. Da W
bijektiv und &quivariant ist, ist es somit ein Diffeomorphismus. Ausserdem sind sogar die
Abbildungen ®;; beziiglich der Einschrénkug auf eine SU(n)-Wirkung auf Gy und der Kon-
jugationswirkung auf SU(n) dquivariant. Denn der Eigenraum Eig (APA™!, \) einer Matrix
AP A~ beziiglich dem Eigenwert ) ist gegeben durch A - Eig(P, \).
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Wir miissen wegen der Diffeomorphie von P, (C™) und G (C™) lediglich den Projektor P;;(A) :
U (®;;(A)) auf den Unterraum

ker ((A —pis1(A)) - (A= ,oj(A))>
beschreiben.

Es sei also A € SU(n) und v : [0,1] — C ein geschlossener Pfad, der keinen Eigenwert von
A trifft. AuBerdem sei v injektiv bis auf den Endpunkt. Das heiffit v umlduft jeden Punkt
im Inneren genau einmal. Wir nehmen weiter an dass v die umschlossenen Eigenwerte im
positiven Umlaufsinn umléuft. Dann gilt:

Satz 5.2.1. Der Projektor auf die Figenrdume der eingeschlossenen Eigenwerte ist gegeben

durch .
Pi=—— ¢(A—2)"dz

27 -

Beweis. Wir betrachten einen umlaufenen Eigenwert A. Fiir einen FEigenwert v zu A gilt

dann:
1 B L (A—=z
TV = (A—2) <)\_Zv>

= (A-2)""
Also nach dem Residuensatz
1 -1
P(v) = ~5 (A—2)"vdz
1 1
fr B —— d fr—y
271 A—z vas=v

Nun betrachten wir einen Eigenvektor w zu einem Eigenwert g der nicht umlaufen wird:

1 1
P(w):—,f w dz = 0.
2t ) p— =z

Da sich C™ als direkte Summe der Eigenrdume schreiben lasst und diese senkrecht stehen
haben wir damit die Behauptung gezeigt.

O
Fir A € U; NU; gilt nun:
)\Z(A) > /\H—l(A) > ... 2 )\j(A) > /\j-l—l
Also fiir die Eigenwerte
pr(A) = exp(Ar(A))
auch p; # pi41 und p; # p;j41 wie in der Skizze zu erkennen ist:
Bild einfiigen
Wir wéhlen nun einen geeigneten Pfad v der die Eigenwerte p;y1, ..., p; umlduft wie in der

Skizze zu erkennen:
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Skizze
Damit erhalten wir den Projektor P;;(A) dann, wie in dem Satz 5.2.1 gezeigt, als

1
Pi(A)=—— ¢(A—2)""dz
(A) =~ p(A—2) s
In einer Umgebung von A liegen nun dieselben Eigenwerte innerhalb bzw. auflerhalb des
Pfades v, weil die p; stetig sind. Wir konnen den Projektor dort also durch dieselbe For-
mel mit festem ~ beschreiben. Diese ist offenbar differenzierbar in A, also ist die Eingangs
angegebene Abbildung ®,; differenzierbar.

Biindel iiber G;: Wir betrachten das triviale Biindel C* x G (C") — G} (C") mit kanoni-
scher Metrik und kanonischem flachen Zusammenhang. Wir bezeichnen mit V die zugehorige
kovariante Ableitung. Weiter betrachten wir das tautologische Unterbiindel T — G (C™),
dessen Faser im Punkt U € G, (C™) gleich U ist. Dieses ist ebenfalls hermitesch. Als solches
kénnen wir das zugehdrige Reperbiindel betrachten und das ist gegeben durch

7T2Vk—>Gk

wobei V}, die Stiefelmannigfaltigkeit der orthonormalen k-Tupel in C™ ist und 7 einem solchen
Tupel den erzeugten Unterraum zuordnet. Die Rechtswirkung von B € U(k) auf (vy, ..., vg)

ist gegeben durch:
(v1,...,0,) - B:= (Z bivi, ..., Zb;vi).

Weiterhin haben wir eine Linksoperation von U(n) auf V}, durch
A-(v1,...,0) == (Avy, ..., Avy)

Beziiglich dieser Abbildung ist die Abbildung 7 dquivariant und V} ein homogener Raum.
Auf dem Biindel T — Gj(C") erhalten wir eine von V induzierte kovariante Ableitung V.
Einen Schnitt s : G — T differenzieren wir beziiglich des Vektorfeldes X auf GG, indem wir
ihn als Schnitt ins triviale Biindel GG}, x C™ auffassen, mit V differenzieren und anschlieend
orthogonal auf das Unterbiindel 7' projizieren Diese kovariante Ableitung V liefert einen
Zusammenhang auf 7' — G und damit auch auf dem assoziierten Biindel Vj, — Gy.

Wir betrachten auf U; N U; N Uy mit ¢« < j < k die Abbildungen ®;;,®;; und ®;,. Fiir
AeUnU;NU gilt:

D (A) & ji(A) = Pix(A)
als Unterrdume von C". Diese Zerlegung ist orthogonal, da die Eigenrdume orthogonal auf-
einander stehen. Wir bezeichnen mit 7;; das entlang ®;; zuriickgezogene Biindel {iber Uj;.
Die oben genannte Gleichheit liefert dann eine Isomorphie

tijie © Lij ® Tje — Ty

von Biindel mit Metrik und Zusammenhang iiber U; N U; N Uy. Diese ist auf vierfachen
Schnitten vertraglich, das heifit das Diagramm:

Tij @ Thi @ Tis — Ty, @ Ty (9)

| |

Ej D Tyjs T;Ls
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kommutiert.
Die U(1)-Hauptfaserbiindel (bzw. Geradenbiindel) L;; fir die Gerbe definieren wir nun als
Determinantenbiindel der 7T;;. Also

Lz’j = A%J(TZ])
Mit induzierter Metrik und Zusammenhang. Wegen dem kanonischen Isomorphismus
AdimV+dimW(V D W) ~ )\dimV ® )\dimW
liefert N"P(tijk) : L;; @ Ljx — Ly, den benétigten Isomorphismus und das Diagramm (9) die
Vetraglichkeitsbedinung.

5.3 Biindelgerben und zentrale Erweiterungen

In diesem Kapitel wollen wir nun dquivariante Biindelgerben auf speziellen Wirkungsgrup-
poiden betrachten. Zunéchst betrachten wir fiir eine Lie-Gruppe G den Gruppoid BG wie
in 4.1.1. Die zugehorige simpliziale Mannigfaltigkeit hat dann die Form:

8() 80

—_— > 0

2 GEX G —=G—=xt
—_— a
05 02 !

Hierbei sind die Abbildungen 0y, 0; : G X G — G die Projektion auf die beiden Komponenten
und die Abbildung 0; : G x G — G ist die Gruppenmultiplikation.

Wir wollen nun die Kategorie Gro(BG) der dquivarianten Gerben (ohne Zusammenhang) auf
dieser Kategorie berechnen. Eine Gerbe auf BG hat also folgende Daten und Axiomen:

(i) Einer Gerbe iiber dem Punkt, also der trivialen Gerbe.
(ii) Einem Endomorphismus der trivialen Gerbe iiber G, d.h. ein Biindel 7 : P — G.

(iii) Einem Morphismus i : OfP ® 03P — OfP iiber G x G. Das Biindel 93P ist gleich
PxG — G xGund analog 93P = G x P — G x G. Alsoist 3P @ 03P = P xY1) P,
Aufgrund der Definition des zuriickgezogenen Biindels 0f P als Faserprodukt ist ein
Morphismus i : O P ® 03 P — 07 P daher das gleiche, wie ein kommutatives Diagramm
der Form:

P xV0 p-—Lsp

GxG——G
wobei p die U(1)-Wirkung respektiert.

(iv) Der Kommutativitit von

uxid

P xV) p v p

e iu

P xv@W p
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Es handelt sich also bei g um eine U(1)-dquivariante, assoziative Multiplikation auf P sodass
die Biindelprojektion ein multipikativer Homomorphismus ist.

Bemerkung 5.3.1. Das Biindel P xY P = {(p,q) € P x P}/ U(1) diber G x G ist nicht
das Tensorprodukt PQ P = {(p,q) € Px P | w(p) = w(q)}/ U(1) tiber G das auch manchmal

s0 bezeichnet wird.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass es sich bei P mit der Multiplikation auch um eine Gruppe
handelt. Dazu betrachten wir zunédchst den Kern, also die Faser P, iiber dem neutralen
Element e € G. Dies ist ein Monoid in U(1)-Torsoren, wobei wir hier fiir Monoide nicht die
Existenz eines neutralen Elementes voraussetzen wollen. Dann haben wir:

Lemma 5.3.2. Jeder Monoid in der Kategorie der U(1)-Torsoren ist eine Gruppe.

Beweis. Sei also ein solcher Monoid M gegeben. Durch wéhlen eines Punktes m € M koénnen
wir diesen Torsor identifizieren mit der Gruppe U(1) aufgefasst als Torsor iiber sich selbst.
Die Multiplikation ist dann eine Abbildung U(1)®U(1) — U(1). U(1)® U(1) kénnen wir mit
U(1) identifizieren und sehen so, dass jede Monoid-Struktur auf dem Torsor U(1) gegeben ist
durch eine Multiplikation der Form axb := u-a-b wobei u € U(1) ein fest gewéhltes Element
ist und - die Standard-Gruppenstruktur. Diese Multiplikation hat das neutrale Element v !
und das Inverse zu a € U(1) ist gleich (au2)71. O

Wir haben somit ein eindeutig bestimmtes neutrales Element € in P.. Es bleibt die Existenz
von Inversen fiir beliebige Elemente zu zeigen. Es ist klar, dass fiir ein beliebiges Element
p € P, die Abbildung p(p,—) : P,~1 — P, ein Morphismus von U(1)-Torsoren und daher
surjektiv ist. Damit wissen wir das auch Inverse existieren.

Wenn wir nun die Abbildung i : U(1) — P betrachten, die ein Element v € U(1) auf das
Element é - u abbildet, so ist dies ein Homomorphismus. Dieser bildet U(1) bijektiv auf die
Faser P, ab. Also ist

Ul)*+—=pr-—">@G
eine kurze exakte Sequenz von Gruppen. Weiterhin haben wir

~

o, 1)) = i, - w) = p(,€) - w = (6, ) - = e - u,7) = p(elu), 2)
Damit liegt U(1) im Zentrum von P, das heifit die Erweiterung ist zentral.
Satz 5.3.3. Fine Biindelgerbe iber BG ist genau eine U(1)-Zentrale Erweiterung von G.

Nun kommen wir zu den Morphismen in der Kategorie Gro(BG). Ein Morphismus von
aquivarianten Biindelgerben gegeben durch zentrale Erweiterungen P, () besteht aus:

(i) Einem Endomorphismus der trivialen Gerbe iiber dem Punkt, also einem Biindel. Dies
ist aber auch selbst wieder trivial.

(ii) Einen Morphismus « von Biindeln P — Q.
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(iii) Der Bedingung
pxV0) p—sp

Qx"MQ—Q
tiber Fasern (g,h) € G x G.

Die Bedinung bedeutet offenbar genau, dass a die Gruppenstruktur respektiert. Weil es sich
bei o ferner um einen Biindelmorphismus handelt ist er fasertreu, d.h. die Projektionen wer-
den respektiert. Aulerdem ist er U(1)-Aquivariant, d.h. die Inklusionen werden respektiert.
Insgesamt haben wir ein Diagramm der Form

e

U G

in Gruppen. Die Morphismen entsprechen also genau den Morphismen von zentralen Erwei-
terungen.

Schliefflich bleiben noch die 2-Morphismen zu betrachten. Dazu seien wieder Erweiterungen
P und @ gegeben und zwei Morphismen a,a’ : P — Q. Ein 2-Morphismus a = o’ in
Ggrb(BG) besteht aus:

(i) Einem Morphismus von trivialen Biindeln iiber dem Punkt, also ein Element ¢ € U(1).

(ii) Der Bedingung
P xYWUM1)—=U(1) x'® p
id®(l i(@z’d
Qx"WU1) —=~U1) x"WQ

Wegen P xVW U(1) = P und Q x"W @ = Q bedeutet dies o/ - ¢ = ¢ - . Weil U(1)

zentral liegt impliziert dies o/ = a.

Wir konnen nun also sagen, dass 2-Morphismen nur zwischen identischen 1-Morphismen
existieren und dann parametrisiert sind durch U(1).

Nachdem wir gesehen haben, dass die Kategorie Grb(BG) im wesentlichen der Kategorie der
zentralen Erweiterungen entspricht, betrachten wir nun einen etwas komplizierteren Fall.
Wirkungsgruppoide fiir den Fall, dass wir die Wirkung einer kompakten Lie-Gruppe G auf
einer Mannigfaltigkeit haben, so dass M als Mannigfaltigkeit G-dquivariant auf einen Punkt
zusammengezogen werden kann. Wir haben also eine glatte, dquivariante Homotopie zwi-
schen der konstanten Abbildung von M auf einen Punkt my € M und der Identitéat auf M.
Insbesondere ist der Punkt myq ein Fixpunkt der G-Wirkung.

Wir haben dann die folgende Lie-Funktoren:

BG—>M//G—>BG
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wobei die linke Abbildung durch die Inklusion des Punktes gegeben ist und die rechte durch
Projektion auf den Punkt. Wir wissen dass die Komposition die Identitéit auf BG ist. Nun
wollen wir die Kategorie Gro(M//G) berechnen:

Wir wissen, dass dquivariante Gerben durch die dritte ganzzahlige dquivariante Kohomologie
HY, (M, 7Z) Klassifiziert sind. Die G-#iquivariante Homotopiesiquivalenz M — my liefert einen
[somorphismus in dquivarianter Kohomologie. Dies sieht man sofort da die Abbildung eine
gewohnliche Homotopiedquivalenz der zugehorigen schwachen topologischen Quotienten lie-
fert. Aufgrund dieser Tatsache wissen wir, dass jede G-aquivariante Gerbe iiber M isomorph
zum Pullback einer Gerbe iiber BG ist. Also lésst sich jedes Objekt von Grb(M//G) mittels
einer U(1)-zentralen Erweiterung P von G darstellen als:

(i) Der trivialen Gerbe Z iiber M;
(ii) Das Biindel P x M — G x M iiber G x M;
(iii) Der Morphismus iiber G x G x M wird von der Multiplikation p auf P induziert:

w9 py M

PxVW pxM
Nun kommen wir zu den Morphismen in Grb(M//G). Hier konnen wir leider nicht ganz so
einfache argumentieren. Denn ein Morphismus zwischen P und () besteht aus:
(i) Einem Biindel iiber M, das aber weil M zusammenziehbar ist, trivialisierbar ist.

(ii) Einem Isomorphismus von Biindeln M x P — M x @ tber G x M, d.h. eine U(1)-
aquivariante Abbildung a: P x M — @ die die Fasern von P und () respektiert.

(iii) Der Kommutatvitét von

PxVO Py M- >Px M
C!gm@ahml \Laghm

QxVQxM-—L5QxM
tiber Fasern (g, h,m) € G x G x M.

Was wir also haben ist eine Abbildung o : M x G — G sodass fiir jedes m € M die Abbil-
dung «a,,, : G — G’ ein Morphismus von zentralen Erweiterungen ist. Wir nennen eine solche
Abbildung einen M -parametrisierten Morphismus von zentralen Erweiterungen.

Wir haben nun aber folgendes Resultat:

Lemma 5.3.4. Fiir eine kompakte, zusammenhdngende Lie-Gruppe G ist jeder M -parametri-
sierte Morphismus von zentralen Erweiterungen konstant in M.

Beweis. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass sich zwei verschieden Morphismen f, g : G— &
von beliebigen zentralen Erweiterungen genau um einen Gruppenhomomorphismus G —
U(1) untescheiden. Dies folgt mittels eines homologischen Standard-Argmumentes: Die Dif-
ferenz von fg~* liegt in U(1) und ausserdem weil U(1)-zentral ist ein Homomorphismus G
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nach U(1). Weil dieser aber auf U(1) verschwindet, faktorisiert er eindeutig auf den Quoti-
enten G/U(1) = G.

Somit ist ein M-parametrisierter Morphismus von zentralen Erweiterungen eindeutig durch
den Morphismus «;,, in dem ausgezeichneten Punkt my € M und einer glatten Abbildung
¢ : M — Homgy, (G,U(l)) mit p(mg) gegeben. Glatt bedeute hierbei dass die assoziierte
Abbildung M x G — U(1) glatt ist. Die Behauptung folgt nun daraus, dass die Gruppenho-
momorphismen eine diskrete Menge bilden. Um das zu sehen wihlen wir einen maximalen
Torus T' C G in der kompakten Lie-Gruppe. Wir haben jetzt die Einschrénkungsabbildung

HomGTP(G7 U<1)) - HomGrp(Ta U(l)) = 7" n=dm17T.

Wir behaupten nun, dass diese Abbildung injektiv ist. Dazu sei f € Homg,,(G,U(1)) und
ein beliebiges Element h € G. Dieses kénnen wir darstellen als gtg~! mit ¢ € G,t € T. Dann
gilt aber weil U(1)-abelsch ist:

f(h)=f(gtg™") = fl9)f(t)f(g)~" = f(t)

Also sind Gruppenhomomorphismen durch ihre Werte auf dem Torus eindeutig festgelegt
und somit die Einschrénkung injektiv. [

Schlieflich betrachen wir fiir zwei Morphismen «, o/ : G — G’ von zentralen Erweiterungen
einen 2-Morphismus. Dieser besteht aus

(i) Einem Morphismus von trivialen Biindeln iiber M, d.h. eine glatte Abbildung ¢ : M —
U(1).

(ii) Es gilt wie oben a - p(m) = p(m) - a. Also gilt o = .
Insgesamt haben wir nun bewiesen:

Satz 5.3.5. Fiir einen kompakte, zusammenhdingende Lie-Gruppe G und einen G-equivariant
kontrahierbaren Raum M ist die Kategorie Grb(M//G) bis auf Aquivalenz gegeben durch:

o Objekte sind U(1)-zentrale Erweiterungen von G
e [-Morphismen sind Morphismen von zentralen Erweiterungen.
o 2-Automorphismen sind glatte Abbildungen M — U(1).

Dieses Resultat wollen wir nun noch etwas weiterentwickeln. Dazu benutzen wir die Tatsache,
dass fiir eine einfach zusammenhéngende, kompakte Lie-Gruppe keine U(1)-zentralen Erwei-
terungen existieren. Wir kénnen also jede zentrale Erweiterung H von G, nach zuriickziehen
auf die universelle Uberlagerung G trivialisieren.

Halbeinfach?77?

Weil 71(G) — G — G eine exakte Sequenz ist, sicht man also, dass man jede zentrale Er-
weiterung von G mittels eines Gruppenhomomorphismus p : m(G) — U(1) also assoziiertes
Biindel

Gx?U(1) - G
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schreiben kann. Wir bezeichnen die dquivarianter Gerbe zu dieser zentralen Erweiterung mit
G? € Grb(G//M). Fur zwei Gruppenhomomorphismen p, pi : m(G) — U(1) erhalten wir,
dass die assoziierte Gerbe G** gleich dem Tensorprodukt der Gerben G* und G* ist und
die zum inversen Morphismus p~! = p assoziierte Gerbe gleich der dualen Gerbe (G”)*. Wir
wollen uns nun iiberlegen, wie ein Morphismus der beiden Gerben G* und G* aussieht. Nach
dem eben gesagten und Satz 5.3.5 sind dies also Trivialisierungen der zentralen Erweiterung

1

U(1) - G <" U(1l) - G

1

eine solche Trivialisierung ist aber das gleiche wie ein Retrakt G x#* ' U(1) to U(1). Wie
wir weiter sehen, ist jeder solche Retrakt gegeben durch einen Gruppenhomomorphismus
G — U(1), der Eingeschrinkt auf m(G) C G gleich p - y~" ist. Somit haben wir nun
basierend auf Satz 5.3.5 folgendes Resultat:

Satz 5.3.6. Fir eine kompakte, zusammenhdingende Lie-Gruppe G mit universeller Uberlagerung
G und einen G-equivariant kontrahierbaren Raum M ist die Kategorie Grb(M//G) bis auf
Aquivalenz gegeben durch:

o Objekte sind Gruppenhomomorphismen p : m(G) — U(1). Wir schreiben das Objekt
als G”.

o 1-Morphismen G* — G* sind Morphismen G — U(1) sodass die Einschrinkung auf
m(G) gleich p - ist.

o 2-Automorphismen sind glatte Abbildungen M — U(1).

Mit Zusammenhang klaren

5.4 Allgemeine Wirkungsgruppoide

In diesem Kapitel wollen wir herausfinden wie sich dquivariante Gerben auf Wirkungsgrup-
poiden lokal beschreiben lassen. Aus solchen lokale dquivarianten Gerben ldsst sich we-
gen Satz 4.3.7 jede globale Gerbe verkleben. Wichtig ist zu wissen, dass die Situation fiir
dquivariante Gerben nicht so einfach ist wie fiir gewohnliche Gerben ohne Zusammenhang.
Denn eine dquivariante Gerbe kann nicht lokal als dquvariante Gerbe trivialsiert werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel um die lokale Situation zu studieren ist das folgende wohlbekannte
Theorem [DKO00, Bre72]:

Satz 5.4.1. (Tuben-Umgebungs-Satz) Sei eine eigentliche G-Wirkung auf der Mannigfaltig-
keit M gegeben. Dann existiert fir jeden Orbit Gz eine invariante Umgebung U und eine
G-dquivariante Homotopie H : U x [0,1] — U mit H1(U) = Gz und Hy|g, ist die Inklusion
Gz C U fir alle t.

Wir wollen hier eine kurze Skizze des Beweises geben, der volle Beweis findet sich in den
angegebenen Quellen:

Beweis. Zunachst wahlen wir eine G-invariante Riemannsche Metrik auf M fir die G durch
[sometrien wirkt. Fiir x € M ist der Orbit Gx C M eine eigentliche Untermannigfaltigkeit.
Sei nun TNGz — Gz das Normalenbiindel von Gz in M. Weiter sei TN"Gx C TNGz das
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Unterbiindel von Vektoren der Lénge < r. Dann existiert ein » > 0 sodass die geodétische
Exponentialabbildung exp : TN"Gx — M ein Diffeomorphismus auf eine rohrenférmige
Umgebung U des Orbits Gz ist. Wir definieren die Homotopie H nun durch die geoditische
Retraktion H : U x [0,1] — U gegeben durch H;(exp(v),t) := exp(tv). Es ist nun einfach zu
sehen, dass diese Homotopie G-dquivariant ist. O]

Wir setzen jetzt S := H;'(z). Ausserdem sei G, := {g € G | gr = x} der Stabilisator von
x. Dann gilt:

(i) S ist G, -invariant, denn fir s € S und g € G gilt H(gs) = gH,(s) = gs = s.

(ii) Fir r,s € S und g € G mit gr = s gilt ¢ € G,. Es gilt ndmlich gz = gH,(r) =
Hi(gr) = Hi(s) = x.

(iii) Die Abbildung G x% S — U mit [g, s] — gs ist ein G-dquivarianter Diffeomorphismus.
Zunéachst zeigen wir dass die Abbildung wohldefiniert ist. Sei also

(iv) Die Einschrankung von H auf S liefert eine G, -dquivarianter Kontraktion von S auf
den Punkt x.

Eigenschaften (i) - (iii) bedeuten zusammengefasst dass es sich bei S um ein Slice fiir die

G-Wirkung handelt.

Definition 5.4.2. Wir nennen eine Umgebung U mit diesen Eigenschaften eine Tuben-
Umgebunyg.

Wir haben nun aufgrund von Punkt (i) eine Wirkung des Stabilisators G, auf S, also den
Wirkungsgruppoiden S//G,.. Weiterhin liefert die Inklusion S C U einen Lie Funktor:

S/|G, —U//G.

Eigenschaft (ii) bedeutet nun offensichtlich genau, dass dieser Lie-Funktor volltreu ist. Auf-
grund von Eigenschaft (i7) wissen wir dass die Abbildung G x S — U gegeben durch die
Multiplikation eine surjektive Submersion, also eine Uberdeckung ist. Daher ist der Funktor
auch essentiell surjektiv und somit eine schwache Aquivalenz. Also gilt fiir einen beliebigen
Stack X:

xX(U//G) = X(5//Gs)

Aufgrund von Eigenschaft (iv) erfillt der Gruppoid S//G die Vorraussetzung von Satz 5.3.5.
Damit haben wir:

Satz 5.4.3. Fir eine G-Wirkung auf M sind dquivariante Biindelgerben lokal um Orbits
Gz C M gegeben durch U(1)-zentrale Erweiterungen von G.,.

Wir wollen nun noch konkreter angeben, wie die G-equivariante Biindelgerbe aussieht, die
wir fiir eine zentrale Erweiterung @x von G, erhalten. Dazu betrachten wir den Lie-Funktor
U//G — Gx//G der gegeben ist durch die G-dquivariante Projektion H; von U auf den
Orbit Gz = G/G,, oder mittels Eigenschaft (iii) als:

U:GXGESHG/Gx, [g75]'_>[g]
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Damit haben wir dann das folgende kommutierende Diagramm von Lie-Funktoren:

S//Ge —=M//G

-

BG,——Gz//G

Die obere Abbildung ist eine schwache Aquivalenz wie wir geschen hatten. Die untere ist
offensichtliche auch eine, denn volltreu ist sie aufgrund der Definition des Zentralisiators
G, und essentiell surjektiv ist sie, weil die Abbildung G — Gz,g — gz ein surjektive
Submersion ist. Nun hatten wir im letzen Kapitel gesehen, dass man jede Gerbe iiber S//G,
bis auf Isomorphie als Pullback einer Gerbe entlang der Abbildung S//G, — BG,. Mit dem
Diagramm folgt daraus dass sich jede Gerbe iiber Gz//G als Pullback einer Gerbe iiber
Gz //G schreiben ldsst. Wir miissen uns also iiberlegen, wie wir fiir die zentrale Erweiterung
G eine Gerbe iiber G / /G, konstruieren konnen sodass der Pullback entlang der unteren
Abbildung, also die Einschrinkung auf den Punkt z € Gz die Erweiterung G ist. Wir
faktorisieren die Abbildung also geméafi dem Faktoriserungeslemma und erhalten dann ....
weiterschreiben

5.5 Gerben auf einfachen, einfach zusammenhéngenden Lie-Gruppen

Wir kommen nun zum Fall einer beliebigen kompakten, einfachen, einfach zusammenhéngenden
Lie Gruppe G. Diese kann also gleich

SU(n), Spin(n), Sp(2n)
oder eine der 5 exzeptionellen Gruppen
Es, b7, Eg, Fy und Gy

sein.

Wir betrachten nun die Konjugationswirkung der Lie-Gruppe G auf sich selbst. Wie in Kapi-
tel ... angesprochen ist die Fundamentale, dquivariante Gerbe auf G dann dadurch definiert,
dass ihre Dixmier-Douady-Klasse dem Erzeuger in der dritten ganzzahligen Kohomologie
entspricht. Die Idee in unserer Konstruktion dieser Gerbe ist es nun eine offene Uberdeckung
von G mit Tuben-Umgebungen von Bahnen mit nicht generischem Stabilisator zu wéhlen.
Die Einschrankung der Gerbe auf diese Umgebungen ist dann nach Satz |...] durch eine zen-
trale Erweiterung des Stabilisators gegeben.

Im Folgenden sei, wenn wir von der Wirkung sprechen stets die Konjugationswirkung von G
auf sich selbst gemeint. Auflerdem werden wir, einige Tatsachen aus der Theorie kompakter
Lie-Gruppen verwenden, ohne jedes mal explizit darauf einzugehen. Diese konnen in [BTD85]
oder [Bou79| gefunden werden.

Wir bezeichnen die Lie-Algebra von G mit g. Weiter wéhlen wir einen maximalen Torus T
von G mit Lie-Algebra t C g vom Rang n. Zusétzlich wihlen wir eine Menge von einfachen
Wurzeln ayq, . . ., a;,, und bezeichnen die zugehorige positive Weyl-Kammer mit €. Sei aq das
hochste Wurzel und damit der Weyl-Alkoven
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o ={ceC|a(c) <1}

definiert. Dieser wird von den Hyperebenen H; senkrecht zu den Wurzeln «; und der zusétzlichen
affinen Hyperebene Hy mit Hy = {c¢ € € | ap(c) = 1} begrenzt. Also haben wir einen n-
dimensionalen Simplex. Wir bezeichnen die Ecken dieses Simplexes mit puy, . . ., t, wobei u;
die Ecke sei, die der Hyperebene H; gegeniiberliegt. Insbesondere ist o = 0. Im SU(n)-Fall
hatten wir gesehen, dass die Ecken des Weyl-Alkovens genau die Elemente des Zentrums
sind. Im Allgemeinen bilden die Elemente des Zentrums immer noch Ecken des Alkovens,
aber die Umkehrung ist falsch.

Dieser Weyl-Alkoven parametrisiert bekanntlich Konjugationsklassen in dem Sinn, dass fiir
jede Konjugationsklasse ein eindeutiges Element exp(a) mit a € &7 existiert. Wir haben eine
sogar stetige Abbildung

q:G— o

sodass exp(q(a)) dieses eindeutige Element ist.

Mittels dieser Abbildung und der Exponentialabbildung exp : & — G sehen wir, dass offene
Uberdeckungen von o7 in 1-1 Beziehung zu Konjugations-invarianten offenen Uberdeckungen
von G stehen. Wir wihlen also die offenen Mengen

als Komplemente der Hyperebenen. Dann ist p; € 7. Diese bilden eine offene Uberdeckung
von ./ und daher bilden die Mengen

U = q ' (o)
eine G-invariante offene Uberdeckung von G. Dann ist
Uy =UiNU; = q (o N ;) = q(oly)
wobei @; 1= @ N @/; bzw. allgemeiner o := (,.,; % fir I C {0,...,n}. Nun sei
Gi = Gexp(u)

der Zentralisator von exp(u;). Fir I C {0,...,n} bezeichnen wir das Innere der Seite des
Alkovens, die von den Elementen p; mit i € I aufgespannt wird mit F;. Es sei insbesondere
F; = {u;}. Unsere Wahl der Fj ist so, dass alle Gruppenelemente exp(c), mit ¢ € F; den
gleichen Zentralisator haben. Diesen nennen wir GG;. Sei nun

St = Gl-eXp(«QfI)

der Orbit von exp(.27;) unter der Konjugationswirkung mit G;. Die Mengen S; bilden nun per
Konstruktion Slices fiir die offenen Mengen U;. Wir haben nun fiir jedes I die Homotopien

h[téZf[X[O,l]%egfi

die durch lineare Kontraktion auf einen beliebigen Punkt f; € F; gegeben sind. Insbesondere
sind die h; lineare Kontraktionen auf die Ecken p;. Diese konnen wir nun offensichtlich
fortsetzen zu G dquivarianten Kontraktionen

H]ZS[X[O,l]—)S[
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von Sy auf exp(f;).

Die offenen Mengen U; sind also Tubenumgebungen von der Bahn von f; mit Slices S; und
Zentralisatoren G;. Wie im letzen Kapitel gesehen, bedeutet dies dass die Gruppoide S;//G;
und U;//G schwach dquivalent sind. AuBerdem gilt nach Konstruktion dass G;; C G; fir
beliebige 7, 7 oder allgemeiner G; C G; fiir I C J. Weil in diesem Fall auerdem o7 C o7,
gilt, folgt auch S; C 5.

Wir haben nun, nach dem Satz iiber Aquivarianten-Abstieg 4.3.7 die folgende Aquivalenz:

% % %
Gro(M//G) = holim | []Grb(Ui//G) 5:>>*ngb(Uij//G) ——=[19bUin//G) —= -
1 %3 T
% % %,
= holim | [[Grb(S;//G:) S [1Grb(Si//Gij) ? 1160 (Sijr//Gijr) —= -+
1 3 5

Nach dem Satz ... sind Objekte in Grb(S;//Gr) aber durch zentrale Erweiterungen der G
gegeben und Morphismen durch Morphismen zentraler Erweiterungen. Eine G-dquivariante
Gerbe auf G entspricht also aus folgenden Daten:

e Fiir jedes i eine zentrale Erweiterung U(1) — P, — G;.

e Fiir 4, j ein Morphismus ¢;; von den auf G;; zuriickgezogenen Erweiterungen F;
P

J

G und

Gij '

e Fiir Tripel (4,4, k) die Gleichheit der Morphismen ¢;; o @;r = @i, auf G;j; und Funk-
tionen g, : Sijr — U(1)

o die Kozykelbedingung g;j; - gjx = Girt - 9iji aut Sijn.

Die Funktionen g;;; sind im Fall der Fundamentalen Gerbe gleich der konstanten Abbil-
dung auf das neutrale Element. Wir wissen nun, dass die Zentralisatoren G; immer zusam-
menhéngend sind [DK00], Korollar 3.15. Sie sind aber im Allgemeinen nicht einfach zusam-
menhédngend. Im Fall von SU(n) allerdings schon. Hier sind die Ecken des Alkovens ndmlich
zentral, also G; = G fiir alle ¢. Daher existieren keine zentralen Erweiterungen von G; und
die Konstruktion der fundamentalen Gerbe vereinfacht sich drastisch. Deswegen konnten
wir in Kapitel (...) ein Konstruktion der fundamentalen Gerbe auf SU(n) geben die keine
Erweiterungen beinhaltet.

Doch nun zum Allgemeinen Fall. Wir wollen die Reformulieren von zentralen Erweiterungen
mittels Homomorphismen von der Fundmentalgruppe nach U(1) verwenden. Wir suchen also
Morphismen 7 (G;) — U(1). Dazu werden wir nun folgende rein Lie-theoretische Konstruk-
tion geben:

Wir betrachten zunéchst fiir eine Ecke u; des Alkovens die lineare Abbildung

t — R mit t— (i, t)



5 GERBEN AUF KOMPAKTEN LIE-GRUPPEN I6)

wobei ¢; die Lie-Algebra des Torus von G; und (, ) das kanonische Skalarprodukt auf der
Lie-Algebra g sei. Durch Einschranken auf das Gitter

)

und komponieren mit der Projektion R — R/Z = U(1) erhalten wir eine Abbildung

A; = ker (eXpGi

A; — U(1).

Man kann nachrechnen, dass das Kowurzelgitter I'; von G; im Kern dieser Abbildung liegt
([Mei02], Proposition 5.4). Wegen m(G;) = A;/T'; ([BTD85], Theorem 7.1) gibt dies einen
wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

Die p; liefern also die zentralen Erweiterungen der G;.

Um Morphismen der auf G;; eingeschrinkten zentralen Erweiterungen G? und G* zu kon-
struieren, zitieren wir das folgende Lie-theoretische Lemma. Dieses basiert im wesentlichen
darauf, dass die y; — p; fix sind unter der adjungierten Wirkung von Gj;.

Lemma 5.5.1. Die Differenzen p; — p1; liefern Charaktere

—

: _ -1
mat Xij‘ﬂ'l(Gij) =pPipPj -

fl
ilGy,

der Gleichheit (p; — p5) + (@5 + p) = (s + i) folgt dann die Gleichheit

. Aus

ij

Die x;; bilden also nach ... Morphismen von zentralen Erweiterungen G — Gf o
Xij * Xjk = Xtk
auf Gji.
Zusammenfassend haben wir also:
e Die durch p; gegebenen zentralen Erweiteungen G** von Gj.
e Die Morphismen x;; : G — G*7 iiber G,
e Die Gleichheit x;; - Xjx = Xik

Dies Daten definieren nun eine beziiglich der Konjugationswirkung édquivariante Gerbe G auf
G. Es handelt sich bei G um die fundamentale Gerbe. Wir wollen dies in der Arbeit nicht
im Detail nachrechnen, sondern nur kurz den Beweis skizzieren:

Die Idee ist, die Gerbe G mit einem Pseudo-Zusammenhang zu versehen, sodass die Kriimmung
dieses Pseudo-Zusammenhangs dem ganzzahligen Erzeuger in der de-Rham Kohomologie-
gruppe HZR(G //@) entspricht. Da die Gruppe Hg, (M) keine Torsion hat, reicht dies um zu
beweisen, dass es sich bei G um die fundamentale Gerbe handelt, wie wir uns in Abschnitt
5.1 iiberlegt haben.
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