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Рассматриваются обобщения суперматричных структур, играющих важную роль в построении суперсимметричных мо-делей в физике высоких энергий. Изучение супергравитаций с необратимым репером нуждается в обобщении понятийобратимости суперматрицы и супердетерминанта на суперматрицы, необратимые в каноническом смысле. В работе длянеобратимых суперматриц из полугруппы MatΛ (p|q) определяются различные типы обобщенных обратных подобно те-ории обобщенных обратных Мура-Пенроуза и приводятся примеры решения уравнений регулярности для конкретногослучая MatΛ2 (1|1). Построен необратимый аналог супердетерминанта, который справедлив не только для группы, но идля полугруппы суперматриц.КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: суперматрица, супердетерминант, грассманова алгебра, необратимость, полугруппа, обобщен-ные обратные, регулярность.

В настоящее время построение последовательной единой теории всех фундаментальных взаимодействий —электромагнитных, слабых, сильных и гравитационных — прочно ассоциируется [1, 2] с использованием супер-симметричных теорий [3, 4, 5].Это позволяет разрешить или обойти такие трудности предшествующих суперсим-метрии калибровочных теорий фундаментальных взаимодействий (квантовой электродинамики, квантовой хромо-динамики и модели Вайнберга-Салама), как проблема иерархий, устойчивости хиггсовского бозона, а также непро-тиворечивое включение гравитации [6, 7] и рассмотрение процессов при планковских энергиях [8]. Дальнейшийпрогресс, в свою очередь, требует интенсивных поисков [9] нестандартных путей разрешения известных проблем
[10], привлечения принципиально новых теоретических идей [11] и математических обобщений [12].Первоначально математические аспекты групп и алгебр с антикоммутирующими переменными рассматрива-лись [13, 14, 15]лишь в рамках формального правила “протаскивания знака” и предписания “о возможности обоб-щения всех основных понятий анализа, при котором образующие грассмановой алгебры стали бы играть роль,равноправную с вещественными или комплексными переменными” [16]. Именно в этой широко известной фра-зе (перепечатанной в [17, c. 9]) отразилось сознательное ограничение на дальнейшее развитие суперматематикив абстрактном направлении: “равноправие” подразумевало в качестве “супераналогов” тривиально подобные (сточностью до замены некоторых знаков с минуса на плюс и четных величин на нечетные) объекты и не позволялоинтересоваться более абстрактными алгебраическими и геометрическими структурами. Тем не менее, необрати-мость рассматривалась в теории супермногообразий [18, 19] и суперконформной геометрии [20, 21] с полугруп-повой точки зрения, в теории супероператоров [22, 23],а также в теории категорий [24, 25] и квантовых группах
[26, 27]и теории кобордизмов [28]. Кроме того, ранее чисто нечетные многообразия рассматривались в [29, 30],так-же вводились экзотические супермногообразия с нильпотентными четными координатами [31], рассматриваласьсупергравитация [32] с необратимым репером. Список проблем по многообразиям с нечетными направлениями и,следовательно, так или иначе связанных с необратимостью, приведен в [33].Основой этих и других суперсимметричных конструкций является суперматричное исчисление и линейнаясупералгебра [17, 34],поэтому именно здесь следует искать возможности нетривиальных обобщений (см. напри-мер, построение некоторых полугрупп суперматриц в [35, 36]). Необходимый аппарат для некоторых из такихобобщений — теория обобщенных обратных [37, 38] — был уже давно построен для обычных прямоугольныхматриц (обратимость для них не определена из-за несовпадения размеров) [39, 40].В данной работе мы применя-ем элементы этой теории для суперматричных структур, определяем типы обобщенных обратных, рассматриваемконкретные примеры и приводим необратимый аналог супердетерминанта.

СТРУКТУРА СУПЕРМАТРИЦ
Изложим необходимые сведения из линейной супералгебры и теории суперматриц [41, 17, 34].Линейным су-перпространством называется Z2-градуированное линейное пространство Λ, разложенное в прямую сумму Λ =

Λ0⊕Λ1. Элементы из Λ0 и Λ1 называются однородными (четными и нечетными соответственно) элементами. Если
a ∈ Λi , где i ∈ Z2, то будем писать p(a) = i и называть p(a) четностью элемента a. Любой элемент (за исключением



нуля) может быть единственным образом представлен в виде a = a0 + a1, где ai ∈ Λi . Линейное подсуперпростран-ство — это такое Z2-градуированное подпространство L ⊂ Λ, что Li = L ∩Λi . Размерностью Z2-градуированноголинейного пространства называется пара (p|q), где p — размерность четного и q — размерность нечетного подпро-странств. Будем обозначать Z2-градуированное линейное пространство с фиксированной четность как Λp|q. Тогдачетные и нечетные подсуперпространства будут обозначаться Λp|0 и Λ0|q соответственно. Отметим, что размерность
(p|q) не связана с числом образующих Λ.Пусть Λp|q и Λm|n — линейные суперпространства. На Λp|q ⊕ Λm|n, Λp|q ⊗ Λm|n и Hom

(
Λp|q,Λm|n) структура

суперпространства вводится естественным образом [34], и элементы Hom
(
Λp|q,Λm|n) называются гомоморфизма-

ми из Λp|q в Λm|n. Четные гомоморфизмы, т. е. элементы из Hom0

(
Λp|q,Λm|n), называются морфизмами суперпро-

странств. Обозначим через Π (Λ) суперпространство, определенное формулами Π
(
Λ0

)
= Λ1, Π

(
Λ1

)
= Λ0, т. е. Π

— оператор смены четности, а гомоморфизм Π : Λ → Π (Λ) называется каноническим нечетным гомоморфизмомсуперпространства Λ в Π (Λ). Супералгеброй называется суперпространство A вместе с морфизмом суперпро-странств A ⊕ A → A. Каждая супералгебра является также и алгеброй. Идеал в супералгебре A — идеал алгебры
A, являющийся одновременно подсуперпространством. Для супералгебры A определяется коммутирование (илискобка) [, ] : A ⊕ A → A по правилу о знаках, положив [a,b] = ab− (−1)p(a)p(b) ba. Элементы a,b ∈ A называ-ются коммутирующими, если [a,b] = 0. Супералгебра называется коммутативной, если любые два ее элементакоммутируют.Обозначим через Λ (n) внешнюю (грассманову) алгебру от n переменных ξ1, . . . , ξn — образующих, которыеудовлетворяют соотношениям ξiξ j + ξ jξi = 0, 1 ≤ i, j ≤ n. В частности ξ2

i = 0. Произвольный элемент f ∈ Λ (n)можно единственным образом представить в виде
f = f0 +

∑
1≤r≤n

∑
1<i1<...<ir≤n

fi1...ir ξi1 . . . ξir , (1)

где f0, fi1...ir ∈ K, и K = R в вещественной случае, K = C в комплексном случае. Определим на Λ (n) структурусупералгебры, полагая p(ξi) =1. Супералгебра Λ (n) коммутативна и называется супералгеброй Грассмана.Каждой коммутативной супералгебре C = C0 ⊕ C1 соответствует каноническая проекция ε : C → C/id C1 =

C0/
(
id C1

)2
, где id X обозначает идеал, порожденный множеством X. Пусть C— коммутативная супералгебра. Тогдаэлемент c ∈ C обратим в том случае, когда обратим ε [c].Пусть A — супералгебра с единицей, M — некоторое суперпространство. Левым действием супералгебры Aна M (или левым A-действием) называется морфизм суперпространств A ⊗ M → M, удовлетворяющий услови-ям a(bm) = (ab) m,a,b,1 ∈ A, m ∈ M,1m = m. Левым (правым) модулем над A, или левым (правым) A-модулем,называется суперпространство M, на котором задано левое (правое) A-действие. Пусть C — коммутативная супер-алгебра. Тогда каждый левый C-модуль можно превратить в правый C-модуль (и наооборот)

mc =

{
(−1)p(m)p(c) cm
(−1)(p(m)+1)p(c) cm

, (2)

где c ∈ C,m ∈ M. Структуры левого и правого модуля на M согласованы в следующем смысле:

(am) b = a(mb) , a,b ∈ C, m ∈ M. (3)

Множество C-гомоморфизмов из M в N является подсуперпространством HomC (M,N) в Hom (M,N). Когда
M = N, суперпространство HomC (M,N) обозначается через EndC (M) называются автоморфизмами M, и ониобразуют группу GLC (M). Пусть I -множество, представленное в виде объединения непересекающихся подмно-жеств I0 и I1. Базисом C-модуля M называется набор однородных элементов mi ∈ M, где i ∈ I , такой, что p(mi) =0
при i ∈ I0 и p(mi) =1 при i ∈ I1, причем каждый элемент m однозначно записывается в виде суммы ∑

i
cimi , где все

ci ∈ C, кроме конечного числа, равны нулю. C-модуль называется свободным, если в нем можно выбрать базис,соответствующий некоторому набору индексов.Суперматричной структурой называется матричная структура с приписанной каждой строке и каждому столб-цу четностью. Четность i-й строки обозначим prow (i), четность j-столбца — pcol ( j). Обычно суперматричная струк-тура будет выбираться так, чтобы все четные строки и столбцы шли сначала, а нечетные — потом. Такая супер-матричная структура будет называться стандартной [17]. Нестандартные суперматричные структуры (когда не-четные элементы располагаются не блоками, а по диагоналям) рассматривались, например, в [42]. Стандартнуюсуперматричную структуру можно записывать в блочном 2× 2 виде:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, (4)



где Ai j — матричные структуры, согласованные с делением строк и столбцов на четные и нечетные (т.е. состоящиеиз однородных — четных или нечетных — элементов). В случае обобщенной Z3 суперсимметрии [43] суперма-тричная структура описывается блочной 3×3 матрицей [44]. Если суперматричная структура содержит p четных и
q нечетных строк и mчетных и n нечетных столбцов, то размер этой структуры равен (p|q)× (m|n). Порядком супер-матричной структуры размера (p|q) × (p|q) называется пара натуральных чисел (p|q). Суперматричные структурыпорядка (p|q) соответствуют элементам Hom

(
Λp|q,Λp|q).

Матрицей с элементами из Λ называется множество {
Ai j | Ai j ∈ Λ

}
, соответствующее клеткам суперматричнойструктуры A. Определим на линейном пространстве матриц с элементами из Λ четность следующим образом:

p(A) =0, если p
(
Ai j

)
+ prow (i) + pcol ( j) =0, и p(A) =1, если p

(
Ai j

)
+ prow (i) + pcol ( j) =1, для всех i, j. Относительнотаким образом введенной четности линейное пространство матриц превращается в суперпространство [41]. Еслисуперматричная структура стандартна, то определение четности матриц (4) можно переписать в виде p(A) =0, если

p(A11) = p(A22) =0, p(A12) = p(A21) =1, и p(A) =1, если p(A11) = p(A22) =1, p(A12) = p(A21) =0.Введем на суперпространстве матриц (которое обозначим MatC (p|q)) размера (p|q) с элементами из коммута-тивной супералгебры C структуру C-модуля, полагая
(Mc)i j = (−1)p(c)pcol( j) Mi j c, (cM)i j = (−1)p(c)prow(i) cMi j . (5)

Эту структуру можно задать, определив для каждой пары целых чисел (p|q) гомоморфизм супералгебр C →
MatC (p|q) , который каждому элементу c ∈ C ставит в соответствие диагональную матрицу

scalarp|q (C) = diag
(
c, . . . , c, (−1)p(c) c, . . . , (−1)p(c) c

)
(6)

со стандартной суперматричной структурой. Теперь структуру C-модуля на суперпространстве матриц размера
(p,q) можно ввести по формуле

cM = scalarp|q (C) · M. (7)

Из ассоциативности матричного умножения следует, что
(cA) B = c(AB) , (Ac) B = A (cB) , A (Bc) = (AB) c (8)

при A,B ∈ MatC (p|q), поэтому супералгебра MatC (p|q) является C-алгеброй. Пусть A =
(
Ai j

)
— матрица разме-

ра (p,q) × (m,n) с элементами из суперпространства Λ. Супертранспонированной к суперматрице A =
(
Ai j

)
∈

MatC (p|q) назовем матрицу c элементами(
Ast

)
i j

= (−1)(prow(i)+pcol( j))(p(X)+prow(i)) Aji = (−1)(prow(i)+pcol( j))(p(X)+pcol( j)) Aji , (9)

а суперматричная структура определяется естественным образом [41, 45].В формуле (9) четности prow (i) , pcol ( j)берутся согласовано с суперматричной структурой матрицыA. Если суперматричная структура имеет стандарныйвид, то формула (9) дает
Ast =

(
A11 A12

A21 A22

)st

=

(
AT

11 AT
12−AT

21 AT
22

)
, (10)

если p(A) =0, и
Ast =

(
A11 A12

A21 A22

)st

=

(
AT

11 −AT
12

AT
21 AT

22

)
, (11)

если p(A) =1.

Дважды супертранспонированная матрица имеет вид
( A11 A12

A21 A22

)stst

=

(
A11 −A12

−A21 A22

)
, т. е. (st)2 , id , и по-

рядок супертранспонирования равен четырем: (st)4 = id . Для любых двух суперматриц выполняются соотношения
(A + B)st = Ast + Bst, (AB)st = (−1)p(A)p(B) BstAst. Оператор смены четности Π действует по формуле [45]

AΠ =

(
A11 A12

A21 A22

)Π

=

(
A22 A21

A12 A11

)
, (12)

являясь гомоморфизмом (AB)Π = AΠBΠ, при этом p
(
AΠ

)
= p(A) +1 и Π2 = id , Π ◦ st◦Π = (st)3. Супераналогэрмитового сопряжения (∗) определяется формулой

A∗ =

(
A11 A12

A21 A22

)∗
=

(
A∗11 A∗12
A∗21 A∗22

)
, (13)



где a∗ik означает инволюцию в Λ [17]. Любую суперматрицуAможно записать как сумму числовой и нильпотентнойчасти (bodyи soul [46])A = Anum +Anil , где Anum = εbody(A) = A|ξi=0. Если rankA(num)11 = p, и rankA(num)22 = q, то
A называется регулярной [41].В общем случае множество суперматриц M = {A} (4) с элементами из Λ образуют полугруппу [47, 48]отно-

сительно обычного матричного умножения (·), обозначаемую MatΛ (p|q)
de f
= {M; ·} [17]. МножествоMinv обратимых

элементов из MatΛ (p|q) (для которых уравнение AX = I имеет решение) образуют группу GMatΛ (p|q)
de f
=

{
Minv; ·

}
.Рассмотрим подробнее полугрупповую структуру суперматриц из MatΛ (p|q) [19]. Обозначим

M′ = {A ∈ MatΛ (p|q) | ε (A11) , 0} , (14)

M′′ = {A ∈ MatΛ (p|q) | ε (A22) , 0} , (15)

J′ = {A ∈ MatΛ (p|q) | ε (A11) = 0} , (16)

J′′ = {A ∈ MatΛ (p|q) | ε (A22) = 0} . (17)

Тогда M = M′∪J′ =M′′∪J′′ и M′∩J′ =∅,M′′∩I′′ = ∅, поэтому Minv = M′ ∩M′′. Для множеств (очевидно не-обратимых) суперматриц J′ (16)и J′′ (17)использовались обозначения “полугруппы G′MatΛ (p|q) и G′′MatΛ (p|q)”
[17, сс. 89,97],хотя в английском переводе они уже появились, как “subgroupsG′MatΛ (p|q) and G′′MatΛ (p|q)”
[49, pp. 95,103],что, по-видимому, и обусловило незамеченность нетривиальных полугрупповых свойств суперма-тричных структур (см. также [50, 51]).Так, подмножество J = J′∩J′′ представляет идеал полугруппы MatΛ (p|q).Более того, отметим, что [19]: 1) Множества J, J′ и J′′ представляют собой изолированные идеалы полугруппы
MatΛ (p|q). 2) Множества Minv,M

′ и M′′ — фильтры полугруппы MatΛ (p|q). 3) Множества M′ и M′′ представляютподполугруппы полугруппы MatΛ (p|q), при этом M′ =Minv ⋃
J′ и M′′ =Minv ⋃

J′′, где соответствующие изолиро-ванные идеалы K′ = M′ \Minv = M′∩J′′ иK′′ = M′′ \Minv = M′′∩J′. 4)Идеал J полугруппы MatΛ (p|q) представленмножеством J = J′ ∪K′ = J′′ ∪K′′. Более подробно идеальная структура различных полугрупп суперматриц изло-жена в [36, 35, 52] (свойства полугрупп обычных матриц см. в [53, 54, 55]).

ОБОБЩЕННЫЕ ОБРАТНЫЕ
Рассмотрим суперматрицуA общего положения размерности (p|q) (см. (4) и [17, 34])и ее свойства обратимо-сти. Обычная обратная суперматрицаA−1 определяется как решение уравнений

AA−1 = I, A−1A = I (18)

(см. напр. [17, 34]).Для необратимых (квадратных) суперматриц мы построим супераналог теории Мура-Пенроуза
[56, 39]и теории обобщенных обратных [57, 58],применявшиеся при рассмотрении прямоугольных обычных ма-триц, для которых соотношения (18) вообще не имеют смысла. В суперсимметричном случае класс необратимыхсуперматриц возникает еще и по другой причине: из-за нильпотентности элементов грассмановой алгебры. По-скольку в суперсимметричных теориях применяются в основном квадратные суперматрицы вида (4), мы ограни-чимся только их рассмотрением и необратимостью за счет возможной нильпотентности элементов, а не за счетразмеров.ПустьA ∈ MatΛ (p|q), тогда суперматрицуA− ∈ MatΛ (p|q) назовем 1-инверсной (внутренней инверсной [57],псевдообратной [59], обобщенной обратной [39]) кA, если выполняется

AA−A = A (1-инверсная) . (19)

Суперматрицы, имеющие 1-инверсную, назовем регулярными. Это понятие было введено еще Нейманом [60]для колец и является “наименьшим” ослаблением обратимости 18.Уравнения для блоков 1-инверсной суперматри-цы имеют вид
A11A

−
11A11 + A11A

−
12A21 + A12A

−
21A11 + A12A

−
22A21 = A11, (20)

A11A
−
11A12 + A11A

−
12A22 + A12A

−
21A12 + A12A

−
22A22 = A12, (21)

A21A
−
11A11 + A21A

−
12A21 + A22A

−
21A11 + A22A

−
22A21 = A21, (22)

A21A
−
11A12 + A21A

−
12A22 + A22A

−
21A12 + A22A

−
22A22 = A22. (23)

Если известна одна 1-инверсная суперматрица A− для регулярной A, то остальные 1-инверсные имеют сле-дующий вид [39]
A− +V −A−AVAA− или A− +

(I −A−A)V +W (I −A−AA−) , (24)



где V,W — произвольные (p|q) суперматрицы. Суперматрицу A∧ ∈ MatΛ (p|q) назовем 2-инверсной (внешнейинверсной [57]) кA, если выполняется
A∧AA∧ = A∧ (2-инверсная) . (25)

Суперматрицы, имеющие 2-инверсную называются антирегулярными. Уравнения для блоков 2-инверсной су-перматрицы имеют вид
A∧11A11A

∧
11 + A∧11A12A

∧
21 + A∧12A21A

∧
11 + A∧12A22A

∧
21 = A∧11, (26)

A∧11A11A
∧
12 + A∧11A12A

∧
22 + A∧12A21A

∧
12 + A∧12A22A

∧
22 = A∧12, (27)

A∧21A11A
∧
11 + A∧21A12A

∧
21 + A∧22A21A

∧
11 + A∧22A22A

∧
21 = A∧21, (28)

A∧21A11A
∧
12 + A∧21A12A

∧
22 + A∧22A21A

∧
12 + A∧22A22A

∧
22 = A∧22. (29)

Суперматрица назывется 1-2-инверсной (просто инверсной или слабой обобщенной обратной) к A и обозна-чаетсяA+, если она одновременно удовлетворяет (19) и (25),т. е.

AA+A = A, A+AA+ = A+ (инверсная) , (30)

и ее блоки удовлетворяют восьми уравнениям (20)–(29).Суперматрицы, имеющие единственную инверсную, обра-зуют инверсную подполугруппу [61] полугруппы MatΛ (p|q). Общее решение уравнения (25) имеет вид [39]

A∧ = P (QAP)∧ Q, (31)

где P,Q — произвольные идемпотентые суперматрицы из MatΛ (p|q). Каждая слабая обобщенная обратная (1-2инверсная) суперматрица A+ может быть выражена через любую фиксированную 1-инверсную A− следующимобразом [62] (ср. 24)
A+ =

(A− +V −A−AVAA−)A (A− +V −A−AVAA−) , (32)

гдеV— произвольная суперматрица из MatΛ (p|q). Суперматрица X, которая удовлетворяет
(AX)∗ = AX (3-инверсная) или (XA)∗ = XA (4-инверсная) (33)

назывется 3-инверсной или 4-инверсной соответственно (суперэрмитово сопряжение определено в (13)).Уравнения
(19), (25)и (33)назовем суперсимметричными уравнениями Пенроуза [56, 57],тогда суперматрицуX, которая явля-ется инверсной и одновременно удовлетворяет дополнительным требованиям (33),т.е. является 1-2-3-4инверсной,назовем суперинверсной Мура-ПенроузаA† (ср. [63, 56])

AA†A = A, A†AA† = A†,
(
AA†

)∗
= AA†,

(
A†A

)∗
= A†A (суперинверсная Мура-Пенроуза). (34)

Перечислим некоторые свойства суперинверсной Мура-Пенроуза для различных комбинаций суперматрицAи B [57, 64]

(A + B)† = A† + B†, AA†BB† = BB†AA†, (A,B)† (A,B) =

( AA† 0
0 B†B

)
. (35)

Если заменить условие регулярности (19) на более общее
AkXA = Ak ( 1k-инверсная) , (36)

то суперматрицаAdr = X называется инверсной Дразина [65]. Слабая обобщенная обратная суперматрица X = A+,
(супер)коммутирующая сA,AX = (−1)p(A)p(X)XA, называется групповой инверсной суперматрицейAgr (ср. [37]).Если произведение A∗A обратимо, то для вычисления инверсной Мура-Пенроуза A† можно применить су-пермодификацию стандартной формулы [57]

A† = (A∗A)−1A∗, (37)

где операция (∗) определена в (13). Если суперматрица A раскладывается на произведение A = SR суперматрицтого же формата, то инверсную Мура-ПенроузаA† можно вычислить по формуле [37]

A† = R†S† = R∗ (RR∗)−1 (S∗S)−1S∗, (38)

если произведения RR∗ и S∗S обратимы. В нильпотентном случае произведение A∗A может быть необратимо, ипоэтому решение следует искать непосредственным разложением по грассмановой алгебре и решением соответ-ствующих компонентных уравнений. Рассмотрим в качестве примера простейший случай MatΛ2 (1|1).



ВЫЧИСЛЕНИЯ В КОНЕЧНОМЕРНОЙ ГРАССМАНОВОЙ АЛГЕБРЕ
ПустьA =

(
a α
β b

)
∈ MatΛ2 (1|1). В Λ2 конкретный вид элементов есть

a = a0 + a12ξ1ξ2, b = b0 + b12ξ1ξ2, α = n1ξ1 + n2ξ2, β = m1ξ1 + m2ξ2, (39)

где все коэффициеты — в K. Запишем суперматрицуA как сумму числовой и нильпотентной части
Anum = A0 =

(
a0 0
0 b0

)
, (40)

Anil =

(
0 n1

m1 0

)
ξ1 +

(
0 n2

m2 0

)
ξ2 +

(
a12 0
0 b12

)
ξ1ξ2 = A1ξ1 +A2ξ2 +A12ξ1ξ2, (41)

здесьA0,A12 — четные диагональные суперматрицы, аA1,A2 — нечетные антидиагональные суперматрицы [17].Отметим отличиеA12 как суперматрицы от A12 как блока из (4).Разложение (39)позволяет ввести наK структуру полугруппы, обозначим ее S, которая изоморфна MatΛ2 (1|1)и ее действие определяется умножением суперматриц. Из (39)следует, что полугруппа Sявляется 8-параметрическойнад K, и ее элемент записывается в виде S 3 s = s(a0,b0,a12,b12,n1,n2,m1,m2). Умножение в S имеет следующийвид
s(a0,b0,a12,b12,n1,n2,m1,m2) ∗ s

(
a′0,b

′
0,a
′
12,b

′
12,n

′
1,n
′
2,m

′
1,m

′
2

)
= s(a0a′0,b0b′0,a12a

′
0 + a0a′12 + n1m′2 − n2m′1,b12b

′
0 + b0b′12 + m1n′2 −m2n′1,

a0n′1 + n1b′0,a0n′2 + n2b′0,m1a′0 + b0m′1,m2a′0 + b0m′2). (42)

Видно, что двусторонние нуль и единица полугруппы S определяются формулами
z = s(0,0,0,0,0,0,0,0) , e = s(1,1,0,0,0,0,0,0) , (43)

а двусторонними идеалами являются объединения элементов вида
s(0,0,a12,b12,n1,n2,m1,m2) и s(0,0,a12,b12,0,0,0,0) . (44)

Найдем решение уравнений регулярности (19)–(25)и явный вид слабых обобщенных обратных для простей-шего случая двумерной Λ2 грассмановой алгебры и (1|1)-мерных суперматриц. Пусть в уравнениях регулярности
AXA = A, (45)

XAX = X (46)

искомая суперматрица A+ = X имеет вид X =

(
x κ
γ y

)
. Уравнение AXA = A (45) для внутренней инверсной

A− = X сводится к системе
axa+ αγa + aκβ + αyβ = a, (47)

axα + aκb + αyb = α, (48)

βxa+ bγa + byβ = β, (49)

βxα + bγα + βκb + byb = b, (50)

которую мы будем решать в Λ2, где
x = x0 + x12ξ1ξ2, y = y0 + y12ξ1ξ2, κ = r1ξ1 + r2ξ2, γ = s1ξ1 + s2ξ2. (51)

Тогда из (47)–(50)получаем систему уравнений на коэффициенты
a0 (a0x0 − 1) = 0, (52)

2a0a12x0 + a2
0x12 + a0 (n1s2 − n2s1) + a0 (r1m2 − r2m1) + y0 (n1m2 − n2m1) = a12, (53)

(a0x0 + b0y0) n1 + a0b0r1 = n1, (54)

(a0x0 + b0y0) n2 + a0b0r2 = n2, (55)

(a0x0 + b0y0) m1 + a0b0s1 = m1, (56)

(a0x0 + b0y0) m2 + a0b0s2 = m2, (57)

b0 (b0y0 − 1) = 0, (58)

2b0b12y0 + b2
0y12 − b0 (n1s2 − n2s1) − b0 (r1m2 − r2m1) − x0 (n1m2 − n2m1) = b12, (59)



Уравнение XAX = X (46) для внешней инверснойA∧ = X сводится к системе
xax+ κβx + xαγ + κbγ = x, (60)

xaκ + xαy + κby = κ, (61)

γax+ yβx + ybγ = γ, (62)

γaκ + yβκ + γαy + yby = y, (63)

которую мы будем также решать в Λ2. Используя разложения (39),(51),получаем систему уравнений на коэффици-енты
x0 (x0a0 − 1) = 0, (64)

2x0x12a0 + x2
0a12 + x0 (r1m2 − r2m1) + x0 (n1s2 − n2s1) + b0 (r1s2 − r2s1) = x12, (65)

(a0x0 + b0y0) r1 + x0y0n1 = r1, (66)

(a0x0 + b0y0) r2 + x0y0n2 = r2, (67)

(a0x0 + b0y0) s1 + x0y0m1 = s1, (68)

(a0x0 + b0y0) s2 + x0y0m2 = s2, (69)

y0 (y0b0 − 1) = 0, (70)

2y0y12b0 + y2
0b12 − y0 (r1m2 − r2m1) − y0 (n1s2 − n2s1) − a0 (r1s2 − r2s1) = y12, (71)

Основными уравнениями, которые определяют тип решения, являются (52) и (58). Из них следуют 4 случаявыбора числовой части диагональных элементов:

a0 = 0, b0 = 0, (72)

a0 = 0, b0 , 0, (73)

a0 , 0, b0 = 0, (74)

a0 , 0, b0 , 0. (75)

В первом — наиболее тривиальном — случае (72) система (52)–(59)совместна только при A = 0 и A− —любом, а система (64)–(71)совместна при A∧ = 0 и A — любом. Последний случай (75) — стандарный [17] иотвечает обратимой суперматрицеA, поэтому единственным решением (45)–(46)является обратная суперматрица

A−1 =


1
a0

+

n1m2 − n2m1

a2
0b0

− a12

a2
0

 ξ1ξ2 −n1ξ1 + n2ξ2

a0b0

−m1ξ1 + m2ξ2

a0b0

1
b0

+

m1n2 −m2n1

a0b2
0

− b12

b2
0

 ξ1ξ2

 . (76)

Поскольку второй (73) и третий (74) случай симметричны, мы рассмотрим только один из них (73).Из (52)–
(53) следует, что x — произвольно. Уравнения (53) и (58) дают y0 = 1/b0 и условие на элементы суперматрицы
A

(n1m2 − n2m1) = b0a12. (77)

Поскольку это условие сохраняется при умножении, если a0 = 0 (разность преобразованных правой и левойчастей пропорциональна a0a′0
(
m1n′2 −m2n′1

)
), то суперматрицы, удовлетворяющие (77) образуют подполугруппу

Snm полугруппы MatΛ2 (1|1). При a12 = 0 условие (77) определяет подполугруппу антитреугольных суперматриц
[36, 35],играющих важную роль в необратимый обобщениях суперконформной симметрии [20, 21]и суперопера-торов [22, 23].Уравнения (54)–(57)не определяют искомых параметров r1, r2, s1, s2 из-за a0 = 0, а представляют собойтождества, поскольку y0b0 = 1. Из (59) и (77) следует решение для y12

y12 = x0
a12

b0
− b12

b2
0

+
n1s2 − n2s1

b0
+

r1m2 − r2m1

b0
. (78)

Следовательно, в случае (73) определяется только один элемент y, а остальные произвольные, т.е. решениедляA− является 6-параметрическим.Аналогично, решение уравнения (46) для A∧ в промежуточном случае (73) является 4-параметрическим спроизвольными параметрами r1, r2, s1, s2 и
x0 = 0, x12 = b0 (r1s2 − r2s1) , y0 =

1
b0
,



а y12 определяется формулой (78),но без первого слагаемого. Таким образом, совместным решением двух уравне-ний (45)-(46)X = A− = A∧ (которые определяют слабое обобщенное обратное [57]) будет суперматрица вида

X =


b0 (ut− wv) ξ1ξ2 uξ1 + vξ2

wξ1 + tξ2
1
b0

+

−b12

b2
0

+
n1t − n2w

b0
+

um2 − vm1

b0

 ξ1ξ2

 , (79)

где u, t,w, v ∈ K — свободные параметры. Рассмотрим возможные нетривиальные решения уравнения ELA = A, т.е. когда EL (левая единица для суперматрицыA) не является единичной (p|q)-суперматрицей
I =

(
I p×p 0p×q

0q×p Iq×q

)
.

Из умножения (42)следует, что классификация решений для (1|1)-суперматрицы над Λ2 (см. разложение (39))совпадает с (72)–(75).Очевидно, что обратимый случай (75) дает тривиальное решение EL = I. Поскольку (73) и
(74) симметричны, ограничимся рассмотрением (73). В подполугруппе Snm суперматриц, удовлетворяющих (77),имеем 4-параметрическое решение

EL (t,u, v,w) =


t + uξ1ξ2

1− t
b0

(n1ξ1 + n2ξ2)

vξ1 + wξ2 1 +

(
n1

b0
w− n2

b0
v

)
ξ1ξ2

 , (80)

где u, t,w, v ∈ K. Видно, что EL (1,0,0,0) = I. При t = 0 левая единица для суперматрицы A становится необрати-мой. Без условия (77)левой единицей является 3-параметрическое решение EL (1,u, v,w), которое обратимо всегда.Правая единица для конкретной суперматрицыA, удовлетворяющаяAER = A, при условии (77) (в подполугруппе
Snm) равна

ER (t,u, v,w) =

 t + uξ1ξ2 vξ1 + wξ2

1− t
b0

(m1ξ1 + m2ξ2) 1−
(
m1

b0
w− m2

b0
v

)
ξ1ξ2

 . (81)

Отсюда следует, что левая и правая единицы полугруппы Snm совпадают и определяются одним свободнымпараметром
EL (1,u,0,0) = ER (1,u,0,0) =

(
1 + uξ1ξ2 0

0 1

)
. (82)

Однако в Snm имеются подполугруппы, в которых единицы недиагональны и определяются двумя параметра-

ми. Действительно, из (42) следует, что условия пропорциональности коэффициентов нечетных элементов n1

n2
= k

и m1

m2
= l сохраняются по отдельности при умножении, т. е. определяют подполугруппы Sk

nm ⊂ Snm и Sl
nm ⊂ Snm.

Левая единица в Sk
nm имеет вид

Ek
L (u,w) =

(
1 + uξ1ξ2 0

w (kξ1 + ξ2) 1

)
, (83)

а правая единица в Sl
nm определяется формулой

El
L (u,w) =

(
1 + uξ1ξ2 w (lξ1 + ξ2)

0 1

)
. (84)

Видно, что единица пересечения Sk
nm∩ Sl

nm является однопараметрической и равна (82).

НЕОБРАТИМЫЙ АНАЛОГ СУПЕРДЕТЕРМИНАНТА
Для суперматрицы общего вида (4) введем обобщенные дополнения Шура

S11 = A22 − A21A
+
11A12, S12 = A21 − A22A

+
12A11, S21 = A12 − A11A

+
21A22, S22 = A11 − A12A

+
22A21 (85)

и обобщенные проекторы
P11 = I − A11A

+
11, Q11 = I − A+

11A11, P22 = I − A22A
+
22, Q22 = I − A+

22A22, (86)



удовлетворяющие соотношениям ортогональности
P11A11 = A11Q11 = A+

11P11 = Q11A
+
11 = 0, P22A22 = A22Q22 = A+

22P22 = Q22A
+
22 = 0. (87)

Существование обобщенных дополнений Шура S11 и S22 следует из(
A11 A12

A21 A22

) (
A+

11 0
0 A+

22

) (
I 0
0 −I

) (
A11 A12

A21 A22

) (
I 0
0 −I

)
=

(
S22 0
0 S11

)
.

Кроме того, S11 и S22 состоят из четных элементов, как это следует из (85).Понятно, что для обычных квадрат-ных матриц, состоящих из четных элементов применим обычный детерминант [17]. В обратимом случае A+
11 = A−1

11,
A+

22 = A−1
22, S11 = S(0)

11, S22 = S(0)
2 , где

S(0)
11 = A22 − A21A

−1
11A12, S(0)

22 = A11 − A12A
−1
22A21 (88)

— стандартные дополнения Шура, проекторы зануляются P11 = Q11 = Q22 = P22 = 0, поэтому P11, Q11, P22, Q22представляют собой меру необратимости суперматрицы A. Чтобы вычислить суперобратную Мура-ПенроузаA†,воспользуемся методом блочных матриц [66]. Для элемента A22 определим ранговое дополнение J (A22) по формуле
J (A22) =

(
I − (A21Q11) (A21Q11)

†) · S11 ·
(
I − (P11A12)

† (P11A12)
)

(89)

Разложим суперматрицуA на сумму
A = A(+) +A(−) =

(
A11 0
0 A22

)
+

(
0 A12

A21 0

)
, (90)

гдеA(+) иA(−) отвечают четной и нечетной составляющей суперматрицыA как супероператора [17]. Тогда супер-обратная Мура-Пенроуза может быть найдена из формулы
A† = J†

(A(+)
)

+ J†
(A(−)

)
, (91)

где J
(A(±)

)
— ранговые дополнения (89) элементовA(±) в расширенной суперматрице

( A(+) A(−)

A(−) A(+)

)
.

Супердетерминант обратимой блочной суперматрицы A (4) (A11 и A22 обратимы) определяется формулой
[67, 68]

sdetA = detA11

(
detS(0)

11

) −1
= detS(0)

22 (detA22)
−1 . (92)

Супердетерминант матрицы Якоби при замене переменных для функций на грассмановой алгебре называ-ют березинианом [41, 34], а супердетерминант диагональной суперматрицы A называют также градуированнымдетерминантом [69, 70].Здесь мы рассмотрим возможный аналог супердетерминанта при некотором ослаблении обратимости, а имен-но мы предположим, что A11 и A22 являются регулярными, т. е. существуют инверсные A+
11 и A+

22 как решения урав-нений
A11A

+
11A11 = A11, A+

11A11A
+
11 = A+

11, (93)

A22A
+
22A22 = A22, A+

22A22A
+
22 = A+

22. (94)

Отсюда следует, что величины E11 = A11A+
11, E22 = A22A+

22 являются идемотентами E2
11 = E11, E2

22 = E22 иудовлетворяют условиям регулярности
E11E

+
11E11 = E11, E+

11E11E
+
11 = E+

11, (95)

E22E
+
22E22 = E22, E+

22E22E
+
22 = E+

22. (96)

В обратимом случае они совпадают с единичными матрицами E11 = E22 = I . Поскольку A11, A22, E11, E22являются обычными матрицами с четными элементами, то тем же соотношениям удовлетворяют и детерминанты
detA11, detA22, detE11, detE22. Следует обратить внимание на отсутствие сокращений в необратимом случае какдля (93)–(96),так и для детерминантов.Построение необратимого аналога (для обычных матриц см. [71, 72, 73])супердетерминанта sdet+ будем про-водить таким образом, чтобы предельным случаем всегда был обратимый (92),поэтому различие между ними будет



пропорционально проекторам (86).Роль единичной матрицы будет играть E22 . Тогда вместо sdetI = 1 постулиру-ем
sdet+

(
E22 0
0 E22

)
= sdetIE22 = detE22 · detE+

22 = detA22 · detA+
22, (97)

где последнее равенство следует из (94).Такое же равенство можно принять (по аналогии с обратимым случаем) идля произвольной блочно-треугольной суперматрицы с произвольным недиагональным блоком
sdet+

(
A11 X
0 A22

)
= detA11 · detA+

22. (98)

Отсюда следует, что необратимый аналог супердетерминанта sdetмультипликативен для блочно-треугольныхсуперматриц. Поэтому, следуя модифицированному для необратимого случая алгоритму Гаусса (см. напр. [59] и
[17, c. 101]),умножим произвольную суперматрицуA на блочно-треугольную суперматрицуM =

(
E22 0

−A+
22A11 E22

)
,

и рассмотрим выражение
IE22AMIE22 = IE22

(
A11E22 − A12A+

22A21 A12E22

A21E22 − E22A21 A22E22

)
IE22.

Пользуясь тем, что E22 идемпотент и E22 (A21E22 − E22A21) E22 = 0, получаем произведение блочно-диагональныхи блочно-треугольных суперматриц
IE22AMIE22 =

(
E22A11E22 − E22A12A+

22A11E22 E22A12E22

0 E22A22E22

)
=

(
E22 0
0 E22

) (
S22 0
0 E22

) (
E22 0
0 A22

) (
E22 A12

0 E22

) (
E22 0
0 E22

)
.

Тогда для необратимого аналога супердетерминанта можно принять
sdet(22)

+ A = detS22 · detA+
22 = det

(
A11 − A12A

+
22A21

) · detA+
22, (99)

а также 1⇔ 2 симметричный вариант
sdet(11)

+ A = detA11 · detS+
11 = detA11 · det

(
A22 − A21A

+
11A12

)+
, (100)

причем в обратимом случае, как это следует из (93)–(96),они совпадают между собой и равны обычному суперде-терминанту sdet(11)
+ A = sdet(22)

+ A = sdetA. Отметим, что в (99) один детерминант применяется к матрице p× p, адругой — к матрице q×q, поэтому нельзя воспользоваться мультипликативностью обычного детерминанта, однакопри p = q можно получить необратимое суперобобщение стандартной формулы Шура [59]

sdet(22)
+ A = det

(
A11A

+
22 − A12A

+
22A21A

+
22
)
, (101)

позволяющей свести вычисление супердетерминанта (p|p) суперматрицы к вычислению обычного детерминанта
p× p матрицы, состоящей из четных элементов, если известна инверсная для A22 матрица A+

22. Из (99) видно, чтовыполняется свойство
sdet(22)

+

(IE22AIE22

)
= sdet(22)

+ A
(и 1⇔ 2 симметричное). Кроме того, мультипликативность выполняется и для необратимых блочно-треугольныхсуперматриц. С другой стороны, воспользуемся аналогом разложения Гаусса необратимой суперматрицыA в виде
[66]

A = ALA0AR =

(
I A12A+

22
0 I

) (
S22 A12Q22

P22A21 A22

) (
I 0

A+
22A21 I

)
, (102)

где S22, P22 и Q22 определены в (85), (86).Из (87)следует, что A12Q22A+
22P22A21 = 0, поэтому обобщенное дополне-ние Шура четного блока A22 в суперматрицеA0 совпадает с S22, и мы снова приходим к единственному возможномувиду необратимого аналога супердетерминанта (99).Подобные рассуждения справедливы и для (100).Все формулыэтого параграфа остаются справедливыми, если заменить слабые обобщенные обратные A+ на суперобобщенныеМура-Пенроуза A†.Таким образом, в работе проанализированы различные необратимые обобщения суперматричных структур,играющих важную роль в теории суперпредставлений современных суперсимметричных объединенных теорийфундаментальных взаимодействий. Полученные результаты могут быть полезны при построении новых типов су-пергравитаций и анализе нетривиальных аспектов суперсимметричных моделей элементарных частиц.
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SUPERMATRIX STRUCTURES AND GENERALIZED INVERSES
S.A. Duplij 1), O.I. Kotulska 2)

1) Department of Physics and Technology, V. N. Karazin Kharkov National University, Kharkov 61077, Ukraine
2) Department of Mathematics and Mechanics, V. N. Karazin Kharkov National University, Kharkov 61077, Ukraine

We consider noninvertible generalization of supermatrix structures playing an important part in the modern supersymmetric high energy
physics theories construction. Similarly the Moore-Penrose theory of generalized inverses we introduce various types of generalized
inverses for noninvertible supermatrices from the semigroup MatΛ (p|q). Examples of regular equation solutions for the case of MatΛ2 (1|1)
are given. A noninvertible analog of superdeterminant which is valid not only for groups of supermatrices, but also for semigroups, is
constructed.
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