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Kapitel -1
Vorwort

Der vorliegende Text entsteht als Begleitmaterial zur Vorlesung Analysis und Nume-
rik gewdhnlicher Differentialgleichungen im Sommersemester 2022. Die Vorlesung
richtet sich an Studierende des Bachelorstudiengangs Mathematik im dritten Seme-
ster sowie Studierende in den Lehramtsstudiengangen Mathematik. Fiir die Korrekt-
heit des Textes wird keinerlei Garantie iibernommen, vermutlich sind noch reichlich
Schreibfehler enthalten. Fiir Bemerkungen und Korrekturen bin ich dankbar.

Da der Grofteil der Studierenden heute kaum noch einen physikalischen Hinter-
grund hat, habe ich auf die Darstellung der Beziehungen zwischen Angewandter
Mathematik und Physik, wie sie in den klassischen Lehrbiichern und Vorlesungen
iiblich war, groBtenteils verzichtet. Ubungen zu den einzelnen Kapiteln finden sich
im Netz, ebenso eine (subjektive) Literaturliste. Klassische Hintergrundliteratur fiir
den analytischen Teil ist [ ], fiir den numerischen Teil

[ | (alle Biicher der Reihe).

Ich habe mich bemiiht, zu den vorgestellten Algorithmen eine Beispiel-Implemen-
tation in Python zu liefern. Einige Programme sind dabei in der PDF-Datei enthalten.
Klick auf die jeweilige Textstelle 6ffnet die Beispielimplementation. Ebenso sind
alle Bilder beigefiigt, Klick liefert jeweils das zugehorige Bild. Dies funktioniert in



Acrobat (Reader) und in einigen anderen PDF-Readern, in vielen PublicDomain-
Readern aber nicht.

Billerbeck, im Sommer 2022

Frank Wiibbeling



Kapitel 0

Angewandte Mathematik

Dieses Kapitel dient der Motivation - es ist nicht Teil des Priifungsstoffs.

Angewandte Mathematik libertragt mathematische Konzepte auf die Realitdat und
macht sie so fiir praktische Probleme nutzbar. Das Zusammenspiel zwischen Theo-
rie (Mathematik) und Praxis (Anwendung) ist der Reiz dieser Disziplin und bildet die
Grundlage fiir die modernen Naturwissenschaften (Physik, Biologie, Chemie, Geo-
physik, Medizin, ...), aber auch fiirandere Gebiete wie die analytischen Wirtschafts-
wissenschaften.

Wichtige Aufgaben sind dabei

Simulation: Ein Prozess wird auf dem Rechner nachgebildet, z.B. in der Wettervor-
hersage oder der Klimaforschung.

Optimierung: Es werden optimale Parameter fiir einen beeinflussharen Prozess ge-
sucht, z.B. in der Produktionsplanung oder der Strahlentherapie.

Ursachenforschung: Ermittlung von GroBen, die nur indirekt gemessen werden
kénnen, z.B. in der Tomographie oder beim Scharfrechnen von geglatteten
Bildern.

Die Vorgehensweise bei der Losung eines Problems mit Hilfe der Mathematik
ist:

[N

. Genaue Formulierung des Problems

. Ubertragung in die Mathematik (Modellierung)

N

. Vereinfachung des Modells, so dass es losbar wird (Diskretisierung)

w

. Design eines Losungswegs (Algorithmus)

~



5. Implementation des Algorithmus
6. Interpretation
7. Anwendung

Die numerische Mathematik ist dabei fiir die Schritte 3-5 zustandig. Jeder der ma-
thematischen Schritte unterliegt dabei einer Untersuchung mit analytischen Metho-
den:

e Wie genau ist das Modell?

e Wie genau ist das vereinfachte Modell?

Liefert der Algorithmus das richtige Ergebnis?
e Was passiert bei Messfehlern?
e Wie effizient (schnell) ist der Algorithmus?
Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 0.1 (Computertomographie)

Ein Réntgenbild zeigt immer zweidimensionale Schattenbilder. Eine dreidimensio-
nale Lagebeziehung (etwa: liegt der Tumor vor oder hinter dem Knochen?) kann
man den Bildern nicht entnehmen. Mitte des letzten Jahrhunderts kam die Idee auf,
viele Rontgenbilder aufzunehmen und daraus eine dreidimensional Darstellung zu
berechnen. Ein einfaches mathematisches Modell: Sei R die Position der Rdntgen-
quelle, P eine Position auf der Fotoplatte. Sei weiter g(x), g : R® — R die Stdrke,
mit der ein Réntgenstrahl am Punkt x geschwdcht wird.

Die Helligkeit der Fotoplatte am Punkt P ist umso grofier, je weniger der Rontgen-
strahl auf seinem (geraden) Weg von R nach P geschwdcht wurde: Ging der Strahl
durch Knochen (dort ist g grof3), so bleibt die Fotoplatte schwarz, ging er durch Luft,
so wird die Platte weif3. Auf diese Weise bekommen wir eine zweidimensionale Pro-
jektion von g auf die Fotoplatte. Wir hdtten aber gern nicht die Projektion, sondern g
selbst - die Fragestellung ist daher: Wie berechnet man g aus seinen zweidimensio-
nalen Projektionen?

Mathematisch ist die Schwdrzung proportional zum Linienintegral von g (liber die
Linie zwischen R und P. Die mathematische Fragestellung lautet daher: Kann man
eine Funktion von R™ nach R aus Linienintegralen (iber die Funktion berechnen? Die-
se pure mathematische Fragestellung wurde weitgehend schon 1905 von Radon bei
der Untersuchung der spdter nach ihm benannten Radon—Transformation beant-
wortet, der sogar eine Inversionsformel angeben konnte. Leider kann man zeigen,
dass diese Inversionsformel nicht praktikabel ist (ihre direkte Implementation ist
langsam und liefert grofSe Fehler), siehe hierzu die Diskussionen in [ ]


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon
http://en.wikipedia.org/wiki/Radon_transform

und [ ]

Sehr erfolgreich war dagegen eine viel einfachere Vorgehensweise: Man teilt den
gesamten Raum in Wiirfel (Voxel) auf und nimmt an, dass g auf jedem Voxel konstant
ist. Man macht sich schnell klar (am einfachsten in 2D), dass die Werte in jedem
Voxel dann Ldsung eines linearen Gleichungssystems sind, das nur noch invertiert
werden muss. Effiziente Verfahren zur Ldsung dieses Gleichungssystems (das ca.
5123 Unbekannte hat) bilden heute den Kern der meisten Computertomographie—
Gerdte. Eine genauere Diskussion finden Sie zuhauf in der Literatur, z.B. in

[2001].

Abbildung 1: Réntgenbild/Tomographie eines Uberraschungseis. Nur in der Tomo-
graphie sind Details erkennbar.

Klick fiir Bild autoxray

Klick fiir Bild autotomo

Beispiel 0.2 Berechnung der Ableitung einer Funktion

Die Funktion f sei auf dem Intervall I differenzierbar. Ihre Ableitung an der Stelle
x € I ist definiert als

Pyt FEER = f@)

" hes0, h£0 h

Diese Definition ist fiir die Praxis, in der die Ableitung etwa als Geschwindigkeit als
Ableitung der zuriickgelegten Wegstrecke auftritt, nutzlos, wenn nur diskrete (end-
lich viele) Funktionsauswertungen vorliegen. Es liegt in diesem Fall nahe, die Ablei-
tung durch die Approximation

fx+h) - fz)

fla) ~ 2
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Frank Wuebbeling
autoxray.jpg: Röntgenbild/Tomographie eines Überraschungseis. Nur in der Tomographie sind Details erkennbar.





Frank Wuebbeling
autotomo.jpg: Röntgenbild/Tomographie eines Überraschungseis. Nur in der Tomographie sind Details erkennbar.


fiir ein kleines h zu ersetzen (Modellvereinfachung, Diskretisierung). Der Fehler die-
ses Modells kann fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen einfach angegeben
werden. Mit der Taylorentwicklung und dem Lagrange-Restglied gilt

! h2 "
f@+h) = f(@)+hf' (@) + 5 1(€)
mit einem £ zwischen x und x + h. Der maximale Fehler kann also abgeschdtzt wer-

den durch .
f/<l’>— f(l’+ f)L_f(x)

Entsprechend zeigt man fiir viermal stetig differenzierbare Funktionen eine Approxi-
mationsformel fiir die zweite Ableitung:

fla+h) = 2f (@) + fla—h)| _ 1
h? 12

< By 0

f'(x) =

15 loe (2)

Hierbei steht natiirlich jeweils die Unendlichnorm fiir das Betragsmaximum auf I.

Nach dieser Analyse scheint klar: Je kleiner das h, desto besser das Ergebnis. Dies
beriicksichtigt aber natiirlich die Messfehler nicht. Ist h sehr klein, so fiihrt offen-
sichtlich schon ein kleiner Fehler im Zdhler zu riesigen Fehlern. Ist h zu grof, ist der
Modellfehler, den wir angegeben haben, zu grof3. Diesen Zusammenhang werden
wir genauer untersuchen.

Beispiel 0.3 Wdrmeleitung in einem isolierten Stab

Als Beispiel fiir ein komplexeres Anwendungsproblem betrachten wir einen wédrme-
isolierten Stab, der an beiden Enden auf eine feste Temperatur gebracht wird. Der
Stab befinde sich im Intervall [0, 7] auf der x-Achse und sei homogen. Die Anfangs-
temperatur zum Zeitpunkt t = 0 sei bekannt. Es bezeichne T(x,t) die Temperatur
zum Zeitpunkt t an der Stelle x, t > 0, = € [0, w|. Mdgliche Fragestellungen:

1. Bestimme den Temperaturverlauf T' unter Beriicksichtung einer externen Wir-
mequelle q(x,t).

2. Nach ldngerer Zeit stellt sich ein fester Endzustand Ty(x) ein. Bestimme Ty,

Zundchst bendétigen wir eine Mathematisierung (Modellierung). Unter Vernachldssi-
gung vieler physikalischer und mathematischer Gesichtspunkte und aller Konstan-
ten kénnen wir diese leicht motivieren. Sei dazu |a, b] ein beliebiges Teilintervall von
[0, 7] und ty > t; > 0. Sei weiter

11



die Wéirmeenergie im Intervall [a,b] zum Zeitpunkt t. Es ist anschaulich, dass die
Wdrmeenergie, die zu einem Zeitpunkt t durch einen Punkt x lduft, proportional zur
Ableitung von T nach z ist: Ist die Ableitung 0, so dndert sich nichts, und es wird
auch keine Wdrme verschoben. Ist die Ableitung grof3, hat man einen grofsen Tem-
peraturunterschied links und rechts des Punkts, und Wdrmeenergie flief3t durch die-
sen Punkt in einer Richtung, die vom Vorzeichen des Unterschieds abhdngt (Fourier-
sches Gesetz).

Zundchst gilt mal

Q(tg)—Q(tl):/abT(x b) — T(a ) / / Ty(x. 1) dt dx

Da sich Q) nur durch Zufluss oder Abfluss von Energie am linken oder rechten Rand
oder durch externe Wdrmezufuhr dndert, gilt

Q(ts) — Q(t)) = /tT(bt) atdt+// (z,t) dxdt

/ / Tow(z,t) + q(z,t) dxdt

wobei T, fiir die partielle Ableitung von T nach z steht und q(z,t) fiir die Stdrke
einer externen Wéirmequelle zum Zeitpunkt t an der Stelle x.

Fiir b — a und ty — t| konvergiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

(b—a)(ltg—tl)/ /t2Tt(x,t) dtdx — Ty(a,t;)

und

1
(b—a)ts — 1)

s pb
/ / Tow(z,t) 4+ q(z,t) dxdt — Typp(a,ty) + qla, ty)

und damit gilt fiir alle x € [0, 7], t > 0
Tt(xat) :Tmz(l‘,t>—|—q($(},t). (3)

Eine genauere Herleitung bekommen Sie zum Beispiel in der Vorlesung Modellie-
rung.

Wir haben damit den kompletten physikalischen Vorgang in einer mathematischen
Beschreibung verstecken kénnen, in einer Gleichung, die fiir alle = und t erfiillt sein
muss und die die Ableitungen der gesuchten Funktion T enthdlt (partielle Differen-
tialgleichung, Wéarmeleitungsgleichung). Streng analytisch kann man nun zeigen:

12



Die Wdrmeleitungsgleichung mit bekanntem Temperaturverlauf T'(x,0) = to(x) und
festen Temperaturen am Rand (T'(0,t) = C4, T(w,t) = Cy) hat eine eindeutige
Ldsung (mit Bedingungen an q).

Sdtze dieser Art sind Inhalt der Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen”.
Fiir den Endzustand Ty(x) gilt, dass der Temperaturverlauf von der Zeit nicht mehr
abhdngt, also (1), = 0, er erfiillt damit

—(Tb)" =q (4)

und die Randbedingung (stationdre Wdarmeleitungsgleichung).

Fiir sehr einfache Funktionen q ldsst sich der Endzustand T, direkt angeben. Wir
setzen der Einfachheit halber C, = Cy = 0, am linken und rechten Ende des Stabes
wird also auf 0 Grad gekiihlt.

Eine in der Physik beliebte Methode, Aufgaben dieser Art zu losen, bestimmt
zundchst einmal die Eigenvektoren (Eigenfunktionen) der Abbildung auf der linken
Seite der Differentialgleichung, also der zweiten Ableitung. Wir suchen also nicht-
verschwindende Funktionen wuy, mit uy(0) = ug(7) = 0 und (ug )z = Arug. Man zeigt
leicht, dass

up(r) = sinkx, A, = —k?

fiir k € N dies leisten. Sei nun
x) = Z arug(x)
k
eine Ldsung der Differentialgleichung. Dann gilt

q(r) = —(Tp)za( Z apApug(x Z aipk? sin k.

Umgekehrt gilt: Hat q eine solche Reihenentwicklung, so ist ), ajux(x) eine (die)
Losung der stationdren Wdrmeleitungsgleichung. Die Koeffizienten lassen sich mit
Hilfe der Fouriertransformation berechnen.

Damit ist das Problem mathematisch eigentlich komplett gelost: Wir haben gezeigt,
dass es eine eindeutige Losung gibt, und kénnen diese sogar aus der Fourierrei-
hendarstellung von q direkt berechnen. Sei etwa q die charakteristische Funktion
des Intervalls [t /2 — e, /2 + €| fiirein 1 > ¢ > 0. Dann gilt

13



w/2+€
q(z) = ZAk sin(kx), Ay = z/ sin(ky)dy = _2 cos(ky) ngz .
k

™ w/2—€ km

und die Losung des stationdren Wdrmeleitungsproblems ist

= A
To(x) = Z —k—§ sin(kz).
k=1

Wir kénnen die Lésung also exakt angeben. Dies geht aber offensichtlich nur, weil
wir die Widrmequelle unrealistisch vereinfacht haben. Moglicherweise ist diese nur
gemessen und besitzt keine geschlossene Darstellung - in diesem Fall kénnen wir
auch die Fourierreihe nicht berechnen und die analytische Losung wird wertlos.

Bemerkung: Die so erzielte Losung ist zwar physikalisch absolut sinnvoll, aber nicht
differenzierbar und damit keine Ldsung der Differentialgleichung. Dies zeigt, dass
unsere mathematische Modellierung nicht vollstdndig ist.

Es gibt aber eine sehr einfache numerische Lésung fiir unser Problem durch Dis-
kretisierung. Hierzu verteilen wir zundchst N + 1 Gitterpunkte x; gleichmdfig im
Intervall [0, 7], also x;, = kh, h = /N, k = 0,..., N. Wir beschridnken uns darauf,
Ndherungen wy, fiir Ty(zy) zu bestimmen. Mit (4) gilt an jedem Gitterpunkt

—T5 (zx) = q(@).
Wir approximieren die Differentialgleichung mit (2), also
—Uk—1 + 2uk — Uk41 = hQQ(I‘k), k= 1, ey N — 1.
Zusdtzlich wissen wir wegen der Randbedingung ug = 1y(0) = 0 und un = Ty(7) =

0. Insgesamt erhalten wir damit N — 1 lineare Gleichungen fiir die N — 1 Unbekann-
ten uy bis un_;:

—0+2u; —uy = h3*q(zy)
—uy + 2us — us h2q(x5)
—ug + 2uz —uy = hiq(x3)

(5)

—un_3+2uy_9—uy_1 = h*q(zN_2)
—un_2+2un_1—0 = h*q(zy_1)

14



oder in Matrixschreibweise

2 -1 Uy q(r1)
-1 2 -1 Us q(z2)
1 -1 2 -1 us B q(w3)
: | N ©
-1 2 -1 UN—_2 q(xn—_2)
-1 2 UN—1 q(xn-_1)

Zur numerischen Losung miissen wir also nur die Matrix invertieren und das Glei-
chungssystem ldsen. Dies ist in Python schnell getan, Abbildung 3 zeigt den Ver-
gleich zweier Lésungen, die jeweils mit der analytischen und diskreten Methode er-
zielt wurden. Bei grofem N (hoher Auflésung) sind die Kurven praktisch gleich.

Analytische Losung mit Auswertung der Reihe bis Glied 200,

Abbildung 2: Analytische/Diskrete Losung der stationaren Warmeleitungsgleichung
Klick fiir Bild heatanalytic
Klick fiir Matlab Figure heatanalytic
Klick fiir Bild heatdiscrete
Klick fiir Matlab Figure heatdiscrete

15
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Frank Wuebbeling
heatanalytic.jpg: Analytische/Diskrete Lösung der stationären Wärmeleitungsgleichung


Frank Wuebbeling
Matlab Figure heatanalytic.fig: Analytische/Diskrete Lösung der stationären Wärmeleitungsgleichung


Diskrete Lésung mit 400 Diskretisierungspunkten.
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Frank Wuebbeling
heatdiscrete.jpg: Analytische/Diskrete Lösung der stationären Wärmeleitungsgleichung


Frank Wuebbeling
Matlab Figure heatdiscrete.fig: Analytische/Diskrete Lösung der stationären Wärmeleitungsgleichung
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Abbildung 3: Vergleich der diskreten/analytischen Losung der stationaren Warme-
leitungsgleichung

Wir halten also fest: Zur Diskretisierung praktischer Probleme miissen am Ende
meist (grofie) lineare Gleichungssysteme geldst werden. Dies méglichst genau und
effizient zu tun, wird den Grofiteil dieser Vorlesung einnehmen.

Bemerkung: Die Cramersche Regel wdre aus mathematischer Sicht hierzu bereits
absolut ausreichend, leider ist sie weder effizient noch liefert ihre direkte Implemen-
tation genaue Werte.

Warnung: Dies ist eine reine Motivation. Das analytische Modell durch ein diskretes
zu ersetzen, scheint hier eine gute Idee zu sein. Tatsdchlich kann aber natiirlich erst
eine genaue mathematische Analyse zeigen, ob das Ergebnis brauchbar ist bzw. mit
welchem Fehler die diskrete Losung behaftet ist. Zur Warnung schauen wir uns da-
her auch noch die zeitabhdngige Wérmeleitungsgleichung an. Wir diskretisieren die
Zeit an den Zeitpunkten t;, = kdt, k € Ny. Sei u(ty, x) die gesuchte Ndherung fiir die
Temperatur am Punkt x zum Zeitpunkt t,.. Mit Hilfe der Formel fiir die Diskretisierung
der ersten Ableitung erhalten wir also

w(tpr1, ) = u(ty + dt, x) = u(ty, ) + dt(uz + q).

Wir kénnen also eine Approximation fiir die Temperatur zum Zeitpunkt t,.,, angeben,
wenn wir die Temperatur zum Zeitpunkt t,, kennen. Fiir t = 0 ist die Temperatur be-
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kannt (hier konstant (), zur Berechnung der zweiten Ableitung verwenden wir wieder
unsere Formel fiir die Diskretisierung der zweiten Ableitung, und wir erhalten sofort
die im Programm implementierte Formel. Um unser Programm zu testen, lassen wir
es fiir einige Zeit laufen und vergleichen den Endzustand mit dem vorher berechne-
ten aus der stationdren Wdrmeleitungsgleichung.

Vergleich stationér - zeitabhéngig
0.7 T T T T T

B Diskret
s Analytisch
06 // \

Diskret (Zeit)
/ \

05 / \ .
0.4 // \
/
03 / ’ \ .
0.2 / \ .

0
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Abbildung 4: Vergleich der stationdren Losung mit der zeitabhdngigen Losung

Alles ist so, wie wir es erwarten: Der Endzustand liegt nah an der Losung der stati-
ondren Gleichung. Wir wollen nun etwas genauer werden und erhGhen die Diskre-
tisierung auf der Raumachse wenig, statt 8o wdahlen wir nun 100 Diskretisierungs-
punkte und lassen unsere Simulation wieder laufen.
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Abbildung 5: Vergleich der stationdren Losung mit der zeitabhangigen Losung, in-
stabil

Das ist definitiv nicht, was wir erwarten. Eine Verbesserung der Approximation fiihrt
zu einem vollig chaotischen (in der Numerik: instabilen) Verhalten. Dies zeigt deut-
lich, dass blinde Diskretisierung ohne zusdtzliche mathematische Analyse zu unsin-
nigen Ergebnissen fiihren kann.
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Kapitel 1

Modellierung einiger elementarer
Differentialgeichungen

In diesem Kapitel wollen wir einige einfache Differentialgleichungen motivieren.
Dies ist rein heuristisch, im dritten Kapitel werden wir die Anfangswertaufgaben
fundiert behandeln.

1.1 Steinwurf: Die Bewegungsgleichung

Ein Stein wird senkrecht nach oben geworfen. Zum Zeitpunkt ¢, hat er die Hohe hg
und die vertikale Geschwindigkeit vy. Auf den Stein wirkt die Erdbeschleunigung
g ~ 9.81% nach unten. Zu bestimmen ist die Hohe zum Zeitpunkt ¢ > t,.

Wir bezeichnen mit A(t) die Hohe zum Zeitpunkt ¢, mit v(¢) die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢, mit a(t) die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ (hier: konstant —g).
Wir nehmen an, dass a(t) bekannt ist.

Aufgabe: Bestimme A(t) und v(t).

Geschwindigkeit ist der Hohenunterschied pro Zeit im Limes fiir Zeit gegen 0
oder

o(t) = lim h(t + dt) — h(t)
dt—0 dt
Entsprechend ist die Beschleunigung der Geschwindigkeitsunterschied pro Zeit, al-
SO

= h'(t).

aft) = (}tiglo v(t + dfli —(t) _ ),
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Interpretation: Die Ableitung einer Funktion ist die Geschwindigkeit, mit der sich die
Werte der Funktion andern.

Zur zweiten Gleichung: Gesucht ist also eine Funktion v(¢) mit den Eigenschaf-
ten
V'(t) = a(t), v(te) = vo.

Die eindeutige Losung ist nach Analysis | fiir stetiges a gegeben durch

v(t) = /ta(s) ds + vp.

to

und entsprechend fiir h(t)

h(t) = /tv(s) ds + hy.

to

Fiir die allgemeine Form einer Anfangswertaufgabe lassen wir zu, dass die rechte
Seite der Gleichung fiir v’'(¢) auch von v(t) abhdngen darf, also

V'(t) = f(t,v(t)), v(te) = vo.

Zusatzlich lassen wir auch zu, dass wir gleichzeitig mehrere Funktionen
v1(t),...,v,(t) suchen mitn > 1. Fur (h(t), v(t)):

(7' (t),v'(t)) = (v(t), alt)), h(to) = ho, v(te) = vo

(und hier kommt jetzt die unbekannte Funktion v auch auf der rechten Seite vor).
Wir sprechen von einem Anfangswertproblem fiir ein System von Differentialglei-
chungen.

Fiir den Steinwurf gilt a(t) = —g und damit

t
v(t):—/ gds+ vy = —(t —t9) g + vo

to

sowie
t (t — to)?
h(t):/ v(s)ds + hg = — 5 g+ (t —to)vg + ho.

to

Man kann sich die Frage stellen, ob es auch Sinn macht, héhere Ableitungen zu
betrachten. So kénnen wir das System von oben auch beschreiben mit der Differen-
tialgleichung

R"(t) =o' (t) = a(t)
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und dann das v komplett weglassen. Dies ist jetzt keine Differentialgleichung in
unserem Sinne (denn links steht die zweite Ableitung). Durch den Trick von oben
(Einfiihrung der Ableitung von v als zusatzliche Funktion) kann man aber solche Dif-
ferentialgleichungen hoherer Ordnung immer in Systeme von Differentialgleichun-
gen der Ordnung 1 umwandeln (Ubungen). Wir beschrdnken uns daher auf die Defi-
nition oben.

Wir halten fest:

e Die Losung einer Differentialgleichung ist eine Funktion (oder mehrere Funk-
tionen bei einem System).

¢ Die allgemeine Form einer Anfangswertaufgabe ist
u'(t) = f(tu(t)), ulte) = uo
bzw. als System
(uy(t), ..., ul () = (frlt,ur(t), .. un(t)), oo, fr(tur(t), ... un(t)))
ui(to) = u', ..., un(to) = u™

¢ Differentialgleichungen mit h6herer Ableitung lassen sich in Systeme von Dif-
ferentialgleichungen mit erster Ableitung umwandeln.

1.2 Populationsdynamik: Entwicklung der Bevolkerung

Es sei u(t) die GroBe einer Population zum Zeitpunkt ¢, u(to) = uo > 0.

Aufgabe: Bestimme w(t).

Die Anderung der Population im Zeitintervall [, ¢ + dt] ist gegeben durch
u(t + dt) — u(t)

und entspricht der Differenz aus Geburten und Sterbefdllen in diesem Zeitraum.
Diese wird fiir kleine dt im Wesentlichen proportional zu dt und zur Grof3e der
Bevolkerung zum Zeitpunkt ¢ sein, d.h.

u(t 4+ dt) — u(t) ~ dt C(t,u(t)) u(t).

Der Proportionalitatsfaktor C'(¢, u(t)) hdngt natirlich von der Zeit ab (etwa ist die
Geburtenrate im Sommer hoher) und von u(t) (etwa bei Uberbevidlkerung, ist u(t)
grof3, so wird der Proportionalitatsfaktor klein).
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Im Limes fiir dt — 0 gilt (fiir C stetig)
u'(t) = C(t, u(t)) u(t), u(to) = uo.

Wir erhalten also eine Anfangswertaufgabe fiir w.

Einfachstes (exponentielles) Modell: Wir nehmen an, dass C(t, u(t)) konstant ist,
also C(t,u(t)) = X oder

u'(t)
u(t)

Dann gilt mit einer Integrationskonstanten ¢

u'(t) = du(t) — =\, u(t) #0.

(log [u(t)]) = A = log |u(t)| = X\t + ¢
e

At c

= u(t) = €.

Wir setzen ¢ = log ug — Aty und erhalten:

u(t) = ue =)

ist Losung der Anfangswertaufgabe.

Es gibt also zwei Moglichkeiten fiir das Langzeitverhalten ¢ — oo von u: Flir A < 0
stirbt die Bevolkerung aus, fiir A > 0 wachst die Bevdlkerungszahl ohne Grenze
exponentiell.

Insbesondere das zweite ist allein schon wegen der Nahrungsbeschrankungen of-
fensichtlich unrealistisch: Wir miissen beriicksichtigen, dass fiir u(t) grofl der Pro-
portionalitatsfaktor kleiner wird.

Im zweiten Modell nehmen wir daher an, dass dauerhaft Nahrung fiir M Individuen
zur Verfiigung steht. Also: Ist u(t) = M, so sollte C(¢,u(t)) = 0 sein (die Anderung
wird 0), fiir u(t) > M negativ, fiir u(t) < M positiv. Wir nehmen daher an

C(t,u(t)) = XN(M —u(t)), A > 0.

Der Einfachheit halber setzen wir in der folgenden Rechnung M = 1.

Wir suchen also eine Funktion » mit

u'(t) = M1 —u(t)) u(t)
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Leider steht hier jetzt nicht mehr die Ableitung des Nenners im Zahler, aber mit

Partialbruchzerlegung (Forster 1 19.14, ;5 = | + 1=3) giltfiru(t) € (0,1)

- 1w W
A=A ) ) T ()

und damit mit einer Integrationskonstanten ¢

= (logu(t) — log(1 — u(t)))’

u(t) u(t) At
1 = e
og —r Al + ¢ & e
Auflosen nach u(t) liefert
1
u(t) = 1+ e A—c

c kann aus der Anfangsbedigung u(ty) = uy bestimmt werden.
Wie nach der Herleitung erwartet, gilt hier im Langzeitverhalten

t—o00

u(t) — 1= M.

Wir halten fest:

e CeMist Losung der Differentialgleichung
y'(t) = Ay(t).

¢ Die Losungsmethode fiir den zweiten Fall werden wir im nachsten Kapitel ver-
allgemeinern (autonome Differentialgleichungen).

1.3 Federmodell: Schwingungsgleichung

Im Buch von Bollhoéfer und Mehrmann finden Sie die Modellierung des schwingen-
den Sitzes in einer Fahrerkabine, der auf mehreren Federn steht (Reifen, Autofede-
rung, Sitzfederung) durch ein System von Differentialgleichungen.

Wir beschranken uns auf einen gefederten Sitz, der Sitz sei der Einfachheit halber
massenlos. Auf dem Sitz nimmt eine Person mit Masse m langsam Platz, die Feder
wird nach unten gedriickt. Es sei h(t) die Auslenkung der Feder.

Aufgabe: Bestimme hA(t).
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Auf den Sitz wirken zwei Krafte: Die Gravitation —m g und die Federkraft —c h(t)
(Hookesches Gesetz). Hier ist ¢ die Federkonstante. Insgesamt also

F(t) = —mg— ch(t).

In der Ruhelage, bei sitzendem Fahrer und Federauslenkung H, ist die Summe F
der Krafte gleich Null, d.h.

F:—mg—cH:0<:>H:—@.
c

Durch ein Schlagloch werde nun der Sitz aus der Ruhelage geworfen. Die Auslen-
kung der Feder sei hq (also h(0) = hg), und die vertikale Geschwindigkeit sei v,
(also 2/(0) = vy).

Die auf den Sitz wirkende Beschleunigung ist F'(t)/m, also

_ch(t)

a(t) = —g p-

Wir nutzen diesmal zur Modellierung die Gleichung zweiter Ordnung aus Beispiel 1,

also
_ ch(?)

m
Man wird vermuten, dass der Sitz anfangt, um die Ruhelage herum zu schwingen,
d.h. wir erwarten etwas wie

W(t) = alt) = —g

h(t) = H + asin(At) + 5 cos(At)

mit zu bestimmenden Konstanten «, 5, . Unter Beriicksichtigung dieser Vermutung
machen wir den Ansatz u(t) = h(t) — H. Dann gilt

W) =)= g~ Dy O

Wir machen den Ansatz u(t) = e*. Dann gilt v”(¢) = A\?u(t), und damit ist
uft) =, 3 = -

Losung der Differentialgleichung.
Wir haben also zwei Fille:

1. —= > 0:In diesem Fall ist A reell. Die Lésungen sind Exponentialfunktionen.
Das macht fiir das Federbeispiel keinen Sinn - aber tatsachlich macht ja auch
in unserer Modellierung m < 0 oder ¢ < 0 keinen Sinn.

24



2. —£ < 0:Sei N2 = <. Dannist
C

(iM% = (—iM)? = ——.

m

Mit den Eulerschen Formeln sind w(t) = sin A\t und u(t) = cos At Losungen
der Differentialgleichung fiir u, und auch alle ihre Linearkombinationen. Die
Funktionen

h(t) = H+ u(t) = H + asin At + S cos At

sind also tatsachlich, wie vermutet, Losungen der Differentialgleichung fiir h.

Wir halten fest:

e M e~ und alle ihre Linearkombinationen sind Losungen der Gleichung

u’(t) = Nu(t).

® sin \t, cos At und alle ihre Linearkombinationen sind Losungen der Differenti-
algleichung
u’(t) = —Nu(t).

e Anderung eines Vorzeichens in der Differentialgleichung dndert das Losungs-
verhalten komplett (exponentiell, schwingend).

1.4 Stationdare Warmeleitungsgleichung:
Randwertprobleme

AbschlieBend schauen wir auf ein Problem, das nicht in unser bisheriges Frame-
work passt. Wir werden dies erst in einem spdteren Kapitel behandeln. Im Buch von
Bollhdfer und Mehrmann finden Sie ein komplexeres und viel praktischeres Beispiel
(Kiihlrippe).

Ein homogener Draht sei zwischen zwei Punkten (0 und 1) gespannt. Es sei T'(¢, x)
die Temperatur im Punkt = zum Zeitpunkt ¢. Der Draht wird von unten erhitzt, die
Energiezufuhr im Punkt x sei ¢(x). Der Draht wird an den Randern auf 0 Grad
gekihlt, d.h. T'(t,0) = 0 = T'(t,1). Nach einiger Zeit andert sich die Temperatur
nicht mehr, d.h. 7" hdngt nicht mehrvon ¢ ab, es gilt T'(¢, z) = u(x).

Aufgabe: Bestimme u(z).
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Im Folgenden nehmen wir an, dass u zweimal stetig differenzierbar und ¢ stetig
ist.

Auf jeden Punkt s € [0, 1] wirken hier zwei Effekte: Einmal wird von unten erhitzt,
andererseits fliet Energie, wenn rechts oder links von s die Temperatur gréfer oder
kleiner ist.

Nach dem Fourierschen Gesetz ist der Energiefluss durch den Punkt s proportional
zu —u/(s). Dies ldsst sich leicht verstehen: Gilt v/(s) > 0, so ist die Temperatur
rechts hoher, und es fliet Energie von rechts nach links (negativer Abfluss) und
umgekehrt. Der Proportionalitatsfaktor ist der (nichtnegative) Warmeleitkoeffizient
 des Drahts.

Wir schauen nun auf die Energie im Intervall [s — h, s + h|. Die gesamte in diesem
Intervall zugefiihrte Energie ist
s+h
/ q(x) dx.
s—h

Da sich die Temperatur nicht mehr andert, flief3t durch den rechten und linken Rand
genau so viel Energie im Intervall ab, wie von unten zugefiihrt wird.

Wir erhalten mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

/S q(z)dr = k(u'(s — h) —u'(s+ h))

—h

= ohal) = o (LD o2 ) o))

mit einem & € [s — h, s + h|. Flir h — 0 konvergiert die linke Seite daher gegen ¢(s).
Die rechte Seite ist eine Summe aus zwei Differenzenquotienten fiir «' am Punkt s,
flir h — 0 konvergiert sie also gegen —xu”(s). u muss daher erfiillen:

Die Differentialgleichung kennen wir schon aus dem ersten Beispiel.

Aber: In diesem Fall sind die Werte nicht am Anfang des Intervalls vorgegeben (An-
fangswertaufgabe), sondern auf den beiden Randern (Randwertaufgabe). Wir wer-
den in Kapitel X sehen, dass dies die numerische und analytische Behandlung kom-
plett andert.
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Wir halten fest:

¢ Bei Randwertprobleme sind Werte am linken und rechten Rand eines Inter-
valls vorgeschrieben.

27



Kapitel 2

Analytische Losung von
Differentialgleichungen

Wir behandeln einige typische Beispiele fiir analytisch l6sbare Differentialgleichun-
gen und Anfangswertaufgaben.

2.1 Elementare Differentialgleichung

Hier hdngt die rechte Seite der Differentialgleichung nur von ¢, nicht von y(¢), ab.
Wir behandeln den eindimensionalen Fall

y(t)=f(t)

mit einer stetigen Funktion f : [a, b] — R. Dann ist nach dem Fundamentalsatz der
Differential- und Integralrechnung

t
o) = [ ssds+c
fiir jede Integrationskonstante C' eine Losung der Differentialgleichung.

Hinweis: Zur Vereinfachung betrachten wir hier (fast) alles tiber R. Natirlich kann
man auch komplexwertige Funktionen y und f betrachten.

Beispiel 2.1 Eine Lésung der Anfangswertaufgabe
y'(t) =t+1=:f(t), y(a) = yo

ist die Funktion

y(t):/ f(s)ds+y0:/ s+1d3+y0:%(tQ—a2)+(t—a)+y0.
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2.2 Autonome Differentialgleichung

Hier hdngt die rechte Seite der Differentialgleichung nur von y(t), nicht von ¢, ab.
Wir behandeln den eindimensionalen Fall fiir das Anfangswertproblem

y'(t) = fly(®), y(a) = yo.

mit einer stetigen Funktion f : J — R mit 3, im Inneren von J C R. Weiter sei

f(yo) # 0.

Da f stetig, yo im Inneren von J und f(yo) # 0 gibt es eine Umgebung J, C J von
yo mitsgn(f(y)) = sen(f(yo)) Yy € Jo. Hierbei ist sgn die Vorzeichenfunktion, d.h.
f wechselt auf .J, sein Vorzeichen nicht. Insbesondere hat f(y) keine Nullstelle in
Jo.

Wir definieren fiiry € Jy

Y1 1
G(y ::/ ——dz = G (y) = —
W= ) i@ ® T 5
und diese Funktion ist nach den Voraussetzungen wohldefiniert und streng mono-
ton.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (lokale Umkehrfunktion, z.B. Forster | Ka-
pitel 15, Satz 3) gilt:

Sei G(yo) = a + C.Da G'(yo) # 0, gibt es eine in einer Umgebung I C R von a
definierte differenzierbare Funktion Y mit den Eigenschaften

GY (1) =t +C, Y'(t) = m Y(a) = vo.

Beweis der Formel fiir die Ableitung mit der Kettenregel fiir die Ableitung:

Y/(1)

1=G(Y()Y'(t) = @)

Es gilt also:
Satz 2.2 Y ist L6sung des Anfangswertproblems.

Beispiel 2.3 Wir suchen eine Lésung der Differentialgleichung
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1

Sei G eine Stammfunktion von 7

Wir suchen wie im Satz eine Funktion Y mit der Eigenschaft
1 1
t+C=GY{t)=—-——==2Y{t)=———.
FO=G W) =g =Y =11

Tatsdchlich gilt
1

Y'(t) = ——= =Y ()%
)= rep =Y
Beispiel 2.4 Wir suchen eine Losung der Differentialgleichung
y'(t) =1+y(t)"

Wir setzen

Yol
G(y) = / T dz = arctany.

Wie im Satz
arctan(Y (t)) =t + C = Y (t) = tan(t + C)
und Y (t) ist Lsung der Differentialgleichung.

Bemerkung: Die rechte Seite der Differentialgleichung in diesem Beispiel ist auf
ganz R definiert. Die hier berechneten Losungen der Differentialgleichung sind aber
nur definiert in Intervallen der Lange 7 - der Tangens hat jeweils bei k7w + 7/2 einen
Pol. Wir bemerken: Der Satz garantiert nur eine Losbarkeit in einer Umgebung 7 von
a, die Gleichung besitzt nicht notwendig globale Losungen.

2.3  Getrennte Variable

Satz 2.5 Esseien f: J— Rundg : [a,b] — R stetig, f(y) # 0. Weiter sei F eine

Stammfunktion von % und G eine Stammfunktion von g.

Esseiy : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit F (y(t)) — G(t)+C = 0. Dann
isty Losung der Differentialgleichung

Beweis und Beispiel: Ubungen.

Bemerkung: Autonome und elementare Differentialgleichungen sind Spezialfalle
fiir getrennte Variable.
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2.4 Exakte Differentialgleichung, integrierender Faktor

Satz 2.6 £s seien g,h : [a,b] x J — R. Essei F' : [a,b] x R — R zweimal stetig
differenzierbar. Weiter gelte

Dann gilt g,(t,y) = h(t,y). Die Differentialgleichung
9(t,y(®))
h(t,y(t))

heift exakt. Hierbei steht F, fiir die Ableitung von F nach der ersten Variablen (t),
F, fiir die Ableitung nach der zweiten Variablen (y) usw.

Sei weiterY : [a,b] — R eine Funktion mit F'(t,Y (t)) = C und h(t,Y (t)) # 0.

y'(t) = -

Dann istY eine Losung der exakten Differentialgleichung.
Beweis und Beispiel: Ubungen.

Leider ist dieser Satz nur sehr selten anwendbar, denn nur wenige Differentialglei-
chungen erfiillen die Voraussetzung des Satzes. Hier hilft die folgende Umformulie-
rung:

Satz 2.7 In der obigen Situation sei M (t,y) eine Funktion mit
gy(t,y) M(t,y) + g(t,y)My(t,y) = he(t, y) M (L, y) + h(t,y) Mi(L, y).
Dann ist die Differentialgleichung

J () = Mt y()gty@) gt yd))
M(t,y()ht,y(8)  h(t,y(t))

exakt. M heif3t integrierender Faktor.

Beweis und Beispiel: Ubungen.

2.5 Lineare Differentialgleichungen und Variation der Kon-
stanten

Differentialgleichungen der Form



heiflen lineare Differentialgleichungen. Falls 5 = 0, so heit die Gleichung homo-
gen, ansonsten inhomogen.

Hier lassen wir ausdriicklich Systeme zu, d.h. dass eine Funktion y : I — R"™ oder
y : I — C" gesucht wird, und ebenso o : [ — C™*", 5 : [ — C". Diese werden wir
in Kapitel 4 untersuchen.

Hier beschrdanken wir uns auf den reellen eindimensionalen (skalaren) Fall mit «, 3
stetig. Fiir die homogene Gleichung hatten wir in Kapitel 1 hergeleitet: Sei

Y (t) = elac®ds,

Dann ist C'Y(¢t) Losung der AWA mit Y(a) = C. Sei nun 5 # 0. In diesem Fall
machen wir den Ansatz (Variation der Konstanten)

Damit y Losung der Differentialgleichung ist, muss gelten
COY'(t) + C'OY (1) =y (t) = a(t)y(t) + B(t) = a@)C()Y (t) + B(¢)

und damit, da Y'(t) = a(t)Y (t),

C'(OY () = B(t) = O(t) = /t % ds + C.

Nachrechnen zeigt sofort:

Satz 2.8 (Variation der Konstanten)
Fiir Cy € Rist eine Losung der skalaren Differentialgleichung gegeben durch

y(t) = (/t 5((2 ds + Cl> Y(t), Y(t) = el o)

mitY (s) # 0. Ldsung der Anfangswertaufgabe mit y(a) = yo ist

y(t) = (/at % ds + yo) Y(t), Y(t) = elac®ds

Beispiel 2.9 Wir suchen eine Lésung der AWA

y'(t) = y(t) + 1, y(0) = 1.
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Wir gehen vor wie oben (mit einer allgemeinen Stammfunktion)
Y(t) _ eftlds _ et
und erhalten .
1
C(t) —/ Eds—i—CO = —€_t+Co
oder
y(t) = (=" + Cp) €.

Zur Lésung unserer Anfangswertaufgabe wdhlen wir Cy = 2 und erhalten

y(t) = 2e" — 1.

2.6 Zusammenfassung

2.6.1 Kompetenzen

e Analytische Losung von Anfangswertaufgaben der Typen Elementar/Auto-
nom/Getrennte Variable.

e Analytische Losung von Anfangswertaufgaben fiir exakte DGL (mit integrieren-
den Faktoren).

¢ Analytische Losung von linearen skalaren Differentialgleichungen durch Va-
riation der Konstanten.

e Anfangswertaufgaben sind im Allgemeinen nicht global, sondern nur lokal
|Gsbar. Beispiel: 3/(t) = 1 + y(t)%.

2.6.2 Mini—Aufgaben

Geben Sie bei diesen Differentialgleichungen jeweils den Typ an und skizzieren Sie
den Losungsweg. Einige lassen sich mehreren Typen zuordnen.

o y'(t) =ty(t)

o y(t) =ty(t) +¢°
* y(t) =ty(t)

o y(t) = -2
WIOEES
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Geben Sie fiir die letzte Gleichung einen integrierenden Faktor an (ohne Rechnung
- schauen Sie in die vierte Gleichung).
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Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von
Anfangswertaufgaben

Fiir den Beweis des Satzes von Picard—Lindel6f beweisen wir zundchst den Ba-
nachschen Fixpunktsatz. Dieser wird spdter eine zentrale Rolle bei der numerischen
Losung von Gleichungen spielen.

3.1 Der Banachsche Fixpunktsatz
Definition 3.1 (kontrahierend, Fixpunkt)
Seien X, Y normierte Rdume, D C X.

1. Eine Funktion
g:D—Y

heifdt kontrahierend genau dann, wenn eine Konstante 0 < g < 1 existiert mit

lg(z) — 9|l < qllz —y|| Yo,y € D.

q heif3st Kontraktionskonstante.

2. Seig: Dw— X.T € D heifit Fixpunkt von g genau dann, wenn

9(T) =T.
Lemma 3.2 Sei g kontrahierend. Dann ist g stetig.

Beweis: Sei 1, eine gegen x konvergente Folge, ¢ die Kontraktionskonstante von g.
Dann gilt
lg(zn) — g(2)]] < gz, — ]| = 0.
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Satz 3.3 (Banachscher Fixpunktsatz)
Es gelte:

1. X istein vollstdndiger, normierter Raum (Banachraum), d.h. jede Cauchyfolge
in X konvergiert gegen einen Grenzwert in X.

2. ) # D C X istabgeschlossen. Jede Cauchyfolge mit Folgegliedern in D hat
einen Grenzwert in D.

3. g: D w— D isteine Funktion auf D mit Werten in D.
4. g ist kontrahierend.

Dann gilt:
1. g hat genau einen Fixpunkt .

2. Sei ") € D. Dann konvergiert die rekursiv definierte Folge
2R+ — g(x(kr))

gegen . x\¥) heifit Fixpunktfolge oder Fixpunktiteration.
3. Fiir die Fixpunktiteration gelten die Fehlerabschdtzungen

k
|7 — )| < 2
1—gq

||z — 2©| (@ priori)

und

7—2®) < 4

<7 ||z® — 2*=D|| (@ posteriori)
-4

Beweis:
Zu Aussage 1.: Sei 0 < ¢ < 1 Kontraktionskonstante von g.
Seien x und y zwei Fixpunkte von g. Dann gilt

|z = yll = llg(=) = 9| < ¢llz —yl] = (1= g)llz —yl| < 0.

Da g < 1, ist dies nur moglich fiir x = y. Also ist der Fixpunkt eindeutig.

Die Existenz zeigen wir konstruktiv und geben eine konvergente Folge an, deren
Grenzwert ein Fixpunkt ist. Sei (%) € D beliebig und z* die zugehérige Fixpunkt-
iteration.
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g ist kontrahierend, also gilt mit der Definition von z(*)

[« — 2O = lg(2™) - g(a*V)]]

< gl|la® —2*71))
< Pl — o)
< ")z — 2.

Sei e > 0 beliebig und M so grof3, dass

Seien [, k > M und ohne Einschrankung [ > k. Dann gilt

lo® = 2Ol < [l = 20 4 20D — oD oD — 2
A - g -

~\~ v~

<q'~Hlz1—aol| <¢'[|z1—wol| <¢*|lz1—ol|
I—k—1
< 3 @l -2
j=0
¢
< e - 20 G2
—q
< €

nach Wahlvon k& und M. Also ist 2(*) eine Cauchyfolge in D und hat einen Grenzwert
T € D. Es gilt, da g stetig ist,

Trp1 = 9(Th) = hsoo T = 9(T),

also ist 7 Fixpunkt und wegen der Vorbemerkung der einzige Fixpunkt von ¢. Dies
beweist die Aussagen 1. und 2.
Zu den Abschdtzungen: Nach 3.1 gilt

k
7 —a®) = Jim [l —2®]| < [l — 2.
=00, >k 1—gq
Sei nun y die Fixpunktfolge mit Startwert 2, also y©@ = 2z*=1) und y =

g(z*=1) = 2®, Wir wenden die gerade bewiesene Abschitzung auf die Folge ¥
an und erhalten

— — 4q q -
7= a®l| = Iz~ 5l < Tl — Ol = e - o))
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O

Bemerkung: Mit Hilfe der ersten Abschatzung konnen wir im Vorhinein (a priori),
nach Berechnung nurvon 2", eine obere Schranke fiir den Fehlervon z(*) angeben,
basierend auf ||z — z(©)]].

Mit Hilfe der zweiten Abschatzung kénnen wir im Nachhinein (a posteriori), wenn
wir also x®) berechnet haben, ebenfalls eine obere Schranke fiir den Fehler
angeben, basierend auf ||z*) — z(*=D]|,

3.2 Der Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindelof

Diesen Satz haben Sie vermutlich bereits in der Analysis kennengelernt. Wenn ja,
schauen Sie nochmal in Ihre Aufzeichnungen. Da er fiir uns zentral ist, werden wir
ihn noch einmal beweisen.

Definition 3.4 (Anfangswertaufgabe, AWA)

Essei D C R x R". Sei (a,yo) € D.

Im Allgemeinen werden wir im Folgenden wihlen D = I x J,I CR, J CR", a € I,
Yo € J. Weiter sei f : D — R".

Die Aufgabe: Bestimme eine auf einem Intervall I, a € I,, definierte Funktion y mit

y:lo— R y(t) = f(t,y1)), y(a) = yo, (t,y(t)) € D
heit Anfangswertaufgabe fiir die gewbhnliche Differentialgleichung.

Lemma 3.5 (Integraldarstellung der Differentialgleichung)
Es seien y und f stetig, und es sei (s,y(s)) € DVs € Iy. Dann ist y genau dann
Losung der Anfangswertaufgabe 3.4, wenn

t
o) =wn+ [ fls,u(s)) ds¥t € Io
Beweis: Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung. m

Definition 3.6 (Lipschitzstetigkeit)
Es seien X undY normierte Vektorrdume, D C X, f : D — Y. f heif3t lipschitzste-
tig genau dann, wenn es eine (Lipschitz—) Konstante L > 0 gibt mit

1f (@) = fFW < Ll — yl| Ve, y € D.
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Fiir D offen heif3t f lokal lipschitzstetig, falls Vx € D eine Umgebung U von x und
eine Konstante L existieren, so dass

1f(2) = fFIl < Ll|z = ylIVy, 2 € U.

Korollar 3.7 (Kriterium zur Lipschitzstetigkeit)

1. Falls f lipschitzstetig ist, so ist f stetig.

2. Sei f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Falls L < 1, so ist f kontra-
hierend. Kontrahierende Funktionen sind lipschitzstetig, aber nicht notwendig
umgekehrt.

3. Esseien X =R", Y = R™. Es sei D konvex, und f stetig differenzierbar. Sei
L= sup||f'(s)I] = [ f'l]oo-
seD
(a) Falls L < oo, soist f lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten L. Dies
ist insbesondere der Fall fiir D kompakt.
(b) Falls L < 1, soist f kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten q = L.
(c) Falls L > 1, so ist f nicht kontrahierend.
(d) Falls L = oo, so ist f nicht lipschitzstetig.

Beweis: zu 3a fiir den Spezialfall n = m = 1. Seien x,y € D. Da D konvex ist, gibt
es ein ¢ € [z, y] (Mittelwertsatz) mit

Also gilt
|f(@) = fW) =1z —y| < Llz —yl.

Rest in den Ubungen.

Flirn > 1 ist f' die Jakobimatrix von f. In diesem Fall ist || f'(s)|| die induzierte
Matrixnorm (siehe Kapitel tiber Matrixnormen). O
Der dritte Teil dieses Korollars gibt uns ein sehr niitzliches Kriterium dafiir, ob eine
Funktion kontrahierend ist, ohne iiber die Definition gehen zu miissen.

3.3 Picard-Lindelof bei globaler Lipschitzstetigkeit

Satz 3.8 (Picard-Lindeldf, globale Version)
In der Differentialgleichung 3.4 sei I ein abgeschlossenes Intervall und J = R™.
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Weiter sei f stetig und lipschitzstetig in der zweiten Variablen mit Lipschitzkonstante
L, d.h.
Lt y) = f@2)| < Llly — 2[[Vt € I,y,z € R™.

Sei weiter a € I und y, € R™. Dann gibt es genau eine Funktion
y: =R y(t) = f(t,y(t) Yy € I, y(a) = yo.

Ihr erstes Gefiihl sollte sein: Das kann nicht stimmen. Denn die Losung existiert auf
ganz I — wie kann das sein, angesichts von Beispiel 2.4?

Tatsdchlich sind dort die Voraussetzungen nicht erfiillt, f ist dort nicht lipschitzste-
tig. Tatsdchlich ist der Satz in dieser Form praktisch unbrauchbar, weil nur wenige
Funktionen lipschitzstetigim R™ sind. Ublicherweise sind sie es nur auf kleinen Teil-
mengen.

Diesen Fall wird der dann folgende Satz (lokale Version von Picard-Lindeldf) ab-
decken.
Beweis: Es sei )

e:ﬁ,ll::{t61:|t—alge}.

I, ist also ein abgeschlossenes Intervall.
Es seinun X derRaum Cy([;) der stetigen Funktionen auf dem Intervall I;, versehen
mit der Supremumsnorm

1Ylloo = sup [[y(s)][.
sely

Nach Analysis Il (z.B. Forster Il, Paragraph 2, Satz 9) ist X vollstandig. Wir definieren
die Funktion

9: X=X, (gy)(t) = yo+/ f(s,y(s))ds.

g ist also eine Funktion, die eine stetige Funktion auf eine stetige Funktion abbildet.
g ist eine Selbstabbildung auf X.
Wir zeigen: g ist kontrahierend bzgl. der Supremumsnorm. Seien also y,z € X.
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Dann gilt
lg(y) — 9(2)|l —SUPH(gy)() (g2)@)]

—bup/ [1f(s,y(s)) — f(s,2(s))|] ds

tely

< sup / 1£(5,9(8)) — F(s, 2(5))]| ds

tely

< sup / L{ly(s) — 2(s)]| ds

tely

t
sSup/ Lily — 2|]oo ds

tely

= sup [t —a|L|ly — 2|l

t61

< Zlly —
< 5lly 2l

und damit ist g kontrahierend mit Kontraktionskonstante % Wir haben alles zu-
sammen fiir den Fixpunktsatz von Banach. Es gibt genau eine Funktion y € X mit
g(y) =y, und diese ist nach 3.5 Losung der AWA.

Diese Losung y ist natiirlich nur auf dem Intervall I; definiert. Angenommen, I geht
rechts noch weiter, also etwa [a,a + 2¢] € I. Dann betrachten wir das gleiche An-
fangswertproblem mit Anfangswerten (a + €, y(a + ¢€)), d.h.

2(t) = f(t,2(t), z(a+¢€) =yla+e).

Wie wir gerade gezeigt haben, gibt es eine Losung z dieses Problems auf dem
Intervall [a, a+2¢], und y und z stimmen auf [a, a+ €] Uiberein (denn der Banachsche
Fixpunktsatz garantiert dort eindeutige Losbarkeit).

Die Losung ldsst sich also auf [a — €, a + 2¢] fortsetzen, und dies kann man auf dem
gesamten Intervall I tun. O

Bemerkung: (Endwertaufgaben)

Picard—Lindelof garantiert, dass eindeutige Lésungen der Anfangswertaufgabe zu
beiden Seiten existieren, d.h. wir kdnnen fiir ein Intervall [a, 0] die Anfangsbedin-
gung auch bei b vorgeben.
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3.4 Picard-Lindelof bei Lipschitzstetigkeit auf einem Strei-
fen

Im lokalen Satz von Picard—Lindelof schwachen wir die Voraussetzung ab, erhalten

aber entsprechend auch nur eine schwachere Aussage.

Satz 3.9 (Picard-Lindeldf, lokale Version; Streifensatz)

Es sei alles wie in 3.8, aber jetzt sei J C R™ kompakt. vy, liege im Inneren von J.
Sei € so klein, dass die abgeschlossene e-Umgebung U von y, ganz in J liegt. Dann
besitzt das Anfangswertproblem 3.4 genau eine Losung auf dem Intervall

In:={tel:|t—a S5},52i, M = sup[f(t, y)]-
M IxJ

Iy x U heif3t Streifen.

Zur Verdeutlichung wenden wir zundchst 3.8 auf Beispiel 2.4 an. Dort war

flty)=1+y"

Angenommen, f ist lipschitzstetig im zweiten Argument mit Lipschitzkonstante L.
Es gilt aber

f&, L+1)— f(t, L) =1+ (L+1)* -1+ L% =[2L+1| > L=L|(L+1)—L|.
Also ist f nicht (global) lipschitzstetig, und 3.8 ist nicht anwendbar.
Sei nun J ein abgeschlossenes endliches Intervall. Es gilt f,(¢,y) = 2y und

L := sup |2y| < oo.
yeJ

Mit dem Mittelwertsatz gibt es fiiralle z,y € Jein £ € J mit

f ist also lipschitzstetig im Sinne von 3.9, und der Satz ist anwendbar.

Beweis: Wir fiihren den Beweis mit Hilfe von 3.8. Hierzu setzen wir zundchst f stetig
auf Iy x R™ fort. Fiirn = 1 und J Intervall gelingt dies mit der folgenden Konstrukti-
on. Sei

Cmax = MaX Y, Cpip = MIN Y.
yeJ yeJ

Seinun y > cpayx, t € Iy. Dann definieren wir

f(t, Cmax) Y > Cmax
fty) =< f(t,y) Cmin < ¥ < Crmax -
f(ta Cmin) ) < Cmin
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d.h. fist eine Fortsetzung von f, bei dem wir den obersten Wert, auf dem f noch
definiert ist, nach oben fortsetzen. Man sieht sofort: Das so definierte f ist global
stetig und lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L im zweiten Argument.

Die Voraussetzungen von 3.8 fiir die Funktion f sind nun erfiillt, d.h. es gibt eine
Losung der AWA fiir y auf I,. Nach der Definition von f gilt flir y(¢) € J also

y'(t) = f(ty()), y(a) = yo.

Seinunt € Iy, d.h. [t —a| <6 = 7.

y(t)) — y(a)| = | / F(s,y(s)ds| < |t — alM < e

und damit gilt y(¢) € J, und insbesondere ist y Losung der AWA auf dem Intervall
Iy. ]
Dieser Satz lasst sich auch geometrisch deuten.

Sl'e-'qwal/l
J

Yoré
{ >'<‘m w Streifen
Y6~ &

e N
&01"7‘413 -M

@ 3

\__ﬂ/_\/

[

«Legp( él:/(’-"dh J "

Abbildung 3.1: Kegelbedingung

Auf dem Streifen stimmen die AWA und das Hilfsproblem uberein. Da |y/(t)| =
|f(t,y(t))| < M, liegt die im Hilfsproblem berechnete Lésung im griinen Kegel.
Solange dieser Kegel also ganz in D liegt, ist die Losung des Hilfsproblems auch
eine Losung der AWA (Kegelbedingung).

3.5 Picard-Lindelof bei lokaler Lipschitzstetigkeit: Maximales
Existenzintervall

Es sei nun f nur noch lokal lipschitzstetig auf einer offenen Menge D. Sei (a,y) €
D. Da f lokal lipschitzstetig ist, ist es lipschitzstetig auf einer kleinen Umgebung
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von (a, yo). Diese Umgebung enthalt einen Streifen wie in 3.9, es existiert also eine
Losung der zugehdrigen Anfangswertaufgabe auf einem Intervall Iy, das a enthalt.
Wir untersuchen, welche Falle hier auftreten konnen.

Der Zeichnung kann man sehr schon entnehmen, warum fiir einen Streifen die
Losung u.U. nicht global ist: Sobald der Graph (¢, y(¢)) die Menge D verldsst, al-
so den Rand schneidet, ist die Losung des Hilfsproblems fiir fkeine Losung der
AWA mehr. Tatsdchlich zeigt man den Satz:

Satz 3.10 (Fortsetzbarkeit von Lésungen)

Essei D C R x R" offen. f sei stetig und geniige einer lokalen Lipschitzbedingung
auf D. Weiter sei (a,yy) € D. Dann hat nach 3.9 die Anfangswertaufgabe 3.4 genau
eine auf einer Umgebung U von a definierte Losung y. U kann so gewdhlt werden,
dass y liber U hinaus nicht fortgesetzt werden kann, U heifst dann maximales Exi-
stenzintervall.

Der Abschluss G des Graphen {(t,y(t)) : t € U} kommt dabei dem Rand beliebig
nahe, d.h. es gibt keine kompakte Teilmenge K C D, die G enthiilt.

(Beweis: Walter, Paragraph 6, Satz 7).

Ein typischer Fall ist Beispiel 2.4: f ist lokal lipschitzstetig auf D = R x R. Die
Losung des Anfangswertproblems mit y(0) = 0 ist y(¢) = tant. Das maximale Exi-
stenzintervall ist das offene Intervall (—7 /2, 7/2). An den Enden des Intervalls geht
ly(t)| gegen oo. Der Graph (t,y(t)) ist unbeschrankt in der zweiten Variablen, also
liegt der Graph in keiner kompakten Teilmenge von D.

Es sei b = sup,.;; t. Dann kdnnen fiir den rechten Rand des Intervalls nur drei Vari-
anten auftreten:

1. b < oo und G schneidet den Rand von D (siehe Zeichnung). Insbesondere
kommt G dem Rand beliebig nahe.

2. b= 00, d.h. die Losung existiert fiir alle t > a.
3. Falls weder 1 noch 2: Dann gilt lim sup |y(¢)| = oco. In diesem Fall ist das Inter-

t—b—
vall rechts offen.

3.6 Konstruktive Losung der AWA mit Banach

Der Banachsche Fixpunktsatz ist konstruktiv — er gibt einen Algorithmus an, mit
dem sich der Fixpunkt ausrechnen ldsst. Es gilt:
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Korollar 3.11 (Berechnung der Lésung von AWA mit Banach)
Es sei alles wie in 3.8, und g definiert wie im Beweis dort, also

: o) = Colh), (o)) = o+ [ ' Fls.y(s)) ds.

Insbesondere sei f stetig und lipschitzstetig im zweiten Argument, und I, sei so
klein, dass g kontrahierend ist beziiglich || - ||. Sei

y(o) € 00(11)7 y(kH) = g(y(k))~

Dann konvergiert die Funktionenfolge y'*) gegen die Losung der Anfangswertaufga-
be bzgl. || - || se-

Beweis: Fixpunktsatz von Banach. O

Beispiel 3.12
Gegeben sei die AWA
y'(t) = y(t), y(0) = 1.
Das zugehdrige f ist global lipschitzstetig in vy, denn die Ableitung nach vy ist 1.
Wir wéhlen y© = 1. Dann gilt

yO(t) =1
t
y(l)(t)zl—i-/ 1ds =1+t
0
t t2
y(2>(t):1+/ 1+ sds =l+t+5.
0

Per Induktion:

und diese Funktionenfolge konvergiert gegen die Lésung e' der Differentialglei-
chung, auf jedem kompakten Intervall I, sogar gleichmdfig.
3.7 Existenzsatz von Peano

Man kann sich fragen, ob man auf die Lipschitzstetigkeit im Satz von Picard—
Lindeldf verzichten kann. Wir betrachten das (bei (0,0) nicht lokal lipschitzsteti-

ge)
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Beispiel 3.13
y'(t) = VIy(®)l, y(0) = 0.

Dies hat offensichtlich die Lésung y(t) = 0, aber auch y(t) = 3t |t| ist eine Losung.

Wir erhalten also eine Lésung, aber die Losung ist nicht eindeutig. Dies ist die Aus-
sage des Existenzsatzes von Peano.

Satz 3.14 (Existenzsatz von Peano)
Sei f stetig in einer Umgebung von (a, yo). Dann gibt es ein Intervall I mita € I und
eine stetig differenzierbare Funktion y : I — R™ mit

y'(t) = f(t,y(), y(a) = yo.

Beweis: z.B. Walter, Paragraph 7. Idee: Der Beweis zeigt wieder, dass die Funktion
g aus 3.8 einen Fixpunkt besitzt, benutzt aber statt dessen den Fixpunktsatz von
Schauder/Brouwer fiir relativ kompakte Mengen, und den Satz von Arzela—Ascoli,
der die relativ kompakten Teilmengen der stetigen Funktionen auf einem Intervall
charakterisiert. Die einzelnen Sadtze findet man auch bei Harro Heuser, Analysis

1/11.

3.8 Zusammenfassung

3.8.1 Kompetenzen
¢ Fixpunktsatz von Banach mit allen seinen Voraussetzungen kennen.
e Kontraktionseigenschaft mit Hilfe der Ableitung nachrechnen.

e Existenz— und Eindeutigkeitssdatze kennen und Voraussetzungen nachrech-
nen (insb. Lipschitzstetigkeit).

e Kegelbedingung kennen und interpretieren knnen

3.8.2 Mini—Aufgaben

e Welche der folgenden Funktionen sind (global oder lokal) lipschitzstetig im
zweiten Argument?

filtoy) = [tP2, falty) =t falt,y) =t/ firt > 1.

e |stdie Funktion z + e~%, x > 0, kontrahierend?

* Ldsen Sie die AWA y/'(t) = 2y(t), y(0) = 1 konstruktiv mit dem Fixpunktsatz
von Banach.
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Kapitel 4

lterative Losung von Gleichungen mit
Fixpunktiterationen

Wir haben in den Vorbemerkungen gesehen, dass zur Losung von Randwertproble-
men grofle Gleichungssysteme geldst werden miissen. In diesem Kapitel tun wir
dies iterativ mit dem Fixpunktsatz von Banach. Wir beginnen mit Beispielen fiir
nichtlineare Gleichungen und dem Newton-Verfahren und gehen dann zu linearen
Gleichungssystemen iiber.

4.1 Fixpunkte von nichtlinearen Gleichungen

Wir betrachten einige Beispiele, der Einfachheit halber iiber R. Zu berechnen sei
jeweils ein Fixpunkt von g.

Beispiel 4.1

g:R—=R, g(x):=0.9 cos(x)

erfiillt die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes. Seien x,y € R.
Dann ist nach dem Mittelwertsatz

9(x) — g(y)| = |g'(§)(z —y)| = 0.9] = sin(§)| |z — y| < 0.9]z —yl.

Also ist g kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten 0.9, Selbstabbildung,
R ist vollstdndig und abgeschlossen, also sind alle Voraussetzungen erfiillt.
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g: R~ Rg(z) := cos(x)
ist nicht kontrahierend, denn

| cos(z) — cos(%)]

T
p— — 1 — p— 1
| 31n(2)|

Ztz—T |ZE — %|

und damit gibt es kein q < 1, das diesen Ausdruck nach oben begrenzt.

g:10,0.1] — [0.99,1], g(z) = cos(x)

ist kontrahierend, aber keine Selbstabbildung. Beweis der Abbildungseigen-
schaft: cos(x) ist monoton fallend auf [0, 0.1], nimmt also seinen grofSten Wert
in 0 an (1) und seinen kleinsten in 0.1 (~ 0.995).

D :=10.6,0.9], g : D — D, g(x) = cos(x)

erfiillt die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes.

Beweis: cos(z) ist in diesem Bereich monoton fallend. Es gilt cos(0.6) < 0.9,
aber cos(0.9) > 0.6, also wird D auf D abgebildet.

Seien nun x,y € D. Dann gilt wie oben

9(x) —g(y) = g'()(x —y) = —sin(§)(z — y).

Da D konvex ist und £ zwischen x und y liegt, gilt auch & € D. Der Sinus ist
monoton steigend auf D, nimmt also seinen grofsten Wert in 0.9 an. sin(0.9) <
0.8 =: q, und damit ist g kontrahierend mit der Kontraktionskonstante q. Da R
Banachraum, D abgeschlossen, sind alle Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes erfillt.

Beispiel 4.2 Hdufig ist die zielfiihrende Formulierung der Fixpunktgleichung nicht
sofort klar. Wir suchen einen Fixpunkt von tan x in [r/2, 3w /2]. Die Wahl
1

:t ! = >1
g(x) = tanz, ¢'(z) = —5— 2

fiihrt offensichtlich nicht zum Ziel, denn g ist dann nicht kontrahierend, am Rand so-
gar nicht einmal definiert. Wir formen daher die Fixpunktgleichung um. Hier wahlen
wir
T =tan(T) <= arctanT =T — 7 <= T = 7 + arctan .
Mit 5 )
D = [z —W], g(zr) = 7+ arctanz, ¢'(z) = T
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bildet g D auf D ab und ist damit kontrahierend mit Kontraktionskonstante

1
q

- 1%—7?2/4N

0.29.

D enthdlt den gesuchten Fixpunkt. Wir fiihren die Fixpunktiteration durch mit dem
Startwert z(©) = 7 und erhalten

k| a® a priori | a posteriori 1z —2®| | |7 —2®|/|T — 2
113.1416 1.3518e + 000

2 4.4042 | 1.4758¢ — 001 | 1.7744e + 000 | 8.9190e — 002 6.5978e — 002
3 14.4891 | 4.2563e — 002 | 1.1931e — 001 | 4.2900e — 003 4.8100e — 002 .
414.4932 | 1.2275e — 002 | 5.7439¢ — 003 | 2.0266e — 004 4.7239e — 002
5| 4.4934 | 3.5401e — 003 | 2.7132e — 004 | 9.5871e — 006 4.7307e — 002
6 | 4.4934 | 1.0210e — 003 | 1.2804e — 005 | 4.7571e — 007 4.9619¢ — 002

Offensichtlich ist die a priori-Abschdtzung viel zu pessimistisch.

Satz 4.3 (Lokaler Konvergenzsatz)

Sei X vollstdandig, g : U — X, U C X, kontrahierend. Sei T ein Fixpunkt von g im
Inneren von U. Dann gibt es eine Umgebung D von T, so dass die Fixpunktiteration
mit Startwerten in D gegen T konvergiert.

Beweis: Sei ¢ die Kontraktionskonstante von g. Sei D eine abgeschlossene Kugel
um T mit Radius € > 0, die ganz in U liegt. Wir zeigen: ¢ bildet D in sich selbst ab.
Seix € D.

lg(x) =zl = llg(z) —g(@)]|
< qllz -7l
< g-e<e
Also gilt g(z) € D, und die Aussage folgt mit 3.3. O

Korollar 4.4 Sei g : U — R™ stetig differenzierbar, U C R"™, T ein Fixpunkt von g,
und sei

g’ @)II < 1.
Dann gibt es eine Umgebung D von T, so dass die Fixpunktiteration mit Startwerten
in D gegen T konvergiert.
Beweis: ¢’ ist stetig, also gibt es eine Umgebung U’ von T mit

1+ lg'(z)

lg' (@)l < — I v e
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4.2 Newton—Verfahren

Die kurze Behandlung in diesem Abschnitt wird der Bedeutung der Newton-
Verfahren nicht gerecht. Tatsdchlich ist das Newton—Verfahren eins der am haufig-
sten genutzten numerischen Verfahren, die Konvergenzanalyse ist aber recht iiber-
sichtlich.

Sei zundchst f : R — R stetig differenzierbar. Wir suchen eine Nullstelle = von f.
Dazu miissen wir zundchst
f@) =0

in eine Fixpunkgleichung umwandeln. Es bietet sich an eine Formulierung wie

Damit die zugehdorige Fixpunktiteration konvergiert, muss gelten
9'(@)| < 1+= f'(z) € (0,2).

Diese Bedingung legt nahe, f mit 1/f’(z) zu multiplizieren. Dazu gibt es eine geo-
metrische Motivation.

Sei 29 eine Ndherung fiirz. Wir approximieren die Funktion f in der Ndhe des Punk-
tes (z(?, f(2)) durch ihre Tangente, und suchen statt einer Nullstelle der Funktion
die Nullstelle der Tangente. Falls z(©) nah an 7 liegt, so ist diese Approximation gut.
Die Tangentenfunktion hat die Darstellung

T(z) = f(@O) + f () (x — )
mit der Nullstelle
20— f@®) 7 f(a9).

Wir setzen also fiir eine gegebene Naherung

e * D = gz g(z) ==z — (f'(x) " f(2),

und erhalten die Fixpunktiteration zu g, das Newton—-Verfahren zur Bestimmung ei-
ner Nullstelle von f. So, wie wir es aufgeschrieben haben, ist das Verfahren auch in
hoheren Dimensionen definiert (hier ist dann f’(z) die Jakobimatrix).

Wir formulieren die folgenden Satze fiir den R, betrachten sie dann aber aus Zeit-
griinden nur fiir n = 1. Alle Satze bleiben in hoheren Dimenstionen korrekt und
natiirlich auf Teilmengen des R™ anwendbar. Die Beweise sind immer libertragbar.
Sollte dies nicht der Fall sein, steht dies immer dabei.
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Definition 4.5 (Newton-Verfahren, auch Newton-Raphson-Verfahren)
Sei f : R* — R" differenzierbar. Sei z'°) € R". Falls die auftretenden Ableitungen
f'(z®) invertierbar sind fiir alle k € N, so heift die Folge mit

207 = 00— ((2) 7 (o)

Newton—Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von f. Hierbei ist f'(x) fiirn > 1
die Jakobimatrix von f an der Stelle x. Fiir n = 1 ist natiirlich einfach

fr@®)

Wir fiihren zundchst ein MaB fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz einer Folge
ein.

Definition 4.6 (Konvergenzordnung, lineare, quadratische Konvergenz, Landau-
Symbole)
Es sei z*) ¢ R™ eine konvergente Folge mit Grenzwert 7.

1. Falls
J0<qg<1,ko>0: ||[z2%V —7| < ¢||z® —Z||VE > k,

so heift z®) (mindestens) konvergent von der Ordnung 1 oder linear konver-
gent.

2. Seip > 1. Falls
3C >0,k >0: [|Jz2%) —7|| < C||2® —Z||PVE > ko,

so heift z*) (mindestens) konvergent von der Ordnung p. Fiir p = 2 heift z*)
auch quadratisch konvergent.

3. Sei nun €*) eine reelle Nullfolge, die konvergent von der Ordnung p ist. Falls
3C>0: ||z — 7| < Ce®,

so heift auch =*) konvergent von der Ordnung p.

4. Esseien f, g zwei reellwertige Funktionen. Falls
3C >0, hg >0:|f(h)] < Clg(h)|Yh:|h| < ho,
so schreiben wir kurz

f(h) = O(g(h)) fiir b — 0.
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Entsprechend: Falls
3C > 0,n0>0:|f(n)| <l|g(n)|Vn > n,
so schreiben wir kurz

f(n) = O(g(n) fir n — .

Bemerkung:

1. Fiir eine kontrahierende Funktion ¢ ist die zugehorige Fixpunktfolge linear
konvergent:

[ — 7| < [lg(2™) = g(@)]] < glla™ —7].

2. Fir linear konvergente Folgen mit ¢ = 1/10 gewinnt man in jedem Schritt eine
Dezimalstelle.

3. Wenn eine Folge quadratisch konvergent ist, so verdoppeln sich in jedem
Schritt die Anzahl der giiltigen Dezimalstellen.

4. Je hoherdie Ordnung, desto schneller konvergiert die Folge und desto weniger
aufwandig kann man den Grenzwert berechnen.
Fir lineare Verfahren: Je kleiner die Kontraktionskonstante, desto besser.

5. Sei0 < ¢ < 1.Dann ist
2®) — ")

konvergent von der Ordnung p. Beweis:

’J:(kJrl) _ O‘ _ qpk+1 _ qpkp — (qpk')p — ’x(k) _ 0|P

6. Unter der Voraussetzung von Teil (3) der Definition gilt

[z — 2™ = O(e™).

7. In der Ubung zum Sekantenverfahren 4.10 wird deutlich werden, warum man
Teil (3) der Definition bendtigt, der in Biichern hdufig fehlt.

Lemma 4.7 Esseig: R — R, g € CP. Weiter sei T ein Fixpunkt von g und g) (%) = 0,
j=1...p—1,p > 1. Dann gibt es eine abgeschlossene e-Umgebung U von z, so
dass die Fixpunktfolge %) konvergent von der Ordnung p ist fiir Startwerte (°) € U.

52



Beweis: Da ¢'(7) = 0, gibt es nach 4.3 gibt es eine abg. e-Umgebung U von 7, so
dass die Fixpunktfolge mit Startwerten in U gegen T konvergiert. Sei z(*) eine solche
Folge, und

— (p)
C = max|g®(£)].

Dann gilt mit Taylorentwicklung von ¢ fiir ein £ € U (Restglied von Lagrange)

2 — 7] = [g(2®) — g(z)|

L (k) _ )i
_ |Zg(J>(§)@7+‘@ ) Gt it
j=0 ’

Satz 4.8 (Konvergenz des Newtonverfahrens)
Sei f : R" — R™ zweimal stetig differenzierbar. Sei T eine Nullstelle von f.

1. Sei f'(T) invertierbar. Dann gibt es eine Umgebung U von T, so dass das New-
tonverfahren

2t = (@), g(z) =2 — f'(2)" f(x)
fiir 2 € U gegen T konvergiert (lokale Konvergenz). Die Ordnung der Kon-
vergenz ist quadratisch.

2. Falls f'() nicht invertierbar ist, aber f'(x) invertierbar ist in einer kleinen Um-
gebung von T fiir x # T, ist das Newtonverfahren immer noch lokal konver-
gent, aber die Konvergenz ist nur noch linear.

Beweis: Sei alson = 1.

1. f/(z) ist invertierbar, also gibt es auch eine kleine Umgebung U’ von 7, so
dass f'(x) invertierbar ist fiir z € U’ und damit g auf U’ wohldefiniert ist.
Nach Lemma 4.4 ist fiir die Konvergenz nur zu zeigen: |¢'(Z)| < 1. Es gilt

VRSN B0/ i DO Vi B
f(@)? f(@)?
Fiir g € C? folgt die quadratische Konvergenz mit 4.7. Ansonsten muss man
etwas mehr arbeiten, siehe z.B. [ ].
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2. Seinun

f(@)=f=) =0.
Fiir einen einfachen Beweis nehmen wiran f”(z) # 0. Dann gilt mit ’'Hospital
_ [ N ) .
M= e = T rE
und

T—T T —7T

= lim ¢'(z)
T—T

@
T—T f’(]})2

- (1 57707 )

/(=)

und damit haben wir auch in diesem Fall (allerdings nur lineare) Konvergenz
nach dem lokalen Konvergenzsatz mit der Kontraktionskonstante g = %

Beispiel 4.9

1. Sei f(z) = 2™ — a, a > 0, n € N. Gesucht wird die Nullstelle T = a*/™ von f.
Fiir das Newtonverfahren gilt

(F)yn -1
k) (l' ) a _ n o) 1 %— _. g(x(k))

k1) _
n(zk))n-1 n

ol = 2

und

—1 —-1)1 —1
gy ="l )_n:n (1—%).
n n X n Xz
Die einzige positive Nullstelle von ¢ ist T, und offensichtlich nimmt g fiir z > 0
dort sein Minimum T an. Es gilt also

g(x) > g(T) =T Vx> 0.

54


http://de.wikipedia.org/wiki/Guillaume_Fran%C3%A7ois_Antoine,_Marquis_de_L%E2%80%99Hospital

Seinun z© > 0. Dann ist
z* ) = (™) > TVE > 0.
Seinun z*) > 0. Dann ist

2R+ — (x(k)) — k) _ k)

™) jst also monoton fallend und beschrénkt und konvergiert gegen einen
Grenzwert T (ab Folgeglied 1). Da g stetig ist, gilt

2 D) = () =5 T =¢(@) =T =T
Das Verfahren ist eine Méglichkeit, die n. Wurzel einer Zahl ndherumgsweise
zu berechnen und bekannt unter dem Namen Verfahren von Heron.
2. Formal kénnen wir in Beispiel 1 auch n = —1 setzen, also

flx)=1/x —a, g(z) =z — 1/x1_a:x+(x—a:c2):x(2—aa:).

2

f hat den einzigen Nullpunkt © = 1/a. Die Argumente aus Beispiel 1 kehren
sich gerade um, T ist ein Maximum von g und fiir 0 < x < T monoton stei-
gend. Das Newtonverfahren konvergiert fiir x € (0,2/a).

Das sieht nicht besonders sinnvoll aus — wir erhalten eine Iteration, die ge-
gen 1/a konvergiert. Tatsdchlich ist diese Formel schon seit einigen Jahren die
wohl mit riesigem Abstand am hdufigsten benutzte Anwendung des Newton—
Verfahrens.

g(x) benutzt nur Multiplikationen und Additionen. Wir erhalten also ein Ver-
fahren, um den Kehrwert einer Zahl nur mit Multiplikationen und Additionen
zu realisieren. Dies ist interessant fiir CPU-Designer, die sich damit die kom-
plizierte Realisierung der Division in Hardware sparen kénnen. Intel hat die
genutzten Algorithmen fiir seine IA64—Prozessoren offengelegt in

[ ], der Newtonschritt steht in 3.2. Leider ist die dort angesprochene Bei-
spielimplementation nicht mehr verfiigbar. In groben Ziigen wird zundchst ei-
ne Approximation z.B. durch einen Lookup—Table gefunden, die dann durch
wenige Schritte des Newton—Verfahrens verbessert wird.

3. Fiir n = 2 betrachten wir die Funktion

1 .
.2 2 Y e Z(COSLE — smy)
fR HR?f(x7y)_(y—}l(COSQZ’—QSHly)>
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Die Jakobimatrix lautet

, (14 1/4sinx  1/4cosy
f(x,y)—( 1/4sine 1+ 1/2cosy) "

Das g aus der Newton—lIteration ist in der Nédhe von (0.16, 0.2) kontrahierende
Selbstabbildung, also gibt es dort eine Nullstelle von f. Die Determinante von
fistpositiv (s.u.), daher ist f'(x,y) invertierbar. Also konvergiert das Newton-
verfahren bei geeignet gewdhlten Startwerten quadratisch. Die Iteration lautet

2 (k+1) _ (k) 1 1+ 1/2cos y(k) —1/4 cos z)
(o) = (o) = ey (et 121 ie)
) — 1/4(cos ¥ — sin y*))

(y(k) — 1/4(cos ¥ — 2sin y(’“))>

mit
det f'(z,y) = (1+ 1/4sinz)(1+ 1/2cosy) — (1/4sinz)(1/4cosy).

Bemerkung:

1. Im R"™ invertiert man die Jakobi—Matrizen im Newtonverfahren nicht explizit,
sondern nutzt statt dessen

Fa®)@® —20) = f(a®).

2. In jedem Schritt des Newton—Verfahrens muss einmal die Funktion und ein-
mal ihre Ableitung ausgewertet werden. Im R™ muss zusatzlich ein Glei-
chungssystem gelost werden.

Falls f’ nicht explizit zur Verfligung steht, muss es durch Differenzen approxi-
miert werden, wir berechnen also

daf o w - f@®) — f(@™ + he;)
20,7 h

mit den Einheitsvektoren ¢; und berechnen daraus eine Approximation der
Jakobimatrix. In diesem Fall werden n + 1 Funktionsauswertungen bendatigt.

3. Ausdriicklich: Das Newtonverfahren ist im Allgemeinen nicht global konver-
gent. Falls die zugrundeliegende Funktion einen Nullpunkt Z besitzt, so kon-
vergiert das Newtonverfahren gegen 7, falls der Anfangspunkt nah genug an
T liegt.
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Definition 4.10 (Vereinfachtes Newtonverfahren, Sekantenverfahren)
f effiille die Voraussetzungen des Newtonverfahrens.

1. Fiir grofes n ersetzt man im Newtonverfahren die Jakobimatrix an der Stelle
%) durch die Matrix an der Stelle z°) und spart sich damit die Berechnung
der Ableitung. Wir erhalten

Fa)@® —200) = fa).

Diese Iteration heif3t vereinfachtes Newtonverfahren. Das vereinfachte New-
tonverfahren ist lokal linear konvergent.

2. Statt durch die Tangente kann man in einer Dimension die Funktion auch
durch die Verbindungsgerade (Sekante) zweier Punkte auf der Kurve appro-
ximieren. Hierzu wéhlt man zwei Startwerte (%), (U, Dje Verbindungsgerade
der zugehdrigen Punkte auf der Kurve hat die Gleichung

z — 2

S(x) = fa®) + (f) = fa) .

Die Nullstelle dieser Geraden ist
2+ _ 40

- f@®) = f(z®)

und wir erhalten das Sekantenverfahren

0) 0)

fa)

l‘(

LD _ ()
 fa) — fa®)

Das Sekantenverfahren ist lokal konvergent mit der Konvergenzordnung
%‘F’ ~ 1.62 (Ubungen).

k+2) k)

2 = 2

fa®).

3. Durch Beriicksichtigung von weiteren Termen in der Taylorentwicklung (neben
der Linearisierung) kann man Verfahren héherer Ordnung herleiten.
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Newtonverfahren fur @(xp). -1 ‘Sekantenverfahren fur @(xp). -1

4 . L L L L .
16 18 2 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16

Abbildung 4.1: Newtonverfahren und Sekantenverfahren fiir 22 — 1 und Startwert 0.7
Klick fiir Bild Newton
Klick fiir Matlab Figure Newton
Klick fiir Bild Sekante
Klick fiir Matlab Figure Sekante

Vereinfachtes Newtonverfahren fur @(xpx 1 X10 Newtonverfahren fir @(x p)polyval(p.x)

aaaaaaa

Abbildung 4.2: Vereinfachtes Newtonverfahren und typisches Verhalten bei Nicht—
Konvergenz
Klick fuir Bild Vereinfacht
Klick fiir Matlab Figure Vereinfacht
Klick fiir Bild Newtonnoconv
Klick fiir Matlab Figure Newtonnoconv

4.3 Homotopiemethoden und der Satz von Gerschgorin

Ein Problem beim Newtonverfahren ist das Finden einer geeigneten Anfangsnahe-
rung. Hat man eine solche, konvergiert das Newton—Verfahren meist mit wenigen
Schritten.

Geeignete Anfangsnaherungen und global konvergente Verfahren lassen sich mit
Homotopiemethoden gewinnen.
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Newtonverfahren fur @(x,p)x.*x-1
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Frank Wuebbeling
Newton.jpg: Newtonverfahren und Sekantenverfahren für x2-1 und Startwert 0.7


Frank Wuebbeling
Matlab Figure Newton.fig: Newtonverfahren und Sekantenverfahren für x2-1 und Startwert 0.7


Sekantenverfahren fur @(x,p)x.*x-1
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Frank Wuebbeling
Sekante.jpg: Newtonverfahren und Sekantenverfahren für x2-1 und Startwert 0.7


Frank Wuebbeling
Matlab Figure Sekante.fig: Newtonverfahren und Sekantenverfahren für x2-1 und Startwert 0.7


Vereinfachtes Newtonverfahren fur @(x,p)x.*x-1
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Frank Wuebbeling
Vereinfacht.jpg: Vereinfachtes Newtonverfahren und typisches Verhalten bei Nicht–Konvergenz


Frank Wuebbeling
Matlab Figure Vereinfacht.fig: Vereinfachtes Newtonverfahren und typisches Verhalten bei Nicht–Konvergenz
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Frank Wuebbeling
Newtonnoconv.jpg: Vereinfachtes Newtonverfahren und typisches Verhalten bei Nicht–Konvergenz


Frank Wuebbeling
Matlab Figure Newtonnoconv.fig: Vereinfachtes Newtonverfahren und typisches Verhalten bei Nicht–Konvergenz


Gesucht sei die Nullstelle von f(x). Wir definieren eine Funktion f(x,t), ¢t € [0,1],
mit den Eigenschaften:

2, 1) = ).

. f(z,t) ist zweimal stetig differenzierbarin z.

iy

N

3. Die Nullstelle z(¢) von f(x,t) hdngt stetig von ¢ ab.
4. Die Nullstelle z(0) lasst sich einfach bestimmen.

Damit konnen wir die Nullstellen x(¢) verfolgen. Sei h = 1/N und N fest. Aus-
gehend von der Nullstelle z(0) bestimmen wir mit einigen Schritten des Newton—
Verfahrens eine Naherung fiir z(h). Da die Nullstellen stetig von ¢ abhdngen, wird
das Newton—Verfahren schnell konvergieren, falls h klein genug ist. Ausgehend von
dieser Ndherung an z(h) bestimmen wir dann eine Ndherung an z(2h) usw. bis zur
Nullstelle z(1) von f(x).

Im Matlab—Beispiel wird eine Homotopiemethode gerechnet zur Bestimmung der
Nullstellen von
p(r) =2t — 32° + 52° + v — 2

mit der Homotopiefunktion

flz,t) = (1 —t)(z* = 1)+ tp(x).

Es illustriert das grof’e Problem der Homotopiemethoden: Will man alle Nullstel-
len einer Funktion bestimmen, muss man, sobald zwei Nullstellen zusammen- und
wieder auseinanderlaufen (Bifurkation), sicherstellen, dass man alle Zweige weiter-
verfolgt (dies ist im Programm nicht der Fall, deshalb erhdlt man am Ende nur drei
der vier Nullstellen).

Homotopiemethoden: Nullstellenkurven
T T T

Abbildung 4.3: Nullstellen x () fir f(x,t).
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Hier wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Nullstellen eines Polynoms ste-
tig von den Koeffizienten abhdngen. Unter dieser Voraussetzung kann man mit Hilfe
der Homotopie—Methoden einen interessanten Satz beweisen.

Satz 4.11 (Satz von Gerschgorin)

Sei A = (a;;) € C**". Sei K; € C (also in der komplexen Ebene) der Kreis um das
Diagonalelement a;; mit dem Radius der Summe der Betrdge der AufSerdiagonal-
elemente in Zeile i, also

i = Z jaisl, K=z ]2 = aig] <7}
i

Dann liegen alle Eigenwerte von A in der Vereinigung der Kreise K;.
Falls die Vereinigung V' von m Kreisen disjunkt ist zum Rest der Kreise, so liegen in
V' genau m Eigenwerte von A.

Also: Sei M C {1...n}, m = |M]|. Weiter sei
U Kz N U KZ = (Z),
ieM igM

dann ist
{ € U K; : \; Eigenwertvon A}| = m,

€M
wobei die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit im charakteristischen Polynom gezdhlt
werden.

Zundchst ein kurzes Beispiel. Wir betrachten

A:

e RSN
—__ o

1
0
1/2
Die Gerschgorinkreise sind der Kreis K; um 4 mit Radius 1, der Kreis K, um 1 mit
Radius 1 und der Kreis K3 um 1/2 mit Radius 1 (alles in der komplexen Ebene,
natiirlich). Dann garantiert der Satz von Gerschgorin, dass in K, genau ein Eigen-
wert von A liegt, in Ky U K3 liegen zwei.

Ausdriicklich: Der Satz von Gerschgorin garantiert in diesem Fall nicht, dass in K,
bzw. K3 ein Eigenwert liegt (nur in der Vereinigung liegen zwei).
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Abbildung 4.4: Gerschgorin—Kreise von A

Beweis:

1. Sei )\ ein Eigenwert von A. Sei x Eigenvektor von A zum Eigenwert A mit
||z]|oc = 1. Es gibt also ein m mit |z,,| = 1.

(A — )\_[)I' =0 = (am,m - )\)xm - = Z Am,j g

Jj#m
= |amm — Al < Z |G 5 - |51
J#m
— |am,m - /\‘ < Z |am,j| =Tm
Jj#Em

2. Es sei
A=D+L+R,D, L, Re R"™".

Hierbei enthalte D die Elemente auf der Hauptdiagonalen (HD) von A, L die
Elemente unterhalb der HD, R die Elemente oberhalb der HD, also

a; 1>k a; 1=k a; 1<k
Liy = * , Dig = * , Ry = . :
’ 0 sonst 0 sonst 0 sonst

Wir betrachten die Matrizen
A(t)=D+t(L+R),t€[0,1], A(0) =D, A(1) = A.

Wir zitieren den Satz: Die Nullstellen eines Polynoms hdngen stetig von sei-

nen Koeffizienten ab. Insbesondere gibt es stetige Funktionen A\, ..., \,, so
dass A\i(t) ... \,(t) die Eigenwerte von A(t) sind (der arithmetischen Vfh nach
gezahlt).
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Falls die Eigenwerte keine mehrfachen Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms sind, so folgt das einfach mit dem Satz liber implizite Funktionen,
andernfalls muss man etwas mehr arbeiten. Ein vollstandiger Beweis mit der
Ordnung der Abhdngigkeit findet sich in [ ], Satz Il.1.7.
Wir betrachten nun \;(¢) als Kurve in der komplexen Ebene.
A(0) = D ist Diagonalmatrix, d.h. die Eigenwerte stehen auf der Hauptdia-
gonalen. Es gilt also \;(0) = a;; (bei geeigneter Numerierung der Kurven).
Sei

V=|JK, W= JK,VnWw=04.

ieM igM

Die Gerschgorinkreise K;(t) von A(t) sind Kreise um a;,; mit Radius tr; < r;,
also gilt K;(t) C K;. Damit gilt nach Teil 1 des Satzes

N EVUWYi=1...n,te0,1].

Da aber V NW = (), konnen die Kurven ); die Mengen V und W nicht verlas-
sen, d.h. sie liegen ganz entwederin V oder .
Es gilt a;; € K; und damit

ZEM:>)\Z(0):CLME‘/,ZQ/M:>>\Z(O>:CL“€W
Also beginnen (und enden) genau m Kurven in V. Insbesondere liegen genau
m = |M| Eigenwerte von A(1) = Ain V.

U
Bemerkung: Da die Eigenwerte von A und A? dieselben sind, kann man den Satz
statt auf die Zeilensumme auch auf die Spaltensumme anwenden.
Haufig kann man die Abschatzung verscharfen, indem man das Kriterium statt auf
A auf DAD~! mit einer Diagonalmatrix D anwendet.

4.4 Zusammenfassung

4.4.1 Kompetenzen
¢ Fixpunkte von Gleichungen im R™ mit Banach bestimmen kdnnen.
¢ Definition des Newton—-Verfahrens kennen
e Definition quadratischer/linearer Konvergenz kennen.

¢ Lokalen Konvergenzsatz fiir das Newton—-Verfahren anwenden kdnnen.
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e Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir konkrete Funktionen nachweisen
kdnnen.

e Satz von Gerschgorin kennen und auf Matrizen anwenden kdnnen.

4.4.2 Mini—Aufgaben

e Zeigen Sie, dass im ersten Beispiel zum Newton—Verfahren die Funktion g|p,
D = {z : x > T}, die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach
erfiillt. Achtung: Benutzen Sie das, was dort schon gezeigt wurde, dann ist
dies ein Einzeiler.

e Wenden Sie den Satz von Gerschgorin auf die Matrix

A:

~ =~ =
co Ot DN
O O W

an.

® Gesucht sei eine Nullstelle von f(x) = x — cosz. Stellen Sie das Newton-
Verfahren auf und zeigen Sie, dass es lokal quadratisch konvergiert.

e Warum ist es sinnlos, das Newton—Verfahren auf lineare Gleichungen der
Form Az — b = 0 anzuwenden?
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Kapitel 5

Losung Linearer Gleichungssysteme mit
Fixpunktiterationen

Insbesondere die Losung von Randwertproblemen fiihrt uns auf das Problem der
Losung sehr grofRer linearer Gleichungssysteme. Ziel in diesem Kapitel ist es, dazu
wieder den Fixpunktsatz von Banach und Fixpunktiterationen zu nutzen. Deshalb
(und im Vorgriff auf das Kapitel liber lineare Differentialgleichungen) wiederholen
wir hier einige Grundbegriffe der linearen Algebra.

Dabei werden wir uns der Einfachheit halber hdufig auf reelle, endlichdimensionale
Vektorrdume oder sogar auf den R" zuriickziehen. Dort, wo eine Ubertragung auf
(komplexe) unendlichdimensionale Vektorrdume nicht méglich ist, werden wir dies
bemerken.

5.1 Grundbegriffe der linearen Algebra

5.1.1 Normierte Vektorraume

Definition 5.1 (normierte Vektorridume)
Sei V ein Vektorraum. || - || : V +— R= heifit Norm, falls

1) |laz|| = [af[[z||Va € K, x € V.
2) ||z]| =0& 2z =0.
3) [z +yll <zl + [ly[| Ve, y € V.

(V.|| - ||) heiit normierter Vektorraum.
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Beispiel 5.2 SeiV =R", p € [1,00], v = (v1,...,v,) € V.

n 1/p
[o]]p == (Z !vilp> (p < 00), [[v]]oc = max o]
i=1

heift p—Norm (und ist eine Norm).
Der folgende topologische Satz spielt fiir uns eine wichtige Rolle.

Satz 5.3 (Normdquivalenz in endlichdimensionalen Rdumen)
Es seien || - || und ||| - ||| zwei Normen im R". Dann sind || - || und ||| - ||| dquivalent,
d.h.30<c<C < oo:

cll[vfll < [of| < Cllfoll[ Vo € V.

Beweis: Wir zeigen, dass jede Norm || - || dquivalent zur || - ||oc—Norm ist, und damit
sind alle Normen zueinander dquivalent.
1. || - || ist eine stetige Funktion bzgl. || - ||~
Seix = (x;,) € R". Seien ¢, die Einheitsvektoren, dann gilt z = ), xe;, und
damit

[l =11 avenll < D lawl [lex]] < (ZH%II) [12]oo-
k k k
—_———

=L

Seien nun z,y € R™. Dann gilt

lzll = [lz =y +yll <o =yl + lyll, Iyl = lly — = + =[] <[z —yl| + [|=]]

und damit

Hlzll =1yl < [lz = yll < Lllz = yl|oo-

Also ist || - || lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L.
2. Seinunz € R", x # 0. Dann gilt

T
[|2]so

(
< sup ful] [zl

[[uf[oc=1

[lz[] = 1] [H]]oo

=:C
> it ful] {[2]]e

- [|ulloo=

\ =:c
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Die Einheitskugel im R™ ist kompakt, || - || ist stetig, also werden Supremum
und Infimum angenommen, und es gilt

cllzloo < |2]] £ C|2]|oo, 0 < ¢ < C < 0.

In unendlichdimensionalen Rdumen ist dieser Satz falsch.

Korollar 5.4 (Normkonvergenz in endlichdimensionalen Rdumen)
Sei ) eine Folge im endlichdimensionalen Raum X und konvergent gegen T

beziiglich der Norm || - ||. Dann ist 2*) konvergent gegen T beziiglich jeder Norm
auf X.
Beweis: Sei ||| - ||| eine Norm auf X. Dann gilt

lla® — =[] < Cja™ —z]| - 0.

Definition 5.5 (Vektorrdume mit Skalarprodukt, euklidische Vektorrdume)
(+,+) : V x V — K heift Skalarprodukt, falls

1) (v,v) >0und (v,v) =0=v=0% e V.
2) (u,v) = (v,u) Yu,v € V.
3) (-, v) istlinear fiir alle festen v € V.

Ublicherweise wird auf euklidischen Riumen die Norm

o]z = (v,0)?, v eV
benutzt. V' heift dann Prd—Hilbertraum. Ist V' mit dieser Norm vollstindig, so heif3st
V Hilbertraum.

Beispiel 5.6
Sei V = C™. Dann ist
(u,v) = u'v, u,v €V

ein Skalarprodukt. Wir werden dies stillschweigend als Standard—Skalarprodukte
verwenden. Die induzierte Norm ist jeweils || - ||2.
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Satz 5.7 (Cauchy-Schwarz)
Sei V ein (Prd-) Hilbertraum. Dann gilt

[(w, ) < [JulP[Jv]|* Yu,v € V

und Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.

Beweis: Der Einfachheit halber zeigen wir den Satz fiir reelle Vektorraume. Falls
v = 0, so ist der Satz richtig. Sei also v # 0. Es gilt

0 < [[vllPw = (u, v)ol* = [Jo][*(u, u) = 2|(u, 0)P[[o]]* + |(u, v)[*(v,v)

und damit
[(u, 0) [ < [Jul]?]]v]]?

und Gleichheit genau dann, wenn u = Awv. O

Satz 5.8 Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist
o]l = (v,0)!/%, v €V

eine Norm.

Beweis:
[lu+v[|* = [|ul]® + 2Re(u, v) + [[v]|* < [[ul® + 2[ul | [Jv]| + [Jv]]* = (|ull + [Jo]])>.

O

5.1.2 Lineare Operatoren

Definition 5.9 (lineare Operatoren) Seien U, V Vektorrdume. T : U — V heif3t li-
neare Abbildung genau dann, wenn

T(axr+vy) =aTz+ Ty, Va € K, z,y € U.

Fir U = R", V = R™ identifizieren wir die Abbildung 7" immer direkt mit der dar-
stellenden Matrix aus dem R™*",

Die Menge aller linearen Operatoren L(U, V') bildet auf natiirliche Weise selbst wie-
der einen Vektorraum. Auf diesem definieren wir eine durch die Normen in U und V/
induzierte Norm.
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Definition 5.10 (induzierte Operatornorm)
Seien (U, ||-||v) und (V.|| -||v) normierte Vektorrdume. Sei T' € L(U, V). Dann heifit

Tully U
ITellv _ p 2y = sup  (ITully
|u||or wel, |[ullo=1

||| == =
u€U,u#0 HU||U u€U,u#0

(induzierte) Operatornorm von T.

Beispiel 5.11 (Induzierte Matrixnorm bzgl. || - || )

Sei A = (Ay;) € R™™ nicht die Nullmatrix. Wir betrachten A als Operator von
(R™.]] - ||oo) nach (R™, || - ||) und bestimmen die zugehdérige Norm || A|| .

Vu= (u) € R gilt

o = 13 Acst)lloe = mpe| 3 Ay < (mng |Ak~jl) o
J J

J/

-

=:C

A
e || A [ = sup Al
w0 |[ulls

Sei nun [ ein Index, an dem das Maximum angenommen wird, also

D Ay, =C.

J

Seiu € R" mitu; = sgn(A;;) mit der Vorzeichenfunktion sgn. Insbesondere ist
|[ulloe = 1. Es gilt A; jsgn(A,; ;) = | Ay, also:

1Al 2 [[Aulloo = (Au)y =Y Arju; =Y Ayl = C.
j j

und damit ||Al|- = C.
Es ist noch ungeklart, ob das Supremum unendlich sein kann.

Satz 5.12 (Normeigenschaft der induzierten Matrixnorm)

Essei A € R"*™ lineare Abbildung von U := (R™ || - ||y) nach V : R" || - ||y. Dann
ist||A|| < oc. Die induzierte Matrixnorm ist eine Norm auf den linearen Abbildungen
von U nach V.

Beweis: Nach 5.3 gibtesc > 0und C' < oo mit

ollv < Cllvllee Vo €V, [lully = cful[Vu € U.
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Also gilt
[ Tully _ € || T

1Al = sup

uelU,u#0 ||u||U T c uelU,u#0 ||u’|oo

C
= —||T|oo < 0.
c

Damit ist jetzt die induzierte Matrixnorm eine wohldefinierte Abbildung in die reel-
len Zahlen. Die Eigenschaften der Norm zeigt man durch einfaches Nachrechnen. [J

Satz 5.13 (Eigenschaften der induzierten Norm)
Seien (U, || - |lv)s (VLI - [lv)s (W, || - |lw) normierte Vektorrdume. Sei T' € L(U,V),
S € L(V,W). Dann gilt
| Tullv < IT][|lully Ve € U
und
ST < [[STIIT].

Beweis: Teil 1: Definition der induzierten Operatornorm.
Teil 2: Nach Teil 1 ist

ST ullw < [ISI[{[Tullv < [ISIITI |ullo-

O
Korollar 5.14 Es sei B € R™*™ und || - || eine Norm. Genau dann wenn ||B|| < 1in
der induzierten Matrixnorm ist die Funktion
g:R"— R" g(x):=Bx—c
kontrahierend (beziiglich der || - ||-Norm).
Beweis: Seien z,y € R" und sei || B|| < 1. Es gilt
lg(x) = gl = [[(Bz + ¢) = (By + o)|| = [[(B(z — y)[| < || B ||z — yll.
Umgekehrt: Sei g kontrahierend mit Konstante ¢ < 1. Dann gilt
1Bz|| = [lg(x) — g(0)[| < q||lz— O[] = |||
und damit B
IBl| = sup |Bz] <¢<Ll
zernzz0 |||
]
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Bemerkung: Alternativ kann man Normen auf dem Vektorraum der Matrizen definie-
ren durch )

1AI1 = (3 A1) baw. || A]] = maxc| A |

k.j

flir p < oo. Flir p = 2 heit diese Norm Frobenius—Norm.
Der Vorteil dieser Normen ist, dass sie schnell auszurechnen sind. Der Nachteil ist,
dass sie nicht notwendig vertraglich sind mit der Vektorraumnorm fiir p # 2 (d.h.
es gilt nicht || Av|| < ||4]] ||v|]). Fir die Zwecke dieser Vorlesung sind sie damit im
Allgemeinen unbrauchbar.

Korollar 5.15 Sei A, eine Folge von Matrizen. Ay, konvergiert gegen A in einer belie-
bigen Norm || - || auf dem Vektorraum der Matrizen genau dann, wenn alle Matrix-
elemente gegeneinander konvergieren.

Beweis: Aquivalenz zur Unendlichnorm der Koeffizienten. U

5.1.3 Adjungierte Abbildungen und Eigenwerte

Definition 5.16 (Adjungierte Abbildung)
Seien (U, (-,)y) und (V, (-, -)v) Vektorrdume mit Skalarprodukt. Sei T € L(U,V),
T* € L(V,U). Falls

(Tu,v)y = (u, T*v)yVu e U, v €V,
so heifft T* die zu T adjungierte Abbildung.
FallsU =V und'T = T, so hei3t T selbstadjungiert.

Beispiel5.17 Sei U = R™", V = R™, A € R"™. U und V seien versehen mit dem
Standardskalarprodukt. Dann gilt fiiru € U, v € V

(Au,v) = u' AT = u'(A') = (u, A'v)

und damit A* = A* € R™*", Uber C gilt entsprechend A* = At

Definition 5.18 (hermitesch, symmetrisclz
Matrizen mit der Eigenschaft A = A* = At heif3en hermitesch, reelle Matrizen mit
der Eigenschaft A = A* = A" heilen symmetrisch.

Satz 5.19 (Rechenregeln fiir adjungierte Operatoren)
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1. (IVT)* = T3 Ty,
2. (T =T.
3. TT* und T*T sind selbstadjungiert.

Beweis: Durch einfaches Nachrechnen. O

Definition 5.20 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
SeiT € L(U,U), v € U, v # 0. v heifit Eigenvektor zum Eigenwert \ € C, falls
Tv = M.

Definition 5.21 (Diagonalisierbarkeit)
SeiT € L(U,U), dimU < oo. T heifit diagonalisierbar, falls U eine Basis aus
Eigenvektoren v, zu Eigenwerten X\, von T besitzt. Es gilt

D=WI1ITW, W = (vjvy---v,), T = diag(\y).

Satz 5.22 Selbstadjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte. Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

Beweis: Sei T selbstadjungiert. Sei Tx = Az, x # 0. Dann gilt
Mz, 7) = (M\z,2) = (Tz,2) = (2,T2) = (2, \x) = Mz, 1)

und wegen (z,z) # 0 gilt A = .
Sei Tz = Mz, Ty = Aoy, \1 # Ag, x # 0, y # 0. Dann gilt

)\1($,y) = (T.T,y) = (vay) = )\_Q(QT,Q) = )‘Q(xvy)

und damit wegen \; # \y: (z,y) = 0. O

Definition 5.23 (Positiv definite Operatoren)
Sei U Vektorraum mit Skalarprodukt, T € L(U,U). T heifit (symmetrisch) positiv
definit, wenn T selbstadjungiert ist und

(Tu,u) > 0Vu € U, u # 0.

Gilt nur >, so heif3t T positiv semidefinit.

Satz 5.24 Sei U Vektorraum mit Skalarprodukt, T € L(U,U) symmetrisch positiv
definit. Dann ist
(u,v)r := (Tu,v),ueU,velU

ein Skalarprodukt auf U.
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Satz5.25 Sei T € L(U,V). T*T ist positiv semidefinit. Falls T injektiv ist, so ist T
positiv definit.

Beweis: 7*7 ist selbstadjungiert, und (7*T'x,z) = (Tx,Tz) > 0. O

Den Satz iiber die Jordan—Normalform kennen Sie aus der Linearen Algebra. Bitte
machen Sie sich klar, dass Ihre Formulierung der folgenden entspricht.

Satz 5.26 (Jordan—Normalform)
Sei A eine (n x n)—Matrix. v hei3t Hauptvektor k. Stufe zum Eigenwert X von A, falls

(A= X" =0,(A—=X)*1w#£0.
Hauptvektoren erster Stufe sind Eigenvektoren.
1. Jede Matrix besitzt eine Basis aus Hauptvektoren v;.

2. Sei J die Darstellung von A in dieser Basis, also
J=XTAX, X = (vjvy---vy).
Dann ist J eine Jordan—Matrix, d.h.

Ji

J>

1 1+1=1
J = ) 7Jk€Cpo7Jk:)\kI+N7Nil:{ o

0 sonst.
Iy

Satz 5.27 Sei A hermitesche (n xn)—Matrix. Dann ist A diagonalisierbar. R™ besitzt
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

Beweis: Zu zeigen ist: Alle Hauptvektoren sind Eigenvektoren, also Hauptvektoren
erster Stufe. Sei (A — A\I)%v = 0. Dann gilt

0= ((A—X)?v,v) = ((A—X)v,(A—X)v) = |[(A— )|

und damit schon (A — AI)v = 0, es gibt also keine Hauptvektoren hdherer Stu-
fe, und die Jordan—Normalform ist eine Diagonalmatrix. Es gibt also eine Basis
aus Eigenvektoren. Die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen be-
reits senkrecht aufeinander nach 5.22. In den Eigenrdumen zum gleichen Eigenwert
wahlt man eine ONB als Basis. O
Dies ist ein Hauptsatz fiir hermitesche Matrizen. Viele ihrer Eigenschaften konnen
einfach durch Entwicklung in diese ONB bewiesen werden.

Korollar 5.28 Die Matrix A sei hermitesch. A ist positiv definit (semidefinit) genau
dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.
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Beweis: Sei A hermitesch mit positiven Eigenwerten A\, und einer zugehdrigen ONB
aus Eigenvektoren v,. Sei z € C™. Dann lasst sich x in dieser Basis darstellen, also
x =), CkUk., und es gilt

(Az,z) = (Z ch'Uj,chvk) = Z)\k]ck|2(vk,vk) > 0.
j K K

Falls A positiv definit ist, so gilt
/\k: = (Akvk,vk) = (Avk,vk) > 0.
Fiir semidefinit entsprechend. O

Satz 5.29 (entfernt)

Mit diesen Vorbemerkungen kdnnen wir nun leicht die 2—Norm einer Matrix berech-
nen.Sei A € C™*" und B = A*A.

Definition 5.30 Sei A € C"*". Dann heif3t
p(A) = max{| | : A\ Eigenwert von A}
Spektralradius von A.

Satz5.31 Sei A € C™*". Dann gilt
1A[ls = p(A*A)2.
Falls m = nund A = A*, so gilt
[All2 = p(A).

Beweis: B = A*A ist symmetrisch positiv semidefinit, also besitzt C™ eine Or-
thonormalbasis aus Eigenvektoren vy, zu nichtnegativen Eigenwerten A\, von B. Sei
v € C™. vy, ist Basis, also gibt es i, mitv = ), pivy. Es gilt

[v]]* = (v,v) = (Z NkUkaZvaj) = Z ||

Weiter gilt
| Av]} = (Av, Av) = (A*Av,v)

= O mMvr, Y pyv))
k j
= mez
k
< p(B)) |l
k
= p(B)[v]l2
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1ol
= lIAI13 = sup s < o(B)

Da A\x > 0, ist p(B) der grofte Eigenwert von B. Sei w ein zugehdriger Eigenvektor.
Dann gilt

. Awl|3
Al = (A Aw) = (4° A, w) = p(5) [l = 1415 = 22 = ()
2
Also gilt
1Al = sup 20 a2
TR

5.2 Fehlerabschatzung fiir lineare Gleichungssysteme

Als Anwendung fiir diese Satze beweisen wir eine Fehlerabschatzung.

Zu l6sen sei das Gleichungssystem Az = b mit A invertierbar. Statt A und b stehen
abernur Naherungen A= A+AAund b=0b+Ab zur Verfligung. Man kann also nur
das Gleichungssystem A% = blosen. Dazu stellen sich sofort zwei Fragen:

1. Unterwelchen Voraussetzungen ist Alinvertierbar, d.h. das Gleichungssystem
fiir jede rechte Seite eindeutig l6sbar?

2. Wie grof3 ist der Fehlervon z = = + Ax?

Wenn wir hier von Fehler sprechen, meinen wirimmer den relativen Fehler, also z.B.
[|Az||/||z||, typischerweise angegeben in Prozent.

Satz 5.32 (Neumannsche Reihe)
Sei (V.|| - ||) ein Banachraum, T : V — V linear mit ||T|| < 1 (induzierte Norm).
Dann ist (I — T') invertierbar, und

e iT’“.
k=0

Beweis: Es sei v € V und v® = Z?:o T7v. Da ||T7v|| < ||T|] ||v]], ist v®) eine
Cauchyfolge. V ist vollstindig, also v®) — w € V. Es gilt

(I —T)w= lim (I —T) Tﬂv =lim@-T") =v=w=(I-T)"

kr—>oo k»—)oo
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O

Korollar 5.33 Seien V' Banachraum, T' € L(V.V) invertierbar, AT € L(V,V') und
T~ sei stetig. Weiter sei g = ||T~!||||AT|| < 1. Dann ist (T + AT) invertierbar und

1T 1H
T+ AT < H
I+ )| < St

Beweis:
(T+ AT)=T(I — (=T 'AT))

ist invertierbar nach 5.32.

(T +AT) ] = HZ AT T

< T
k=0
_ 1
= T
—q
U

Dieser Satz ldsst sich so interpretieren: Die Matrix A sei invertierbar, fir die Ndhe-
rung A gelte ||A — Al| < HA—LH' Dann ist auch A invertierbar.

Korollar 5.34 Die Menge der invertierbaren (n x n)—Matrizen ist offen.

Was passiert nun, wenn wir die Matrix A oder die rechte Seite b in einem linearen
Gleichungssystem nicht genau kennen? Zundchst ein Beispiel.

Abbildung 5.1: Graphische Lésung von Gleichungssystemen: Links gut gestellt,
rechts schlecht gestellt, kleine Anderungen (gestrichelte Linie) in den Koeffizienten
fiihren zu groRer Anderung des Schnittpunkts.
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Sei n = 2. Dann kdnnen wir die Losung des Gleichungssystems als Schnittpunkt
zweier Geraden im R? graphisch bestimmen. Kleine Anderungen in den Koeffizien-
ten fithren zu kleinen Anderungen in der Lage der Linien. Aber: Falls die Linien fast
parallel liegen, fiihrt eine kleine Anderung in der Lage der Linien zu groen Ande-
rungen beim Schnittpunkt. Die Verstarkung des Eingangsfehlers muss also von der
Richtung der Linien, also von A, abhdngen.

Satz 5.35 Sei A € R"*" jnvertierbar. Sei x € R™ und Ax = b. Sei weiter AA € R"*"
und Ab € R"™. Es sei
k(A) = [|A]l]|A7Y]

die Kondition von A und es gelte

AA _
o= kol = A aa) <1

Dann ist A+ AA invertierbar. Sei & = x + Ax die Ldsung von
(A+ AA)z = (b+ Ab).

Dann gilt fiir den relativen Fehler in der Losung

Azl _ k(A) [Ab]] |AA]

lzl] — 1—q [101] 1Al
—— ——

rel.Fehlerin b rel. Fehlerin A

Die relativen Fehler in A und b werden also (héchstens) um den Faktor
_ k(A)
=T p

verstdrkt.

Fiir sinnvolle Anwendungen ist ||AA|| klein gegen || A]|, also ¢ ~ 0 und damit M ~
k(A).

Beweis: Nach 5.33 ist A + A A invertierbar, und es gilt

A7
Ly < 1A
la+aa) ) < o

Es gilt
(A+ AA)(x + Az) = (b+ Ab)
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und damit wegen Ax = b

(A+ AA)Az = Ab— AAx

und

Ax = (A+AA)H(Ab— AAz),

also insbesondere

1Az < [I(A+AA) (1AL + [[AA[]z]])-

Fiir den relativen Fehler fiir z # 0

[|Ax]]
1| —
<
wegen |[b]| = [|Az[| < [[A[}[[z]].

5.3 Fixpunktverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Zu losen sei im Folgenden immer das lineare Gleichungssystem Az = b, A € R"*",
b,z € R". Wir definieren dazu eine Matrix B € R™*™ und einen Vektor ¢ € R", so

dass die Funktion

die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, und der dann ein-
deutig bestimmte Fixpunkt = das Gleichungssystem l&st. Den Fixpunkt bestimmen
wir dann, wie beim Newtonverfahren, mit Hilfe der Fixpunktiteration.

At Ab
A (U8 )

L—q \ |[lz]|

k(A) ( 1As]] HAAH)
L—q \[[A[Hl=[ [lAl
k(A) (HAbH N HAAH>
L—g \ [l Al

g(x) = Br+c

Definition 5.36 (Einzelschritt— und Gesamtschrittverfahren)

Essei A= D + L + R wie im Beweis zu 4.11. D sei invertierbar, d.h. auf der Haupt-

diagonalen von A stehen keine Nullen.

1. Essei

B=-DYL+R),c=D"b

Dann heif3t die Fixpunktiteration zu der Funktion

g(x) = Bx+c=D(—(L+ R)x+b)

Gesamtschritt— oder Jacobi—verfahren.
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2. Essei
B=—(D+L)'R,c=(D+L)"b.

Dann heift die Fixpunktiteration zu der Funktion
g(x):=Br+c=(D+ L) (~Rx +10)
Einzelschritt— oder Gauss—Seidel-Verfahren.

Lemma 5.37

Sei ||B|| < 1in der induzierten Matrixnorm zur Norm || - || auf dem R™. Dann kon-
vergieren Einzelschritt— und Gesamtschritt—Verfahren beziiglich jeder Norm gegen
eine Losung des Gleichungssystems Ax = b.

Beweis: Wir betrachten g : (R",|| - ||) — (R™, || - ||). Nach 5.14 ist g kontrahierende
Selbstabbildung. R™ ist vollstandig und abgeschlossen. Also sind alle Vorausset-
zungen fiir Banach erfiillt und die Fixpunktfolge konvergiert beziiglich || - || gegen
ein 7. Also konvergiert sie nach 5.3 beziiglich jeder Norm gegen . T ist Fixpunkt,
also gilt fiir das Gesamtrschrittverfahren

T=g@) =D Y~(L+RT+b = b= (D+ L+ R)T = A7.

Entsprechend fiir das Einzelschrittverfahren

9@ =D+ L) Y(—RT+b) = b= (D + L+ R)T = Az.

T

Wir miissen also jeweils sicherstellen, dass es eine Norm gibt mit || B|| < 1.

Satz 5.38 Essei B € R"*" p(B) < 1. Dann gibt es eine Norm || - || auf dem R"™ so
dass fiir die zugehdrige induzierte Matrixnorm gilt || B|| < 1.

Beweis: Wir zeigen den Satz nur fiir zwei Spezialfille, einen genaueren Beweis
finden Sie in [ l.

1. Es sei B selbstadjungiert. Dann gilt nach 5.31
|Bll2 = p(B) < 1.

2. Es sei B diagonalisierbar und invertierbar, d.h. B = X JX ™! fiir eine Matrix
X aus Eigenvektoren und eine invertierbare Diagonalmatrix J € R™*", Auf
der Hauptdiagonalen von J stehen die Eigenwerte von B, und damit gilt nach
5.11 |[J]|ec = p(B).

ol = (|77 X ol
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ist eine Norm im R™. Fiir die induzierte Norm ist

B
1B]) = sup LY
ol

T TIX X )|
T Xl
B
ot [ulloo

= [l/]lee = p(B) < 1.

wi=J "X 1

Korollar 5.39 (starke Diagonaldominanz)
Falls fiirallei = 1...n gilt
> laisl < laigl,

J#i

so konvergieren Gesamt— und Einzelschrittverfahren. Matrizen mit dieser Eigen-
schaft heifsen stark diagonaldominant.

Beweis: ’

1. Im Gesamtschrittverfahren ist B = D~!(L + R), also

0 @1,2 41,3 . Gin

ai,i ai1 aii

B a2,1 a23 .., %2n
- az 2 az 2 a2 2

Nach 4.11 sind alle Gerschgorinkreise Kreise in der komplexen Ebene um 0 mit

Radius
1
E ‘Cli7j| < 1.
J#

@il

Damit gilt fiir alle Eigenwerte |A\| < 1, also p(B) < 1, und damit konvergiert
das Gesamtschrittverfahren gegen eine Losung von Az = b. Insbesondere ist
das Gleichungssystem immer l6sbar, d.h. stark diagonaldominante Matrizen
sind invertierbar.

2. Im Einzelschrittverfahren ist B = —(D + L)"'R. Sei |A\| > 1. Dann ist auch
R+ \(D + L) stark diagonaldominant und damit nach Teil 1 invertierbar. Es
gilt fiir das charakteristische Polynom x5 von B

xB(\) =det(—(D+L) *R— M) =det(—(D+ L)) det(R+AND+L)) #0
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und damit ist A kein Eigenwert und p(B) < 1.

U
Bemerkung:
Die Bedingung der starken Diagonaldominanz lasst sich erheblich abschwadchen zur
schwachen Diagonaldominanz ( [ D.

5.4 Zusammenfassung

5.4.1 Kompetenzen

e Die zitierten Grundlagen beherrschen (ggf. wiederholen).
Hinweis: Wir nutzen die Sdtze, nicht die dortigen Beweise.

¢ Definition(en) der induzierten Matrixnorm kennen. Aus der Definition indu-
zierte Matrixnorm ausrechnen konnen. Formeln fiir || A||» und || A||> kennen.

¢ Fehlerabschatzung zur Losung linearer Gleichungen kennen und anwenden
konnen.

e Gesamtschritt— und Einzelschrittverfahren kennen und anwenden kdnnen.
Konvergenzbedingung kennen, insb. starkes Zeilensummenkriterium.

5.4.2 Mini—Aufgaben

e Geben Sie fiirden R™ c und C an so dass

o|zfloe < ]2 < Cl[]c0-

° — Es sei
1 i=k
1

o sonst

AeRY™ Ay = {
Geben Sie mit dem Satz von Gerschgorin Abschdtzungen fiir [|A]ls,
||A~||> und die Kondition k,(A) an. Begriinden Sie, dass A positiv defi-

nit ist.

— Nehmen Sie nun an, dass fiir A nur eine Néherungg mit einem Fehler
von 10% bekannt ist. Kbnnen Sie garantieren, dass A invertierbar ist?

— Zuldsen seinun das Gleichungssystem Ax = b. Statt b ist nur eine Ndhe-
rung b mit einem Fehler von 10% bekannt. Welche Fehlerabschatzung fiir
die Losung x des Gleichungssystems Ax = b konnen Sie garantieren?
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— Zeigen Sie, dass Einzel- und Gesamtschrittverfahren fiir diese Matrix
konvergieren.
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Kapitel 6

Systeme von Linearen
Differentialgleichungen

Nach diesen Vorbemerkungen zur linearen Algebra kdnnen wir uns wieder den Dif-
ferentialgleichungen zuwenden.

In 2.5 wurden bereits lineare Differentialgleichungen der Form

y'(t) = alt)y(t) + B(t)

untersucht und eine explizite Losungsformel wurde angegeben. Wir wollen dies nun
auf Systeme ausweiten. Im Folgenden sei immer I konvex (d.h. ein Intervall), mogli-
cherweise unbeschrankt.

Definition 6.1 (Lineare Systeme von Differentialgleichungen)
EsseiI C R konvexund A : [ — R™ ™ b : I — R" Das System von Differential-
gleichungen

y(t) =A@ yt)+b(t),y: I —R", yeC

heifdt linear. Es heif3t homogen, falls b = 0, ansonsten inhomogen.
Es gilt

Satz 6.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von AWA fiir lineare DGL)
Es seien A und b stetig in I. Dann hat das Anfangswertproblem

y'(t) =A@ y(t) +b(t), y(a) = yo, a € I
eine eindeutige Losung.

Beweis: Es sind nur die Voraussetzungen von 3.8 zu zeigen. Fiir unsere Differenti-
algleichung gilt f(t,y) = A(t)y + b(t). Sei J ein abgeschlossenes Intervall in I,
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a € J. A(t) ist stetig, also gibt es fiir jede induzierte Matrixnorm ein L € R mit
IIA(t)|| < LVt € J. Es gilt Vyy, yo € R™

F (& y2) = (& gl = [[(A@)y1+b() = (A()ya+0(D)]| < [JAEI 1 —v2ll < Llly1—p2ll-

f ist also global lipschitzstetig. Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I gibt
es eine eindeutige Losung, und damit auf ganz I. O

6.1 Homogene Systeme

Es sei immer A stetig auf I.

Satz 6.3 (Losungsisomorphismus)

1. Die Lésungen eines homogenen Systems von linearen Differentialgleichungen
bilden einen n—dimensionalen Untervektorraum von C.

2. Sei z(t,yo) die L6sung der homogenen Anfangswertaufgabe mit z(a, yo) = yo-
Dann ist die Abbildung

®: R™ = CHI), O(yo)(t) := 2(t, o)

ein Vektorraumisomorphismus von R™ auf den Lésungsraum.

Beweis: Wir zeigen den zweiten Teil des Satzes.

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung und damit die Wohldefiniertheit von ®
ist nach 6.2 sichergestellt.

Es seien nun z;, 2o € R, «a, § € R,y (t) = D(t,21), y2(t) = P(t,29) und y =
oy + Bys. Dann gilt

Y = ay| + Bys = adys + Ay, = Aoy + Byz) = Ay
und y(a) = ayi(a) + Byz2(a) = aa; + Pas. Es gilt also
Q(azy + Br2) =y = ays + Py = a®(z) + SP(22).

® ist also linear.

Sei y irgendeine Losung, dann l6st y genau ein Anfangswertproblem.

Also ist ® bijektiv und damit ein Vektorraumisomorphismus. Insbesondere haben
R™ und der Losungsraum die gleiche Dimension n. O
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Korollar 6.4 (Fundamentalsystem)
Es seien y; ...y, Losungen der homogenen Differentialgleichung.

® yi,...,Ym Sind genau dann linear unabhdngig in C*, wenn y,(a), ..., ym(a)
linear unabhdngig sind in R".

e Seit € I. yi(a),...,ym(a) sind genau dann linear unabhdngig, wenn
y1(t), ..., ym(t) linear unabhdngig sind.

® Falls n = m und y, ...y, linear unabhdngig, so ist jede Lésung vy der ho-
mogenen Differentialgleichung eindeutige Linearkombination von y, ..., Yn,
d.h.

y = Z@kykz, ap € R.
k=1
Y1, - .-, Yn Sind Basis des Lésungsraums.

Definition 6.5 (Fundamentalsystem, Fundamentalmatrix)

Es seien vy, ... ,y, linear unabhdngige Lésungen der homogenen Differentialglei-
chung 6.1. Dann heiBty,, ...y, ein Fundamentalsystem (von Losungen der homo-
genen Differentialgleichung).

Die Matrix

Y(t) = (11(6);- -, ya(?))
heifst Fundamentalmatrix.
Korollar 6.6 SeiY (t) Fundamentalmatrix zu 6.1.
1. EsgiltY'(t) = A(t)Y (1).

2. Sei C' € R™™ invertierbar. Dann ist Z(t) = Y (t) C eine Fundamentalmatrix,
d.h. ihre Spalten bilden ein Fundamentalsystem.

Beweis: Durch Einsetzen. O
Da yi, ..., y, linear unabhdngig sind, ist Y'(¢) fiir alle ¢ invertierbar. Wahlt man im
Korollar C' = Y (a)™?, so gilt Z(a) = I. Die L6sung der homogenen AWA mit y(a) =
yo ist dann gegeben durch Z(t) yo.

Definition 6.7 (Wronski-Determinante)
Es seien vy, ...,yn LOsungen der homogenen Differentialgleichung 6.1 und

Dann heifit W (t) = det Y (t) Wronski—-Determinante.
Korollar 6.8 Es gilt entweder W = 0 oder W (t) # 0Vt € I.
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Beweis: 6.4 O

Satz 6.9 (Berechnung der Wronski—Determinante)
Seien (yx), k = 1...n, L6sungen der homogenen Differentialgleichung und W (t) =
det(y1(t), ..., yn(t)) die zugehdrige Wronski-Determinante. Dann gilt

W'(t) = Spur(A(t))W(t)
mitSpur(A) = A1+ ...+ A

Beweis: Es sei s € I, z;(t) Losung der Anfangswertaufgabe mit z;(s) = ¢; und Z(t)
die zugehdrige Fundamentalmatrix.
Sei M(t) = (Mi(t),...,M,(t)) eine differenzierbare Matrixfunktion. Die Determi-

nante ist definiert durch ( [ 1, Kapitel 4.29)
det(M(t)) = Y sgnm My xa)(t) -+ My xuyo
wGHn

mit den Permutationen II,, der Zahlen 1, ..., n und damit
(det M)'(t) = > ngmMm (t) - Myt a1y () My iy () Mis iy (£) -+

well, k=1

=Y > senm M) (1) -+ Myymn) (8) M,y (8) My nry (8) -+
k=1 well,

= det(Mi(t), ..., My_y(t), My(t), Mg (1), . .., Mo (2)).
Es gilt z,(s) = ex, 21.(s) = A(s)zk(s) = A(s)ex. Eingesetzt:

(det Z)' Z det(21(8), .-, 26-1(8), 21.(5), Ze41(8), - - -, 2n(8))

= Z det(eq, ..., ex_1, A(S)ek, ki1, €n)

Es gilt Y(¢t) = Z(t)Y(s). Also gilt mit dem Determinanten—Produktsatz fiir die
Wronski—Determinante W

W'(s) = (det(Z Y (s)) (s) = (det Z)'(s)) det Y (s) = Spur(A(s))W (s).
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Korollar 6.10 Es gilt
W(t) _ W(a)ef(f Spur(A(s)) ds

Insbesondere kann man die Wronski—Determinante ausrechnen, ohne die Losungen
des Systems zu kennen.

6.2 Inhomogene Lineare Systeme

Wir betrachten 6.1 im inhomogenen Fall, d.h. diesmal ist nicht notwendig b = 0. Es
seien wieder immer A und b stetig.

Satz 6.11 (Losungsraum inhomogener Gleichungen)

1. Die Lésungen von 6.1 bilden einen affinen Unterraum von C.

2. Seiy, eine Ldsung von 6.1 (das p steht fiir parikuldre (spezielle) Losung).
z ist genau dann eine weitere Losung von 6.1, wenn z = y, + vy, y Losung des
homogenen Systems i/ = Ay.

3. Sei y,, ein Fundamentalsystem des homogenen Systems vy = Ay und Y die
zugehdrige Fundamentalmatrix. Der L6sungsraum von 6.1 ist dann gegeben
durch

yp+Ye, ceR™

Beweis: Sei y, also eine Losung der inhomogenen Gleichung. Eine solche existiert
nach 6.2.
Sei z eine weitere Losung, dann ist

(z—yp) =(Az+b) — (A, yp +b) = A(z — yp)

und damit ist y = z — y, Losung der homogenen Gleichung. Andererseits: Ist y
Losung des homogenen Systems, so ist y = Y (¢) ¢ fiirein ¢ € R™, und

(p+y) =Ay, +b+ Ay = Ay, +y) +b.
O

Es reicht also, ein Fundamentalsystem fiir das homogene Problem und eine spezi-
elle Lésung anzugeben, um den Lésungsraum des inhomogenen Problems zu be-
stimmen. In 2.8 hatten wir fiir skalare Probleme bereits mit Variation der Konstanten
spezielle Losungen berechnet. Im Fall von Systemen geht dies genauso.
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Sei Y'(t) eine Fundamentalmatrix des homogenen Problems. Wir machen wieder
den Ansatz
y,(t) =Y () c(t), c € C.

Wir wollen c(t) so bestimmen, dass y, = Ay, + b, also gilt wegen Y’ = AY
Ye+Yd =AY c+b=Yd=b= =Y"'b.

Die Losung dieses Systems mit ¢(a) = 0 ist gegeben durch

o) = / Y (s)~"b(s) ds.

Satz 6.12 (Variation der Konstanten fiir Systeme)
Fiir das inhomogenen System 6.1 sei Y (t) eine Fundamentalmatrix aus Losungen
des homogenen Problems y' = Ay, a € 1. Dann ist

Lésung des inhomogenen Systems mit c¢(a) = 0.

2(t) =Y (t) (c(t) + Y (a)™ o)
ist Losung der Anfangswertaufgabe zu 6.1 mit z(a) = .

Beweis: y, ist Ldésung nach den Vorbemerkungen. Es  gilt
2(t) = yp(t) + Y(t) (Y(a) ' yo), also ist z Losung des inhomogenen Problems
nach 6.11. Auferdem ist

2(a) =Y (a) (0+Y " (a) yo) = 1p-

6.3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Leidersind die homogenen Gleichungen hdufig nicht einfach zu l6sen. Fiir Beispiele
ziehen wir uns daher auf einen scheinbar trivialen Fall zuriick: Wir nehmen an, dass
A(t) = A konstant ist.

Beemerkung: In 6.1 darf ruhig weiterhin b(¢) # 0 sein, es geht nur um die Matrix-
funktion A. Im Folgenden sei also immer A(t) € C"*" konstant.
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Definition 6.13 (System von linearen DGL mit konstanten Koeffizienten)
6.1 heif3t System mit konstanten Koeffizienten, wenn A(t) = A € C"*" konstant.

Nach 5.26 gibt es zu jeder Matrix A eine invertierbare Matrix X und eine Jordanma-
trix J, jeweils im C"*", so dass A = XJX 1.

Sei nun y eine Losung der Differentialgleichung v/(t) = Ay(t). Dann gilt mit z(¢) =
X 1y(t)
J(t) =Xy (1)
= X1 Ay(t)
= X' XJX y(t)
= Jz(t)
und entsprechend: Ist z eine Losung von 2z’ = Jz, so ist y’ = Ay. Also:

Lemma 6.14 (Diagonalisierung von linearen DGL mit konstanten Koeffizienten)
In 6.13 sei A = X JX ! eine Jordanzerlegung. Es seien

y,z: I = C"y,ze O y(t) = Xz(t).

y ist Losung der Differentialgleichung yv' = Ay genau dann, wenn z' = Jz.

Zur Struktur der Matrix X: Seien z;, die Spalten von X. Dann gilt
X =(21,...,7,) = (Axy,..., Az,) = AX = XJX 'X = XJ.

Insbesondere: Falls A diagonalisierbar ist, also J eine Diagonalmatrix ist mit
A1...., A, auf der Hauptdiagonalen, so gilt

(Axy, ..., Axy) = (T1,...,20) = (M1, .., AnTp),

d.h. auf der Hauptdiagonalen stehen die Eigenwerte )\, die Spalten von X sind die
zugehdorigen Eigenvektoren.

Korollar 6.15 (6.13 fiir diagonalisierbare Matrizen)
Es sei in 6.13 A diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis aus Eigenvektoren x; zu
Eigenwerten \;, k = 1...n. Dann ist

yp(t) = eMay, k=1...n

ein Fundamentalsystem.

Beweis: In 6.14 ist J = D. Auf der Hauptdiagonalen von D stehen die Eigenwerte ),
und in X stehen spaltenweise die Eigenvektoren zy. Es sei z(t) = (21(t), ..., za(1))
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eine Losung von 2’ = Dz. Dann gilt z;, = Axz, und damit ist nach Beispiel 1.2
2e(t) = ¢ e,
Nach 6.14 lassen sich alle Losungen von ¢y’ = Ay in der Form

At

e n n
y(t) = X 2(t) = (21, ..., zn) : = oMo =Y au(t)
o ent k=1 k=1
darstellen, also ist 4, &k = 1...n, eine Basis des Losungsraums, und damit
Fundamentalsystem. U

Fiir diagonalisierbare Matrizen konnen wir also konstruktiv Fundamentalsysteme
fiir das homogene Problem in 6.13 angeben und dann durch Variation der Konstan-
ten 6.12 die inhomogenen Probleme l&sen.

Ein Problem dabei: Haufig sind unsere Differentialgleichungen rein reell, d.h. alle
Koeffizienten sind reell. Die charakteristischen Polynome zerfallen aber sicher nur
iiber C. Entsprechend sind unsere konstruierten Lésungen y, moglicherweise kom-
plex.

Korollar 6.16 (reelle diagonalisierbare Matrizen)
Es seiin 6.13 A reell und (iiber C) diagonalisierbar. Dann gibt es ein reelles Funda-
mentalsystem.

Beweis: Es sei x ein Eigenvektor zum (komplexen, nicht reellen) Eigenwert X von A.
Wegen A = Agilt -
AT = Az = \x = \T.
7 ist also Eigenvektor von A zum Eigenwert ). Also sind nach 6.15
yi(t) = M, yo(t) = MT = y1(t)

l.u. Losungen des linearen Systems. Diese sind nach Voraussetzung nicht reell und
ebenfalls linear unabhédngig. Dann sind aber auch die Funktionen

1 1
5 W (t) +12(t) = Rya (1), - (41(8) — 92(8)) = Sy ()
l.u. Losungen der homogenen Differentialgleichung, und sie sind reell. O

Beispiel 6.17 Wir betrachten das homogene System

f'(t) = 3f(t) + 5g(t)
g'(t) = =5f(t) = 3g(t).
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Die zugehdrige Matrix A ist

A:(_35 _53>:>XA(>\):(3—)\)-(—3—)\)—5'(—5):A2+16.

Die beiden Eigenwerte sind +4i. Ein zugehdriger Eigenvektor x = (x1,x5) liegt im
Kernvon A — \I, d.h.

3= 5 T\ o N
< 5 _3_ )\) (@) =0=z= <3 B A) ist Eigenvektor.

Wir haben also
. ) . )
)\1—4@, T = (3_4i>,)\2——4l, To — (3_'_42)

Ein (komplexes) Fundamentalsystem ist nun gegeben durch

_ it [ 7D _ it [ 7D
yl(t)_e (3—4Z :y2(t)_e 34+44)°

Die Eigenwerte, Eigenvektoren und das Fundamentalsystem sind konjugiert, wie zu-
vor bewiesen. Reelle Systeme konstruieren wir nun aus dem Real— und Imagindirteil
von y,. Es gilt

. -5 —5 cos 4t
2(t) := Ry1(t) = R((cos4t + isin 4t) (3 _ 4z>) = (30034t+4sin4t> .

Tatsdchlich gilt fiir die Funktion =

re 20 sin 4t (3 5 —5cos4t -
2(t) = (—12 sin 4t + 16 cos 4t) o (—5 —3) (3 cos 4t + 4sin4t) = Az(2).

Im allgemeinen Fall, also J ist eine Jordanmatrix, muss man etwas mehr arbeiten.
In diesem Fall ist

N 1 0 o oo 0
J 0 M 1 o --- 0
J2 . . . . . .

J = ) , Jp € RMXM i = .
. .0
Jr >\k 1
0 0 A\
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Wir betrachten exemplarisch die Spalten fiir das erste Eigenkdstchen. Es gilt wie
oben

(AZL’l, ce ,Al’nr) == (1]1, e 7ZL’nr)J1 = (/\1[E1,J]1 + /\1{)’22, R o | + Alxm)

und damit ist x; Eigenvektor, fiir die restlichen Vektoren gilt (A — A\j)z, = xp_1.
Entsprechend fiir die restlichen Jordankdstchen.

Wir betrachten in 6.14 exemplarisch die Gleichungen fiir das erste Jordankdstische
Ji. Dann gilt

/
21 Az + 29
/
<9 o /\12’2 + Z3
2 )‘1Z7H

Der Ansatz zs, ... z,, = 0 fihrt auf die skalare Differentialgleichung 27 = Az, also
ist

A

21 = 1M = 41 () = eMiny

und y, ist Losung der Differentialgleichung ¢ = Ay. Fiir jedes Jordankdstchen be-
kommen wir also eine Lésung wie bei diagonalisierbaren Matrizen.

Wir machen nun den Ansatz z3, ..., z,, = 0. Dann ist 2, = Azy, also 25(t) = cpeil.
z erfiillt dann die Gleichung

Z,l(t) = )\121(75) + C2€)\1t.

Wir [6sen diese lineare skalare Gleichung mit Variation der Konstanten nach 2.8 und
erhalten
Z9 (t) = (Cgt + EQ) 6/\1t.

Die zugehorige Losung y- der Differentialgleichung ¢/ = Ay ist

pa(t)
Yo (t) = 21(t)w1 + 20(t) a0 = ((cat + Co)y + Comy) M = : et
p2,n(t)
Hierbeisind ps 1, ..., p2, Polynome vom Grad < 1. Diese Konstruktion kann man fiir
23, ..., 2n, fortsetzen und erhalt per Induktion (Ubungen) firk =1,... ,n,_4
Pr1(t)
yk(t) - 6A1t7
pk,n@)

wobei py 1, ... pi, Polynome vom Grad < k — 1 sind. Zu J, erhdlt man also mit die-
ser Konstruktion n, linear unabhdngige Losungen der Differentialgleichung v =
Ay.
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Satz 6.18 (Allgemeines Fundamentalsystem fiir 6.13)

1. Zu einer k—fachen Nullstelle \ des charakteristischen Polynoms gibt es k line-
ar unabhdngige Losungen der Form

y1(t) = Po(t)e™, ... yn(t) = Pe_1(t)eM.

Die P; sind Vektoren des R", dessen Eintrdge Polynome vom Grad < ¢q — 1
sind, wobei q die GrofSe des grdfiten Jordankdstchens zum Eigenwert X ist.

2. Die Vereinigung der Funktionen aus (1) fiir alle (mdglicherweise komplexen)
Nullstellen ist ein Fundamentalsystem.

Beweis: Teil 1 nach den Vorbemerkungen. Zu Teil 2: Das charakteristische Polynom
zerfallt vollstandig in Linearfaktoren, d.h. die Summe der Vielfachheiten der Null-
stellen ist n, und damit erhalten wir in (1) n linear unabhangige Losungen, und die-
se bilden ein Fundamentalsystem nach Definition 6.5. O

Beispiel 6.19 Wir betrachten das homogene System

Fi(t) = f(t) = g(t)
g'(t) = 4f(t) — 39(t)

mit der zugehdrigen Matrix

A= (i :;) e xa(A) = (1= A) (=3 =) +4=(A+ 1>

—1 ist also doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Ein zugehdriger
Eigenvektor x muss im Kern von A + I liegen, also

2 -1 1y .. .
(4 _2> = <2> ist Eigenvektor.

Die zugehdrige Ldosung der homogenen Differentialgleichung ist also

y(t)=e"’ (;)

Weitere linear unabhdngige Eigenvektoren gibt es nicht. Die Matrix A ist also nicht
diagonalisierbar, sie ist dhnlich zu der Jordanmatrix

1)
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Wir wissen, dass sich y, schreiben ldsst als
ya(z) = (co + tey)e™
mit zwei unbekannten Vektoren in R2. v, ist Losung, also gilt
(c1 —co—tey)e " = yy(t) = Aya(t) = (Aco + tAci)e ™.
Die Polynome links und rechts miissen gleich sein, also gilt
Acy = —c1, (A+ 1)y = ¢4.

Also ist ¢y ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1, also z.B.

1 2 -1 1 0\ .., .
e = (2) = (4 _2) co = (2) =y = (_1> ist Lésung.

Eine zweite Losung des homogenen Systems ist also gegeben durch

_ -t __ 13 —1
Yo(t) = (co +tey)e ™ = <_1 . 2t) e’

6.4 Stabilitat und reelle Systeme der Ordnung n = 2

Als Anwendung der Uberlegungen im letzten Kapitel schauen wir nun konkret auf
Systeme der Ordnung n = 2. Wir untersuchen das homogene Problem

y(t) = Ay(t), A= (“” “12) eR>? teR.

Q21 A22

Wir gehen vor wie in 6.3 vorgegeben. Die Eigenwerte der Matrix A sind die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms y 4

Ya(h) = det(A — AT)
- det((a“ —A ))

21 age — A

= A — (a1 + axn) + (a11022 — aza12)
N—— ~ ~ 4
Spur A=:S det A=:D

Mit der pg—Formel sind die Nullstellen gegeben durch

1
)\172 == §(S:|: V 52 - 4D)
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Fiir S? — 4D # 0 erhalten wir zwei unterschiedliche (mdglicherweise komplexe)
Eigenwerte A\; und )\, mit linear unabhangigen Eigenvektoren z; und x5, in diesem
Fall ist ein Fundamentalsystem nach 6.3 gegeben durch

y1(t) = eAltiUly y2(t) = 6/\2t$2.

Falls S* = 4D, soist \; = X\, = A = 2. Die Jordannormalform kdnnte die Ge-

stalt
A0 oder Al
0 A 0 A
annehmen. Bei Diagonalisierbarkeit ist

A=XJX1=XO\)X' =),

und wie im ersten Fall erhalten wir ein Fundamentalsystem fiir die Basis aus Eigen-
vektoren z; = e, 19 = €.

Andernfalls ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
yi(t) = eMay, Ya(t) = BM(% + txy)

mit dem (einzigen linear unabhédngigen) Eigenvektor z; und dem Hauptvektor xz,
mit (A — M)z, = x; (Ubungen).

Wirwollen nun das qualitative Verhalten dieser Losungen untersuchen. Hierzu nutzt
man im R? die Phasenportraits: Sei (f,g) eine Losung der Differentialgleichung.
Dann heifit die Kurve (f(t), g(t)) ihre Trajektorie. Zeichnet man viele dieser Trajek-
torien in ein Diagramm, so heifit das Diagramm auch Phasenportrait. Da man den
Kurven nicht ansieht, in welcher Richtung sie durchlaufen wird, versieht man sie mit
Pfeilen.

Bemerkung: Wenn die Trajektorien zweier Losungen einer autonomen Differential-
gleichung einen Schnittpunkt haben, so sind sie gleich (Ubungen).

Wir beschranken uns auf die Betrachtung der Jordanmatrix, d.h. z; = e;, x5 = es.
Im allgemeinen Fall werden die Kurven affin verzerrt (Drehung, Streckung, .. .), aber
wesentliche Eigenschaften (etwa das Verhalten fiir t — oo) bleiben erhalten.

Beispiel 6.20 (Trajektorien fiirn = 2)

1. Sei J invertierbare Diagonalmatrix und X\, Xy reell mit sgn \; = sgn \o. Nach
unserer Voriiberlegung heift dies S* > 4D, D > 0. Die zugehérigen Trajekto-
rien sind

y(t) = (ae™t be*"), a,b € R

94



und fiir a, 7 > 0 mit der Parametrisierung t = Ail log ~

T\ 2/M N A2 b
y(T)—(T,b(E) )= (1,CT ),a—)\—1>070—a—a.
Fiir « = 1 sind die Trajektorien Halbgeraden, fiir o« = 2 Parabeln usw. Falls die
Eigenwerte das Vorzeichen —1 haben (also S < (), so gehen die Losungen
gegen Null fiir t — oo, und die Pfeile im Phasenportrdt zeigen zum Nullpunkt,
fiir S > 0 zeigen sie nach aufSen.
In gewisser Weise “konvergieren” die Losungen der Differentialgleichung fiir

t — oo im ersten Fall gegen die Losung y = 0.

2.01

1.59

1.01

0.5

0.01

—0.51

~1.04

~1.54

-2.01

Phasenportrat: A;=-1,A,=-1

2.0

1.54

1.01

0.5

0.0

-1.01

~1.54

—2.01

Phasenportrat: A1=-2,A,=-1

Abbildung 6.1: Phasenportrdts im Fall reeller Ew. mit gleichem Vorzeichen
Klick fiir Bild port1
Klick fiir Bild port2

2. Wie 1), aber \; < 0 < \,. Dies entspricht S* > 4D, D < 0. Wir kbnnen vorge-
hen wie oben, aber in diesem Fall ist « < 0. Die Kurven sind also Hyperbeln.
AufSer in trivialen Fillen (b = 0) streben die Losungen im Betrag gegen cc.
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Phasenportrat: A;=-1,A,=-1
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Frank Wuebbeling
port1.jpg: Phasenporträts im Fall reeller Ew. mit gleichem Vorzeichen


Phasenportrat: A;=-2,A,=-1

2.0 A
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Frank Wuebbeling
port2.jpg: Phasenporträts im Fall reeller Ew. mit gleichem Vorzeichen


Phasenportrat: A;=-1,A,=1 Phasenportrat: A;=-2,A,=1

2.01

1.59

1.04

0.5 4

0.0

—0.54

~1.04

~1.54

-2.04

Abbildung 6.2: Phasenportrdts im Fall reeller Ew. mit unterschiedlichem Vorzeichen
Klick fr Bild port3
Klick fiir Bild ports4

3. Zwei nicht-reelle, komplex konjugierte Eigenwerte: In diesem Fall ist das oben
angegebene Fundamentalsystem mit e** nicht reell. Wir beschaffen uns wie
in 6.16 ein reelles Fundamentalsystem. Es sei \\ = « + iw. Dann sind

y1(t) = e*(coswt, —sinwt), ya(t) = e (sinwt, cos wt)

Losungen der homogenen Differentialgleichung, und die Wronski—
Determinante ist e"* # 0, also ist y,, vy, ein Fundamentalsystem.

Die Trajektorien von vy, und i, sind fiir « = 0 Kreise um den Nullpunkt,
ansonsten Spiralen um den Nullpunkt. Fiir o« > 0 zeigen die Pfeile nach
aujflen, fiir o < 0 nach innen.

Phasenportrat: A1=1j, A,=-1j Phasenportrat: A;=(-0.1+1j), A,=(-0.1-1j)
1.004 1.004
0.75 4 0.75
0.50 0.50
0.254 0.254
0.00 | 0.00
—0.25 1 —0.25 1
—0.50 1 —0.50 A
-0.75 -0.75
—1.001 —1.00 1
" : . : v : : : : ; ! ' . :
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 6.3: Phasenportrdts im Fall nichtreeller Eigenwerte
Klick fiir Bild portsg
Klick fiir Bild porté
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port3.jpg: Phasenporträts im Fall reeller Ew. mit unterschiedlichem Vorzeichen


Phasenportrat: A;=-2,A,=1
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port4.jpg: Phasenporträts im Fall reeller Ew. mit unterschiedlichem Vorzeichen


Phasenportrat: A1=1j, A;=-1j
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port5.jpg: Phasenporträts im Fall nichtreeller Eigenwerte


Phasenportrat: A;=(-0.1+1j), A,=(-0.1-1j)
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Frank Wuebbeling
port6.jpg: Phasenporträts im Fall nichtreeller Eigenwerte


Wir interessieren uns insbesondere fiir das Verhalten fiir ¢ — oo. Den Funda-
mentalsystemen sieht man sofort an, dass das Verhalten vom Vorzeichen von R\,
abhangt. Es gilt

— 0, R\ <0
H (T,)H — 00, §R}‘k>0
vk — 00, RA\: = 0, A nicht diagonalisierbar, k =2

konstant, sonst

Korollar 6.21 (Verhalten homogener Losungen von 6.13)
Es seien A\, k = 1...n, die Eigenwerte der Matrix A € C"*".

1. Falls RN\, < 0, kK = 1...n, so konvergieren alle L6sungen des homogenen
Problems 6.13 gegen O fiirt — oo.

2. Falls ®\,, < 0, und fiir die Eigenwerte mit R\, = 0 arithmetische und geo-
metrische Vielfachheit libereinstimmen (d.h. die Jordankdstchen haben die
Grofe 1), so sind alle Lésungen des homogenen Problems 6.13 beschrdnkt
furt > to.

3. Andernfalls gibt es eine Ldosung y des homogenen Problems 6.13 mit

t—o00
ly(6)]| == oc.

Wir untersuchen das Verhalten der Trajektorien.

Definition 6.22 (kritischer Punkt, Gleichgewichtspunkt)
Sei y Losung einer autonomen Differentialgleichung (y'(t) = f(y(t)), siehe 2.2, ins-
besondere ist 6.13 autonom). Falls die Trajektorie zu y nur aus einem Punkt besteht,
d.h.y(t) =7, so gilt

f@ =y =0.
y(t) = v heifdt stationdre Losung. y heif3t dann kritischer oder Gleichgewichtspunkt.

Korollar 6.23 Fiir das homogene System 6.13 ist der Nullraum von A die Menge der
kritischen Punkte. Falls A invertierbar, so ist A der einzige kritische Punkt.

Dies gilt unabhdngig vom Verhalten des Fundamentalsystems.

Wir betrachten nun wieder n = 2. Zu l6sen sei nun in 6.13 die Anfangwert-
aufgabe mit y(0) = yo. Statt yo stehe nur eine Ndherung 7 zur Verfiigung mit

15 = wolloo < e
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Sei y Losung des Anfangswertproblems mit y(0) = . Dann ist y — y Losung des
homogenen Problems und lasst sich darstellen in der Form

y—Y=ay: +bys.
Falls Y(0) = I, so sind |al, |b| < e.
Definition 6.24 (Stabilitdt, Instabilitdt)

1. Falls alle homogenen Lésungen von 6.1 gegen 0 gehen fiirt — oo, so gilt

~ t—roo
ly(t) = y(@)|] — 0,
y und y haben also unabhdngig vom Fehler das gleiche Langzeitverhalten.
Dies ist zwar sehr angenehm, ist in der Anwendung aber langweilig: Alle
Losungen haben das gleiche Verhalten. Wir nennen diesen Fall asymptotisch
stabil.

2. Falls alle homogenen Lésungen von 6.1 fiir t > 0 durch C' nach oben be-
schrdnkt sind, so gilt

ly(t) = y(@0)]| < Ce.
In diesem Fall haben y und vy nicht das gleiche Langzeitverhalten, aber der

Fehler ist durch den Fehler im Anfangswert beschrdnkt. Wir nennen diesen
Fall stabil.

3. Falls es unbeschrinkte L6sungen des homogenen Problems 6.1 gibt, so gibt
es Anfangswerte 7, so dass

t—o00

ly(t) = ()] — oc.

In diesem Fall kann schon ein beliebig kleiner Fehler in den Anfangswerten
dazu fiihren, dass der Fehler von y beliebig grof3 wird. Wir nennen diesen Fall
instabil.

Korollar 6.25 (Stabilitdt fiir konstante Koeffizienten)
Die Differentialgleichung in Fall 1. von 6.21 ist asymptotisch stabil, in Fall 2. stabil,
in Fall 3. instabil.

6.5 Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Zum Abschluss betrachten wir nun noch eine Anwendung auf homogene Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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In Beispiel 1.1 haben wir bereits gesehen, wie man diese Differentialgleichung in ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung umwandeln kann. Wir zeigen
dies noch einmal an einem etwas komplexeren Beispiel.

Gesucht seien Losungen der homogenen Differentialgleichung

u® + 4u® 4 203 — 44®@ + 8uM + 16u = 0.

nn

Wir setzen y; = u, yo = v =y, ys = u” = vy, ys = v =y, y5 = v = y}. Dann

gilt

n Y2
Y2 Ys
Yys | = Ya
Ya Ys
Ys —16y1 — 8y + 4ys — 2ys — 4ys
0 1 0 0 O Y1
0 0O 1 0 0 Yo
= 0 0 0 1 0 Y3
0 0 0 O 1 Ya
—-16 -8 4 —2 —4 Y5
~- SN
=A =y
= Ay.

Es gilt also 3/ = Ay. Im allgemeinen Fall

> au¥) =0, a; konstant, a, = 1
=0

erhalt man entsprechend die Matrix

0 1 O 0
0 0 1 0 0
A=
0 0 1
—Qp —a T —0an-1

Laut Ubungen sind die Eigenwerte dieser Matrix gerade die Nullstellen des Poly-
noms
p(A) =ag +ar A+ ...+ an AN,

und zu jeder Nullstelle \; mit Vielfachheit ¢; gibt es nur einen linear unabhangigen
Eigenvektor und ein Jordankdstchen der Grofe ¢; x g;.
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Das System besitzt ein Fundamentalsystem in der Form 6.18. Insbesondere ist die
erste Komponente der Funktionen des Fundamentalsystems, also u, von der Form
pr.;(t)ert mit linear unabhéngigen Polynomen py ;. Die py ; bilden eine Basis des
Raums der Polynome vom Grad < ¢; — 1, denn: Wdren sie linear abhdngig, so wadren
ux,; und alle seine Ableitungen fiir festes j linear abhdngig. Aus dieser kann man
die Monome linear kombinieren. Es gilt:

Satz 6.26 (Fundamentalsystem fiir homogene Differentialgleichungen héherer
Ordnung mit konstanten Koeffizienten)
Zu losen sei die Differentialgleichung

Zaju(j) =0, a; konstant, a,, = 1.
=0

Es sei
p(A) =ag+atA+ ... Fa, NN

mit den Nullstellen \; ...\, und den Vielfachheiten ¢, ...q,,. Dann bilden die n
Funktionen
u(t) =teM k=1...m,1=0...q,—1,

ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung.

Beweis: Einen eleganteren Beweis fiir diesen Satz finden Sie im [ . O
Falls A\ nichtreell ist, so kann man sich wie in 6.16 reelle Losungen verschaffen. In
unserem Beispiel gilt

p(N) = (A+23N—144)(A—1—14).
Ein reelles Fundamentalsystem ist gegeben durch die Funktionen

e 2 te ™ 2 elsint, e cost.

6.6 Zusammenfassung

6.6.1 Kompetenzen

¢ Definition linearer Differentialgleichungen. Wissen, dass diese immer eine
globale Losung haben bei stetigen Funktionen A(t), b(t).

e Definitionen Fundamentalsystem, Fundamentalmatrix, Wronski—
Determinante, 6.4 kennen.
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Losungen inhomogener Gleichungen mit Variation der Konstanten berechnen
kdnnen.

Fundamentalsystem von Losungen bei Gleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten ausrechnen kdnnen mit 6.18 und den Beispielen danach.

Klassifikation asymptotisch stabil/stabil/instabil fiir eine Differentialglei-
chung angeben kdnnen, insbesondere im Fall n = 2.

Differentialgleichung hoherer Ordnung in ein System erster Ordnung umwan-
deln kdnnen. Fundamentalsystem angeben und berechnen kénnen.

6.6.2 Mini—Aufgaben

Beispiele zu 6.18 nachrechnen und das Losungsrezept verinnerlichen.

in Beispiel 6.20 fehlt der Fall fiir nicht diagonalisierbare Matrizen. Wie sehen
die Trajektorien in diesem Fall aus?

Zeigen Sie in Satz 6.26 direkt: Falls y(t) = e* Losung der Differentialglei-
chung ist, so gilt p(\) = 0.

Geben Sie ein reelles Fundamentalsystem an fiir die Differentialgleichung
u" —au=0 fira € {£1,0}. Geben Sie alle Losungen der Differentialglei-
chung u” — au =1 an. Losen Sie jeweils die AWA mit u(0) = 2, v/(0) = 2.

Wie verandert sich der Begriff der Stabilitdt, wenn man statt des Verhaltens
flir ¢ — oo das Verhalten auf einem kompakten Intervall betrachtet? (Tipp:
alle Gleichungen werden stabil)
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Kapitel 7

Stabilitat fir AWA: Gronwallsche
Ungleichung

Wir untersuchen nun eine allgemeine AWA der Form

y'(t) = f(t,y(t)), y(a) = yo

auf ihre Stabilitat, d.h. auf ihr Verhalten, falls f und g, nicht genau bekannt sind.
Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass f und y, auf dem gesamten Intervall
I = [a,b] eine Kegelbedingung im Sinne von 3.9 erfiillt, so dass die Existenz einer
eindeutigen Losung auf dem gesamten Intervall sichergestellt ist. y, liegt laut Vor-
aussetzung im Inneren des Streifens, der die Kegelbedingung erfiillt, d.h. auch bei
kleinen Fehlern ist die Bedingung weiterhin erfiillt.

Wir betrachten die skalare lineare Anfangswertaufgabe 2.5

u'(t) = aft) u(t) + B(t), ula) = uo.

Es sei
u(t) = ela Ok

9

also Losung des homogenen Problems. Die Differentialgleichung besitzt nach 2.8
(Variation der Konstanten) die Losung

u(t) = v(t) (u(a) + / t ﬁﬁ@) ds) |

Die Aussage des Lemmas von Gronwall ist nun: Man kann in Differentialgleichung
und Losung “=" durch “<” ersetzen.
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7.1 Lemma von Gronwall

Satz 7.1 (Lemma von Gronwall)
Seien I = [a,b] und
a: IR :IT—-Ru:IT—R

stetig. Sei
V(t) = elu €

1. Differentielle Form: Falls u differenzierbar ist und

u'(t) < at)u(t)+ B(E)VEel,

u(t) < v(t) (u(a) + /atﬁ(s)$ d8> Viel.

2. Integralform: Falls o > 0 und

so gilt

u(t) < B(t) +/ a(s)u(s)dsVt e I,

so gilt
/6 ithe[

Beweis:
1. Lemma: Sei p € CY(I,R), ) € C°(I,R), und
Ot) <Y(t), tel.
Dann gilt t
o) = o)+ [ Fs)ds < plar+ [ ws)ds

2. Beweis der differentiellen Form: Zunachst gilt

1 1\’ 1
N

v(x) v

Da v(t) > 0, gilt mit der vorgegebenen Ungleichung

(ul)’:u’ljtu(%) < (au—l—ﬁ)l—alu:g

(% (% (% (%
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Nach 1. gilt damit
(— < —) / Bls ds tel.
v(t) ~ v(a)
Multiplikation mit v(t) liefert das Gewunschte.

3. Beweis der Integralform: Sei nun

Mit der gegebenen Ungleichung gilt

u(t) < B(t) + w(t)
und da «(t) > 0

w'(t) = a(t)u(t) < a(t)B(t) + a(t)w(t), w(a) = 0.

Einsetzen in die differentielle Form liefert

< [ se)at 2 as

und damit

Korollar 7.2 (Gronwall fiir konstantes «)
Es seien 3,u : I — R stetig, o« € R, o > 0, und es gelte

u(t) < B(t) —i—a/tu(s) dsVt e I.
Dann gilt t
u(t) < B(t) + a/ B(s)et=*) ds.

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem
y'(t) = ft,y(®), y(a) = yo.

Statt f stehe nur eine Naherung fzurVerngung, und statt y, nur eine Naherung .
Wir konnen also nur die Losung des Anfangswertproblems

g(t) = f(&.5(1)). §la) = o
berechnen. Wie grof ist der Fehler, d.h. der Unterschied zwischen y und y? Dies
beantwortet
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7.2 Stabilitdt von Anfangswertaufgaben

Satz 7.3 (Stetigkeit der Losung von Anfangswertaufgaben)
Sei
y'(t) = ft,y(t), y(a) = yo
eine Anfangswertaufgabe, die die Voraussetzungen von 3.9 erfiillt, insbesondere sei
f Lipschitz—stetig im zweiten Argument mit der Lipschitz—Konstanten L.
Statt f und y, seien nur Ndherungen f und 1y, bekannt mit

1f = fllee <€ llyo — 5ol <€

Falls die ungestorte Gleichung und die gestorte Gleichung

g,(t) - f(ta g(t))a g(a) = gO
Lésungen y bzw. y im Intervall [a, b] besitzen, so gilt

15() =y < E+ et — a))e" "Vt € [a,0].

Diesen Satz kann man so interpretieren: Falls i — yo und f — f, so gilt§ — y. Die
Losung hangt also stetig von den Anfangswerten und der Funktion f ab (beziiglich
der Supremumsnorm). Die Losung einer Differentialgleichung ist in diesem Sinne
stabil.

Bemerkung: Wir setzen hier die Existenz einer Losung voraus. Falls das Anfangs-
wertproblem die Kegelbedingung erfiillt, so ist sichergestellt, dass es eine Losung
auf dem gesamten Intervall [a, b] besitzt. Falls € und € klein genug sind, so erfiillt
auch das gestorte Problem die Kegelbedingung und besitzt ebenfalls eine Lésung
auf [a, b].

Beweis: Mit u(t) := ||y(t) — y(¢)|| gilt mit der Integraldarstellung der Anfangswert-
aufgabe 3.5

u(t) =H%—m+/f@ﬂ@%¢&%ﬂﬂﬂ

S|%—uﬂ+/ﬂﬁ@@@»—ﬂ&mﬁﬂﬁwﬁbﬂ—ﬂawﬁmws
sr%—mm+/umamm—f@m@m+wwﬂ@w4@w@mm3
< z+/ke+u@ww—M$mds

< E—i—e(t—a)—i-\L//a u(s) ds.

B(t) @
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Anwendung von 7.2 liefert das Gewiinschte:

u(t) < (e+ e(t—a))—i—L/ (€+ e(s —a)) e ds

<é+e(t—a)

IN

€+ et —a)) (1 + L /at el =) ds)

< (€+e(t—a)(1+ [—eL(t’s)]Z)
(E+€(t —a))ett=).

7.3 Diskretes Lemma von Gronwall

Beim Nachweis der Stabilitat von Einschrittverfahren werden wir noch eine weitere
Variante des Lemmas von Gronwall benutzen, dies sei der Vollstdandigkeit halber
hier schon einmal zitiert.

Lemma 7.4 (Diskretes Lemma von Gronwall)
Seien (), (ax), (ex) reelle nichtnegative Folgen und

eop1 < B + (L4 ag)ex, k> 0.

Dann gilt
k-1 .
er < (eo + Z B;)e>a=0 %,
j=0
Beweis: Durch vollstindige Induktion (Ubungen). d

Zum Zusammenhang der diskreten und kontinuierlichen Formulierung: Mit den De-
finitionen aus Kapitel 10 kann man e, als die Auswertung einer Gitterfunktion e auf
dem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h interpretieren. Bringt man in der Formu-
lierung oben nun ¢, auf die linke Seite und teilt durch h, so ergibt sich

% < %(O‘kﬁk + Br).
Auf der linken Seite steht nun ein Differenzenquotient, also eine Approximation der
Ableitung. Dies ist aber gerade die Voraussetzung der differentiellen Form des kon-
tinuierlichen Lemmas. Approximiert man nun in der Folgerung das Integral durch
eine Summe, erhalt man das diskrete Lemma. (Dies ist eine reine formale Motivati-

on.)
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7.4 Zusammenfassung

7.4.1 Kompetenzen

e Aussage kennen: Losungen einer Differentialgleichung auf einem Intervall
hangen stetig von den Anfangsdaten und der Funktion f ab.
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Kapitel 8

Interpolation, Numerische Integration und
Differentiation

Wir suchen im Folgenden numerische Losungen des Anfangswertproblems. Dies be-
deutet: Wir suchen nicht direkt die Lésung y, sondern wir versuchen, Naherungen
flr y(t;) an einigen Stellen ¢, anzugeben. Hierzu werden wir im Allgemeinen die
Integraldarstellung 3.5 nutzen. Wir erhalten also

y(tr) = yla /fty

Problem dabei: Unter dem Integral taucht die Funktion y auf, von der wir aber nur
Approximationen an den Stellen ¢, kennen, d.h. wir kdnnen den Integranden nur an
den Stellen ¢, auswerten. Wir miissen also das Problem losen:

Approximiere das Integral I(g f g(x) dx, wobei ausschlieBlich Funktionsaus-
wertungen g(xy) genutzt werden durfen.

Naheliegend ist die folgende Idee: Bestimme eine (moglichst einfache) Funktion G,
die durch die Punkte (tx, g(tx)) verlduft. Integriere statt der Funktion g die Funktion
G.

Definition 8.1 (allgemeine Interpolationsaufgabe)
Gegeben seien paarweise verschiedene Stiitzstellen x; und Stiitzwerte y;, i =
0...N. Bestimme eine Funktion p aus einem Funktionenraum X mit

p(z;)) =y, i=0...N.
Im Folgenden seien immer die Stiitzstellen z; paarweise verschieden.
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8.1 Polynominterpolation

Definition 8.2 (Aufgabe der Polynominterpolation, Polynomraum)

Sei N > 0. Dann ist Py der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich N.
Seien xy, ..., x N paarweise verschieden, yo, . . ., yn gegeben. Dann ist die Aufgabe
der Polynominterpolation:

Finde ein p € Py mitp(x;) =y;Vi=0...N.

Damit gilt:
Satz 8.3 8.2 ist eindeutig lOsbar.
Beweis:

1. Formel von Lagrange, Existenz einer Losung: Sei

N
rT—Tp
wj(x) = H m_xk,j:O...N.
k=0 "~
k]

Dannist w; € Py, und

1 k=j
w; (k) = djk 12{ 0 k;é:;'

flirj,k =0... N mit dem Kronecker—o. Sei
N
plx) = yw;(z).
j=0

Dannistp € Py, und es gilt

N N
plak) =Y ywi(en) = > 40k = v
=0 =0

furallek=0...N.

2. Eindeutigkeit der Lésung: Seien p; und p, Losungen der Polynominterpolati-
onsaufgabe. Seip = p; — po. Dannist p € Py, und es gilt

p<xk) = Pl(Ik) - P2(l’k) =y — Y =0

flirallek =0... N.Alsoist p ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich NV mit
N + 1 Nullstellen, also ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra p = 0, und
damitp1 = D2.
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Die Formel von Lagrange sichert die Existenz einer Losung und gibt sie konstruktiv
an. Alternativ kann man die Koeffizienten des Interpolationspolynoms mit Hilfe der
Vandermondematrizen bestimmen.

Definition 8.4 (Vandermondematrizen)
Es seien z;, i = 0... N paarweise verschieden. Die Matrix V e CWV+HDx(N+1) vz —

(z3)%, i,k =0... N, heift Vandermondematrix zu x, . . ., T n.
Also:
V(mo,...,x]\;): :
$5)V ... x%

Satz 8.5 (Invertierbarkeit der Vandermondematrizen)

Seien xq,...,xN paarweise verschiedene Zahlen, vy, ...,yx in R oder C. Sei
p(z) = fozo apzk. Seiy = (yo,...,yn)4h a = (ag,...,an), V = V(zg,...,zN)
Vandermonde—Matrix zu xy, . . ., xn. Dann gilt:

1. pistgenau dann Losung des Polynominterpolationsproblems 8.2, wenn Va =
Y.
2. Vistinvertierbar.
Beweis:
1. Esgilt (Va); = p(x;) und p € Py.

2. Die Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutige Losung nach 8.3, also ist V/
injektiv und surjektiv, also invertierbar.

O

Damit lassen sich die Koeffizienten eines Interpolationspolynoms durch Lésen ei-
nes linearen Gleichungssystems der Ordnung (/N + 1) bestimmen.

Satz 8.6 (Abschdtzung des Interpolationsfehlers)

Sei f € CN+Y([a,b]), f : [a,b] — R. Seien x; paarweise verschieden in [a,b], k =
0...N, und seip € Py das zugehérige Interpolationspolynom mit p(xy) = f(xy).
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Dann gilt:

N

FIE)

VT € |a,b] 3¢ € [a,b] mit f(T) — p(T) = w(f)m, w(x) = H(x — ).
' k=0
Insbesondere gilt
( )
e ot 1@ - p@) < o) Ll
" £
1f = pllee < ||w||oow

mit der Maximumnorm || f||sc = maxgepay | f()]-
Beweis:
1. Seix = zy firein k. Dannist f(Z) = p(Z), w(T) = 0 = Behauptung.

2. SeiT # x firallek = 0...N, also w(z) # 0. Wir betrachten den Interpo-
lationsfehler. Dieser hat bereits (N + 1) Nullstellen an den interpolierenden
Punkten. Wir modifizieren die Fehlerfunktion nun leicht so, dass sie noch eine
zusatzliche Nullstelle bei 7 hat. Sei also

F(x) = (f(z) —p(z)) — Kw(z), K = ——————~

F hat mindestens die (N +2) verschiedenen Nullstellen Zund 24, k = 0... N.
Nach dem Satz von Rolle hat F” mindestens (/N + 1) verschiedene Nullstellen,
F" mindestens N Nullstellen und F(*1 hat mindestens eine Nullstelle ¢ im
Intervall [a,b]. p € P, also verschwindet ptV*+1, Der Hichstkoeffizient von
W+ inwist 1, also gilt

wN ) (z) = (N +1)!

und damit insgesamt

(N+1)
0=F(g) = fO(E) - KN+ 1)! = K = ]EN+S')
und damit f(N+1)(£)
0= F(@) = /@)~ @) ~ G5 v @)
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Beispiel 8.7 (Interpolation des Cosinus)

T T T T T T
cos(x

"sininter.txt"  +

1139%x*x%*x—0.6021#x*x+0.0282%x+1 - -~~~

1.2

1

0.8
0.6
041
0.2

0

02

04

0.6

038

l l l 1~
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

- \ \

Interpolation des Cosinus auf [0, /2] mit vier Stiitzpunkten. Die Approximation ist
bereits so exakt, dass innerhalb des von den Stiitzstellen abgedeckten Intervalls
kaum ein Unterschied zwischen dem Cosinus und dem Interpolationspolynom vom
Grade 3 sichtbar ist. Auf3erhalb steigt dagegen der Fehler schnell dramatisch an.

Beispiel 8.8 (Runge—Beispiel) [1025]
Leider sind die Verhdiltnisse nicht immer so gut. Von Carl Runge stammt das Beispiel

der Funktion )

M) = 55

auf dem Intervall [—1, 1]: Fiir steigende Zahl der Stiitzstellen nimmt der maximale
Fehler schnell zu.
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\ ‘
1./(1.425.%x%x)

) \ \ \ \ \
-1 -0.5 0 0.5 1

Interpolation von f(x) = 1/(1 + 25z%) auf dem Einheitsintervall mit 30
dquidistanten Stiitzstellen. Die Approximation in der Néihe der o ist gut, am Rand
beliebig schlecht.

Im Licht von Satz 8.6 stellt sich die Frage: Falls wir frei sind in der Wahl der Stiitz-
stellen, welche Wahl liefert die beste Fehlerabschatzung, also den kleinsten Wert

fiir | |w]|oc?

Definition 8.9 (Tschebyscheff-Polynome)

T, :[-1,1] = R, T, (x) := cos(narccosz), n € N
heifit Tschebyscheff-Polynom der Ordnung n.

Satz 8.10 Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome
Fiir die Tschebyscheff-Polynome T,, gilt:

1. T, € P,
2. Fiirn > 0 hat T,,(x) den Hochstkoeffizienten 2"~

3. Die Nullstellen von T, sind

2k +1
E= — E=0...n.
xy 005(2 n )7?), n

. Wahlt man fiir eine Polynominterpolation vom Grad n die Stiitzstellen x}}, k =
0...n,soist

N

w(e) = [[(@— a§) = 5 Tnr )
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Beweis: Ubungen. O

Die Polynominterpolation, bei der wir die Stiitzstellen xy...zx als Nullstel-
len des Tschebyscheff-Polynoms Tx.; wahlen, nennen wir Tschebyscheff-
Interpolation. Wir erhalten fiir die Tschebyscheff-Interpolation nach 8.10 und 8.6

die Abschatzung
||f(N+1

o

8.2 Splines

Bei der Polynominterpolation gibt es ein riesiges Problem: Falls N grof} ist, so
konnen wir die zugehdrigen Polynome nicht mehr verniinftig auswerten.

Splines beheben diesen Mangel: Sie teilen zundchst das Intervall [a, b] an Knoten-
punkten s; auf. Auf jedem Einzelintervall [s;, s;+1] sind die Splines (der Ordnung k)
Polynome p; vom Grad k£ — 1, mit der zusatzlichen Forderung, dass an den Knoten
die zusammengesetzte Funktion (k — 2)—mal differenzierbar ist, die Polynome von
links und rechts also bis zur (k — 2)—ten Ableitung tUibereinstimmen.

Definition 8.11 (Splines)
Seien sy < s; < ... < s, reelle Zahlen. Eine Funktion

s : [0, Sn) — R

heift Spline der Ordnung k (zu den Knoten s, . . . s,,), falls
1. s € O%=2([sg, s,.]) fiir k > 1.

2. S

)GPk_l,i:()...n—l.

[si,8i+1

Ublicherweise wird der Spline iiber sein eigentliches Definitionsgebiet hinaus fort-
gesetzt, z.B. linear oder periodisch.

Beispiel 8.12
Die stiickweise konstanten Funktionen sind Splines der Ordnung 1.
Polygonziige (stiickweise lineare stetige Funktionen) sind Splines der Ordnung 2.

Die Splines der Ordnung 4 (kubische Funktionen auf jedem Intervall, die an den In-
tervallenden zweimal stetig differenzierbar sind) entsprechen der Straklatteninter-
polation aus dem Schiffsbau (Ubungen).
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Wir notieren, dass in diesem viel simpleren Fall die Konvergenz der Interpolation
gegen die gegebene Funktion f (fiir n — o) trivial ist, ganz anders als bei den
Polynomen.

Satz 8.13 (Konvergenz von Splines der Ordnung 1)
Sei f : [a,b] = R € C'([a, b)), und zy, k = 0...n, Seien dquidistant verteilt in [a, b],
also

zp=a+kh, h=(b—a)/n.

Weiter sei N
Ti— X
So = a, sk:%, k=1...n,8,11 =0.
Es sei s™ der Spline der Ordnung 1 mit s™ (x,) = f(x,) zu den Knoten sq, . . . , 8,4 1.
Dann gilt

15" = flloec = O(h) — 0.

n—o0

Beweis: Sei = € [a,b], und z liege im Intervall I = [sg, sk+1]. I hat hochstens die
Lange h. In I liegt genau ein Interpolationspunkt z;. Nach Definition der Splines
der Ordnung 1 gilt s |; € Py, und 5™ (z;) = f(z;). Also ist s™ in diesem Intervall
Interpolationspolynom der Ordnung N = 0. Mit unserer Formel fiir den Interpolati-
onsfehler gilt

s (2) = f(@)] < |If lilloole = 23] < hIIF'l]oc.

[
Bemerkung: Fiir Splines der Ordnung 0 kann man die s, dem linken oder rechten
Intervall zuschlagen, der Beweis bleibt gleich. )
Bemerkung: Fiir Splines der Ordnung 2 (Polygonziige) gilt sogar (Ubungen)

15" = flloe = O(h%).

8.3 Zusammenfassung

8.3.1 Kompetenzen

e Grundaufgabe der Polynominterpolation 8.2 kennen.

¢ Interpolationspolynom ausrechnen kdnnen mit der Lagrange—Interpolation
und Vandermonde—Matrizen

e Abschadtzung fiir den Fehler des Interpolationspolynoms 8.6 kennen und in-
terpretieren konnnen.
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e Begriinden, warum die Interpolation mit hohen Polynomgraden problema-
tisch ist (Beispiel von Runge) und warum eine giinstige Auswahl von Inter-
polationspunkten eine bessere Abschatzung liefert als die dquidistante.

e |dee der Spline—Interpolation kennen.

¢ Fehlerabschadtzung fiir die lineare Spline—Interpolation herleiten konnen

8.3.2 Aufgaben

In den Ubungen.
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Kapitel 9

Anwendungen der Polynominterpolation

Aus dem vergangenen Kapitel nehmen wir mit, dass man sich bei der Polynomin-
terpolation auf Polynome kleinen Grades beschranken sollte. Bei vielen Interpolati-
onspunkten (und hoher erwarteter Genauigkeit) sollte man sich auf kleine Intervalle
beschranken.

Bei allen Anwendungen ist die zugrundeliegende Idee: Wenn eine Operation (Inte-
gration, Differentiation) nicht direkt mdglich ist, berechne das Interpolationspoly-
nom und fiihre die Operation auf dem Polynom durch.

9.1 Numerische Differentiation

Gegeben seien Funktionsauswertungen f(xz,) einer differenzierbaren Funktion f,
k = 0...N.Zu berechnen sei daraus eine Approximation an eine Ableitung von f
an der Stelle x. Hierzu berechnen wir das Interpolationspolynom und leiten es an
der Stelle x ab.

Beispiel 9.1

1. Gegeben seien f(z) und f(x + h). Das Interpolationspolynom p € Py ist

p(t) = fa) + LEID =@ )

Die Approximation fiir die erste Ableitung ist

(rechtsseitiger Differenzenquotient).
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2. Gegeben seien f(x — h) und f(x). Das Interpolationspolynom p € P, ist

p(t) = fla) + LED T oy

Die Approximation fiir die erste Ableitung ist

p/(.ilﬁ) _ f(SC) — i(x_ h’) —. D}?(f)(-r)

(linksseitiger Differenzenquotient).

3. Gegeben seien f(x — h) und f(x + h). Das Interpolationspolynom p € P, ist
fl@—h) = flz+h)

p(t) = f(x+h)+ 57 (x+h—1).
Die Approximation fiir die erste Ableitung ist
, x+h)—flr—~h
ey = D TEZ gy

(zentraler Differenzenquotient).

4. Gegebenseien f(x—h), f(x)und f(x-+h). Das Interpolationspolynom p € Ps
ist (in Lagrange—Form)

(t —2)(t = (x = h))

plt) = o+ =S
(t = (¢~ W)t — (x + B)
(t—(x+h))(t—2x)
T ) T T oy

Die Approximation fiir die zweite Ableitung ist

p”([E) _ f(&?—l—h) — 2.];(237) —i—f(:lj' — h) —. D;QL(]C)(SU)

(zentraler Differenzenquotient der zweiten Ableitung).

Satz 9.2

1. Sei f € C*([a,b]). Dann giltVz € (a,b)
() = Dy (f)(@)] = O(h), 1f'(z) = Dy (f) ()] = O(h).
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2. Sei f € C%([a,b]). Dann gilt ¥z € (a,b)

|f'(z) = Du(f) ()] = O(h?).
3. Sei f € C'*([a,b)). Dann giltVz € (a,b)

|f"(2) = Di(f)(@)] = O(R?).

Beweis: Wir beweisen exemplarisch (2). Taylorreihe mit Restglied liefert

fx+h) = f(x)+hf'(x) + h;f”(w) + %Sf”'(&)

3
. h—f”/(fg)

! h2 "
Flw—h) = f@) = hf' () + (@) — ¢

Einsetzen:
h2

= (&) = f"(&2)) = f'(z) + O(h?).

Dif(z) = f'(2) + 15

9.2 Numerische Integration: Newton—Cotes—Formeln

Aufgabe: Zu berechnen sei das Integral

/a ’ f(z) dx

aus den Auswertungen der Funktion f an den Stiitzstellen z;, € [a, b]. Wir approxi-
mieren das Integral durch das Integral des Interpolationspolynoms, sei also

b b
p € Py, plxg) = f(zr), k=0...N :>/ f(:l:)dsz/ p(x)de =: In(f).
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Dann gilt

= /b Z f(xp)w(x) dx Lagrange-Form
N

Wir betrachten den Spezialfall der Newton—Cotes—Formeln. Hier werden die Stiitz-
stellen aquidistant verteilt, also

b—a

T =a+kh, h = i ,k=0...N.

Fir N =1giltag=a, 21 =b,h=>b—aund

b 2 _
Aoz/x bd:c: 1 (a b):b a _h

a—> a—>b 2 2 2

und Ay = A, also

[ #@de ~ 1) = 5(51@) + 50

Dies ist die Trapezregel.

Fiir héhere Ordnungen halten wir zunadchst fest:

b b— ! b b—
Af(m)dw: [ e

Wir kdnnen uns bei der Integration also immer auf das Referenzintervall [—1, 1]
zuriickziehen.

Fir N = 2 gilt dann g = —1, 1 = 0, o = 1 und man erhalt die Lagrange—
Polynome

(x —0)(x —1) w(x):(x+1)(x—1)
—1-0)(-1—-1)" " (0+1)(0—1)

wo(x) = (



und die Koeffizienten

Mit h = 252 gilt

also

[ 1@~ =& (s ar (S50) + ).

Diese Formel heif3t Simpsonregel oder Keplersche Fafregel.

Satz 9.3 (Fehlerabschdtzung fiir die Numerische Integration)

1. Sei N
fe " ([a,b]), w(z) =[x — zy).
j=0
Dann gilt
b
Ix(7) = | #@)do] < Co 7l
mit

1 b
CN = m/ﬂ |U}($)‘d$
[wlloo
S e
(b—a)N+2
(N + 1)

<

e e o g . o o _ b—a
Fiir dquidistante Stiitzstellen gilt mit h = °3*

— O(RN*2).

h— a)N+2 NN+2

CNS( N (N +1)!
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2. Sei N gerade, f € CW*2), und die Stiitzstellen seien nach Newton-Cotes
gewdhlt, also
b—a

rr=a+ kh, h= N

,k=0...N.

Dann gilt sogar
()~ [ 7)ol < 0 = 00 ),

Beweis: Sei p das Interpolationspolynom zu f an den Stiitzstellen x, also
p € Py, p(zx) = f(x1), k=0...N.

Nach Definition von I gilt

In(f /f ) da| = r/ v) d|

’/ fN+1 wi)) dx| Interpolationsfehler
wlxr
< [ L o 150 e,
~ ‘6 ~

Zum zweiten Teil: Sei M = N/2. z; ist der Mittelpunkt £ des Intervalls. Alle z
liegen symmetrisch links und rechts von z, also z; —a = b — xy_;. Also gilt

M-1 N

w(a+x):(a+x—xM)H(a+x—mj) H (a+x —x;)
=0 j=M+1
M—1 N

= (=b+x+xNn) H(—b+x+xN_j) H (=b+z+2ay5_)
J=0 J=M+1
N M-
—(b—2 —zp) (—1)M H (b—x—xj)( H b—x—ux;)
j=M+1 =0

= —w(b—x).

w(a+x):—w(b—x):>/awa dr =

Wir entwickeln das fO+D(£(x)) mit Taylor um die Intervallmitte 2, und erhal-
ten

FEHDE()) = FYD (@ar) + (E(2) — 2ar) Y (ul))
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und damit

In(f / f(2) da| < [|fO)) =2

0
Bemerkung: Eine etwas genauere Rechnung zeigt, dass man die Konstanten noch
verbessern kann ( [ ], p. 175). Damit erhélt man die endgiilti-

gen Fehlerformeln
Fehler | Integrationsformel
%Hf@)“oo Trapezregel
2N F @ | Simpson—Regel

Diese Formeln sind fiir groBes N natiirlich unbrauchbar, weil dann der Interpola-
tionsfehler schnell wachst. Daher arbeiten wir hier mit einer erweiterten Idee, den
zusammengesetzten Formeln.

Dazu teilen wir das Intervall [a, ] in p Teilintervalle gleicher Grof3e, schreiben das
Integral ff als Summe der Integrale iiber die Teilintervalle, und verwenden auf den
einzelnen Intervallen Newton—Cotes—Formeln kleiner Ordnung.

Fiir die Simpson— Regel (N = 2) erhédlt man so etwa fiir drei Teilintervalle und
zp =a+kh, h =152 =t -

/f dx—/f d$+/f da:+/f

~ 3 (f(fﬁo) +4f (1) +2f (22) + 4 (w3) + 2 (24) + 4f (25) + f(26)).

Satz 9.4 (Fehlerabschitzung fiir zusammengesetzte Formeln)

Sei f € C\N*Y, Das Integral fab f(z) dx werde als Summe von p Teilintegralen glei-
cher Ldnge geschrieben, und auf jedem Intervall werde Newton—Cotes der Ordnung
N verwendet. Die Summe liefert eine Approximation f;( f). Dann gilt mit h = %%

| / f(2)de — Tn(f)] = OV,

Falls N gerade, f € CN*2 so gilt sogar
[ swrae Tl = o,
Beweis: Aufjedem Teilintervall J gilt
[ @de = 1) < o
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und damit

[ f@yds - Tn) < S [ o 1v()

S pChN+2

— p(b - a)ChN+l
Np
— O(hN+1)

und entsprechend fiir den zweiten Teil. O

9.3 Richardson—Extrapolation

Zu bestimmen sei der Grenzwert

F(0) := lim F(h)

h—0

einer Funktion F. Zur Verfligung stehen die Auswertungen der Funktion F' an den
Stutzstellen hy. Berechne eine Approximation fiir £(0).

Wir gehen vor wie bei den anderen Anwendungen: Wir approximieren den Wert F'(0)
durch p(0) mit dem Interpolationspolynom p, also:

p € Py, p(hk) = F(hk), k=0..N = F(O) Np(O)
p(0) heifit Richardson—Extrapolation fiir den Wert £'(0).

Wir schauen auf eine einfache Anwendung, die Berechnung der ersten Ableitung
mit dem rechtsseitigen Differenzenquotienten.

Es sei nun F(h) := Dj (f)(). Zusdtzlich stehe die Naherung F(h/2) = D; ,(f)(2)
zur Verfligung. Wir wissen bereits:

F(h) = f'(z) + O(h).

Mit Lagrange erhalten wir fiir das Interpolationspolynom p, das F' an den Stellen A
und h/2 interpoliert,

x—h/2
h— 12

z—h

p(z) = F(h) h2—h

+ F(h/2)
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und damit
p(0) = —F(h) +2F(h/2).

Wir untersuchen die Genauigkeit dieser Formel mit Taylor. Es gilt

F(h) = F(0) + hF'(0) + 2 F"(0). P2 = F0) + 2F/0) + P (e

und damit
p(0) = —F(h) +2F(h/2) = F(0) + O(h?)

und wir haben die Abschatzung fiir den Fehler von O(h) auf O(h?) erhoht.

Eine weitere gdngige Anwendung ist das Romberg—Verfahren. Es wendet Richard-
son an auf die zusammengesetzten Formeln zur numerischen Integration (Ubun-

gen).

9.4 Integration nach Gauss

Auch bei der Integration einer Funktion kann man sich natiirlich wieder fragen: An-
genommen, wir sind frei in der Wahl der Stellen, an denen wir auswerten. Was
wdren die optimalen Auswertepunkte, die die kleinsten Fehler liefern?

Die Antwort liefert die Integration nach Gauss. Wir halten erstmal fest:

Lemma 9.5 (Exaktheit der Newton—Cotes—Formeln fiir Polynome)
Sei f € Py. Dann wird f durch Newton—Cotes der Ordnung N exakt integriert, d.h.

I(f) = In(f)-

Beweis: p := f ist Interpolationspolynom, denn p(x) = f(zx) und p € Py. Also
ist

O

Wir versuchen nun, die Stiitzstellen =, so zu wahlen, dass sogar Polynome vom
Grad 2N — 1 exakt integriert werden. Wir definieren die orthogonalen Polyno-
me.

Definition 9.6 (orthogonale Polynome)

Es sei (,) ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum C°(|[a, b]) der stetigen Funktionen
auf dem Intervall [a, b]. Durch Anwendung des Schmidtschen Orthogonalisierungs-
verfahrens (. [ ], Satz 7.5) auf die Monome z°, x*, ... erhdlt man eine Folge
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von Polynomen gq,, € P,, mitq, L P,_1.
Die Polynome heifien orthogonale Polynome.

Die Polynome und ihre Nullstellen sind in Tabellenwerken vertafelt (etwa in
[ ]). Fiir das Standardskalarprodukt heif’en die Polynome
Legendre—Polynome ¢,,. Wir betrachten im Folgenden nur dieses.

Lemma 9.7 Das orthogonale Polynom q,, hat den Grad n und besitzt genau n Null-
stellen im Intervall [a, b).

Beweis: Ohne Beweis, siehe z.B. [ ], Satz 3.6.10. O

Satz 9.8 (Gauss—Integration)
Es sei

(f,9) 32/ f(x)g(x)dx.

Weiter seien xy,...,xxN die Nullstellen des zugehdérigen orthogonalen Polynoms
gns1. Dann werden durch die zugehorigen Newton—Cotes—Formeln Polynome
p € Pany1 exakt integriert.

Die zugehdrigen Gewichte A, sind positiv.

Beweis: Nach 9.5 gilt
In(p) = I(p)Vp € Pn.

Sei nun p € Pyy 1. Mit Polynomdivision gilt
p=sqny1+71, 1,8 €E Py.

Nach Voraussetzung steht g1 senkrecht auf s, also gilt

1) = [ sta)awar(e) + r(a)do = [ r()do =10
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Da auch r € Py, gilt

|
(=
N
ol
2
8
T
S
2
i
—~
&
Bl
S~—
_|_
=
&
N

Sei nun w, € P, das Lagrange—Polynom aus 8.3. Wir haben gerade gezeigt:
w} € Py wird exakt integriert. Also gilt

Korollar 9.9 (Fehlerabschdtzung fiir die Gauss—Integration)
Es sei f € C?N*2, Fiir die Gauss—Integration gilt

b_ g\ 2N+ 1 oves)
10 - 1wl <20-0 (*5°) g 11l

Beweis: Sei T = “T“’ und = € [a, b]. Mit Taylorentwicklung gilt

2N+1 Nk _ =\(2N+2)
o) = X £0) E )

k=0 ’ N iy
:5P($E2N+1 =r(@)

Nach 9.8 gilt I(p) = In(p). Da insbesondere das konstante Polynom 1 korrekt inte-
griert wird, gilt
b N N
(b—a):/ Lde = Al =) |A
@ k=0 k=0
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mit 9.8. Damit gilt
I(f) = In(f)| = [L(r) = In(r)]
< / @) o+ S A ()]

Der Satz folgt nun mit

b— g\ 2N+2 1
Pl <120 ((50) Gy
U
Die Gauss—Formeln sind optimal, denn
Satz 9.10 Keine Newton—Cotes—Formel ist exakt fiir alle Polynome in P .
Beweis: Ubungen. O

Bemerkung: Die Sdtze bleiben richtig fiir Skalarprodukte der Form

(f.9) = / w(z) f(2) g(z) de

mit einer positiven Gewichtsfunktion w. In diesen Fallen gelten die Abschatzungen
fiir das Integral

1(f) = / w(z) f(z) de.

Die Beweise oben gehen ohne Anderung durch.

9.5 Zusammenfassung

9.5.1 Kompetenzen

¢ Grundidee der Anwendungen der Polynominterpolation kennen: Eine Opera-
tion wird statt auf einer Funktion f auf einem zugehdrigen Interpolationspo-
lynom p durchgefiihrt.

e Anwendung auf Funktionsauswertung, Approximation der Ableitung, Approxi-
mation des Integrals kennen.

e Newton—Cotes—Formeln mit dieser Idee ausrechnen kdnnen.

128



e Fehlerabschdtzung kennen oder aus dem Fehler der Polynominterpolation
herleiten kénnen.

e Zusammengesetzte Formeln kennen und wissen, warum man sie einfiihrt
(kleine Polynomgrade bei der Interpolation).

9.5.2 Mini—Aufgaben
Siehe Ubungen.
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Kapitel 10

Diskrete Losung von
Anfangswertaufgaben

In den folgenden Kapiteln betrachten wir Anfangswertaufgaben der Form:

Definition 10.1 (Allgemeine Anfangswertaufgabe)
Gesucht sei eine Funktion y : [a, b] — R™ mit

y'(t) = f(ty(), y(a) = yo.

Hierbei seien stets die Voraussetzungen des lokalen Satzes von Picard—-Lindel6f
(3.9) effiillt, d.h. f stetig, f lipschitzstetig im 2. Argument mit Lipschitzkonstan-
te L, und die Kegelbedingung sei auf [a,b] erfiillt, d.h. auf einem Streifen gilt
|f(t,y)| < M und der von y, ausgehende Kegel K,; mit Steigung M liege ganz
in diesem Streifen.

Die Losung dieser Aufgabe ist eindeutig bestimmt, und jede Anfangswertaufgabe
zu dieser Differentialgleichung mit Anfangswerten im Kegel besitzt eine eindeutige
Losung. Wir werden im Folgenden die Losbarkeit nicht genauer betrachten, dies ist
immer bereits durch die starken Voraussetzungen gesichert.

Gelegentlich werden wir uns bei Beweisen und Betrachtungen auf skalare Differenti-
algleichungen (n = 1) zuriickziehen. Grundsatzlich gelten die Satze auch fiir Syste-
me und sind auch so formuliert. Sollte dies nicht der Fall sein, ist dies ausdriicklich
vermerkt.
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10.1 Numerische Verfahren

Ein numerisches Verfahren bestimmt Naherungen an die Losung der Differential-
gleichung auf einer endlichen Folge von Zahlen in [a, b].

Definition 10.2 (Gitter)
Es sei

In={to=a,ty,....ty_1,ty = b}
mitty < t; < ... < ty_1 < ty. Dann heift I, (zuldssiges) Gitter auf dem Intervall
la, b].
h = Hll?X (tk+1 — f}k>
heif3t Feinheit des Gitters.

Definition 10.3 (numerisches Verfahren, Gitterfunktion)

Ein numerisches Verfahren bestimmt zu einer gegebenen Anfangswertaufgabe 10.1
ein Gitter I, = {tx} auf dem Intervall |a,b] und eine Funktion y;, : I, — R™ mit
Yk = yn(tr) ~ y(tr), k = 0... N. yy, heifit Gitterfunktion (und ist nur auf dem Gitter
definiert).

Im Folgenden werden wir annehmen, dass die t;, dquidistant verteilt sind auf dem
Intervall [, b], also tj, = a + kh mit h = 2.

Im Programmierdokument zur Vorlesung motiviere ich das Eulersche Polygonzug-
verfahren graphisch. Die zentrale Idee: es gilt

Yk+1 = U + hf(tr, yi)-

Die wesentliche Idee: Wir wissen y(ty) = yo. Also gilt auch v/ (ty) = f(to,v0), denn
y ist Losung der Differentialgleichung. Wir konnen die Tangente an die Funktion im
Punkt (¢o, y0) also angeben, die Tangentengleichung ist

T(t) =yo + (t — to) f(to, yo)-
Die Idee von Euler ist: Approximiere die Funktion y durch ihre Tangente, also
y(t1) ~ T(t1) = yo + (t1 — to) f(to, Yo) = o + h f(to,y0) =: y1.

Damit haben wir eine Ndherung fiir y(¢;). Ausgehend von dieser Naherung bilden
wir nun wieder die Tangentengleichung usw., insgesamt erhalten wir

Y(tes1) Nyk+hf(tk>yk) = Yps1, k=0... N — 1L

Numerische Approximation
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Approximation y an die Kurve im Punkt t; Approximation im Punkt t;
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Abbildung 10.1: Motivation des Eulerverfahrens
Klick fiir Bild euler1
Klick fiir Bild euler2

Hier ist eine Bemerkung ganz wichtig: Im ersten Schritt benutzen wir yo = y(to),
und wir haben eine echte Tangente an die Kurve. Der Fehler im ersten Schritt ist
also, dass wir die Funktion durch ihre Tangente approximieren.

Schon im ndchsten Schritt ist aber nur noch y; ~ y(¢;). Die Tangente selbst hat also
einen Fehler, und dazu kommt noch der Fehler den wir durch die Approximation ma-
chen. Der Fehler |y(t2) —y2| setzt sich also zusammmen aus einem mitgeschleppten
Fehler und dem Fehler, der an diesem Punkt durch das Ersetzen der Kurve entsteht.
Letzteren bezeichnen wir auch als Lokalen Diskretisierungsfehler (wird spater noch
genau definiert).

Wir wollen diese Formel noch dreimal analytisch motivieren. Diese drei Zugdange
werden spater zu unterschiedlichen numerischen Verfahren fiihren.

Taylorentwicklung: Es gilt

Y(tisr) = y(tr + h)
~ y(te) + hy'(te)
= y(tx) + hf(tr y(tr))
Also
Y(ths1) ~ y(tr) +hf (e, y(te)) ~ yr + hf(tr Ye) =2 Yrs1-
Hier sehen wir ganz klar, dass tatsdchlich fiir £ > 0 zwei Approximationen
durchgefiihrt werden.

Numerische Differentiation: Wir ersetzen die Ableitung durch den Differenzenquti-
enten und erhalten

y(tr + h})L —9) ) = Fltey(t)

Einsetzen von y(ty) ~ y, und y(tx + h) ~ yr11 liefert wieder das Gewdiinschte.

132



Approximation y1 an die Kurve im Punkt t;

275
250
225
200
175

125

100 8-




Frank Wuebbeling
euler1.jpg: Motivation des Eulerverfahrens


Approximation im Punkt t,

275
250
225
200
175

125

108

4

4




Frank Wuebbeling
euler2.jpg: Motivation des Eulerverfahrens


Numerische Integration: In der Integraldarstellung der Differentialgleichung gilt
tet1
Y(tesr) = y(te) + / f(t,y(t))dt (10.1)
ty

Wir verwenden den einzigen Stiitzpunkt ¢ = ¢, fiir die numerische Integration
und erhalten

/t U F( y(0) db ~ B (e y(8) ~ B (e y)-

Dies ist natiirlich alles reine Motivation, wir miissen beweisen, dass diese Ideen
gute Approximationen liefern, insbesondere, dass die Approximation immer besser
wird, wenn h — 0. Wir messen daher den Unterschied zwischen der Losung und der
Approximation mit dem globalen Diskretisierungsfehler.

Definition 10.4 (globaler Diskretisierungsfehler)
Sei y,, diskrete Ndherung fiir die L6sung y der Anfangswertaufgabe 10.1 auf dem
Gitter I, mit Feinheit h, also y;, Gitterfunktion auf I,,. Dann heif3t

en Iy — R ep ==y, — yn
die Fehlerfunktion der Néherung.
llenlloo = maxlen(t)]]

heif3t globaler Diskretisierungsfehler.

Der globale Diskretisierungsfehler ist das Betragsmaximum des Unterschieds von
y und y, auf dem Gitter. Es liegt nahe, zu definieren: Ein Verfahren ist konvergent,
wenn diese Differenz gegen 0 geht, d.h. wenn man die Feinheit der Gitter immer
kleiner wahlt.

Definition 10.5 (Konvergenz von numerischen Verfahren)

Gegeben sei ein numerisches Verfahren, dass zur Feinheit h ein Gitter I;, und eine
Approximation (Gitterfunktion) vy;, liefert. Das Verfahren heifit konvergent, falls der
globale Diskretisierungsfehler von vy, mit h gegen 0 geht, also

h
llen!loso 2225 0.

Das Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p, falls

|lenl|oo = O(R").
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Hierbei bedeutet eine hohe Ordnung (ein grof3es p) wieder, dass der Fehler schnell
mit h gegen 0 geht.

Wir wollen nun zundchst numerische Verfahren klassifizieren. Wir betrachten alle
Verfahren in der an das Euler-Verfahren angelehnten Form

Ykr1 = Y + hep. (10.2)

Hierbei ist © ein Ausdruck, in dem Auswertungen der Funktion f, die Gitterpunkte
tr und die Naherungen y; vorkommen konnen ¢ heifdt Verfahrensfunktion. Fiir das
Eulerverfahren etwa gilt

© = f(th yn)-

Definition 10.6 Klassifizierung von Numerischen Verfahren
Ein Verfahren sei gegeben in der Form 10.2. Dann heif3t das Verfahren

Explizites Einschrittverfahren falls
Ye+1 = Yk + ho(tr, Yr)-

In diesem Fall wird nur der letzte berechnete Wert genutzt, um den ndchsten
auszurechnen.

Implizites Einschrittverfahren falls
Y1 = Yk + ho(t, Yk, Yrtr)-
In diesem Fall muss in jedem Schritt eine Gleichung geldst werden.
Explizites Mehrschrittverfahren falls
Uk1 = Yk + ho(tpry oo sty Yoy -+ 5 Ykt)-

In diesem Fall werden die letzten r + 1 Ndherungen genutzt, um die néchste
auszurechnen.

Implizites Mehrschrittverfahren falls

Yk+1 = Yk + h¢<tk—ra B 7tk7 Yk—ry- - Yk, yk—i—l)'

In diesem Fall werden die letzten r + 1 Ndherungen genutzt, um die ndchste
auszurechnen, und es muss in jedem Schritt eine Gleichung geldst werden.
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10.2 Beispiele, Konsistenz und Konvergenz fiir explizite Ein-
schrittverfahren

Wir behandeln zundchst nur die expliziten Einschrittverfahren. Unser numerisches
Verfahren definiert also ein ¢, und es gilt

Ukt1 = Ye The(te, yr ).
<& N
~y(terr)  ~y(te) ~y(tx)

Dies macht schon klar, wie wir das ¢ wahlen sollten, ndamlich

y(tr +h) — y(ts)
ot y(ty) ~ 28 o £,

Den Unterschied dieser beiden Terme bezeichnen wir als Konsistenzfehler. Dies ist
genau der lokale Diskretisierungsfehler, den wir schon oben erwahnt haben.

Definition 10.7 (Konsistenz von expliziten Einschrittverfahren)
Sei o die Verfahrensfunktion eines expliziten Einschrittverfahrens. Sei y (irgend-)
eine Ldsung der Differentialgleichung, (t,y(t)) im Kegel K.

mlt(0) = LI )

heift Konsistenzfehler oder lokaler Diskretisierungsfehler. Das Verfahren heift kon-

sistent, falls
h—0
sup 170, y()| = ||7n]loc — 0.
Y,

Das Verfahren heif3t konsistent von der Ordnung p, falls

sup 7 (£, y(£))] = [[7a]oc = O(R).
Y,

Schreibt man den Konsistenzfehler als

1
Th(ty(t)) = o (y(t + h) = (y(t) + hoo(t, y (1)),
so sieht man: Der Konsistenzfehler ist der Unterschied zwischen der Losung y(t+h)
und der durch das diskrete Verfahren vorhergesagten Naherung, wenn man in das
diskrete Verfahren die Losung y(t) einsetzt, und ist damit der Fehler, der lokal an
der Stelle ¢ entsteht.

Zum Nachweis der Konsistenz eines Verfahrens ist das folgende Lemma niitz-
lich.
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Lemma 10.8 Sei f stetig differenzierbar. Dann 3C' € R so dass
1yl < C

fiir alle Losungen y der Differentialgleichung, deren Graph im Kegel K, liegt. Ins-
besondere ist y zweimal stetig differenzierbar.

Beweis: Es gilt

Yy (t) = fty(t) = y"(t) = filt,y(t) + f, (£, y () f (£, y(1)).

(Hierbei sei immer f, die Ableitung von f nach der ersten Variablen usw.)
Also

1y oo < [1felloo + 1 fylloo [[f1oe = C-

Es gilt C' < oo, denn (¢, y(t)) liegt in der kompakten Menge K, und alle Funktionen
sind stetig. O

Korollar 10.9 Es sei f r—mal stetig differenzierbar. Dann 3C' € R so dass
1" V]l < C

fiir alle Losungen y der Differentialgleichung, deren Graph im Kegel K, liegt. Ins-
besondere ist y (r + 1)—mal stetig differenzierbar.

Beispiel 10.10 (Beispiele fiir explizite Einschrittverfahren und Konsistenz) Sei im
Folgenden immer y irgendeine Lésung der Differentialgleichung.

1. Eulersches Polygonzugverfahren:
Das Eulersche Polygonzugverfahren ist ein explizites Einschrittverfahren mit
der Verfahrensfunktion ¢(ty, yx) = f(tx, yx), also

Yk+1 = Yk + hf (e, Yr)-

Sei f stetig differenzierbar. Dann ist nach 10.8 y zweimal stetig differenzierbar
auf 1. Es gilt mit Taylorentwicklung und der Differentialgleichung

y(t+h) —y()

nity) = LU0 g
oy )+ By -y
= ; —y/(t)
= gy”(ﬁ)
|1y |
< W= = o).
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Das Eulerverfahren ist also konsistent, und zwar von der Ordnung 1. Das
Eulerverfahren bendtigt eine Auswertung von f in jedem Schritt. Bei der
Abschdtzung der zweiten Ableitung haben wir natiirlich das Lemma 10.8 be-
nutzt.

. Verbessertes Eulerverfahren:

Ein verbessertes Verfahren ergibt sich, wenn wir zur Approximation des Inte-
grals in 10.1 in der Mitte des Intervalls auswerten statt am linken Rand. Mit
Taylorentwicklung gilt

tr+h
/ FEy)dt ~ h(F(te+ hy2,y(t + h/2))

tg

Bt Dy + Ly )

2 2
= h(f(ts + g y(te) + gf(tk,y(tk))))-

Als Verfahrensfunktion wdahlen wir also

o(te, k) = fte + g>yk + gf(tk:, Yk))-

Die Konsistenzordnung weisen wir wieder durch Taylorentwicklung nach. Wir
bendtigen diesmal, dass [ zweimal stetig differenzierbar ist. Damit existiert
nach 10.9 die dritte Ableitung von y auf 1. Zusdtzlich beachten wir wieder, dass

y'(t) = (fe + [ ) (8 y().

Mit ein— bzw. zweidimensionaler Taylorentwicklung gilt

ntye) = QIO g h 2 g y)
(0) -+ By (1) + 9/ (0) + 2/ ER) — (1)
h
(P (D) + Rl y(0) + 5 7y (1, (0) + O(12))

= o).

Das Verfahren ist konsistent von zweiter Ordnung und bendtigt zwei Auswer-
tungen von f pro Schritt.
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3. Verfahren von Heun:
Wir kénnen auch mit der Trapezregel integrieren, hierdurch ergibt sich das
Verfahren von Heun. Wir nehmen an, dass f zweimal stetig differenzierbar ist.

[ stnde ~ Bty + 50+t 1)

ty

N ng y(te)) + flte + hoy(ty) + hf (tr, y(te)))).

Die Verfahrensfunktion ist

plty) = S(7(t0) + £t + Ry + hf(9)))

Wieder gilt mit Taylorentwicklung (fiir f in zwei Dimensionen)

yt+h)—yt) 1
i) = LTI i ym) 4 g+ by 1 b))
AT YW R+ £ 1) FOh)=2y +hy+O(h?)
— o).

Das Verfahren ist also ebenfalls konsistent von der Ordnung 2 und bendtigt
ebenfalls zwei Auswertungen von f pro Schritt.

Der Konsistenzfehler kann also in unseren Beispielen sehr einfach abgeschatzt wer-
den, viel einfacher als etwa der globale Diskretisierungsfehler. Aber es ist noch
vollig unklar, warum wir die Konsistenz liberhaupt betrachten. Uns interessiert ei-
gentlich die Genauigkeit unserer Abschatzung, und das ist der globale Diskretisie-
rungsfehler. Der folgende Satz klart das.

Satz 10.11 (Konvergenz von expliziten Einschrittverfahren)

Ein explizites numerisches Einschrittverfahren zur Losung der Anfangswertaufgabe
10.1 mit Verfahrensfunktion o sei lipschitzstetig in der zweiten Variable y mit Lip-
schitzkonstanten L' und konsistent (von der Ordnung p). Dann ist das Verfahren
auch konvergent (von der Ordnung p).

Bemerkung: ¢ enthdlt in allen unseren Beispielen nur Auswertungen von f. Die Lip-
schitzstetigkeit von ¢ folgt daher sofort aus der Lipschitzstetigkeit von f, mit der-
selben Lipschitzkonstanten L.

Beweis: Sei y die Losung der Anfangswertaufgabe 10.1. Sei I, = (t;) das dqui-
distante Gitter mit Feinheit h mit zugehdriger numerischer Approximation ;. Wir
setzen zundchst

ex = |ly(tk) — yul|
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(globaler Diskretisierungsfehler an der Stelle ¢;,). Insbesondere ist ¢, = 0.

errr = |[y(trs1) — yraal
[y (tes1) — (yr + hep(tr, yi)) ||
= |y(rs1) — (y(tr) + ho(tr, y(tr)) + y(te) — yi
+h(o(t, y(tr)) — @(te, yi))l|
< hlm(te, y(te)| + ex + ALy (te) — yill
= Dhl7a(te, y(te)| +(1 + BL ey
/Bk (675

Mit dem diskreten Lemma von Gronwall (7.4) gilt also (k =0... N)

k—1
/ k—1
(eo + thm,y(tj))r) el Xioh
j=0

IN

€k

< (eo+ kh||7hl]o0) el'kh

< (eo+ (b= a)l[nlloe)e™
h—0
— 0.
Die Schranke hangt nicht von £ ab, die Konvergenz ist gleichmaRig, also konvergiert
die Supremumsnorm des globalen Diskretisierungsfehlers gegen 0.
Falls ein Verfahren konsistent ist (von der Ordnung p), so ist es auch konvergent
(von der Ordnung p). O
Dies lasst sich in dem Merksatz zusammenfassen:

Fiir Einschrittverfahren gilt: Aus Konsistenz folgt Konvergenz.

Korollar 10.12 (Konvergenz der Referenzverfahren)
Das Eulerverfahren ist konvergent von der Ordnung 1. Das Verfahren von Heun und
das verbesserte Eulerverfahren sind konvergent von der Ordnung 2.

Wenn man hier genau hinschaut, haben wir das Korollar eigentlich nur fiir skala-
re Differentialgleichungen bewiesen. Fiir Runge—Kutta—Verfahren (siehe Abschnitt
10.16), und alle bisher betrachteten Verfahren sind Vertreter dieser Klasse, folgt dar-
aus aber auch die Konvergenz fiir Systeme.

10.3 Implizite Einschrittverfahren
Alle Verfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben unterscheiden sich nur durch
die Wahl des Ausdrucks ¢ in 10.2. Bei den expliziten Einschrittverfahren war ¢ eine

Funktion in ¢, und y,. Fiir die impliziten Verfahren lassen wir jetzt zu, dass ¢ auch
noch von y.1 abhangt. Wir betrachten zunachst zwei Beispiele.

139



Beispiel 10.13 (Beispiele fiir implizite Verfahren)

1. Implizites Eulerverfahren: Gemdf unserer Herleitung des Eulerverfahrens
liber Numerische Integration 10.1 verwenden wir nun den Stiitzpunkt t;., und
erhalten

Y(ter) = y(tk)-+-j/tkH’f(t,y(t))dt'~'y(tk)-%fhf(tk+17y(tk+1))

ty

oder durch Einsetzen unserer Approximationen

Ykt1 = Yk + Af (L1, Y1)

2. Implizite Trapezregel: Verwenden wir zur Approximation des Integrals die Tra-
pezregel, so gilt

ltwes) =t + [ SOV~ ) + 5t s) + Tt vltes)

173
oder

h
Ykt1 = Y + E(f(tkwyk) + f(trg1: Yrr1))-

Beispiel 10.14 Durchfiihrung impliziter Verfahren

In der Durchfiihrung wird die definierende Gleichung, wann immer moglich, auf-
gelost. Wir schauen auf unser Standardbeispiel i/ (t) = Ay(t). In diesem Fall ergibt
sich fiir das implizite Eulerverfahren

1

Ykl = Y T P f(test, Yn1) = Uk F AR Yk = Y1 = 1 An*

Fiir das Trapezverfahren erhdlt man entsprechend

h Ah
Y1 = Yg + §(f<tk7yk) + f(thg1, Yrt1)) = Uk + 7(% + Yrt1)

und damit
14+ Ah/2

P T X2
Wirwerden sehen, dass implizite Verfahren niitzlich sind. Es stellt sich aber die Fra-

ge, ob sie iberhaupt wohldefiniert sind (d.h. ob die Gleichungen, die sie definieren,
eindeutige Losungen haben).
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Satz 10.15 (Wohldefiniertheit fiir implizite Einschrittverfahren)

Sei o(tk,yx,yr+1) die Schrittfunktion eines impliziten Einschrittverfahrens zur
Losung von 10.1. Sei  stetig, und lipschitzstetig bzgl. vy, mit der Lipschitzkon-
stanten L'. Dann gibt es ein hy, so dass die Gleichung

Yk+1 = Yk + ho(te, Yk, Ykt1)

fiir h < hy fiir alle t;, und yy, lokal (in einer kleinen Umgebung von y;.) eindeutig nach
yr+1 auflosbar ist (d.h. das Verfahren ist iiberhaupt durchfiihrbar).

Beweis: Wir zeigen, dass die rechte Seite bei der Definition derimpliziten Verfahren
eine Selbstabbildung und kontrahierend ist, dann folgt die Wohldefiniertheit aus
dem Banachschen Fixpunktsatz.

K, ist kompakt, ¢ ist stetig, also gilt

M —  max D) < oo
(t.),(t9) €K M o(t,y,7)
Sei & so klein, dass (¢, [yx — 0, yx + 6]) noch ganz in K liegt. Sei nun hg so klein,

dass

1 o
q .= L/ho < 5 und M/h() < 5,

Seien t;, und v, fest. Wir setzen

G [y — 0, yp + 0] = [yk — 0,y + 0], g(2) :== yx + hep(te, yi, 2).

Der Grundraum R™ ist Banachraum, die Teilmenge, auf der g definiert ist, ist abge-
schlossen. Zu zeigen fiir den Fixpunktsatz von Banach ist noch: ¢ ist wohldefiniert
(Selbstabbildung) und kontrahierend. Sei z € [y, — 0§, yx + 9.

lg(2) =l = [he(tr, yr, 2)||
< M'hg < é
2
und damit g(z) € [yx — 6, yx + 6]. Weiter gilt fiir 2, 2/ € [yx — &, yx + 6] mit der
Lipschitzkonstanten L'

ll9(2) = g()I = 11h(e(tr, yr, 2) — o (te, Y, 2)]
< hoL'llz = 2|l < qllz = #||.

Also ist g auch kontrahierend und besitzt mit dem Banachschen Fixpunktsatz 3.3
einen eindeutigen Fixpunkt

Y1 = V(tr, Yr)-
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Die Fixpunktiteration fiir ¢ konvergiert insbesondere fiir den Startwert y, gegen

Yk+1-
O

Im Lichte dieses Satzes ist es jetzt auch klar, was wir tun, falls die entstehenden
impliziten Gleichungen nicht auflésbar sind: Wir nutzen einfach eine Fixpunktfolge
mit Startwert yy.

Nach Auflésung der definierenden Gleichung sind die impliziten einfach nur spe-
zielle explizite Verfahren, d.h. der Konvergenzsatz 10.11 gilt, aber Konsistenz ist
schwieriger zu zeigen. Fiir das implizite Eulerverfahren (Ordnung 1) und die implizi-
te Trapezregel (Ordnung 2) folgt die Konsistenz aus dem allgemeinen Satz iiber die
Konsistenzordnung der Runge—Kutta—Verfahren 10.19, siehe 10.21.

10.4 Runge—Kutta—Verfahren

Wir wollen die oben hergeleiteten Verfahren nun noch verallgemeinern, um Ver-
fahren beliebiger Ordnung konstruieren zu konnen, die nur Auswertungen von f
bendtigen. Wir betrachten zunachst noch einmal das Verfahren von Heun. Die
Schrittfunktion ¢ war hier definiert durch

o(tr Yx) = 1(f(lflmyk) + (b1, Yk + 1S by yr)))-

2
Dies schreiben wir in der Form:
fi = flte, we)
fo = f(tk+h,ye+hfi)
1 1
otk yk) = §f1+§f2

Diese Schreibweise legt die folgende Definition nahe.

Definition 10.16 (Definition der Runge-Kutta-Verfahren)
Seien o, v;, Bji fest gewdhlt, j,1 = 1...m. Die Schrittfunktion ¢ sei definiert durch

O(te, k) = Nfr+v2fa+ o+ VS = Z%‘fj
j=1

mit N
fjZf(tk-i‘Oéjh,yk—i—hZlefl),j:1...m.
=1
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Dann heifit das zugehdrige numerische Verfahren m-stufiges Runge—Kutta—
Verfahren. Falls

ﬁjl = Ofurl Z jv
so ist das Verfahren explizit, ansonsten implizit.

Beim Nachweis der Konvergenz eines Runge—Kutta—Verfahrens haben wir zwei Pro-
bleme: Zundchst haben wir uns immer auf skalare Differentialgleichungen zuriick-
gezogen, es ist also unklar, ob unsere Verfahren auch fiir Systeme funktionieren.
Aber selbst in diesem Fall ist eine Schwierigkeit die mehrdimensionale Entwicklung
der Funktion f, das wird sehr schnell sehr aufwandig und unibersichtlich. Der fol-
gende Satz ist deshalb sehr niitzlich.

Satz 10.17 Gegeben sei ein Runge—Kutta—Verfahren wie in 10.16. Dann gilt:

1. Jede Differentialgleichung ldsst sich in ein autonomes System von Differenti-
algleichungen umwandeln.

2. Die Normierungsbedingungen

Z”szla ZﬁjlzajVj:L..m
J=1 !

seien fiir ein Runge—Kutta—Verfahren erfiillt.

Dann gilt: Falls das Verfahren fiir skalare Anfangswertaufgaben konvergent
von der Ordnung p ist, so ist es auch fiir Systeme von Differentialgleichungen
konvergent von der Ordnung p.

Beweis: Zu 1. in den Ubungen. Zu 2.: Hier ohne Beweis, siehe z.B. ??. O

Korollar 10.18 Beim Nachweis der Konvergenzordnung fiir ein Runge—Kutta—
Verfahren, das die Normierungsbedingungen erfiillt, kann man sich auf skalare au-
tonome Differentialgeichungen zuriickziehen.

Satz 10.19 (Ordnung der Runge—Kutta-Verfahren)

1. Sei f € Ctund

m

=LY Bi=a¥ji=1...m
l

J=1

Dann ist das zugehdrige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konvergent von
der Ordnung 1.

143



2. Seisogar f € C? und zusdtzlich
& 1
Zaﬂj — 9
j=1

Dann ist das zugehdrige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konvergent von
der Ordnung 2.

Beweis: Fiir Lipschitz—stetiges f ist auch ¢ Lipschitz—stetig fiir alle Runge—Kutta—
Verfahren. Zum Beweis der Konsistenz nutzen wir 10.18. Sei also f skalarund f =
f(y). Dann gilt

y'(t) = fly) = y"(t) = f'y(®) y' () = f'y®) fy(t)).

Sei also wieder y irgendeine Losung der Differentialgleichung. Fiir den Konsistenz-
fehler setzen wir wieder die Losung y in die Diskretisierung ein, also

() = IO oy,

Zundchst berechnen wir die Taylorentwicklung der Zwischenstufen f;.

fi=F)+n> Bt

=1

~ () +h [ (Z@z g )+0<h2>
(h)

- Fly@)+0
=/ (t) + ha;(f'(y(t)) f(y(t))) + O(R?)
=/ (t) + hayy"(t) + O(h?).

Eingesetzt in die Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers
1
Th(t y(t)) = 5 (y(t + h) —y(t)) — o(t, y(t))

= /() + 5y (0) ij +O(h?)
=y'(t) y'( ZVJ ) + hayy" (1)) + O(h?)

:(1—2% +h——Z%ozj "(t) 4+ O(h?).
7j=1
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Beispiel 10.20 Wir weisen noch einmal, mit Hilfe des Korollars 10.18, die Konsisten-
zordnung des Verfahrens von Heun nach, um zu zeigen, dass die Rechnung viel
einfacher wird. Es sei also y'(t) = f(y(t)) und f € C?. Wie in 10.10 gilt fiir die
Verfahrensfunktion

oly) = () + Fly+h f0))

nitp) = DR L)+ o +hiew) )

) () +h (0 £ () +O(h2)

Y (O)+5y" ()+0(h?)
= o).
Korollar 10.21 (Konsistenordnung impliziter Euler und implizite Trapezregel)

1. Fiir den impliziten Euler gilt

Y1 = Yk T h fi
fi = f(te + hyyr + h f1).
—

=Yk+1
Dies ist ein einstufiges Runge—Kutta—Verfahren mit
n=1La =1 06,=1
Die Normierungsbedingung ist erfiillt, das Verfahren ist von der Ordnung 1.

2. Fiir die implizite Trapezregel gilt

Yk+1 =Yk + 3 (f1+f2)
f1:f<tk,yk)
f2:f<tk+hyk+ (f1+f2))

—yk+1

Dies ist ein zweistufiges Runge—Kutta—Verfahren mit

1 1
N=02=5 o =0,811=012=0,a0=1, Bo1 = Bop= 3

Die Normierungsbedingungen sind erfiillt, und zusdtzlich gilt
Q171+ Qg2 = 5

also ist das Verfahren (mindestens) von der Ordnung 2.
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10.5 Energieerhaltung

Durch die Runge—Kutta—Verfahren haben wir jetzt einen ganzen Strauf3 unterschied-
licher Verfahren mit unterschiedlichen Konsistenzordnungen. Die Frage ist: Gibt es
die eine beste? Wir wollen uns in diesem Abschnitt klarmachen, dass die Verfahren
unterschiedliche Eigenschaften haben, auch jenseits der Konsistenzordnung.

Unsere Verfahren berechnen diskrete Approximationen an eine Anwendungsaufga-
be. Wir erwarten natiirlich, dass unsere Approximationen die wesentlichen Eigen-
schaften der Lésungen der Aufgabe reproduzieren. Leider ist dies nicht immer der
Fall.

Wir kehren nochmal zuriick zum Steinwurfbeispiel 1.1. Die zugehdrige Anfangswert-
aufgabe filir die vertikale Geschwindigkeit V' (¢) und Hohe H (¢) eines Steins mit Mas-
se m war

H'(t) = V(t), V'(t) = —g, H(0) = 0, V(0) = V4.

Fiir die potentielle und kinetische Energie gilt

V(t)?

Epot(t) =mg H(t), Exin =m 5

Fiir die Gesamtenergie E(t) = E,u(t) + Erin(t) gilt

2V ()V'(¢t)

E'(t)y=mgH'(t) +m 5

=m(gV(t)—gV(t) =0
und das heit, dass die Gesamtenergie konstant ist iiber die Zeit (Energieerhal-
tung).

Natdirlich erwarten wir das auch fiir unsere Naherungen. Wir wahlen das Eulerver-
fahren auf einem dquidistanten Gitter auf dem Interval [0, 1] mit der Schrittweite
h = 1/N. Fiir unsere Differentialgleichung ist

(- ()

H H H H. + hV,
()= () +mree (3D = (22 0)

Dann gilt

146



Die Energie fiir unsere Approximation zum Zeitpunkt ¢; ist also

Vk2+ 1
2

En(tps1) =mg Hipr +m

V. —hqg)?
:mg(HkJrth)erM

Die Energie nimmt in unserer Approximation also bei jedem Zeitschritt zu.

Entsprechend gilt fiir das implizite Eulerverfahren

Hyq Hj, Hy Hy, + h(Vy, — hg))
= hf(t = .
<Vk+1) (%>+ f( k+17(Vk+1)) ( V;C_hg

und fiir die Energie

Eh(tlc—H) = mg(Hk + h(Vk - hg)) +m M = Eh(tk) —m

Die Energie nimm also bei jedem Zeitschritt zu.

Dies ist jetzt noch nicht iberraschend, denn alle unsere Werte sind ja eben nur
Ndherungen. Eine wesentliche physikalische Grundlage ist damit aber verletzt —
und wir miissen damit rechnen, dass unsere Naherung dann auch physikalischen
Unfug liefert. Dies passiert, wenn wir versuchen, eine der Diskretisierungen auf das
Federbeispiel 1.3 anzuwenden (siehe Rechnerbeispiel). Hier kommt bei der Berech-
nung der Energie noch die in der Feder gespeicherte Energie hinzu, aber ansonsten
bleibt unsere Betrachtung gleich: Beim Eulerverfahren nimmt die Energie zu, d.h.
die Feder schwingt immer starker, beim impliziten Eulerverfahren nimmt die Energie
ab, d.h. die Schwingung wird immer kleiner. Das Langzeitverhalten der Schwingung
wird also falsch vorhergesagt.

Hier sieht man nun auch die Niitzlichkeit der Phasenportraits: Wir tragen die Trajek-
torien der drei Losungen (analytisch, Euler, impliziter Euler) in einer Zeichnung auf
und sehen direkt die Unterschiede im Langzeitverhalten.

Beide Verfahren sind also ungeeignet, denn sie erhalten die Energie nicht. Die im-
plizite Trapezregel dagegen erhdlt die Energie und ist deshalb hier das richtige Ver-
fahren. Es gilt

() = () tstan () st (i = (P 208 —>) |
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und fiir die Energie

h
Bnltes) = mg(Hi + h(Ve = =) + m

Phasenportrait Federbeispiel

= |—— Analytisch
: Euler
Impliziter Euler
—— |mplizite Trapezregel

—40 —30 30 10 0 10 0

Abbildung 10.2: Trajektorien fiir das Federbeispiel aus 1.3

10.6 Fehlerabschatzung und Schrittweitensteuerung

Mit dem Konvergenzsatz 10.11 kann man den globalen Diskretisierungsfehler
abschatzen durch die Summe der Konsistenzfehler. Es gilt

er < (b— a)HThHOOeLI(b_“).

Unsere Idee ist jetzt: Wir wahlen kein dquidistantes Gitter mehr, sondern bestim-
men in jedem Schritt / so, dass der lokale Diskretisierungsfehler unter einer Schran-
ke bleibt.

Wir schatzen diese Fehler wie folgt:

In jedem Schritt des Verfahrens werden zwei Runge—Kutta—Verfahren mit unter-
schiedlicher Konsistenzordnung benutzt. Hierbei sei Verfahren 1 mit Verfahrens-
funktion ¢ das genauere (hdherer Konsistenzordnung). Wir berechnen

1
y) =y + bW (b, ur)

2
y;iﬁl =y + 7, 0 (tr, yr)
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Da das erste Verfahren eine hohere Konsistenzordnung hat, gilt fiir die Losung y der
Differentialgleichung mit y(tx) = ys

2 2 1 1 2 1
2 = ylte)] < |y — ]+ i = wteen) ~ 19, — o).

Wir konnen also eine Approximation des lokalen Diskretisierungsfehlers fiir das
zweite Verfahren nur mit Hilfe der berechneten Werte angeben.

Ein einfaches Beispiel erhalten wir mit der Kombination Euler und Heun: Wir berech-
nen unsere Approximationen mit Heun (Ordnung 2) und schatzen die Fehler durch
den Unterschied zum Eulerverfahren (Ordnung 1). Hierbei entsteht keine zusatzli-
cher Aufwand, denn Euler bendtigt nur die Auswertung an der Stelle f(¢x, ), und
die hat man bei Heun sowieso ausgerechnet.

In der Praxis genutzt werden eher Verfahren héherer Ordnung, etwa Dormand-—
Prince, Referenz 1.

10.7 A-Stabilitat fur Einschrittverfahren
Zu guten numerischen Verfahren zur Losung von gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen gehort noch etwas mehr als nur Stabilitdt und Konvergenz.

Wir versuchen, die Verfahren so zu wahlen, dass moglichst viele Eigenschaften der
Losungen der Differentialgleichung fiir die Losungen der Differenzengleichungen er-
halten bleiben. Wir betrachten dazu

Definition 10.22 (Modellproblem von Dahlquist)
y'(t) = My(t), y(0) =1, A € C, ReX < 0.

Die analytische Losung ist y(t) = exp(At). Offensichtlich ist der Betrag der Losung
monoton fallend, und das erwarten wir auch von der numerischen Approximation,
unabhangig von h.

Definition 10.23 (A-Stabilitéat)

Ein Verfahren hei3t A-stabil, wenn fiir das Dahlquist—Problem und dquidistante
Gitter mit Schrittweite h die numerische Approximation im Betrag monoton fallend
ist fiir alle h und alle \ mit Realteil kleiner 0, dass also gilt

[y (tes1)| < |yn(te)| VE.
Fiir Runge—Kutta—Verfahren lasst sich die A-Stabilitdt einfach iberpriifen.
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Satz 10.24 (Stabilitdtsfunktion und Stabilitdtsbereich von Runge-Kutta-
Verfahren)

Fiir die durch Runge—Kutta—Verfahren gelieferten Ndherungen fiir die Losung des
Dahlquist-Problems gilt

Yn(ter1) = Yk = R(AR)yr = R(AR)yn(t).

Fiir explizite Verfahren ist R ein Polynom, fiir implizite Verfahren eine rationale Funk-
tion.
S:={z€C: |R(z)| <1}

heift Stabilititsbereich. Es gilt

yn(trr1)] < |yn(te)]

genau dann, wenn \h € S.
Das Verfahren ist A-stabil genau dann, wenn der Stabilitdtsbereich die komplette
linke komplexe Halbebene umfasst.

Beweis: Ubungen.

Beispiel 10.25 (Beispiele zur Stabilitédtsfunktion)

1. Euler explizit:

Ykr1 = Uk + A (L yk) =y + Ay = (14 W)y

Esistalso R(z) = 1 + z = z — (—1). Das Verfahren ist nicht A-stabil. Das
Stabilitdtsgebiet ist ein Kreis um —1 mit Radius 1.

2. Euler implizit:
Yk+1 = Yo + 0 Lk, Y1) = Y + hAYga

und damit !

Y1 = myk-
Die Stabilitdtsfunktion ist
1
S l-z
Es gilt |R(z)| < 1 auperhalb eines Kreises mit Radius 1 um die 1. Die linke

komplexe Halbebene ist ganz im Stabilitdtsbereich enthalten. Das Verfahren
ist A—stabil.

R(z)

3. implizite Trapzeregel: Siehe 10.14 fiir die rationale Funktion R.
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Satz 10.26 (A-Stabilitdt expliziter Runge—Kutta—Verfahren)
Kein explizites, konsistentes Runge—Kutta—\Verfahren ist A-stabil.

Beweis: Fiir explizite Verfahren ist R ein Polynom. Da das Verfahren konsistent ist,
muss der Grad n von R > 0 sein. Sei

n—1 n—1
R(@) = ane" + 3ot = 2" ( Y ) L4, 0

J/

—Qn, ‘$|—>OO

Insbesondere gilt | R(z)| — oo fiirx — —oo, also ist |R(z)| groBer als 1 fiir ein z in
der linken Halbebene, und das Verfahren ist nicht A-stabil. O

Warum ist dies nun problematisch? Hierzu schauen wir auf eine lineare Differen-
tialgleichung v/(t) = Ay(t) im R%. A habe die Eigenwerte \; << Xy < 0. Die
allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch

y(t) = aeMiz + Betla,.
Da )\, << Ay < 0, geht eM? sehrviel schneller gegen 0 als 2. Der erste Summand
spielt also eigentlich gar keine Rolle.

Aber: Wenn ein Verfahren nicht insgesamt A—stabil ist, miissen wir A klein wahlen,
damit \;h € S. Es entscheidet also iiber die Wahl von h der Eigenwert, der eigent-
lich in der Losung liberhaupt keine Rolle spielt. Dies kann dazu fiihren, dass wir &
sehrviel kleiner wahlen miissen als in A-stabilen Verfahren.

Gleichungen mit dieser Eigenschaft heiflen steife Differentialgleichungen.

10.8 Zusammenfassung

10.8.1 Kompetenzen

¢ Definition numerischer Verfahren kennen, inshesondere die Begriffe Gitter,
globaler Diskretisierungsfehler, Konvergenz, Ein— und Mehrschrittverfahren.

e Wichtig: Interpretation der Approximation kennen: Die Funktion y, approxi-
miert die Losung y an den Punkten des Gitters 1.

e Anhand einer vorgegebenen Differentialgleichung und eines vorgegebenen
Verfahrens die Approximation ausrechnen kdnnen.
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¢ Definitionen von Konsistenz und Konvergenz kennen. Abschatzung des Kon-
sistenzfehlers mit Taylor ausrechnen kdnnen.

¢ Definition der Runge—Kutta—Verfahren und die Konsistenzsatze fiir Runge—
Kutta kennen.

¢ Konvergenzsatz kennen: Aus Konsistenz folgt Konvergenz.

e Definition der A-Stabilitdat und ihre Bedeutung fiir steife Differentialgleichun-
gen kennen. A-Stabilitat fiir konkrete Verfahren ausrechnen kénnen.

10.8.2 Mini—Aufgaben
Siehe Ubungen.
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Kapitel 11

Lineare Mehrschrittverfahren

Bevor wir uns nun den Mehrschrittverfahren zuwenden, wiederholen wir noch ein-
mal die zentralen Begriffe der Einschrittverfahren:

e Konsistenz: Das Verfahren ist Diskretisierung der Differentialgleichung. Der lo-
kale Diskretisierungsfehler, bei dem man die echte Losung y von 10.1 in die
diskretisierte Gleichung einsetzt, geht fiir kleine Schrittweiten h gegen o.

e Konvergenz: Das Verfahren liefert fiir eine Familie von Gittern, deren Feinheit
gegen 0 geht, die exakte Losung (dies ist das eigentliche Ziel).

e Stabilitat: Kleine Fehlerim einzelnen Schritt fiihren zu kleinen Gesamtfehlern,
begriindet den Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz (fiir Einschrittverfah-
ren), und ist eine Folgerung der Gronwallschen Ungleichung.

Die Idee bei den Mehrschrittverfahren ist, die vergangenen Funktionsauswertungen
bei der Berechnung der ndchsten Approximation mitzunehmen. Wir erhoffen uns
dadurch eine deutliche Verringerung des notwendigen Aufwands oder eine deut-
liche Erh6hung der moglichen Konsistenzordnung. In der Vorgehensweise dhneln
die Einschrittverfahren den vielleicht aus der Stochastik bekannten gedachtnislo-
sen Markovprozessen: Der ndachste Wert hangt ausdriicklich nur vom aktuellen Zu-
stand ab, nicht von einer Historie. Im Gegensatz dazu stehen die Mehrschrittverfah-
ren.

Mehrschrittverfahren haben hohe Konsistenzordnungen bei nur einer Evaluatio-
nen von f. Auf der anderen Seite sind sie nicht notwendig stabil, wie es die Ein-
schrittverfahren sind. Eine Schrittweitensteuerung ist schwierig. Daher sind sie
haufig nicht die Standardsolver. In Matlab steht der Adams—Bashforth—Solver als
Standard—Mehrschrittverfahren unter dem Namen ode113 zur Verfiigung.
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Wir werden in diesem Kapitel zundchst einige Verfahren herleiten, die Bezeichnun-
gen der Einschrittverfahren auf Mehrschrittverfahren lbertragen und tberpriifen,
welche Sdtze erhalten bleiben. Zundchst schranken wir die komplette Betrachtung
auf lineare Verfahren auf dquidistanten Gittern ein.

11.1 Definition und Beispiele

Definition 11.1 (lineare Mehrschrittverfahren)
Ein numerisches Verfahren, das auf einem aquidistanten Gitter I;, mit Schrittweite h
die Nidherung vy, (t;) = yi der Differentialgleichung berechnet mit

Y ks =h Y Bifirs ferg = Fthigs o), k= 0. N —m
=0

J=0

(oo # 0) heif3t lineares m—Schritt—Mehrschrittverfahren oder lineares Mehrschritt-
verfahren der Stufe m. Das Verfahren heifdt explizit, falls ,, = 0, ansonsten implizit.

Wir diirfen also bei einem m—Mehrschrittverfahren zur Berechnung von v, die
letzen m Funktionsauswertungen f; bis fy.,,_1 mitbenutzen. Nur f;.,, muss neu
ausgerechnet werden.

Dies bedeutet natiirlich, dass wirim ersten Schritt des Verfahrens das y,,, berechnen
und dafiir yo bis v,,_1 benotigen, wobei wir eigentlich nur 3, haben. Die fehlenden
Terme werden iiblicherweise mit hochgenauen Einschrittverfahren berechnet, hat
man alle zusammen, macht man ab hier mit den Mehrschrittverfahren weiter.

Beispiel 11.2 (Mittelpunktregel)

Mehrschrittverfahren lassen sich wie die Einschrittverfahren durch Numerische In-
tegration herleiten (siehe 10.2). Wir approximieren das Integral mit einer Funktions-
auswertung in der Mitte des Intervalls und erhalten

ite) —olt) = [y Odt= [ 0)dt ~ 2hf b, ylte)

lk 123

Wir erhalten das numerische Verfahren
Ykr2 — Y& = 2P f(trg1, Yes1) = 2R frga

Dieses Beispiel lasst sich vielfach variieren.

Beispiel 11.3
Es gilt

Y(trsz) — yY(teyr) = /t o ft,y(t)) dt.
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Wir wollen zur Approximation des Integrals die Ndherungen f,, = f(tg,yx) ~

e, y(te)) und fror = f(ter1, Y1) ~ f(terr, y(tea)) nutzen. Sei p das Inter-
polationspolynom vom Grad 1 mit p(t;) = fi und p(tx+1) = fry1. Wir gehen zur
Approximation lber und erhalten

tet2
Ykl — Yo = / p(s)ds.

tkt+1

Das Interpolationspolynom rechnen wir explizit aus mit Lagrange:

s—t t, — S
p(s) = hk+1fk+ kh Jr+1,

also

bt 3 1
/ p(s) ds = h(§fk+1 - §fk)
tr4+1

Insgesamt erhalten wir das Verfahren
3 1
Ykt+2 = Yr+1 T+ h(§fk+1 - §fk)

Dieses Verfahren ist explizit, denn vy, .o kommt auf der rechten Seite nicht vor.
Wir fassen dies nun allgemeiner.
Fiir die Losung unserer Anfangswertaufgabe 10.1 gilt

lktm

y(tk’-i-m) - y(tk’-i-m—r) = / f(ta y(t))dt-

tp+m—r

Fiir die Approximation ersetzen wir die Funktion unter dem Integralzeichen durch
sein Interpolationspolynom p, mit den Stiitzstellen ¢, + jh und den Stiitzwer-
ten

Jers = f(tras> Ynaj)-

Wir erhalten damit z.B. fiir ein explizites Verfahren, das die Stiitzwerte f; bis fi 11
benutzt

tkt+m
Ye+m — Yktm—r = / pk(t)dt

thtm—r

Fiir das Interpolationspolynom haben wir dann noch die Wahl zwischen den Inter-
polationsstellen t;, bis t;_,, (implizit) und ¢ bis ¢, (explizit). Fiir r = 1 erhalten
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wir die Verfahren von Adams—Bashforth und Adams—Moulton, fiir r = 2 die Verfah-
ren von Nystrom und Milne-Simpson. Wir fassen das Ergebnis in folgender Tabelle
zusammen:

Interpolation benutzt r=1 r=2
fr - fram—1 | Adams—Bashforth Nystrom explizit
frx - frem | Adams—Moulton Milne-Simpson implizit

11.2 Konsistenz von Mehrschrittverfahren

Der Konsistenzfehler fiir Mehrschrittverfahren wird wie bei den Einschrittverfahren
10.7 definiert.

Definition 11.4 Gegeben sei ein durch die Konstanten «; und (; beschriebenes li-
neares Mehrschrittverfahren. Sei y irgendeine Losung der Differentialgleichung.
Dann ist der lokale Diskretisierungsfehler gegeben durch

nt,(0)) = 3 D agy(t +3h) — S Bt + jh (e + 1)

J= jO

3

:%Z y(t + jh) — Zﬁjy (t+jh).
=0

Wieder bekommen wir den lokalen Diskretisierungsfehler, indem wir die Losungen
y der Differentialgleichung in die diskrete Gleichung einsetzen.

Korollar 11.5 (Konsistenzordnung der Mittelpunktregel)
Sei f € C2. Dann hat die Mittelpunktregel die Konsistenzordnung 2.

Beweis: Wir benutzen fiir
y(t +2h) —y(t) =y((t + h) +h) —y((t + h) —h)

jeweils eine Taylorentwicklung um y(¢+h). Dann fallen alle Terme in A7 mit geradem
j weg, und es gilt

Tt y(t)) = %(y((t +h)+h) —y((t+h) —h)) =2f(t+hy(t+h))
=2y (t+h)+ O(h?*) — 2y (t + h)) = O(h?).
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Satz 11.6 (Konsistenzordnung der durch Integration hergeleiteten MSV)

Ein numerisches Verfahren mit m Schritten sei durch Integration des Interpolati-
onspolynoms an m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit) Stiitzstellen hergeleitet worden.
Dann hat es mindestens die Konsistenzordnung m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit).

Beweis: Fiir explizite Verfahren: Sei y eine Losung der Differentialgleichung. Weiter
sei p das Integrationspolynom, das an den Stellen ¢t+jh den Wert f(t+jh, y(t+jh))
annimmt, 7 = 0...m—1. Dann gilt nach Konstruktion der Integrationsformeln

m—1

Tt (1)) = 3 (y(t -+ mh) = y(t -+ (m = r)h) — 3 (¢ + jhoy(t + b))
j=0

1 t+mh 1 t+mh
- _ "(t)dt — = t)dt

h /t+(mr)h v ( ) h /tJr(mr)h p< )

t+mh
= /H( Tyt —plod
=O(h™)
nach 9.3. O

Eine schéne Ubersicht {iber all diese Verfahren mit Rechnungen und Beispielen fin-
det sich (mit leicht anderen Bezeichnungen) in ?, Kapitel Ill.1.

Bemerkung: Dies ist ein phantastisches Ergebnis: Mit nur einer zusatzlichen Aus-
wertung von f konnen beliebig hohe Konsistenzordnungen erreicht werden!

Wir erwarten nun den Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz. Leider ist fiir Mehr-
schrittverfahren die Situation komplexer.

Beispiel 11.7 Es werde ein Verfahren méglichst hoher Ordnung der Form

33—« 14+«
yk+2_(1+a>yk+1+ayk:h< 5 frs1 — 5 fk)

gesucht. Sei f € C3. Wir bestimmen « durch Taylorentwicklung:
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B0 = (20— (ko) o) - (2 n - 5 0)

2
3—04+1+04
2 2

- (2—<1+a>—

(1) (@ . ao)g . O‘h)

2 2
0
8 h? 3 —ah?
" t _h2 —(1 o o
v (g - ) - 2500
%(5+a)
+O(h%)
Also insgesamt eine Konsistenzordnung 3 fiir « = —5 und 2 sonst. Nach unseren

Erfahrungen mit den Einschrittverfahren erwarten wir eine entsprechende Konver-
genzordnung.

Leider zeigt das numerische Experiment: Das geht gewaltig schief. Fiir & > 1 und
a < —1.5ist der Algorithmus nicht einmal konvergent.

11.3 Stabilitdt und Konvergenz von Mehrschrittverfah-
ren

Aufgrund des letzten Beispiels vermuten wir bereits, dass der Satz “Aus Konsistenz
folgt Konvergenz” fiir die Mehrschrittverfahren nicht ohne Weiteres korrekt ist.

Wir liberlegen noch einmal, warum dies fiir die Einschrittverfahren galt. Das dis-
krete Lemma von Gronwall garantierte uns, dass die kleinen Einzelfehler, die wir
in jedem Schritt des Verfahrens machen, nicht katastrophal verstarkt werden und
damit moglicherweise die Konvergenz verhindern.

Fiir die Mehrschrittverfahren brauchen wir einen entsprechenden Satz. Dies erreicht
man Uber die analytische Betrachtung von Differenzengleichungen. Zur Vereinfa-
chung nutzen wir einen Satz ohne Beweis, Sie finden ihn z.B. in meinem Skript zur
Vorlesung Numerische Analysis.

Die Idee: Wenn ein konsistentes Verfahren konvergent ist, dann muss es insbeson-
dere konvergent sein fiir die einfachste aller Anfangswertaufgaben, das Modellpro-
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blem
y'(t) =0, y(0) =0,

mit der Losung y = 0. Die durch das numerische Verfahren gelieferte Losung muss
also fiir h — 0 gleichmafig gegen 0 konvergieren. Der Satz sagt: Dies reicht bereits
aus, damit das Verfahren fiir alle Anfangswertaufgaben konvergent ist.

Satz 11.8 (Reduktion auf das Modellproblem)

Gegeben sei ein lineares Mehrschrittverfahren der Stufe m. Sei I;, eine Folge von
dquidistanten Gittern mit Feinheit h. Falls fiir jede Wahl der Anlaufwerte (y;,); mit
(yn)j —h—0 0, j = 0,...,m — 1, gilt: Die Folge (y;,) der Naherungen fiir das Mo-
dellproblem konvergiert gegen 0, so ist das Mehrschrittverfahren stabil fiir alle An-
fangswertaufgaben.

Fiir stabile Verfahren folgt aus Konsistenz des Mehrschrittverfahrens (der Ordnung
p) Konvergenz (der Ordnung p).

Der Satz sagt zweierlei: Erstens, wir konnen uns auf die einfachste aller Anfangs-
wertaufgaben (das Modellproblem) beschranken. Zweitens, fiir die Betrachtung der
Fehler reicht es, sich die Auswirkung der Fehler am Anfang anzuschauen.

Wir schauen nun, wann die durch das Mehrschrittverfahren fiir das Modellproblem
gelieferten Naherungen gegen Null konvergieren. Nach Definition des Verfahrens
gilt

Zajyk+j =0, am # 0.
=0

Insbesondere hangt die Folge nicht vom Gitter I;, ab. Eine Gleichung dieser Form
nennen wir eine (homogene) Differenzengleichung, eine Folge mit dieser Eigen-
schaft eine Losung der Differenzengleichung.

Als Beispiel betrachten wir die Fibonaccifolge, die Sie schon einmal beim Sekan-
tenverfahren 4.10 in den Ubungen analysiert haben. Sie ist definiert durch

—Yk — Y41 T Y2 =0

(ohne Einschrankung schreiben wir die Gleichungen immer mit «,,, = 1, die Dif-
ferenzengleichung kann man immer mit einer Konstanten multiplizieren, und die
Losungen bleiben dieselben).

Eine Losung der Differenzengleichungist durch die Anlaufwerte y, und y; festgelegt.
Sei y© die Lésung mit den Anlaufwerten (1,0), y*) die Lésung mit den Anlaufwer-
ten (0,1). Die Losungen sind unabhdngig von h usw. Die Losungen bilden einen
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Unterraum, daher ist jede Linearkombination von Losungen automatisch auch wie-
der eine Losung. Der Unterraum hat die Dimension m = 2.

Sei nun y, die Losung fiir die Anlaufwerte ((y5)o, (yr)1). Offensichtlich ist

(yh)oy(o) + (yh)ly(l)
eine Losung der Differenzengleichung mit denselben Anlaufwerten wie v, also
gilt

un = (yn)oy™ + (s )1y

Es gelte nun, dass (yn); —ns0 0,5 = 0...m — 1. Falls ') beschrinkt ist, so

gilt
[1ynlloo < 1wn)ol 115 lloo + 1(wah] 1yl = 0.

Korollar 11.9 Der globale Diskretisierungsfehler (fiir das Modellproblem, und damit
fiir alle Anfangswertaufgaben, bei konsistenten Anlaufwerten) geht mit der Gitter-
feinheit gegen Null, wenn die Lésungen der Differenzengleichung

Y Ay =0
§=0

beschrdnkt sind fiir alle Anlaufwerte.

Wir miissen also untersuchen: Wann sind die Losungen einer homogenen Differen-
zengleichung beschrankt? Wir geben zunachst eine alternative, nicht—-rekursive Ba-
sis fiir die Losungen der homogenen Differenzengleichung an.

Satz 11.10 Es sej .
p(x) = a;a
j=0

das charakteristische Polynom der Differenzengleichung

Z jYr+j = 0.
§=0

Seien x; die (komplexen) Nullstellen von p mit Vielfachheiten o,. Dann ist eine Basis
fiir den Unterraum U der Ldosungen der Differenzengleichung im Raum aller Folgen
gegeben durch

(ym)), —j”x{, r=0...0,— 1.

j =
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Bemerkung: Wenn Sie sich diesen Satz genauer anschauen, sehen Sie eine direkte
Beziehung der Losungen der diskreten Differenzengleichungen und den Losungen
der linearen Differentialgleichungen 6.26.

Beweis: Die angegebenen Folgen sind linear unabhdngig. Die Anzahl der Folgen ist
>, 010 = m. Wenn wir zeigen kdnnen, dass die Folgen Losungen der Differenzenglei-
chung sind, sind wir fertig.

Zundchst gilt

und damit ist y“9 Losung der Differenzengleichung.
Sei nun x; eine doppelte Nullstelle von p, also o; > 2. Dann ist z; auch eine Null-
stelle von o/, und es gilt

0= a3 p'(a) + kafp(z)

_ L k+1 R k o
=1 g jojx; 4+ kg E a;x]

Also ist fiir o; > 2 auch y!) eine Lésung der Differenzengleichung, usw. O

Beispiel 11.11 (Fibonacci)
Wir betrachten wieder die Fibonaccifolge. Das charakteristische Polynom ist hier

plr) =2 —2—1

mit den Losungen

1++v5

o1 — .
’ 2
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Diese Zahlen sind wohlbekannt aus dem goldenen Schnitt.

Also sind die Folgen

(y ), = (1 +2\/5> () = (1 _2\/6)

eine Basis des Raums aller Fibonaccifolgen. Die Standard—Fibonaccifolge v, die mit
(0, 1) beginnt, ldsst sich schreiben als

N Y ANNIENAY
yk—% 5 - 5

Wir gewinnen also eine nicht-rekursive Darstellung der Fibonacci—Zahlen.

Beispiel 11.12 Wir betrachten die Differenzengleichung

Ykt2 — 2Ur41 + Y =0

(diese gehdrt zu einem Mehrschrittverfahren, das unabhdngig von der Anfangswert-
aufgabe konsistent ist). Das charakteristische Polynom ist

p(x) = 2% — 2x + 1.

x = 1ist die einzige (doppelte) Nullstelle.

Die Basislosungen sind entsprechend gegeben durch
y0), =1 =1, (yOV), = k1" = k.

Korollar 11.13 Die Basislosungen der Differenzengleichung sind beschrdnkt genau
dann, wenn

1. Fiir alle Nullstellen x; mit zugehdriger Vielfachheit o, des charakteristischen
Polynoms gilt
2. Falls |z;| =1, so gilt o, = 1.

Definition 11.14 (Wurzelbedingung von Dahlquist)
Eine Differenzengleichung heif3t stabil, wenn ihre Basislosungen beschrdnkt sind,
d.h. wenn die Bedingungen aus 11.13 erfiillt sind.

Mit den Vorbemerkungen:
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Korollar 11.15 Falls ein Mehrschrittverfahren konsistent ist (von der Ordnung p), und
das zugehdrige Differenzenverfahren die Wurzelbedingung von Dahlquist erfiillt, so
ist das Mehrschrittverfahren konvergent (von der Ordnung p).

Beispiel 11.16 (Beispiele zur Stabilitit von Mehrschrittverfahren)

1. Einschrittverfahren: Wir kénnen Einschrittverfahren interpretieren als Mehr-
schrittverfahren mit m = 1. Sie sind von der Form
Yet1 — Y = @
und damit
plx) =ao—1.

Die einzige (einfache) Nullstelle von p ist x = 1. Also sind Einschrittverfahren
immer stabil (und dies stimmt mit unserem alten Satz iiberein).

2. Aus Integration gewonnene Mehrschrittverfahren sind von der Form

Yk4+m — Yk+m—r =

Es gilt
ple) =a™ —2™ " =2 (2" - 1).

p hat die (m —r)—fache Nullstelle 0 und die r—ten Einheitswurzeln, die alle die
Vielfachheit 1 haben. Also sind alle diese Verfahren stabil.

3. Das Mehrschrittverfahren

Ykt2 — 2Uky1 T U =0

ist konsistent, aber das Differenzenverfahren erfiillt nicht die Wurzelbedin-
gung (1 ist doppelte Nullstelle von p, siehe oben), also ist das Mehrschritt-
verfahren nicht stabil.

4. In 11.7 gilt
plr) =2 — (14 a)r + a.

Die Nullstellen sind 1 und «, d.h. es muss erfiillt sein
@ |a] <1
(b) « # 1 (ansonsten ist 1 doppelte Nullstelle von p).
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11.4 Zusammenfassung

11.4.1 Kompetenzen

e Definition der Mehrschrittverfahren, Konsistenz, Stabilitditsbedingung ken-
nen.

e Approximation ausrechnen und interpretierenn konnen (siehe Einschrittver-
fahren).

e Konvergenzsatz: Aus Konsistenz und Stabilitat folgt Konvergenz.

11.4.2 Mini-Aufgaben
Siehe Ubungen.
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Kapitel 12

Randwertprobleme

Abschlielend wollen wir uns noch der Behandlung linearer Randwertaufgaben zu-
wenden. Bisher haben wir ausschliefilich Anfangswertaufgaben behandelt, d.h. wir
suchten Funktionen y(t) mit

y(t) = f(t,y(t)), y(a) = yo, auffa, b].

Fiir eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet das Anfangswertpro-
blem

y'(t) +p(t)y () + q(t)y(t) = f(t), y(a) = o, ¥'(a) = yp.

Wir miissen also im Punkt a Werte fiir y und seine Ableitung vorgeben. Diesen
Fall haben wir sehr gut untersucht, die Losbarkeitsbedingungen sind einfach
analytisch angebbar, und wir haben konvergente numerische Methoden fiir diesen
Fall angegeben.

Will man aber etwa die Auslenkung einer eingespannten Saite oder eines an beiden
Seiten festgehaltenen Seils beschreiben, so kann man das zwar durch eine lineare
Differentialgleichung tun. Randbedingung ist aber offensichtlich, dass die Auslen-
kung am linken und rechten Rand verschwindet, d.h.

Gleiches passiert, wenn man die Temperaturverteilung eines Stabs berechnen
mochte, der an beiden Enden erhitzt wird (1.4).
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Wir landen also bei Randwertproblemen, bei denen Bedingungen an die Losung
nicht nur am Randpunkt a, sondern auch am Randpunkt b vorgegeben sind.

Definition 12.1 (Lineare) Randwertprobleme
Ein Randwertproblem sucht Funktionen
y(t) € C'([a,b] = R")
mit
y'(t) = f(t.y(t)), 9(y(a),y'(a),y(b),y'(b)) =0

fiir eine Funktion
g: R R™.

Typischerweise haben wir Dirichlet-Randbedingungen (bei denen der Wert der
Funktion vorgeschrieben ist), Neumann—Randbedingungen (bei denen der Wert der
Ableitung vorgeschrieben ist) oder gemischte Bedingungen (bei denen eine Kom-
bination aus Ableitung und Wert der Funktion vorgeschrieben ist, jeweils in einem
Randpunkt). Sind g und f (affin) linear, so nennen wir das Randwertproblem auch
linear.

Fiir n = 2 ergibt sich damit

1. y(a) = 2o, y(b) = zy: Dirichlet-Randbedingungen.
Falls zg = z; = 0: Homogene Dirichlet-Randbedingungen.

2. y'(a) = 2z, ¥'(b) = z1: Neumann—Randbedingungen.
Falls zy = z; = 0: Homogene Neumann—Randbedingungen.

3. g1(y(a),y'(a)) =0, g2(y(b),y'(b)) = 0: Gemischte Randbedingungen.
4. y(a) =y(b), y'(a) = y/(b): Periodische Randbedingungen.

Die Losbarkeit dieses Systems ist leider erheblich schwieriger zu zeigen
als bei Anfangswertaufgaben. Wir betrachten als Beispiel eine lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Dirichlet—
Randbedingungen:

_y”<t> + Oé2y(t) = 07 RS Rv y(a) = 20, y(b) = Z1, b> a.

Ein Fundamentalsystem dieser linearen Differentialgleichung (6.5) ist gegeben
durch
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yi(t) = exp(at), ya(t) = exp(—at)
und alle Losungen sind von der Form

y(t) = c1yi(t) + caya(t).

Zur Erfuillung der Randwerte erhalten wir die Gleichungen

C1y1(a) + C2y2(a) = 2o, Clyl(b) + 0292(5) = Z1-

Das System ist also l6sbar, wenn die Matrix

v () )

invertierbar ist bzw. wenn ihre Determinante nicht verschwindet (die Matrix erin-
nert an eine Wronski—Determinante, sie ist aber anders definiert als die Wronski-
Determinante fiir Anfangswertprobleme 6.7, und ihre Invertierbarkeit ist deshalb
nicht gesichert). Setzen wir die Losungen ein, so gilt

W= ( eiﬁ(—oﬁ) ff&(f?ﬁ) ) :

Die Determinante dieser Matrix ist gerade
det(W) = exp(a(a — b)) — exp(—a(a — b))

und da die Exponentialfunktion fiir reelle Argumente monoton ist, verschwindet
dieser Ausdruck nicht. Damit ist die Matrix invertierbar und die Dirichlet—-Aufgabe
eindeutig lo6sbar. Tatsachlich sind lineare Dirichlet—Randwertaufgaben zweiter Ord-
nung der Form

—y"(t) +q(t)y(t) = f(1), y(a) = yo, y(b) = »

fiir stetiges f und ¢(t) > 0 immer eindeutig ldsbar. Wir werden spédter einen Beweis
mit Hilfe der Variationsmethoden angeben.

Anders ist es im Fall ¢(¢) < 0. Wir betrachten das fast gleiche Randwertproblem fiir
die Helmholtzgleichung
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—/"(t) — *y(t) = 0 auf [0, 7], o > 0.
Wir kdnnen die Analyse iibertragen mit dem Fundamentalsystem

y1(t) = cos(at), yo(t) = sin(at).

Die trigonometrischen Funktionen haben natiirlich ein fundamental anderes Verhal-
ten als die Exponentialfunktion. Insbesondere ist die Matrix

W= ( sin(0)  sin(ar) >

~ \_cos(0) cos(am)

genau flir « € Z nicht invertierbar. Wir erhalten also: Die Randwertaufgabe ist ein-
deutig losbar, falls a ¢ Z. Eine allgemeine Losbarkeit mit einem griffigen Kriterium
(Lipschitz—Stetigkeit wie bei den Anfangswertaufgaben) ist nicht gegeben, es muss
jede Gleichung einzeln untersucht werden.

An dem einfachen Beispiel der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit homogenen Randbedingungen lasen sich bereits alle Schwierigkeiten studie-
ren. Wir betrachten im Folgenden das Sturm-Liouville-Problem

—(®)y' ()" + a(B)y(t) = (1), p(t) > po >0

mit linearen Randbedingungen, differenzierbarer Funktion p und stetiger Funktion q.
Wir betrachten zundchst den Fall p = 1 und homogene Dirichlet-Randbedingungen,
also

—y"(t) + q(t)y(t) = f(t), y(a) = y(b) = 0.
Wir zitieren zunachst den Satz:

Satz 12.2 Sei q(t) > 0, f stetig. Dann ist das Sturm-Liouville—Problem mit homo-
genen Dirichlet—-Anfangswerten eindeutig ldsbar.

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir zwei einfache Ansatze zur
numerischen Losung dieses Problems.

Bemerkung: Wir betrachten in diesem Abschnitt nur gewdhnliche Differentialglei-
chungen. Tatsdchlich lassen sich, im Gegensatz zu Anfangswertaufgaben, alle vor-
gestellten Methoden und Satze in hohere Dimensionen, also fiir partielle Differen-
tialgleichungen, libertragen.
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In einer Dimension sind sie aber viel anschaulicher, oft trivial. Zum Verstandnis der
Verhdltnisse bei partiellen Differentialgleichungen ist es also sehr niitzlich, die In-
terpretation als gewohnliche Differentialgleichung im Kopf zu behalten. Wir werden
hierimmer einige Beziehungen zu den partiellen Differentialgleichungen angeben,
auch wenn Sie diese bisher nicht gehdrt haben oder héren werden.

12.1 SchieBverfahren

Der Hintergrund dieser Verfahren ist einfach zu erraten. Eine Kanone, deren Ab-
schusswinkel « variabel ist, stehe in einer Ebene am Punkt a. Das Zielobjekt ste-
he am Punkt b. Sei y,(t) die Hohe der Kugel auf dem Weg von a nach b an einem
Punkt ¢. Dann ist unser Ziel, durch Versuch und Irrtum o« = & so zu wahlen, dass
ya(b) = 0. y, genligt einer gewdhnlichen Differentialgleichung, das gesuchte y5
geniigt den homogenen Dirichlet-Randbedingungen yz(a) = y5(b) = 0.

Dies ist die Beschreibung des uralten QBasic-Spiels Gorillas, das noch an einigen
Stellen im Internet verfiigbar ist, etwa hier.

Dies interpretieren wir noch etwas um. Gesucht sei die Losung y des Sturm-
Liouville-Problems. Fiir jedes « besitzt die Anfangswertaufgabe mit der vorgege-
benen Differentialgleichung und y(a) = 0, ¥'(a) = « eine Losung und ist leicht
numerisch berechenbar mit den Algorithmen des letzten Kapitels. Wir suchen nun
ein a mit F'(a) := y,(b) = 0. F ist eine nichtlineare, eindimensionale, berechen-
bare Funktion. Wir suchen eine Nullstelle von F'. Verfahren dazu haben wir kennen-
gelernt, etwa das Newton—Verfahren oder das Sekanten—Verfahren (Regula falsi).
Voraussetzung zur Anwendung dieser Verfahren ist, dass die Funktion mindestens
einmal stetig differenzierbar ist. Tatsachlich gilt der Satz:

Satz 12.3 (Differenzierbarkeit der Losungen von Anfangswertaufgaben nach ihren
Anfangswerten)

Sei y.(t) die Losung der Anfangswertaufgabe fiir die Differentialgleichung des
Sturm—Liouville—Problems fiir die Anfangswerte

Yola) = a, ya(a) = 0.
Sei

Dann ist F differenzierbar.
(ohne Beweis)
Dies liefert uns ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertaufga-

ben.
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1. Implementiere die Funktion F'(«), die eine Approximation fiir y,(b) berechnet
mit den numerischen Verfahren des letzten Kapitels.

2. Nutze ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von F', zum
Beispiel das Newton—-Verfahren oder das Sekanten—Verfahren.

12.2 Diskretisierungsverfahren

Wir kdnnen auch die Diskretisierungsidee aus dem letzten Kapitel zur Losung ein-
setzen. Sei wieder
[h = <t07 s 7tN)

ein zuldssiges Gitter auf [a, b], ohne Einschrankung wdhlen wir es in diesem Kapi-
tel immer dquidistant. Sei y die Losung des Sturm—Liouville—Problems. Wir suchen
Gitterfunktionen

Yn = (Yr)s y(tr) ~ Yn(te).

In den inneren Punkten des Gitters diskretisieren wir die Differentialgleichung kon-
sistent, gibt N — 1 Gleichungen, plus zwei Randbedingungen, macht insgesamt
N + 1 Gleichungen fiir N 4+ 1 Unbekannte.

Wir betrachten als Modellproblem die eindimensionale Poisson-Gleichung

fir ¢ in [0,1] auf einem dquidistanten Gitter mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen, h = 1/N. Zur Diskretisierung nutzen wir die Diskretisierung der
zweiten Ableitung aus 9.1. Wir erhalten die Gleichungen

Yo — 21ty
Yo h21 2 _ fi = f(t)
= 2Ny + '
N }?j;v LT IN = folzf(thﬁ

Setzen wir die Randbedingung vy = yn = 0 ein, so erhalten wir fiir die Unbekannten
Y1, ---,Yn_1 das lineare Gleichungssystem
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2 -1 n S

-1 2 -1 Yo fa
1 . .
= . S : _ :
-1 2 -1 YN—2 =
-1 2 YN-1 fy—1
—Ly —iyn —Fn

Konsistenz fiir ein solches Verfahren definieren wir wieder wie fiir die Anfangswert-
probleme (10.7): Wir setzen eine Losung y der Differentialgleichung in diese Diskre-
tiserung ein und definieren den Unterschied zwischen linker und rechter Seite als
Konsistenz. In diesem speziellen Fall ware der Konsistenzfehler also

m(y) = ||La(y I;L) — full-
Dann ist die Diskretisierung konsistent in der co— und euklidischen Norm nach
9.2.

Ist das Gesamtverfahren auch konvergent, d.h. gilt

|ylr, — ynl| =0
? Es gilt
Uyln, —wnll = (L3 (La(ylr,) — Layn)l|
= 1L, (La(yln,) — fo)l
< 1L, | N Ln(ylr,) = full
S~—— A ~~ o
Stabilitatsfaktor Konsistenzfehler
Also:

Definition 12.4 (Stabilitét fiir Diskretisierungen von Randwertproblemen)
Die Diskretisierung eines Randwertproblems heift stabil, falls ||L; || unabhdngig
von h nach oben beschrdnkt ist.

Damit gilt sofort wieder unser Satz:

Satz 12.5 (Konvergenz fiir Diskretisierungen von Randwertproblemen)
Aus Stabilitdt und Konsistenz (der Ordnung p) folgt Konvergenz (der Ordnung p).
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Wir bestimmen nun ||L; !||o. Nach 5.31 miissen wir, da L, symmetrisch ist, hierzu
die Eigenwerte von L; bestimmen.

Die Eigenvektoren von L, lassen sich leicht angeben: Es sind die Vektoren
y* € RN (yF); = sin(kmjh), k,j=1,...,N — 1,

zu den Eigenwerten

4
A, = ﬁsmg(khﬁﬂ), kE=1,...,N—1.

Mit den Additionstheoremen gilt namlich
—sin(z — y) + 2sin(z) — sin(z + y)

= —sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) + 2sin(z) — sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y)
= 2(1 — cos(y)) sin(x)

=2(1— cos(g + %)) sin(x)
= 2(1 — cos? % + sin? %) sin(z)

= (4sin® %) sin(z)

und dann durch Einsetzen von = = knjh und y = kwh.

Es gilt

unter Benutzung der Abschatzung

_ 2
sinz > —x, z € [0,7/2].
7r

Lj, hat keinen Eigenwert 0. Insbesondere ist L, invertierbar, das oben angegebene
Gleichungssystem fiir i, ist eindeutig l6sbar, und sogar sehr effizient [6sbar, denn
L, ist eine Tridiagonalmatrix (d.h., sie hat nur Eintrage unter— und oberhalb der
Hauptdiagonalen), fiir diese Matrizen vereinfacht sich das Gaussverfahren enorm.
Ly, ist symmetrisch positiv semidefinit. Die Eigenwerte von L, ' sind die Kehrwerte
der Eigenwerte von L, also ist nach 5.31

1L ]2 < 1/4.
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Fiir unser Verfahren gilt mit der euklidischen Norm: Der Stabilitatsfaktor ist be-
schrankt, die Konsistenz ist ein O(h?), also ist das Verfahren konvergent von der
Ordnung 2. Dies legt nahe

Leider steht hier zundchst nur die euklidische Norm. Dies ist ungiinstig: Es garan-
tiert uns keine punktweise Konvergenz und insbesondere keine punktweisen Feh-
lerabschatzungen.

Bisher haben wir Konvergenz immer beziiglich der Maximumnorm betrachtet. Das
wollen wir auch beibehalten. Zur Untersuchung dieser Konvergenz bendotigen wir
einige spezielle Eigenschaften der oben angegebenen Matrix L.

Definition 12.6 (1/-Matrizen)
Sei A eine reelle, invertierbare N x N—-Matrix. A heist M —Matrix genau dann, wenn

Ay > 0Vi, Ay <O0Vi#k, A > 0Vi, k.
Die wesentliche Eigenschaft von Matrizen mit positiven Eintrdgen ist ihre Monoto-

nie.

Lemma 12.7 (Monotonie fiir A/—Matrizen)
Sei A € RN*N ejne M —Matrix. Seien

u, v € R" u <.

Dann gilt
Ay < A .

Hier und im Folgenden sind Vektorungleichungen immer elementweise gemeint.

Beweis: Da alle Eintrdge von A~! nichtnegativ sind, gilt

AN v —u) >0,

Satz 12.8 (L, ist A/—-Matrix)
Sei A eine reelle, invertierbare N x N—Matrix mit positiven Hauptdiagonaleelemen-
ten und nicht—positiven Auf3erdiagonalelementen. Es gelte

A > =Y Ay

k#j

Dann ist A eine M —Matrix. Insbesondere ist L;, eine M —Matrix.
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Beweis: Alle Voraussetzungen fiir die M-Matrix sind erfiillt, wir miissen nur noch
zeigen, dass die Eintrdge von L,jl nichtnegativ sind.

Sei b < 0. Wir zeigen: Dann ist auch A~'b < 0.

Seiz = A"'b= Ax = b. Angenommen,

x; = max{zy,..., ey} > 0.
Da
N
> Ay = (Ax); = by,
k=1
gilt

k#j
< _ZAjkxj
ki

Dies ist ein Widerspruch, also gilt
b<0= A0 <0.
Sei b < 0, und b eine Folge von Vektoren mit
b <0, bW — b,
Damit gilt
A7 =1lim A0 < 0.

Mit der Wahl b = —e;, < 0 folgt A~te, > 0, die k. Spalte von A~1ist also > 0, und
damit A= > 0, also ist A eine M —Matrix. O

Satz 12.9 (Stabilitdt des Standardverfahrens)
Das Standard-Differenzenschema zur Berechnung der L6sung der eindimensiona-
len Poisson—Gleichung ist stabil beziiglich der Maximumnorm.

Beweis: Zu zeigen ist: ||L; '||.. ist unabhéngig von h beschrdnkt.
Da die Eintrdge von (L;)~! nichtnegativ sind, gilt nach 5.11

N-1 N-1
) oo = mg D (Ea)i g1 = mps D (En)iy = I Ll
J= J=
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Hier ist 1 der Vektor aus dem RV ~1, in dem alle Eintrdge 1 sind.
Wir betrachten nun das Poissonproblem mit f = 1. Dann ist die analytische Losung
gegeben durch

1
w(t) = 575(1 — 1)
denn
Sei
wp, = wlp, .

L;, ist konsistente Diskretisierung der zweiten Ableitung, d.h.
|| L (wn) — 1f|o < CR?

und damit
Ly(wy) > —Ch* + 1

und insbesondere, falls i klein genug ist,

1
Lh(wh) Z 51

Diese Vektorungleichungen sind wieder alle jeweils elementweise zu interpretieren.
Ly, ist M —Matrix. Nach 12.7 gilt

2up = 2L; Ln(un) > L1 = [|(Zn) 1l < 2/l

Dies setzen wir nun noch zusammen:

_ _ 2

124 oo = 1125 Lloo < 2fewn]oe < 2ffw]loo = 2.
Also ist die Supremumsnorm unabhangig von h beschrankt, die Diskretisierung ist
stabil und damit das Verfahren konvergent. O

Bemerkung: Fiir den einfachen Fall der Poissongleichung, den wir hier betrachten,
ist die Diskretisierung sogar exakt, d.h. L,w;, = 1. Damit ist fiir diesen Fall so-
gar

1
L_l oo< oo — &
123 e < [Jwllee = 3

Bemerkung: Wir haben oben gesehen, dass fiir p = 1 die analytische Losbarkeit
des Sturm—Liouville—Problems vom Vorzeichen von ¢ abhangt. Hier bekommen wir
ein ahnliches Problem: Man sieht leicht, dass ¢ weiter positiv semidefinit und eine
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M~—Matrix bleibt, wenn ¢ > 0, unsere Analyse l4sst sich also mit leichten Anderun-
gen retten.

Sobald ¢ < 0, also dort, wo die analytische Losbarkeit nicht sicher war, bricht die-
se Argumentation aber zusammen. Unsere analytischen Schwierigkeiten fiir ¢ <
0 Uibersetzen sich in numerische Schwierigkeiten. Die Analysis und die Numerik
hdngen also, wie hoffentlich erwartet, sehr eng zusammen und sollten immer zu-
sammen betrachtet werden.

Korollar 12.10 (Konvergenz des Standardverfahrens)
Das Standardverfahren zur Berechnung der L6sung der eindimensionalen Poisson—
Gleichung ist konvergent von der Ordnung 2 (beziiglich der Maximumnorm).

Leider ist dieses Ergebnis unbefriedigend. Anders als bei den Anfangswertproble-
men ist der Beweis recht uneinsichtig und nur schwer auf andere Differentialglei-
chungen oder Diskretisierungen libertragbar. Wir werden daher ein neues Hilfsmit-
tel, die Variationsrechnung, kennenlernen.

12.3 Variationsmethoden

Bei der Behandlung des Steinwurfs in 1.1 hatten wir bereits bemerkt: Differential-
gleichungen in der Physik entstehen haufig aus Energiebetrachtungen. Dabei wird
meist ein durch Integrale definiertes Energiefunktional minimiert. Dies fiihrt in der
Praxis auf eine Integralgleichung fiir die Losung.

Unter der Annahme, dass die Losungen differenzierbar sind, kénnen wir diese dann
in eine Differentialgleichung umschreiben. Das ist allerdings eine Einschrankung
und fiihrt dazu, dass viele Probleme der Physik als Differentialgleichung keine
Losung besitzen. Es liegt daher nahe, statt der Differentialgleichungen die zugehori-
ge Integralgleichung bzw. das Minimierungsproblem zu untersuchen.

Definition 12.11 (Grundrdume zur Losung des Variationsproblems)
Wir betrachten alle Funktionen immer auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b].

1. C* ist der Raum der k—mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b]. C*
ist vollstindig bzgl. der Norm

_ )
[1£1lkoo = max [|f]]oc.

2. C*([a, b)) ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf
la, b].

C°([a,b]) = {f € C=([a,b]) : f9(a) = f9(b) = 0V}.
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C3°(R) ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Trdger auf R.
Entsprechend Cék).

4. Beispiel: Sei
1
wla) = { T el <

0, sonst.

Dann istw € C§°(R) mit Trdger in [—1, 1]. Entsprechend ist

1 T —a
Weq = —W
€ €

in C3°(R) mit Trdger in [a — €, a + €]. Es gilt

1
Weo(z) >0V2 € [a —€,a+ €, /ww(x) de =C = / w(x) d.

R

Sei weiter f stetig. Dann gilt
1
[ 5@ale) = [ Hev+ apute)dy < € fa)
R -1

5. L*([a, b)) ist der Raum der Funktionen auf [a, ], die quadratisch integrierbar
sind, d.h.

b
/ |f(t)]Pdt < .
Mit dem Skalarprodukt

b
(f.9) = / FHg@yat, |1FII2 = (£, )Vf.g € L?

ist L? ein Hilbertraum, insbesondere vollstindig. Es gilt die Cauchy—Schwarz—-
Ungleichung

(F ) < LI Tlgll

Satz 12.12 (Dichtheit der stetigen Funktionen)
C° liegt dicht in L2, d.h.

Ve L?*3(f,) eC: f,— f.

Beweis: Ohne Beweis, Hint: es gilt w. * f — f (siehe 12.11 (Aussage 4) und
12.24).
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Satz 12.13 Essei f € L*([a,b]), und es sei

(f.¢) = 0¥y € C5°([a, b]).
Dannist f = 0.

Beweis: Wir zeigen den Satz fiir f stetig, dann folgt der Satz aus 12.12.
Angenommen, f(z) # 0 fiirein z € (a,b). Dann gibt es eine e-Umgebung von z, so
dass f dort sein Vorzeichen nicht dndert. Nach Voraussetzung gilt

zZ+e€

b
0= (fwe,) = / f(@)we (x)dx = / @ we () do # 0.

—€
<0V >0 >0

Da we . € C§°([a, b] ist dies ein Widerspruch, also f = 0. O

Wir wenden dies nun an auf einen Spezialfall des Sturm-Liouville—
Randwertproblems, diesmal mit natiirlichen Randbedingungen. Achtung: Im
Folgenden betrachten wir immer dieses Beispiel, insbesondere seien die Voraus-
setzungen an p und g immer erfiillt.

Definition 12.14 (Sturm-Liouville-Modellproblem fiir Randwertprobleme)

—(py')'(t) + q(t)y(t) = f(t), y(a) =0, y'(b) = 0
mitp € C1, g € C° und
p(t) > po > 0,q(t) > 0.

Nach den Vorbemerkungen aus dem letzten Kapitel vermuten wir, dass dieses Pro-
blem eine (eindeutige) Losung hat. Aber zundchst wollen wir dieses Problem in eine
Variationsgleichung umschreiben. Sei dazu ¢ € C*([a, b]) und y irgendeine Losung
der Differentialgleichung. Dann gilt mit Multiplikation mit ¢ und Integration

| @+ ametid = [ e

und damit mit partieller Integration

b b
/p(t)y’(t)sd(t)+Q(t)y(t)so(t)dt—[19-y’-w]ﬁ=/ F)p(t)dt.

< ~ —_—
=:B(y,p) =:F ()

Mit diesen Bezeichnungen gilt
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Satz 12.15 Sei X = {u € C'([a,b]) : u(a) =0}

1. Falls u € X das Randwertproblem 12.14 erfiillt, so gilt

B(u,v) = F(v)Vv € X.

2. Falls
B(u,v) = F(v)Vv € X,

undu € C?, so istu Losung des Randwertproblems 12.14.

Beweis: Falls u € X Losungvon 12.14 ist, soist v’(b) = 0. Seiv € X, also v(a) = 0.
Also fallt die eckige Klammer in der Vorbemerkung weg, und es gilt

B(u,v) = F(v).

Sei nun
B(u,v) = F(v) Vv € X.

Wahle ein v aus C§°([a, b]) beliebig. Dann gilt insbesondere v(a) = v(b) = 0 und
v € X. Wieder fallt die eckige Klammer in der Vorbemerkung weg, und es gilt

0= B(u,v) - F(v) = / ((=p)' (1) + q(t)u(t) — f(t)) v(t) dt = 0.

Nach 12.13 ist u damit Losung der Differentialgleichung. Da u € X, gilt u(a) = 0.
Seinunv € X mitv(b) # 0. Da u Losung der Differentialgleichung ist, gilt nach der
Vorbemerkung

0= B(u,v) — Fv)=[p-u v
Dav € X, giltv(a) = 0. Also ist p(b)u’(b)v(b) = 0. Da p(b) > pp > 0 und v(b) # 0,
muss gelten u/(b) = 0, also ist u Lésung des Randwertproblems. O

Wir haben also unser Randwertproblem 12.14 in eine Variationsgleichung umge-
schrieben.

Bemerkenswert daran ist, dass diese einen erweiterten Losungsbegriff hat: Falls
das Randwertproblem eine Losung besitzt, so ist es dquivalent zum Variationspro-
blem. Falls das Randwertproblem keine Losung besitzt, so kann es sein, dass das
Variationsproblem trotzdem eine Losung besitzt, wir haben hier also den Losungs-
begriff etwas erweitert. Vor dem physikalischen Hintergrund macht dies absolut
Sinn, dort kommen durchaus Funktionen vor, die nicht in C? sind (und damit keine
Losungen der eigentlichen Differentialgleichung). Man spricht hier auch von einer
schwachen Formulierung der Differentialgleichung.
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Wir wollen nun noch einen Zusammenhang zwischen Losung einer Gleichung und
Minimierung beweisen. Dazu bemerken wir zundchst die folgenden Eigenschaf-
ten:

1. Bist bilinear, also linear in beiden Argumenten.
2. B(u,v) = B(v,u), also ist B symmetrisch.
3. B(u,u) > 0.

4. u € X, u # 0 = B(u,u) > 0 (Hint: Falls B(u,u) = 0, soist v’ = 0, also u
konstant, und der Satz folgt wegen u(a) = 0).

5. Fist linear und stetig.
Mit diesen Eigenschaften beweisen wir

Satz 12.16 Sei .
I X—R, I(u):= §B(u,u) — F(u).

I nimmt sein Mimimum in v € X an genau dann, wenn

B(u,v) = F(v) Vv € X.

Beweis: Seien u,v € X. Wirdefiniereng: R — R,

g(e) = I(u + ev)
1
= 53(u—|—ev,u+ev) — F(u+ ev)

= ~B(u,u) — F(u) +e(B(u,v) — F(v)) + %B(v, V).
S -~ v ——
=I(u) >0
Falls
B(u,v) = F(v)Yv € X,
so gilt damit

Iu+ev) > I(u)Vve X

und damit nimmt 7 sein Minimum in « an.
Falls I sein Minimum in w annimmt, so nimmt g sein Minimum an fiir ¢ = 0. Also gilt
¢'(0) = 0, und damit

B(u,v) = F(v) Vv € X.

Falls B(v,v) > 0 fiir v # 0 (positiv definit), so ist das Minimum sogar eindeutig. [
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Bei diesem Beweis haben wir nur die oben genannten Eigenschaften benutzt. Wir
schauen nun noch auf ein Beispiel im R™.

Korollar 12.17 Sei X = R". Zu ldsen sei die Aufgabe Az = b mit A € R"*" symme-
trisch positiv definit. Es sei

B(z,y) := (Az,y), F(y) = (b,y), v,y € R".
Dann gilt
B(z,y) = F(y)Vy € R" < Az =b.
Beweis: Setze y = Ax — b. Dann gilt
(Az, Az — b) = (byAx —b) & (Ax — b, Az — b) =0 < Az =b.
0

Das so definierte B ist bilinear, symmetrisch und positiv definit, F ist linear. Also
gilt mit diesen Definitionen:

Korollar 12.18 Es sej

B(z,y) = (Az,y), F(y) == (b,y).
x € R™ ist genau dann Losung von Ax = b, wenn

1

I(y) = 5B(y.y) = F(y)

sein Minimum an der Stelle x annimmt.

Das heift: Anstatt das Gleichungssystem zu l6sen, konnen wir genausogut das
Minimierungsproblem l&sen. Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Krylovraum-
Verfahren, eine Klasse von iterativen Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen.

12.4 Sobolevraume

Mit unseren Sadtzen haben wir die Existenz einer Losung des (schwachen) Randwert-
problems auf die Existenz eines Minimierers von [ zuriickgefiihrt. Diese wollen wir
beweisen. Ublicherweise geht man dabei so vor: Man zeigt, dass das Infimum I,
von [ endlich ist, und dass jede Minimalfolge, also eine Folge y,, mit

I(Z/TL) _> [07
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eine Cauchyfolge ist. Aus der Vollstandigkeit des Grundraums folgt dann die Exi-
stenz eines Minimierers. Leider ist unser Raum nicht einmal vollstandig.

Dies gehen wir zunéchst an. Wir wollen C* in L? vervollstandigen, indem wir sei-
nen Abschluss mit hinzunehmen. Bisher haben wir als einzige Eigenschaften der
differenzierbaren Funktionen die partielle Integration genutzt. Es liegt also nahe,
eine Erweiterung von C* als den Teilraum von L? zu definieren, in dem die partielle
Integration erlaubt ist.

Definition 12.19 (schwache Differenzierbarkeit)
v' € L* heifit schwache Ableitung von v € L?, fallsVy € C§°

b b
/ o(t) (t)dt = — / o (t)p(t)dt
und entsprechend fiir hbhere Ableitungen.

Damit gilt natiirlich insbesondere: Falls eine Funktion differenzierbar ist, so ist sie
auch schwach differenzierbar und die Ableitungen sind gleich.

Beispiel 12.20 (schwache Differenzierbarkeit der Betragsfunktion)
v(x) = |z| ist schwach differenzierbar auf [—1, 1]:

/_11 tl'(t)dt = /0(_t)¢’(t)dt+/oltgp’(t)dt

-1

- /gp(t)dt—l—/o —p(t)dt + [tely — [te]2,

S /_ el sen(tyat

Die (schwache) Ableitung der Betragsfunktion ist also die Signumfunktion. Fiir die
Signumfunktion gilt

/1 sen(t)y'(t)dt = — /0 ¢ (t)dt + /01 o (t)dt

1 -1
= —2¢'(0).

Dies ldsst sich nicht als Integral schreiben, also ist die Signumfunktion nicht
schwach differenzierbar, obwohl sie eine L>*~Funktion ist. Es gilt also

H' + L2
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Definition 12.21 (Sobolev-Rdume)
Der Raum H*' ist der Raum der schwach differenzierbaren Funktionen und heif3t
Sobolev-Raum. Auf H' definieren wir das Skalarprodukt

b b
(f,9) = (f 92+ (', 92 =/ f(m)g(x)dﬂﬂr/ f(@)g (x)dx

mit der zugehérigen Norm || f|1%,, = (f, ).

Satz 12.22 (Vollstdndigkeit der Sobolev—Riume)
H*' ist vollstindig.

Beweis: Sei (f,,) eine Cauchyfolge bzgl. || - ||:. Dann sind (f,,) und (f!) Cauchyfol-
gen bzgl. L2. L? ist vollstandig, also gilt

fo= fo = 1 f € L2

Dann gilt fiir p € C§°

/ fOS Mt = T [ fut)d (e

und damit ist f’ schwache Ableitung von f.

1o = Fllzn = 1fa = fllZ2 + 11fn = fllZ2 = 0

also konvergiert f,, gegen die schwach differenzierbare Funktion u bzgl. || - ||,
also ist H' vollstdndig. Tatsédchlich ist 4 der kleinste Raum mit dieser Eigenschaft,
der C' enthdlt, also die Vervollstandigung von C* bzgl. || - || 1. O

Zwei der wichtigsten Satze iiber Sobolevraume sind die Sobolevsche Ungleichung
und der Sobolevsche Einbettungssatz. In einer Dimension sind sie trivial.

Satz 12.23 (Sobolevsche Ungleichung)
Sei f € C'. Dann gibt es ein C > 0 mit

1 f1loo < CIIf |-
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Beweis: Wir betrachten das Problem auf [—1, 1]. Sei zundchst s < 0. Dann gilt
1
f6)= [ (= Df+ 9y
0
1
= / ft+s)+(t—1)f'(t+ s)dt
0

und damit nach Cauchy-Schwarz

) < (e[ rapay ([ ey ez
<11l

Fiir s > 0 betrachtet man —¢ + s statt t + s und bekommt dieselbe Ungleichung. OJ

Satz 12.24 (H'-Funktionen sind stetig, Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei f € H'. Dann gibt es eine stetige Funktion g mit f = g f.i., und

9lloe < C||f{|m-

Beweis: Sei f € H'. Die Funktionen

1 s+1/n

fn(s)—% / w08 = 5 [ w0 M = /R w(t) dt

liegen in C (Differentiation unter dem Integralzeichen). Sie konvergieren gegen f
bzgl. H', also sind sie insbesondere eine Cauchyfolge in H*. Dies sieht man an-
schaulich ein — ein einfacher, aber langerer Beweis fiir alle Dimensionen findet sich
in [ ], Anhang C.4.
Es gilt nach 12.23

[ fn = finlloo < Cfo = fllern — 0.

(f,) ist also auch eine Cauchyfolge in C bzgl. || - ||. C? ist vollstandig beziiglich
|||, also gilt
fn = g bzl || [loc, g € C".

Damit konvergiert f,, aber auch gegen g bzgl. L?. f, konvergiert also gegen g und f
beziiglich L?, also gilt f = ¢ f.U. Weiter ist

lglloe = T [[folloe < € lim [[fu[|ar = C|| ]
n— oo n—oo
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Der Sobolevsche Einbettungssatz hat eine wichtige Folgerung. Wir haben die H!-
Funktionen als L?-Funktionen definiert. Damit besitzen sie keine Punktauswer-
tung: L?-Funktionen dirfen auf Nullmengen umdefiniert werden, ohne dass sie
sich dndern. Da jetzt aber ohne Einschriankung jede H!-Funktion stetig ist, kénnen
wir sie an Punkten auswerten.

Wir kommen zu einer der wichtigsten Ungleichungen fiir die Variationsrech-
nung.

Satz 12.25 (Poincaré-Ungleichung)
Sei
X ={veH" :v(a) =0}

Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit

[v]|2. < C||V||2. Vo € X.

Beweis: Mit Cauchy—-Schwarz:

wmzz(/W@M)
e

(t = a)|lV/|IZ-

2

IA

IN

und damit

b b
ol = [ otoPde < [ (e = ol |adsd

1
= S(b—aVe.

12.5 Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir das Sturm-
Liouville—Modellproblem

Satz 12.26 (Losbarkeit des Sturm-Liouville-Problems)
Sei

X :={yeH' :ya) =0}
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versehen mit der Norm
- flx =] []an

Sei wieder wie in 12.14
b
B(v,w) = / p(t)v' (t)w'(t) + q(t)v(t)w(t)dtVo,w € X

und

sowie

F(U):/ f(t)v(t)dt
1

I(v) = §B(v,v) — F(v).

Dann hat I in X einen eindeutigen Minimierer, und damit das Randwertproblem
eine (schwache) Lésung.

Mit dem Darstellungssatz von Riesz aus der Funktionalanalysis zeigt man leicht das
Lemma von Lax—Milgram (z.B. in [ D, und hieraus folgt mit den gezeigten
Satzen die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems. Wir zeigen den Satz zu
Fuf3.

Beweis: Wir beweisen zundchst: B(u,v) ist ein Skalarprodukt auf X. Bilinearitat
usw. sind offensichtlich fiir B erfiillt. Bleibt zu zeigen:

[v]|% == B(v,v) =0<=v=0
und damit ist ||v||p die zugehdrige Norm. Nach Voraussetzung an p und g gilt
[[vl% > pollv'[|7:

also mit 12.25
llv]|p =0=v=0.

Damit ist B ein Skalarprodukt und ||-|| 5 eine Norm. Nach Definition von B gilt

1[5 < llpllocl 01122 + gl ool 0] 72 < max([[plloc, alleo) [[0]]7-

Mit Poincaré (12.25) gilt aber auch

1ol = [Jvl[Z2 + [[v'][Z2
< (C+ D[z
< C+1

2
< V|| %.
o l[v]|B
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Damitist||-|| 5 eine zu ||-|| y: dquivalente Norm. Der Konvergenzbegriff beziiglich der
Normen ist der gleiche, insbesondere ist X vollstandig beziiglich beider Normen.
Wir zeigen nun, dass (v) nach unten beschrdnkt ist. Mit Cauchy-Schwarz und Poin-
caré (12.25) gilt

b
1) = 3lolfs = [ et a
> 211 = 1l - o]l
> 21| = Cll e - ]2
Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion in ||v'||z2, po > 0, also ist I nach
unten beschrankt und hat ein Infimum I, > —oc.

Noch zu zeigen: Das Infimum wird angenommen.
Fiirjedes k£ > 0 gibt es ein v, € V, so dass

Iy < I(’Uk) < Iy+ 1/k,
denn I, ist Infimum von I. Insbesondere gilt fiir diese Folge
I(Uk) — 1.

Wir wollen zeigen, dass v,, eine Cauchyfolge ist. Dazu gibt es einen Standardtrick
aus der Linearen Algebra mit Hilfe der Parallelogrammidentitdt (siehe z.B.
[2007], S. 97)

[u+ o5+ [|u— vl = 2[ull3 + 2] |v][3.
Es gilt

Do

1+02||Un _UmH%{l < ||, _Um”%

= 2[[vnl|5 + 2/lvmll5 = llvn + vml [

= 4 0l — F@) + 4 ol - Fw)

2
B 2

1
= 4l (vn) + 4 (vm) — 81 (Un > vm)

Up + Um

2

2

—8(=
2

< 41 (v,) + 41 (vy,) — 81
—>n,mﬁ\oo 0.
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Also ist v, eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein v € X, denn X ist
vollstandig.
Noch zu zeigen:

[(’U) = Io.

B und F sind stetig, denn mit Cauchy—Schwarz gilt

| B(u, 0)| < lpllsol[t/]]2[[Vl] 2 + [lalloo| [l 2, 0] 2,

und
[F ()| < allz2llfl|Z:1vl[72
Also gilt
I(v) = I(v,) = %(B(v, v) — B(vp,v,)) + F(v —vy,)
= %((B(v, v) — B(vp,v)) + (B(vp,v) — B(vp,vy)) + F(v —vy,)
—n—soo 0
und damit /(v) = I,. O

12.6  Numerische Verfahren fiir variationelle Probleme

Nun kénnen wir ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertproblemen fiir
gewOhnliche Differentialgleichungen mit Variationsmethoden definieren. Dazu for-
dern wir die variationelle Bedingung 12.16 nicht auf ganz X, sondern suchen einen
Minimierer y; in einem endlichdimensionalen Teilraum X}, von X.

Unsere Idee ist: Je genauer die Funktionen in X, die Funktionen in X approximie-
ren, umso besser sollte auch y, die gesuchte Lésung y approximieren. Beachten
Sie: Wir betrachten dabei die Approximationen weiterhin als Funktionen, wir be-
trachten ausdriicklich keine Gitterfunktionen wie bei den reinen Diskretisierungs-
ansatzen. Dadurch bleibt unser komplettes analytisches Arsenal erhalten, und etwa
die Existenz eines Minimums v, ist trivial.

Definition 12.27 (+ Satz) Ritz—Galerkin-Verfahren
Seien B, F, 1, X definiert wie in 12.14, also insbesondere B ein Skalarprodukt auf
X und F ein lineares Funktional auf X.

Sei X, ein endlichdimensionaler Teilraum von X. Dann ist die Einschrdnkung von
B auf X, ein Skalarprodukt auf X, und die Einschrdnkung von F auf X}, ist stetig.
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Die Voraussetzungen von 12.26 sind erfiillt, d.h. die Einschrdnkung von I auf X, hat
einen eindeutigen Minimierer y;, € Xj,.

yn € Xy, heif3t Galerkin—Ldsung und erfiillt die Gleichung

B(yh,v) = F(’U)V’U € Xh-

Die approximative Losung y;, ldsst sich leicht berechnen. Sei vy, ... v,_1 eine Basis
von X}, damit gibt es eine eindeutige Darstellung

n—1
Yp = E Q5.
=0

B ist linear im ersten und zweiten Argument, F ist linear, es reicht daher y, so zu
wahlen dass

—_

n—

B(vg, yn) = B(Uk,vj)ajZF(Uk),VkJZO...n—l.

<
I
=)

Die a; erfiillen also ein lineares Gleichungssystem. Wir setzen
B e R"™™, By ;=B = (v,v;), F € R", F, = F(v), a € R", (o) = oy,
und erhalten das lineare Gleichungssystem
Ba = F.

Da es immer ein y,, gibt, das das Gleichungssystem l6st, ist B surjektiv und damit
invertierbar.

Mit Hilfe der Satze konnen wir leicht die Konvergenz des Galerkin—Verfahrens in der
Supremumsnorm nachweisen.

Satz 12.28 (Konvergenz des Galerkin—-Verfahrens und Fehlerabschdtzung)
Sei (X},) eine Folge von Rdumen mit

min [ly —z||m = d(y, Xp) = 0¥y € X.
z h

Dann konvergiert y;, gegen y beziiglich der Supremumsnorm.
Es gibt eine Konstante C, die nicht von h abhdngt, mit

|y — ynlleo < Cd(y, Xp).
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Beweis: Sei y die Losung des Variationsproblems auf X, y; die Losung auf X},. Es
gilt
B(yp,v) = F(v) = B(y,v) = B(yn — y,v) = 0Vv € X},

B ist ein Skalarprodukt, also gilt mit dieser Beziehung und Cauchy—Schwarz
y — unll = By — yny — yn)
=By — yny) yn € Xp,
=By — yn,y —v) v € X}, beliebig
<Ily = ulls - lly — vl

Falls y = v, so sind wir sowieso fertig. Andernfalls gilt

Iy = yullz < |ly — vl|B.

Da die B—Norm und die H'-Norm dquivalent sind, gilt

Cilly = yullm <y —wnlls <y = vlls < Colly — v|[m
odermit C' = Cy/C}
1y = ynller < Clly — v|[g.
Da v € X}, beliebig war, folgt schon mal

|y = ynllm < C inf ||y —vl|g = Cd(y, X)
veXy

und damit
Yo —HL Y.
Dies ist noch nicht ganz das Gewiinschte: Das ist nur eine Konvergenz beziiglich der

H'-Norm.
Aber mit den bewiesenen Satzen gilt

1y —vnllee < C'lly —ynllm  (Sobolev 12.23)
= CC’d(y,Xh)

O

Uberzeugend an dieser Vorgehensweise ist, dass dieser Beweis deutlich elegan-
ter ist als die Beweise fiir die Diskretisierung etwa bei den AM—Matrizen: Die Kon-
vergenz gilt unabhangig von der Art der Diskretisierung fiir alle Sturm—Liouville—
Probleme, die die Voraussetzungen erfiillen.

Der Satz sagt: Die Qualitat der Naherungen y;, hangt davon ab, wie gut die Teilrdume
X, den Raum X beziiglich der H'-Norm approximieren. Wir haben die Aufgabe
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der Losung der Differentialgleichung auf die Aufgabe, die Approximationsgiite von
linearen Unterrdumen zu bestimmen, zuriickgefiihrt und damit von der Differential-
gleichung (bis auf eine Konstante) abgekoppelt.

Im Kapitel tiber Interpolation haben wir unter anderem die folgenden Moglichkeiten
kennengelernt, Funktionen in X zu approximieren:

1. Polynome: Wir wahlen als X, ,, den Polynomraum P,, mit p(a) = 0.

2. Trigonometrische Polynome (Fouriertransformation): Hier wahlen wir als An-
satzfunktionen sin(k(t — a)) und cos(kt).

3. Splines (Kapitel 8.2): Diese haben die besten Approximationseigenschaften.
Sie sind das Standardwerkzeug zur L6sung von Variationsproblemen.

Nach den Vorbemerkungen miissen wir bei der Losung der Variationsgleichung fol-
gende Schritte erledigen.

1. Wahle einen endlichdimensionalen Teilraum X}, von X.
2. Bestimme eine Basis vy . .. v, von Xj},.
Berechne die Matrizen B (Steifigkeitsmatrix) und F' (Lastvektor).

Lose das Gleichungssystem Ba = F.

A S

Setze y, = Y7 a;v;.

Die Schritte 3 und 4 kénnen sehr aufwandig sein. Es ware daher giinstig, wenn B
diinn besetzt ware. Dies ist fiir Splines der Fall.

Wir wollen uns hier als Beispiel die Losung der Poissongleichung auf dem Inter-
vall [0, 1] als variationelles Problem mit Splines der Ordnung 2 anschauen. Dieser
Splineraum besteht aus den stiickweise linearen, stetigen Funktionen auf einem
Intervall. Sei zy . . . x,, ein dquidistantes Gitter auf [0, 1] mit der Gitterweite h = 1/n.

Wir setzen
1 j=k
ri) =
Pk () {O sonst

und linear interpoliert zwischen diesen Punkten. Dann ist ¢, ...y, eine Basis des
Raums der Splines der Ordnung 2 mit ¢(0) = 0. Der Trager der ;. ist (xx_1, Tg11),
und es gilt

% t e (l’k,bl’k)
pr(t) = —% r € (T, T141)
0 sonst
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Fiir die Poissongleichungistp = 1 und ¢ = 0. Falls |j — k| > 1, so Uiberschneiden
sich die Trager von ¢, und ¢y, nicht, d.h. es gilt

By = Bk, ¢5) =0

und damit besitzt B nur Eintrdge auf der Hauptdiagonalen und den beiden Neben-
diagonalen. Durch Einsetzen erhalt man

2 1
By = =, Bijs1 = Bryrs = ——.
Bk = 3 Bhkt k4-1,k h

Weiter gilt i
Fe=Flo) = [ fut)dt ~ b

Das zu losende Gleichungssystem und damit die Approximation y;, ist also am Ende
genau die gleiche wie in 12.2. Dies scheint zundchst ein frustrierendes Ergebnis zu
sein. Aber durch die véllig andere Herleitung und Sichtweise bekommen wir hier die
Konvergenz und alles andere geschenkt.

Der funktionale Zugang liber die Variationsrechnung ist also in diesem Fall der ma-
thematisch bessere. In hoheren Dimensionen, d.h. bei (partiellen) Differentialglei-
chungen in mehreren Verdnderlichen, ist er besonders praktisch. Dort werden fiir
die Ansatzfunktionen zu Splines dquivalente Konstrukte in hoheren Dimensionen
genutzt, Finite Elemente (siehe z.B. [ D. Die dort genutzten Satze und
Konstruktionen sind dabei exakt dieselben wie hier fiir eine Dimension.

12.7 Zusammenfassung

12.7.1 Kompetenzen

¢ Definition eines Randwertproblems zweiter Ordnung kennen.

e Einfache Losungsverfahren kennen (Schief3verfahren, Diskretisierung fiihrt
auf lineare Gleichungssysteme).

¢ Definition der Konsistenz fiir diskrete Verfahren kennen (und wissen, dass sie
nurin Spezialfdllen nachgerechnet werden kann).

¢ |dee der Umwandlung der Sturm-Liouville-Probleme in ein Variationspro-
blem/Minimierungsproblem kennen.

e Erweiterung des Losungsraums kennen: C? c C' c H'.

e Schwache Differenzierbarkeit fiir Funktionen ausrechnen kénnen.
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Sobolevsche Ungleichung, Sobolevschen Einbettungssatz, Poincaré-
Ungleichung (in ihrer trivialen Interpretation auf den reellen Zahlen) kennen.

Analytische Folgerung kennen: Sturm-Liouville mit natiirlichen Randbedin-
gungen hat eine eindeutige Losung.

Idee von Ritz—Galerkin und Fehlerabschatzung kennen.

Ritz—Galerkin mit Spline—Ansatzfunktionen durchfiihren kénnen.

12.7.2 Mini-Aufgaben
Siehe Ubungen.
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Kapitel 13

Errata

e Abschnitt 1.2: Proportionalitatsfaktor war mal A und mal 7, ist jetzt immer \.
e Bemerkung zu Satz 2.5: Autonome statt Exakte.
® Beispiel 2.4: arctan y statt arctan z. tan(t 4+ C') statt tant + C.

e Kapitel 3: Zugelassen, dass Kontraktionskonstante und Lipschitzkonstante 0
sind. Spielt eigentlich keine Rolle, aber wenn man positiv voraussetzt, gibt es
u.U. keine kleinste Konstante.

e Beispiel 1.1: Integrationsvariable und Grenze war ¢, Integrationsvariable zu s
geandert.

e Beispiel 1.3: Im Federmodell einiges klarer gefasst.
e Abschnitt 2.4: sgn(f(yo)) statt sgn(yo).
e Beispiel 2.3: ¢ statt 7.

e Banachscher Fixpunktsatz 3.3: A posteriori-Abschatzung umformuliert, so
dass a priori und a posteriori Abschitzungen fiir (¥ liefern.

e Beispiel 3.12: In der Summe falscher Index k— > j

e Abschnitt 3: Zusammenfassung hinzugefiigt.

e Satz 4.8: Fehlte die Bemerkung, dass g stetig fortsetzbar ist.
e Satz 5.28: Beweis hinzugefiigt, Satz 5.29 entfernt.

e Satz 2.8: Bemerkung zur Losung der AWA hinzugefiigt.

¢ Aufgaben zu Kapitel 6: Aufgabe zu hoherer Ordnung erweitert.
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Beispiel 6.17: Hier fehlte an einer Stelle ein Minuszeichen, 3 — —3.

Kapitel 10.2: Hier war am Anfang falschlich ¢(t, y, h) eingesetzt. h gestrichen.
Kapitel 10.4: Definition der Runge—Kutta—Verfahren vereinfacht.

Kapitel 10.4: Beweise und Formulierungen vereinfacht.

Definition 4.6, Landau—Symbole: Hier fehlte in der Definition ein C.

Kapitel 12/12.1/12.2: Redaktionelle Anderungen zum besseren Verstindnis.
Definition 4.6: In Teil 2 stand & statt (k + 1).

Kapitel 12.6: Viele redaktionelle Anderungen zum besseren Verstindnis.

13.1 Zusammenfassung

13.1.1 Kompetenzen

13.1.2 Mini-Aufgaben
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