
Prof. Dr. F. N atterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 13 , Abgabe: 28.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 41: 
Sei A: L2 (X)---+ cm gegen durch 

k= l, ... ,m 

mit gewissen linear unabhängigen uk E L2(X). Sei fw die Tychonoff-Phillips-Lösung zu 
Af = g. Geben Sie eine Funktion Öw(x, y) an, so daß 

fw(x) = J f(y)öw(x, y)dy. 
X 

Aufgabe 42: 
Sei R die Radon-Transformation. 

Zeigen Sie: Für f E S (Rn) ist 

R* Rf(x) = l8n-2I J f (y) dy 
lx-yl ' 

Rn 

wobei 3n die Oberfläche der n-dimensionalen Einheitssphäre ist (also 8° = 2, 8 1 = 27r 
usw.). Falls Ihnen das zu schwierig vorkommt, beschränken sie sich auf den Fall n = 2. 

Aufgabe 43: 
Zeigen Sie: Für gerades g E S(Z) ist 

Hierbei ist [J die eindimensionale Fourier-Transformation bzgl. der ersten Variablen. 

Hinweis: Gehen Sie aus von 

J R*gfdx = J gRfd8ds 
Rn z 

und berechnen Sie (R*g)1' als Fourier-Transformation der Distribution R*g E S'(Rn). 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 10 , Abgabe: 07.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 32: 
Seien µk (!) die zentrierten Momente von f. 
Zeigen Sie, daß 

invariant gegenüber Bewegungen ist. 

Aufgabe 33: 
Sei r : X = !'(s), 0 :::; s :::; L, eine zweimal stetig differenzierbare Kurve im R 2 ohne 
singuläre Punkte. Der Parameter s sei die Bogenlänge. Sei </J(s) der (kleinere) Winkel 
zwischen der Tangente an r in 'Y(s) und einer festen Geraden, und sei k(s) = lfs </J(s)i die 
Krümmung von r in 'Y( s). Sei 

L 

kt= j k(s) e-2rrits/L ds, f, E Z 

0 

(a) Drücken Sie kt durch')' aus. 

(b) Zeigen Sie, daß kt affin invariant ist. 

Aufgabe 34: 
Für p > 0 gerade sei r der Polygonzug mit p Ecken a0 , ... , ap_ 1 , der für p = 8 und p = 16 
unten abgebildet ist. 

(a) Berechnen Sie die Fourier-Deskriptoren iakj, k = 0, ... ,p- 1 von r. 

(b) Zeigen Sie: Sind jbkl die Fourier-Deskriptoren eines weiteren Polygonzugs I'' mit p 
Ecken und ist lbkl = jakj, k = 0, ... ,p - 1, so liegen die Ecken von I'' je zur Hälfte 
auf zwei konzentrischen Kreisen mit Radius 1 zwischen 1 und r einschließlich. Hat 
einer der Kreise den Radius 1 oder r, so stimmen r und I'' bis auf Rotation überein. 



p=8 

p = 16 

Innerer Kreis 
Äußerer Kreis 

Radius 1 
Radius r > 1 



Prof. Dr. F. N atterer 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 9 , Abgabe: 17.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 30: 
Sei <fa E C00 (0, oo) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1) 
00 

J l<P(s)sids < oo , 
0 

00 

J <fa(s)sds =/= 0. 
0 

2) Gilt für ein integrierbares h mit kompaktem Träger 

so ist h = 0. 

00 J <P (ps) h ( s) ds = 0 , 0 ::; p < oo , 
0 
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Die Funktion <P( s) = e-s ist ein Beispiel einer solchen Funktion. Sei fo eine radiale Funk­
tion in R 2 mit lfo(~)I = <P(l~I) und sei F die Menge aller Funktionen, die durch eine affine 
Transformation aus f 0 hervorgehen. 

Zeigen Sie: 

(a) Sind f, g E Fund ist N1 = N 9 , so geht f aus g durch eine Bewegung hervor. 

(b) Sind f, g E Fund ist P1 = P9 , so geht f aus g durch Streckung, eventuell Spiegelung, 
eventuell Punktspiegelung, und eine Translation hervor. 

( c) T1 ist konstant auf F. 

Hinweis: Jede (n, n)-Matrix A läßt sich in der Form A = U DV schreiben mit unitären 
Matrizen U, V und einer Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Elementen. 

Aufgabe 31: 

(a) Sei f E S(R2). Sei (RJ)A die eindimensionale Fourier-Transformation von Rf 
bezüglich des zweiten Arguments, und sei J die zweidimensionale Fourier-Transformation 
von f. 
Zeigen Sie: 

(Rf)/\(e, a-) = (2n) 1l2 f (a-8) , o- E R 1 
, 8 E S1 

. 

(b) Benutzen Sie (a), um einen Algorithmus zur Suche nach Geraden in einem N x N­
Bild zu konstruieren, welcher mit O(N2 log N) Operationen auskommt. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 8 , Abgabe: 10.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 28: 
Sei Hp die Hadamard-Matrix der Ordnung N = 2P aus Aufgabe 26 (b). Zeilen und Spalten 
von Hp seien mit den Nummern 0, ... , N - 1 bezeichnet. Die Dualdarstellung von i E 

{O, ... , N - 1} sei (ip_1, ... , i0 ), also i = i0 + 2i1 + ... + 2P-1ip-l mit ie E {O, 1}. 

(a) Zeigen Sie, daß Hp für jedes i E {O, ... , N - 1} genau eine Zeile mit genau i Zei­
chenwechseln gibt. 

(b) Die Abbildung z von {O, ... , N - 1} in sich selbst sei erklärt durch 

zo(i) = ip-1 
ze(i) = ip-e + ip-f.-l mod (2), I!, = 1, ... ,p- 1. 

Zeigen Sie, daß Hp in Zeile z( i) genau i Zeichenwechsel hat. 

(c) Seif= Uo, ... , fN-1)T, g = (go, ... , gN-1f und g = Hpf· 

Zeigen Sie, daß 

N-1 
gi = L (-l)iojo+.„+ip-dp-1 fj ' i = 0, ... 'N - 1 . 

j=O 

(d) Sei H = Hp ® Hp die zweidimensionale Hadamard-Matrix, 

f = Uoo, !01, · · ·, fN-1,N-1f, 

g = (goo, goi, .. ·, gN-l,N-1)T 

und g =Hf. 

Wie lautet die (c) entsprechende Formel? 

Aufgabe 29: 
Sei K die (N, N)-Matrix 

,„., 
( 

1 

K- p 

PN-1 

p p2 
1 p 

(a) Zeigen Sie, daß 
det(K) = (1 - p2)N-l , N = 1, 2, ... 

(b) Schließen Sie aus (a), daß K für IPI < 1 positiv definit ist. 



(c) Seif= (fi, ... , fN fein Bild mit K1 = K. Sei U eine unitäre (N, N)-Matrix, deren 
erste Spalte konstant ist. Dann gilt für M > 0 

lim E llf - JMll2 = 0 . 
p-+ 1 

Hinweis: (a) Entwickeln Sie nach der ersten Zeile. 

(b) Sehen Sie sich die Hauptminoren an, vgl. Lorenz, LA II, S. 69. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 7 , Abgabe: 03.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 24: 
Seif= (fi, ... , fv) ein Bild mit 

Efk = µ, p(fk, fk+i) = P · 

Sei Jk+1 = afk + ß eine Schätzung für fk+1 und dk = Jk - fk. 
Zeigen Sie: 

(a) E(d~+l) ist minimal für a = p, ß = (1 - p)µ. 

(b) Sind a, ß wie in a) gewählt, so sind dk, dk+l unkorreliert. 

(c) Sind a, ß wie in a) gewählt, so ist Edk+l = 0. 

Aufgabe 25: 
Die Transformation q = U f mit der (N, N)-Matrix 

/2 . kf'Tr 
ukf, = V N+i sm N + 1 ' 

heißt Sinus-Transformation. 

(a) Zeigen Sie, daß U unitär ist. 

k,f=l, ... ,N 
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(b) Zeigen Sie, daß U die Karhunen-Loeve- Transformation für die Kovarianzmatrix 

1 p 
p 1 p 

K = P 1 P 

p 1 

ist. Bestätigen Sie, daß K positiv definit ist. 

1 
0:::; IPI:::; 2 

(c) Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm dst zur schnellen Sinus-Transformation. 



Aufgabe 26: 
Eine (N, N)-Matrix heißt Hadamard-Matrix der Ordnung N, wenn sie orthogonal ist und 
als Elemente nur + 1 und -1 enthält. 

(a) Zeigen Sie: gibt es eine Hadamard-Matrix der Ordnung N > 2, so ist N durch 4 
teilbar. 

(b) Sei 

H1 = ( ~ -~) , Hp+l = H1 ® Hp, p = 1, 2, .... 

Zeigen sie, daß Hp eine Hadamard-Matrix der Ordnung 2P ist und und berechnen 
S. H-1 

ie p . 

(c) Zeigen sie: Für die in (b) definierten Hadamard-Matrizen der Ordnung N = 2P gibt 
es einen Algorithmus, der mit N log2 N Additionen/Subtraktionen auskommt. 

Aufgabe 27: 
Seien U1 , U2 die Karhunen-Loeve-Transformationen für die positiv definiten Kovarianz­
Matrizen K1 bzw. K2· 

Zeigen Sie: Dann ist K = K 1 @K2 ebenfalls positiv definit und hat die Karhunen-Loeve­
Transformation U1 ® U2. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 6 , Abgabe: 26.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 20: 
Sei 

dft(float * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure dft(VAR X : ARRAY OF REAL;CARDINAL p; INTEGER sign); 

ein Programm für die eindimensionale diskrete Fourier-Transformation der Länge p, d.h. 
das Feld x[O], ... , x[p - 1] wird für sign = 1 mit 

1 p-1 „ 

x[k] = - L e-2ni3k/Px[j] 
p j=O 

und für sign = -1 mit 
p-1 

x[k] = L e2nijk/Px[j] 
j=O 

überschrieben. Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm 

dft2(float * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure dft2(VAR x : ARRAY[l..MAX,l..MAX] 

OF REAL;CARDINAL p;INTEGER sign); 

zur zweidimensionalen Fourier-Transformation der Länge p. 

Aufgabe 21: 
Schreiben Sie unter Benutzung der Programme der Aufgabe 20 Programme 

conv(float * y, float * w, float * z, int p) 
bzw. 
Procedure conv(VAR x,w,z : ARRAY OF REAL;CARDINAL p) 
und 

conv2(float ** y, float ** w, float ** z, int p) 
bzw. 
Procedure conv2(VAR y,w,z : ARRAY[l..MAX,l..MAX] 

OF REAL, CARDINAL p); 

zur ein- bzw. zweidimensionalen Faltung der Länge p ohne wrap-around-Fehler. 

Aufgabe 22: 
Sei z = w * y eine nicht notwendig zyklische Faltung der Länge p in n Dimensionen. Sie 



werde durch Fourier-Transformationen der Länge p berechnet, d.h. es werde die inverse 
Fourier-Transformation von pnwkfJk, 0 ::; k < p berechnet. 

Zeigen Sie: Ist Wf =J 0 nur für -s ::; f ::; s, dann ist das Ergebnis richtig für s ::; k ::; 
p- s - 1 ( d.h. der wrap-around-Fehler tritt nur an den Bildrändern auf, und zwar in einer 
Breite von s Pixeln). 

Aufgabe 23: 
Für die (p, q)-Matrix A und die (r, s)-Matrix Bist das Tensorprodukt C = A ® B erklärt 
als die (pr, qs)-Matrix 

( a) Zeigen Sie: Ist Wp die Matrix der eindimensionalen Fourier-Transformation der 
Länge p, so ist Wp ® Wp die Matrix der zweidimensionalen Fourier-Transformation 
der Länge p. Dabei stellt man sich die Komponenten der zweidimensionalen Felder 
zeilenweise zu Vektoren zusammengefaßt vor. 

(b) Sei p = qr und ggt(q, r) = 1. Dann gibt es Permutationsmatrizen P, Q, so daß 

Zeigen Sie dies für p = 6, q = 3, r = 2. 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 5 , Abgabe: 19.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 16: 
SeiK={~ER2 : 161+161'.'Sb}. 

(a) Bestimmen Sie das quadratische achsenparallele Gitter L maximaler Effizienz für K 
und geben Sie ry(L, K) an. 

(b) Geben Sie ein Gitter L mit ry(L, K) = 1 an. 

Aufgabe 17: 
Wie Aufgabe 16, aber mit 

K = {~ E R 2 161 ::; b, 161 :'S 161} · 

Aufgabe 18: 
Sei Lein Gitter in Rn. Zeigen Sie: 

( a) L = { ~ E Rn : 2~ ~ • X E Z , V X E L} 

(b) L hat die Periode p E Rn ( d.h. L + p = L) genau dann, wenn p E L. 

(c) Sei nL die Anzahl der Punkte von L pro Einheitsvolumen. Dann ist 

Aufgabe 19: 
Sei f E L 2(Rn) b-bandbeschränkt. 

(a) Zeigen Sie: Ist h < %, so gibt es eine von x, h, f unabhängige Zahl C mit 

lf(x)I ::; C Max IJ(hk)I . 
k E zn 

(b) Gilt dies auch für h = % ? 

(c) Wie lautet die Aussage (a) für ein beliebiges Gitter L? 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 4 , Abgabe: 12.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 11: 
Zeigen Sie: Für h = ~ bilden die Funktionen 

fk(x) = h-n/2 sirre b(x - hk) , k E zn 

ein Orthonormalsystem in L2 (Rn) . 

Aufgabe 12: 
Zeigen Sie mit Hilfe der Reihe von Aufgabe 6: 

X f tv lv-1(t)dt = Xv lv(X) , V~ 1. 
0 

Aufgabe 13: 
Sei Shf die sirre-Reihe für f E S(Rn), d.h. 

(Shf)(x) = L f(hk) sirre ~(x - hk) . 
kEZn 

Zeigen Sie: J (Shf)(x)dx = hn L f(hk) 
kEZn 

Aufgabe 14: 
Sei für c > 0, b > 0 

J(x) = e-e
2
x

2 
sin b x , XE R 1

. 

Zeigen Sie: 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 3 , Abgabe: 05.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 8: 
Sei f E C 00 (Rn), p eine ganze positive Zahl und h = 211'. 

p 

Zeigen Sie: 

(a) 

(b) 

hn l: f (hk) = (27rr l: lpe 
O<k<p i 

f f(x)dx :=_ hn L f(hk) = -(27r)n L Jpe 
[0,211']n O~k<p i=/=O 

Hierbei ist 0 ::; k < p komponentenweise zu verstehen, und k, f E zn. 

Aufgabe 9: 

WS 1990/91 

Ein sich mit der Geschwindigkeit v E Rn bewegendes Bild f ES werde mit Belichtungszeit 
!lt photographiert. Auf dem Film entsteht dann das Bild 

t:..t 

g(x) = j f(x + tv)dt. 
0 

Sei T die Distribution 
t:..t 

T f = j f ( -tv) dt . 
0 

Zeigen Sie: 
(a) g = f * T 
(b) §(e) = 2 eia sinc(a) f(e) mit a = lltv. e. 

Kann man f aus g berechnen? 

Aufgabe 10: 
Ein mit Winkelgeschwindigkeit w rotierendes Bild f E S werde mit Belichtungszeit T 
photographiert. Auf dem Film entsteht dann das verschmierte Bild 

T 

g(x) = j f (U(t)x)dt, 
0 

U ( t) = ( c?s w t - sin w t ) 
sm w t cos w t 

Setzen sie 

x=r ( 
cos <p ) 
sin <p ' 

f(x) = L fk(r)eikcp , 
k 

g(x) = L 9k(r)eikcp 
k 

und berechnen Sie die 9k aus den fk· 

Kann man die fk aus den 9k berechnen? 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 1 , Abgabe: 22.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 1: 
Sei T der Cauchysche Hauptwert, also 

Tf = j J~) dx. 

Zeigen Sie: 

(a) T'f - lim { J !~~) dx + f(h)+f (-h) } 

h--+ 0 lxl~h 

(b) Tf J f(x)-f(-x) dx 
2x 

(c) i'(~) ( )
1/2 

-i ~ sgn ~ 

Aufgabe 2: 
Sei f E S(Rn). Zeigen Sie: 

(a) Ist f homogen vom Grade k (d.h. f(tx) = tk f(x) für t E R 1
), so ist J homogen vom 

Grade -k - n. 

(b) Ist f rotationsinvariant (d.h. f ist eine Funktion von lxl), so ist auch J rotationsin­
variant. 

Aufgabe 3: 
Seif E Li(Rn) = {f: f meßbar, f lfldx < oo}. 

Zeigen Sie: T1 = Tl mit 

Aufgabe 4: 
Sei 

f(x) = { ~ ' 

Berechnen Sie J. 

-l:::;xk:::;l, 
sonst . 

k=l,„.,n, 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 2 , Abgabe: 29.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 5: 
Für f E S(Rn), r > 0 sei fr(x) = f (rx). Für TE S' sei 

Trf = r-nr f1/r . 

Zeigen Sie: 

1) Tr ES' 

2) Ö = rnÖr 

3) (TrY\ = r-n('fh;r 

( Aufgabe 6: 
Sei lv die Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v, d.h. 

- X V 00 (-X2 /4)k 
lv(x) - (2) ~ k!r(v + k + 1) , V 2 Ü. 

Zeigen Sie: Ist f E L1(Rn), n 2 2, eine radiale Funktion (d.h. f(x) = J(lxl)) so ist auch 
j radial, und es gilt 

00 

f (p) = p(2-n)/2 J rnl2 l(n-2)/2(rp)f (r)dr 
0 

Hinweis: Für n 2 2 und 8 E 3n-1 gilt 

J eiu8·wdw = (27rr/2a(2-n)/2 J(n-2)/2(a) 
sn-1 

Aufgabe 7: 
Sei x---+ x' = Ax + a eine affine Abbildung in Rn, d.h. Aist eine nicht-singuläre (n, n)­
Matrix und a E Rn. Seif E S(Rn) und F(x) := J(Ax + a). 

(a) Zeigen Sie: 
~ T 1 . ~ ~ 

F(A ~) = det(A) eia· f (~) . 

(b) TE S'(Rn) heißt radial, wenn für jede Rotation U und jeden f E S(Rn) gilt 

Tf = T(f o U). 

Zeigen Sie: Ist T radial, so auch T. 
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 1 , Abgabe: 22.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 1: 
Sei T der Cauchysche Hauptwert, also 

Tf = j f~) dx. 

Zeigen Sie: !-( a) T' f = ( lim { f 1;~) + f(h)+f(-h) dx} 
h-+ 0 lxl;::h 

(b) Tf J f(x)-f(-x) dx 
2x 

(c) ( )
1/2 

-i ~ sgn e 
Aufgabe 2: 
Sei f E S(Rn). Zeigen Sie: 

(a) Ist f homogen vom Grade k (d.h. f(tx) = tkf(x) für t E R 1), so ist j homogen 
vom Grade -k - n. 

(b) Ist f rotationsinvariant ( d.h. f ist eine Funktion von lx 1), so ist auch J rotations­
invariant. 

Aufgabe 3: 
Seif E Li(Rn) = {f: f meßbar, J lfldx < oo}. 

Zeigen Sie: T1 = Ti mit 

Aufgabe 4: 
Sei 

f(x)={ ~ ' 

Berechnen Sie /. 

-1$Xk$1, 
sonst . 

k = 1, .. . ,n, 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 2 , Abgabe: 29.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 5: 
Für f E S(Rn), r > 0 sei fr(x) = f(rx). Für TE S' sei 

Trf = r-nr f 1/r . 

Zeigen Sie: 

1) Tr ES' 

2) h = r"'hr 

3) (Tr )A = r-n(Thtr 

Aufgabe 6: 
Sei Jv die Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v, d.h. 

-~voo (-x2/4)k 
Jv(x)-(2) ~ k!r(v+k+ 1) , V~ 0. 

Zeigen Sie: Ist f E L1(R11
), n ~ 2, eine radiale Funktion (d.h. f(x) = /(lxl)) so ist auch 

j radial, und es gibt 
00 

f(p) = p2-n j r J(n-2)/2(rp)f(r)dr 
0 

Hinweis: Für n ~ 2 und 8 E 5n-l gilt 

J eiu0·w dw = ( 2?r r'2 0'2-n J( n-2)/2 ( (J) 
sn-1 

Aufgabe 7: 
Sei x--+ x' = Ax + a eine affine Abbildung in R"', d.h. Aist eine nicht-singuläre (n, n)­
Matrix und a E Rn. Sei f E S(Rn) und F(x) := f(Ax + a). 

( a) Zeigen Sie: 
A T 1 . ~ A 

F(A {) = det(A) eia· /({) . 

(b) TE S'(Rn) heißt radial, wenn für jede Rotation U und jeden f E S(R"') gilt 

Tf=T(foU). 

Zeigen Sie: Ist T radial, so auch T. 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 4 , Abgabe: 12.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 
' 

Aufgabe 11: 
Zeigen Sie: Für h = ~ bilden die Funktionen 

ftc(x) = h-n/2 sinc b(x - hk) , k E zn 

ein Orthonormalsystem in L2(Rn). 

Aufgabe 12: 
Zeigen Sie mit Hilfe der Reihe von Aufgabe 6: 

X J t" J„_1(t)dt = x" J„(x) , V~ 1. 
0 

Aufgabe 13: 
Sei Shf die sinc-Reihe für f E S(Rn), d.h. 

(Shf)(x) = L f(hk) sinc ~ (x - hk). 
1rezn 

Zeigen Sie: 

j(shf)(x)dx = hn L f(hk) 
kEZ" 

Aufgabe 14: 
Sei für c > 0, b > 0 

XE R 1
. 

Zeigen Sie: 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 5 , Abgabe: 19.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 16: 
Sei K = {e E R 2 : 161+1e21::; b}. 

(a) Bestimmen Sie das quadratische achsenparallele Gitter L maximaler Effizienz für 
K und geben Sie rJ( L, K) an. 

(b) Geben Sie ein Gitter L mit 71(L, K) = 1 an. 

Aufgabe 17: 
Wie Aufgabe 16, aber mit 

K = {e E R2 161 ::; b, 161 ::; 161} · 

Aufgabe 18: 
Sei L ein Gitter in Rn. Zeigen Sie: 

( a) L = { e E Rn : 2~ e · x E Z , \;/ x E L} 

(b) L hat die Periode p E Rn (d.h. L + p = L) genau dann, wenn p E L. 

( c) Sei nL die Anzahl der Punkte von L pro Einheitsvolumen. Dann ist 

Aufgabe 19: 
Sei f E L2(Rn) b-bandbeschränkt. 

(a) Zeigen Sie: Ist h < ~,so gibt es eine von x, h, f unabhängige Zahl C mit 

lf(x)I ::; C Max l/(hk)I . 
k E zn 

(b) Gilt dies auch für h = ~ ? 

( c) Wie lautet die Aussage ( a) für ein beliebiges Gitter L? 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 
'-~' . 

Übungen zur. Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 
-~ --=--~-- ' :___-,_, -. -

Übungsblatt 6, Abgabe: 26.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 20: < 

Sei 

dft{float * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure dft(VAR X : ARRAY OF REAL;CARDINAL Pi INTEGER sign); 

ein Programm für die eindimensionale diskrete Fourier-Transformation der Länge p, d.h. 
das Feld x[O], ... ,x[p-1] wird für sign = i mit 

1 p-1 
x[k] = - I: e-2,..ijlc/pxLiJ 

p j=O 

und für sign = -1 mit 
p-1 

x[kJ = E e2,..ijlc/pxLil 
j=O 

überschrieben. Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm 

dft2(ßoat * x, int p, int sign) 
bzw. 
Procedure · dft2(VAR x: ARRAY[l„MAX,l„MAX] 

OF REAL;CARDINAL p;INTEGER sign); 

zur zweidimensionalen Fourier-Transformation der Länge p. 

Aufgabe 21: 
Schreiben Sie unter Benutzung der. Programme der Aufgabe 20 Programme 

conv(ßoat * y, ßoat * w, ßoat * z, int p) 
bzw. 
Procedure conv(VAR x,w,z: ARRAY OF REAL;CARDINAL p) 
und 

conv2(fioat ** y, ßoat ** w, ßoat ** z, int p) 
bzw. 
Procedure conv2(VAR y,w ,z : ARRAY(l..MAX,1„MAX] 

OF REAL, CARDIN AL p ); 

zur ein- bzw. zweidimensionalen Faltung der Länge p ohne wrap-around-Fehler. 

Aufgabe 22: 
Sei z = w * y eine nicht notwendig zyklische Faltung der Länge p in n Dimensionen. Sie 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 7 , Abgabe: 03.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 24: 
Sei f = (ji, ... , f 11) ein Bild mit 

Efk = µ, P(fk, fH1) = P · 

Sei A+1 = afk + ß eine Schätzung für /H1 und dk = A - fk· 

Zeigen Sie: 

(a) E(~+l) ist minimal für a = p, ß = (1 - p)µ. 

(b) Sind a, ß wie in a) gewählt, so sind dk, dk+l unkorreliert. 

(c) Sind a, ß wie in a) gewählt, so ist Edk+l = 0. 

Aufgabe 25: 
Die Transformation q = U J mit der (N, N)-Matrix 

~. kbr 
ukl = V N+1 sm N + 1 ' k,i=l,„.,N 

heißt Sinus-Transformation. 

(a) Zeigen Sie, daß U unitär ist. 

(b) Zeigen Sie, daß U die Karhunen-Loeve- Transformation für die Kovarianzmatrix 

1 p 
p 1 p 

K= p 1 p 

p 1 

ist. Bestätigen Sie, daß K positiv definit ist. 

( c) Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm dst zur schnellen Sinus-Transformation. 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 8 , Abgabe: 10.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 28: 
Sei HP die Hadamard-Matrix der Ordnung N = 2P aus Aufgabe 26 (b ). Zeilen und 
Spalten von HP seien mit den Nummern 0, ... , N - 1 bezeichnet. Die Dualdarstellung 
von i E {O, ... , N - 1} sei (ip-li ... , io), also i = io + 2i1 + ... +2P- 1ip-l mit it E {O, l}. 

(a) Zeigen Sie, daß Hp für jedes i E {O, ... , N - 1} genau eine Zeile mit genau i 
Zeichenwechseln gibt. 

(b) Die Abbildung z von {O, ... , N - 1} in sich selbst sei erklärt durch 

zo(i) = ip-1 
zt(i) = ip-t + ip-t-1 mod (2) , l = 1, ... ,p - 1 . .„ 

Zeigen Sie, daß HP in Zeile z( i) genau i Zeichenwechsel hat. 

(c) Seif= (/o, ... ,fN-1)T, 9 = (90, ... 19N-1f und 9 = Hpf· 

Zeigen Sie, daß 

N-1 
9i = L (-l)ioio+„.+ip-Üp-1 fj ' i = 0, ... 'N - 1 . 

i=O 

(d) Sei H =HP® HP die zweidimensionale Hadamard-Matrix, 

f = (/oo, /oi, · · ·, f N-1,N-1f, 

9 = (9001901! · · · 19N-1,N-l)T 

und 9 =Hf. 

Wie lautet die (c) entsprechende Formel? 

Aufgabe 29: 
Sei K die ( N, N)-Matrix 

, ... , 
( 

1 

K- P 

PN-1 

p p2 
1 p 

(a) Zeigen Sie, daß 
det(K) = (1 - p2)N-l , N = 1, 2, ... 

(b) Schließen Sie aus (a), daß K für IPI < 1 positiv definit ist. 

·• 



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91 

Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 9 , Abgabe: 17.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kästen .58, 59 

Aufgabe 30: 
Sei <P E C'00 (0, oo) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1) 
00 00 

j l<P(s)sids < oo, j <fa(s)sds f:. 0. 
0 0 

2) Gilt für ein integrierbares h mit kompaktem Träger 

00 

j <f>(ps)h(s)ds = 0, 0 ~ p < oo, 
0 

so ist h = 0. 

Die Funktion </>( s) = e-s ist ein Beispiel einer solchen Funktion. Sei fo eine radiale 
Funktion in IR2 mit lfo(e)I = <P(lel) und sei F die Menge aller Funktionen, die durch 
eine affine Transformation aus fo hervorgehen. 

Zeigen Sie: 

( a) Sind f, g E F und ist Nt = Ng, so geht J aus g durch eine Bewegung hervor. 

(b) Sind f, g E Fund ist P1 = Pg, so geht J aus g durch Streckung, eventuell Spiege­
lung, eventuell Punktspiegelung, und eine Translation hervor. 

( c) T1 ist konstant auf F. 

Hinweis: Jede (n, n )-Matrix A läßt sich in der Form A = U DV schreiben mit unitären 
Matrizen U, V und einer Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Elementen. 

Aufgabe 31: 

( a) Sei f E S(IR2
). Sei ( RJ)" die eindimensionale Fourier-Transformation von RJ 

bezüglich des zweiten Arguments, und sei J die zweidimensionale Fourier-Transformation 
von f. 
Zeigen Sie: 

a E IR1 
, 8 E S 1 

. 

(b) Benutzen Sie ( a), um einen Algorithmus zur Suche nach Geraden in einem N x N­
Bild zu konstruieren, welcher mit O(N2 log N) Operationen auskommt. 

'"' f 8-1f"(~1~ .. 

~~ J ~ d q« ;di>1«vlt44 G,;flt:-1· 
~ · J ( t ~) , r c [ „ 1, 1 J 

r € r-~,.,,.j 
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Übungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 10 , Abgabe: 07.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kästen 58, 59 

Aufgabe 32: 
Seien µ1e(f) die zentrierten Momente von f. 
Zeigen Sie, daß 

invariant gegenüber Bewegungen ist. 

Aufgabe 33: 
Sei r : X = 1(s), 0 ~ s ~ L, eine zweimal stetig differenzierbare Kurve im JR,2 ohne 
singuläre Punkte. Der Parameter s sei die Bogenlänge. Sei <P( s) der (kleinere) Winkel 
zwischen der Tangente an r in 1(s) und einer festen Geraden, und sei k(s) = lts <P(s)I 
die Krümmung von r in 1(s). Sei 

L 

kt= J k(s) e-2'1rita/L ds' 
0 

( a) Drücken Sie kt durch 1 aus. 

(b) Zeigen Sie, daß kt affin invariant ist. 

Aufgabe 34: 
Für p > 0 gerade sei r der Polygonzug mit p Ecken a0 , •.• , ap-li der für p = 8 und 
p = 16 unten abgebildet ist. 

(a) Berechnen Sie die Fourier-Deskriptoren la1el, k = 0, ... ,p - 1 von r. 

(b) Zeigen Sie: Sind lb1el die Fourier-Deskriptoren eines weiteren Polygonzugs r' mit p 
Ecken und ist lb1el = la1el, k = O, ... ,p-1, so liegen die Ecken von r' je zur Hälfte 
auf zwei konzentrischen Kreisen mit Radius 1 zwischen 1 und r einschließlich. 
Hat einer der Kreise den Radius 1 oder r, so stimmen r und r' bis auf Rotation 
überein. 
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NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG 

Übungsblatt 11 1 Abgabe: 14.1.1991 , 15.00 Uhr 

Aufgabe 35: 

Sei F = G = L2(Rn) und Ader Operator aus Aufgabe 10, d.h. 

~1 

(AJ)(x) = j J(U(t)x)dt. 
0 

Zeigen Sie, daß A stetig ist, und untersuchen Sie die Gleichung Af = g auf Schlechtge­
stelltheit. 

Aufgabe 36: 

Seif eine radiale Funktion in R 2
, d.h. f (x) = F(lxl). Sei R die Radon-Transformation. 

Zeigen Sie: 

Aufgabe 37: 

00 

(RJ)(B, s) = 2 j F(u)u du . 
../u2 - s2 

lsl 

Sei fr(x) = J (rx) und R die Radon-Transformation. 

a) Zeigen Sie: 

1 
Rfr(B, s) = - (RJ)(B, sr). 

r 

b) Schließen Sie aus (a): Es gibt eine Folge (fk)1.;=1 ,2,.„ in CQ°(R2
) mit 

für k""' oo. 
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Westfälische Wilhelms-Universität Münster 
Rechenzentrum 
Einsteinstraße 60 

ANTRAG AUF JOBNUMMERN FÜR PROGRAMMIERKURSE 

Vorlesungsnummer 

Semester 

Anzahl 

Dozent (Name) 

(bitte möglichst mindestens 8 Arbeitstage 
vor Kursbeginn im Dispatch abgeben) 

VNR 

SEM 

ANZ 

DOZ 

= Anf.-nummer 

(Ben.-Kennung): DOZIO = 'o .... vM IO '' I ON.4< i ~ 

(Telefon) DOZTEL = ' $'9- 3 :t · 

e Es soll benutzt werden (bitte JA oder NEIN eintragen): 

MVS = '_:3-'-'4 __ CMS = '_:\~4 __ UNIX = 

ANF = 

• Falls CMS ='JA' oder UNIX== 'JA': Testmaschine mit Benutzerkennung ZxyOOO einrichten? 

(JA oder NEIN) TEST = '_:1-'--'A __ 

falls 'JA', Fachnummer: TBOX = '/104 ' 

• Falls CMS "' 'JA': Gemeinsame D-Platte zuordnen, z.B. für Beispiele, Aufgaben usw. (falls 
ja, bitte Besitzer und virtuelle Adresse an dessen Maschine eintragen)? 

Ben.-Kennung (oder 'TEST'): DDINH ='.TE.ST 

virt. Adresse DDADR = 

e Falls CMS = 'JA': Welche Compiler-Umgebung soll vorwiegend benutzt werden (z.B. PUi, 
FORTRAN, PASCAL, LISP)? 

ENV = 1 L----~-----

(Unterschrift des Dozenten, Datum) 

Die folgenden Angaben werden vom Rechenzentrum eingetragen: 

Kursbuchst~ben KBU = 

Fächerbuchstabe(n): BUCHST = '. ----' 

Ausgehändigt am ------an -----------
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we condude that ehe sample is chemicall~· 
inhomogeneous, thar ehe Li - comes from 
ehe same source as Na - , and thar ehe mass-
91 ions come from a different source than 
either Na - or Li - . This same argument 
holds for several other species as weil. The 
peaks associared wich PS generally ha\·e 
< 1 % coincidence wich Na - whereas those 
associared wich NaF have >5% coincidence 
wich Na- (Fig. 4). 

For a more precise comparison berween 
ehe rwo groups, one can also attempt co fit 
ehe experimental data co ehe model. Given 
that ehe sample is composed of -0.5-µm 
NaF crysrals on PS and that ehe coverage of 
these crysrals on ehe PS surface is -3%, one 
finds that Phomo(.Vi'„,Na:), where M.,_ is an 
arbirrary mass ion, is a facror of - 70 grearer 
than Pin(.YI-,Na-). In Fig. 4, P;n(.VI+,Na+) 
is represemed b~· ehe group of points associ­
ated wich PS. whereas Phomo(.Vl-,Na-) is 
rcpresented b~· ehe group of poinrs associar­
ed wich NaF. From ehe plor, one observes 
that o/onomol . .\1-,Na-) is only a facror of 15 
greater than %;n(.\r,~:a-). This facror is 
lower than that predicred by ehe model 
because ehe NaF crysrals are not squares as 
ehe model .issurnes . .-\s nored earlier, irregu­
la.rly shaped NaF crysrals lead ro a longer 
imerface berween ehe NaF and ehe PS and 
larger \'alues for %;n(.\I- ,Na - ) than are 
expecred by ehe model. Neverrheless, ehe 
ditference in ehe percenr coincidences of 
more than an order of magnirude between 
ehe rwo groups supporrs ehe conclusion that 
ehe polysryrene is indeed spatially weil sepa­
rared from ehe N aF. 

This example demonsrrates ehe use of 
coincidence counting wich TOF mass spec­
troswpy in ehe analysis ofsurfaces for chem­
ical homogenei~· ~t ehe 100-nrn level. In 
principle, ehe technique should have an ulti­
mate resolurion of abour 10 nm, thar is, ehe 
diamerer of ehe sample spor addressed by an 
individual primary ion (9). In practice, ehe 
resolurion lirnit is set by ehe length of ehe 
inrerface of highly irreguiarl~· shaped inho­
mogeneities in ehe sample. The coincidence 
spectra may aiso be useful in revealing chem­
ic-1! relations berween secondarv ions and in 
the separarion of mass spectrometric signal 
from background. Furrher, coincidence 
counting may be useful in examining ehe 
kinetic energy relations of secondary ions 
and ehe relarion of secondarv ions co second­
ary elecrrons. 
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Image Reconstruction of the Interior of Bodies That 
Diffuse Radiation 

J. R. SINGER, F. ALBERTO GRÜNBAUM, PHILIP KOHN, 
JüRGE PASSA„\-1ANI ZUBELLI 

A method for reconstructing images from projections is described. The unique aspect 
of the procedure is that the reconstruction of the intemal strucrure can be carried out 
for objects that diffuse the incident radiation. The method may be used with phorons, 
phonons, neutrons, and many other kinds of radiation. The procedure has applications 
ro medicaJ imaging, industrial imaging, and geophysical imaging. 

I
N THIS REPORT WE DESCRIBE A PRO­

cedure eo determine and display images 
of ehe inremal strucrure of objects that 

diffuse radiation. Such objects are members 
of a large dass. For example, ehe human 
body diffuses infrared radiation, ultrasonic 
radiation, and neutrons. Almost all solids 
are also in this dass. Ir is difficult eo speci~· a 
substance in which ditfusion along wich 
absorption does not occur for some form of 
radiation. 

\V e began srudying ehe transmission of 
i.nfrared laser beams through animal tissues. 
The projections of ditfusely transmirred ra­
diarion could be obserYed bv silicon derec­
tor arrays anc! displayed on a video screen. 
For rissues up eo abour 2 cm thick, we could 
observe shadowgraphs of internal struc­
rures. Thicker tissues produced fuzzier shad­
owgraphs until ehe internal srrucrures be­
came difficult eo delineare. Conventional 
techniques for reconstructing multiple pro­
jections by Cormack ( 1), Hounsfield ( 2), 
Boyd (J), and others for application eo 
compurer tomography \vere not helpful in 
reconstructing our diffused projecrions. We 
did observe that considerable information 
abour inrernal strucrures existed within 
these projections. This observation prompt­
ed our research into methods of reconstrucr­
ing internal images of objects utilizing a 
!arge collecrion of shadowgraphs. 

The problem was co develop a method of 
image reconsrrucrion that could urilize ehe 
ditfused image projections and reconsrruct 

). R. Singer, ElecuicaJ Engineering and Computer Sei· 
ence, and Biophni<s Deparonents, l'ni,·ersicy ofCalifor· 
nia. Berkelev, CA 94720. 
F. :\.Grünbaum and J. P. Zubelli. Mathematics Depan:· 
ment. L'ni\•ersitv of C.ilifomia, Berkek\'. CA 94720. 
P. Kohn, International Computer SCiences !!lstirute, 
L'ni,·ers1tv of C.tlifomia, Berkeley, C.\ 94720. 

internaJ fearures of ehe ditfusing object„ -· ·e 
simplesr case is a homogeneous slab wici. ,io 
internal strucrure wich a particle bearn di­
recred ar ehe face of ehe slab. This ideal 
example has been complerely solved by 
Fcynman and Hibbs ( ./). However, imaging 
ehe inrerior of a homogeneous body pro­
\•ides minimal information because there is 
no interior srrucrure. In imaging more com­
plex objecrs. we use ehe FeYnrnan concept of 
summing the emergent particles o\·er all 
possible paths (Jl. The resultant pattern of 
emergenr particles will therefore conrain ehe 
"hisro~·" of thesc paths. 

To reconsrrucr ehe inrerior strucrure of an 
object contai.ning inhomogeneities, we 
make ehe following assurnptions: 

1) Di\·ide ehe objecr inro volume ele­
ments (rnxels); sec ehe size of ehe rnxe!s to 
be ehe C.esired resolution. (When dealing 
wich ehe m·o-dimensional case, each elerP"''lt 
is renned a pi.xel.) ( . 

2) Thc particle beam enters ehe objecr ar 
a series of poinrs sequentially in time. 

3) The particles of ehe bearn may enter 
• and leave each rnxel, if not annihilated by 
absorprion wich.in ehe voxel. The absorprion 
probabili~· is vuk per voxel, and ehe survival 
probabili~· is wük per voxel, where W;jk = l 
- vvk· The scattered probabilities for each 
voxel are )Ük = forward scarrer probability, 
bük = bach•ard scarrer probability, sük 

= sideways scatter probabiliry, and we as­
surne thar buk = 1 - 4suk - fuk· The proba­
biliry of a forward scarrer is given by wijk 

• _tijk; ehe probabiliry of a backward scatter is 
Wijk • buk; Ehe probabiliry of a sideways scat­
rer is wuk • S;jk· 

4) For each rnxel we provide ehe varia­
bles w, ;; b, and s. As poinred out above, 
these reduce to three variables. 
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