Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 13 , Abgabe: 28.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 41:
Sei A: Ly(X) — C™ gegen durch

(Af)k:(fauk)a kzla"'am

mit gewissen linear unabhingigen uy € Lo(X). Sei f, die Tychonoff-Phillips-Lésung zu
Af = g. Geben Sie eine Funktion 6, (z,y) an, so daf

fulw) = [ $ @)l y)dy .

Aufgabe 42:
Sei R die Radon-Transformation.

Zeigen Sie: Fir f € S(R") ist

)

RRf@) =15 [ 2,

Rn
wobei S™ die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitssphére ist (also S° = 2, S =2«
usw.). Falls Ihnen das zu schwierig vorkommt, beschréinken sie sich auf den Fall n = 2.
Aufgabe 43:

Zeigen Sie: Fiir gerades g € S(Z) ist

£
€1’

Hierbei ist § die eindimensionale Fourier-Transformation bzgl. der ersten Variablen.

(R*g)™(€) = 2(2m) D2 "g( =, €]) -

Hinweis: Gehen Sie aus von

R/ﬂ R*gfde = Z/ gRfdOds

und berechnen Sie (R*g)" als Fourier—Transformation der Distribution R*g € §'(R").



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 10 , Abgabe: 07.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Ksten 58, 59

Aufgabe 32:
Seien ug(f) die zentrierten Momente von f.

Zeigen Sie, daf§
p2(f) = (p20(f) — po2(f))? + 43, (f)

invariant gegeniiber Bewegungen ist.

Aufgabe 33:

SeiT : z = v(s), 0 < s < L, eine zweimal stetig differenzierbare Kurve im R? ohne
singulidre Punkte. Der Parameter s sei die Bogenlinge. Sei ¢(s) der (kleinere) Winkel
zwischen der Tangente an T in y(s) und einer festen Geraden, und sei k(s) = | & ¢(s)| die
Kriimmung von I in 7(s). Sei

L
ke = / k(s) e~ 2mits/L ds | teZ
0

(a) Driicken Sie k; durch 1 aus.

(b) Zeigen Sie, daB k¢ affin invariant ist.

Aufgabe 34:
Fiir p > 0 gerade sei " der Polygonzug mit p Ecken aq,...,ap-1, der fiir p =8 und p = 16
unten abgebildet ist.

(a) Berechnen Sie die Fourier-Deskriptoren |dx|, £=0,...,p— 1 von T

(b) Zeigen Sie: Sind |bk| die Fourier-Deskriptoren eines weiteren Polygonzugs IV mit p
Ecken und ist |3k| =|axg|, k=0,...,p—1, so liegen die Ecken von I" je zur Halfte
auf zwei konzentrischen Kreisen mit Radius 1 zwischen 1 und r einschliefilich. Hat
einer der Kreise den Radius 1 oder 7, so stimmen I" und I bis auf Rotation iiberein.




Innerer Kreis
Auflerer Kreis

Radius 1
Radiusr > 1




Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 9 , Abgabe: 17.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 30:
Sei ¢ € C*|0, c0) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1)
[ 19)slds <o, [ gls)sds £0.

2) Gilt fiir ein integrierbares A mit kompaktem Trager
o0
[ #les)hls)ds =0, 0<p<oo,
0

so ist h = 0.

Die Funktion ¢(§) = ¢~¢ ist ein Beispiel einer solchen Funktion. Sei f; eine radiale Funk-
tion in R? mit |fo(¢)| = #(|¢|) und sei F' die Menge aller Funktionen, die durch eine affine
Transformation aus fy hervorgehen.

Zeigen Sie:
(a) Sind f,g € F und ist Ny = N,, so geht f aus g durch eine Bewegung hervor.

(b) Sind f, g € F und ist Py = P, so geht f aus g durch Streckung, eventuell Spiegelung,
eventuell Punktspiegelung, und eine Translation hervor.

(c) Ty ist konstant auf F'.

Hinweis: Jede (n,n)-Matrix A 148t sich in der Form A = UDV schreiben mit unitédren
Matrizen U,V und einer Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Elementen.

Aufgabe 31:

(a) Sei f € S(R?). Sei (Rf)" die eindimensionale Fourier-Transformation von Rf
beziiglich des zweiten Arguments, und sei f die zweidimensionale Fourier—Transformation
von f.

Zeigen Sie:

(RHMO,0) = (27r)1/2f(a@) , ceR!, ©ecst.

(b) Benutzen Sie (a), um einen Algorithmus zur Suche nach Geraden in einem N X N—
Bild zu konstruieren, welcher mit O(N?log N) Operationen auskommt.



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 8 , Abgabe: 10.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 28:

Sei H, die Hadamard-Matrix der Ordnung N = 2P aus Aufgabe 26 (b). Zeilen und Spalten
von H, seien mit den Nummern 0,..., N — 1 bezeichnet. Die Dualdarstellung von i €
{0, ey N — 1} sei (’ip_l, . .,’io), also 3 = ’io + 211 +...+ 2p—1ip_1 mit ’ie S {0, 1}

(a) Zeigen Sie, dafi H, fiir jedes ¢ € {0,...,N — 1} genau eine Zeile mit genau ¢ Zei-
chenwechseln gibt.

(b) Die Abbildung z von {0,..., N — 1} in sich selbst sei erklirt durch

20(1) = ip-1
ze(1) = fdp—¢+1ip—g—1 mod (2), £=1,...,p—1.

Zeigen Sie, daB H, in Zeile z(i) genau i Zeichenwechsel hat.
(c) Sei f=(fo,.. rfn-1)%, 9= (90,...,95-1)F und g = Hpf.
Zeigen Sie, daf3
N_l . . . .
gi= Y (=1)yedotetteidomaf, - §=0,...,N—1.
3=0
(d) Sei H = H, ® H, die zweidimensionale Hadamard-Matrix,
f = (foo, for, - - +» fn—1,w-1)",

g= (goo, goi; - - - ,QN—1,N—1)T
und g = Hf.

Wie lautet die (c) entsprechende Formel?

Aufgabe 29:
Sei K die (N, N)-Matrix

1 p p2 pN-—l
1 pN—2
K |? p
N 1

(a) Zeigen Sie, dafl
det(K) =(1-p)"1, N=1,2,...

(b) Schliefien Sie aus (a), daB K fiir |p| < 1 positiv definit ist.




(c) Sei f = (fi,...,fn)T ein Bild mit K; = K. Sei U eine unitére (N, N)-Matrix, deren
erste Spalte konstant ist. Dann gilt fiir M > 0

lim  E|f-fM*=0.
p—1

Hinweis: (a) Entwickeln Sie nach der ersten Zeile.

(b) Sehen Sie sich die Hauptminoren an, vgl. Lorenz, LA 1II, S. 69.




Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 7 , Abgabe: 03.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 24:
Sei f =(f1,...,f,) ein Bild mit

Efe=p, p(fe,frr1)=p.

Sei f) vi1 = . fg + B eine Schitzung fiir fry; und di, = Fo = fe.

Zeigen Sie:
(a) E(di,,) ist minimal fir o = p, B = (1— p)pu.
(b) Sind «, 8 wie in a) gewéhlt, so sind di, dg41 unkorreliert.

(c) Sind «, B wie in a) gewdhlt, so ist Edg4, = 0.

Aufgabe 25:
Die Transformation ¢ = U f mit der (N, N)-Matrix

[ 2 . kem
Uge = N+lsmN+1’ kt=1,...,N

heifit Sinus-Transformation.

(a) Zeigen Sie, daf8 U unitér ist.

(b) Zeigen Sie, da U die Karhunen-Loéve- Transformation fiir die Kovarianzmatrix

1
p

=D
=
N[ =

p 1
ist. Bestéitigen Sie, dal K positiv definit ist.

(c) Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm dst zur schnellen Sinus-Transformation.




Aufgabe 26:
Eine (N, N)-Matrix heifitt Hadamard-Matrix der Ordnung N, wenn sie orthogonal ist und
als Elemente nur +1 und —1 enthalt.

(a) Zeigen Sie: gibt es eine Hadamard-Matrix der Ordnung N > 2, so ist N durch 4
teilbar.

(b) Sei

1 1
H1:<1 _1>, Hp+1-—"—'H1®Hp, p=1,2,....

Zeigen sie, daf} H, eine Hadamard-Matrix der Ordnung 27 ist und und berechnen
Sie H1.
p

(c) Zeigen sie: Fiir die in (b) definierten Hadamard-Matrizen der Ordnung N = 27 gibt
es einen Algorithmus, der mit N log, N Additionen/Subtraktionen auskommt.

Aufgabe 27:

Seien Uy, U, die Karhunen—Loéve-Transformationen fiir die positiv definiten Kovarianz-
Matrizen K; bzw. Kj.

Zeigen Sie: Dann ist K = K, ® K, ebenfalls positiv definit und hat die Karhunen-Loéve-
Transformation U; ® Us.




Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 6 , Abgabe: 26.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 20:
Sei

dft(float * x, int p, int sign)
bzw.
Procedure dft(VAR X : ARRAY OF REAL;CARDINAL p; INTEGER sign);

ein Programm fiir die eindimensionale diskrete Fourier-Transformation der Lange p, d.h.
das Feld z[0],...,z[p — 1] wird fiir sign = 1 mit

i[k] =

SR

p—1
Z 6—27rijk/p$[j]
=0
und fiir sign = —1 mit

p.—'l 3

5k = 3 e tiralj]

J=0

iiberschrieben. Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm

dft2(float * x, int p, int sign)

bzw.

Procedure dft2(VAR x : ARRAY[1.MAX,1..MAX]
OF REAL;CARDINAL p;INTEGER sign);

zur zweidimensionalen Fourier-Transformation der Lénge p.

Aufgabe 21:
Schreiben Sie unter Benutzung der Programme der Aufgabe 20 Programme

conv(float * y, float * w, float * z, int p)

bzw.
Procedure conv(VAR x,w,z : ARRAY OF REAL;CARDINAL p)
und
conv2(float ** y, float ** w, float ** 2, int p)
bzw.

Procedure conv2(VAR y,w,z : ARRAY[1.MAX,1..MAX]
OF REAL, CARDINAL p);

zur ein- bzw. zweidimensionalen Faltung der Léinge p ohne wrap-around-Fehler.

Aufgabe 22:
Sei z = w * y eine nicht notwendig zyklische Faltung der Lénge p in n Dimensionen. Sie




werde durch Fourier-Transformationen der Liinge p berechnet, d.h. es werde die inverse
Fourier-Transformation von p™.gx, 0 < k < p berechnet.
Zeigen Sie:  Ist wy # 0 nur fiir —s < £ < s, dann ist das Ergebnis richtig fiir s < k <

p—s—1 (d.h. der wrap-around-Fehler tritt nur an den Bildréndern auf, und zwar in einer
Breite von s Pixeln).

Aufgabe 23:

Fiir die (p, ¢)-Matrix A und die (r, s)-Matrix B ist das Tensorprodukt C = A ® B erklirt

als die (pr, gs)-Matrix

a11B AN aqu

C=|:
apnB ... ayB

(a) Zeigen Sie: Ist W, die Matrix der eindimensionalen Fourier-Transformation der
Linge p, so ist W, ® W, die Matrix der zweidimensionalen Fourier-Transformation
der Linge p. Dabei stellt man sich die Komponenten der zweidimensionalen Felder
zeilenweise zu Vektoren zusammengefafit vor.

(b) Sei p = gr und ggt(g,r) = 1. Dann gibt es Permutationsmatrizen P, @, so daf
W, =P(W,@W,)Q .

Zeigen Sie dies firp=6,¢=3,r = 2.




Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 5 , Abgabe: 19.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 16:
Sei K = {¢ € R? : |&] + |&| < b}

(a) Bestimmen Sie das quadratische achsenparallele Gitter L maximaler Effizienz fiir K
und geben Sie n(L, K) an.

(b) Geben Sie ein Gitter L mit n(L,K) =1 an.

Aufgabe 17:
Wie Aufgabe 16, aber mit

K={¢ecR?: |&|<b, |&]| < |&l} -

Aufgabe 18:
Sei L ein Gitter in R™. Zeigen Sie:
(a) L={¢€R": L¢&.2€Z, Vzel}
(b) L hat die Periode p € R" (d.h. L+p= L) genau dann, wenn p € L.

(c) Sei ng, die Anzahl der Punkte von L pro Einheitsvolumen. Dann ist

npn; = (2m)™" .

Aufgabe 19:
Sei f € L%(R") b-bandbeschrénkt.
(a) Zeigen Sie: Ist h < I, so gibt es eine von z,h, f unabhéngige Zahl C mit

|f(z)] £ C Max |[f(hk)|.
kel

(b) Gilt dies auch fir h =75 ?

(c) Wie lautet die Aussage (a) fiir ein beliebiges Gitter L?



Prof. Dr. F. Natterer

WS 1990/91

Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 4 , Abgabe: 12.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 11:
Zeigen Sie: Fiir h = 7 bilden die Funktionen

fi(z) = h™™2 sinc b(z — hk) , keZ"
ein Orthonormalsystem in Ly(R™).
Aufgabe 12:
Zeigen Sie mit Hilfe der Reihe von Aufgabe 6:
X
/ I at)dt=x"J(x), v=>1
0
Aufgabe 13:
Sei S f die sinc-Reihe fiir f € S(R™), d.h.
(Suf)(@) = ¥ f(hk) sinc %(z — hk) .
keZn
Zeigen Sie:
[Sin@ds=h" 3 f(hk)
keZn
Aufgabe 14:
Sei fiir e >0, b>0 -
f(z)=e*% sinbz , reR.

Zeigen Sie:

f(é.) = \/527:6

L (e(E-0/2et _ g-(ewn/ae?)



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 3 , Abgabe: 05.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 8:
Sei f € C*(R™), p eine ganze positive Zahl und h = %”.
Zeigen Sie:
(a) Wty f(hk) = @O0 D fu
0<k<p 13 R
(b) J f@)dz-h" 3 f(hk)=—-02m)" ¥ fpe
[0,27]n 0<k<p 0

Hierbei ist 0 < k& < p komponentenweise zu verstehen, und k, £ € Z™.

Aufgabe 9:
Ein sich mit der Geschwindigkeit v € R™ bewegendes Bild f € § werde mit Belichtungszeit
At photographiert. Auf dem Film entsteht dann das Bild

At
g(z) =/ f(z +tv)dt .

Sei T' die Distribution N
Tf = / F(—tv)dt .
0

Zeigen Sie:
(a) g=fx*T A
(b) §(&) =2 e sinc(a) f(§) mita= Atv-§.

Kann man f aus g berechnen?

Aufgabe 10:
Ein mit Winkelgeschwindigkeit w rotierendes Bild f € S werde mit Belichtungszeit 7'
photographiert. Auf dem Film entsteht dann das verschmierte Bild

T

o) = [ FU @)L, U(t):(

cos wit —sin wt)
0

sin wt cos wt

Setzen sie

r=r ( cos ) , f(.'L‘) — Z fk(,,.)eiktp , g(m) — Z gk(,’,)eiktp

sin @

und berechnen Sie die gy aus den f.

Kann man die fx aus den gy berechnen?



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91

Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 22.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 1:
Sei T' der Cauchysche Hauptwert, also

Tf:/@dx.

Zeigen Sie:
(a) T'f = — lim { [ Lm(gldx_,_ f!h)+hf(—h2}
h—=0 Llz>h
& 1 =17 f—@;—i(_—xl dx
A () 1/2
(¢ T@©) = —i(3) sen¢
Aufgabe 2:

Sei f € S(R™). Zeigen Sie:

(a) Ist f homogen vom Grade k (d.h. f(tz) = t*f(z) fiir t € R), so ist f homogen vom
Grade —k —n.

(b) Ist f rotationsinvariant (d.h. f ist eine Funktion von |z]), so ist auch f rotationsin-
variant.

Aufgabe 3:
Sei f € Li(R™) = {f : f mefibar, [|f|dz < oo}.

Zeigen Sie: Ty = T} mit
f@ =enr [ et i@)d

Aufgabe 4:
Sei

Berechnen Sie f .



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 29.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 5:
Fir f € S(R™), r > 0 sei f,(z) = f(rz). Fir T € &' sei

T.f= T~an1/r .

Zeigen Sie:
1) T. €S8
2) § =176,

3) ()" =17 (T)yyr

Aufgabe 6:
Sei J, die Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v, d.h.
T =] (—$2/4)k
J(z) = (=) ,v>0.
(=) =3) kz;; KT(v+k+1) V=

Zeigen Sie: Ist f € Li(R"), n > 2, eine radiale Funktion (d.h. f(z) = f(]z|)) so ist auch
f radial, und es gilt

flp) = p®™/? / ™2 Jn-2)/2(rp) f(r)dr
0

Hinweis: Fiir n > 2 und © € S™! gilt

/ (70w — (27r)n/20.(2—n)/2 J(n—z)/Z(U)
§n-1

Aufgabe T7:
Sei z — 7' = Az + a eine affine Abbildung in R, d.h. A ist eine nicht-singuldre (n, n)-
Matrix und a € R”. Sei f € S(R") und F(z) := f(Az + a).

(a) Zeigen Sie:
BATeN L e f
(b) T € S'(R™) heiit radial, wenn fiir jede Rotation U und jeden f € S(R") gilt

Zeigen Sie: Ist T radial, so auch T.
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Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 22.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 1:
Sei T' der Cauchysche Hauptwert, also

Tf:ﬁf—(:—:)d:c.

Zeigen Sie:
(@ Tf =/ lm {f 1) 4 1A da:} -
h— 0 Ulzl>h
() Tf = JUfCogy

() T(6) = —i(z)"sene

Aufgabe 2:
Sei f € S(R™). Zeigen Sie:

(a) Ist f homogen vom Grade k (d.h. f(tz) = t*f(z) fiir ¢t € R1), so ist f homogen
vom Grade —k —mn.

(b) Ist f rotationsinvariant (d.h. f ist eine Funktion von |z|), so ist auch f rotations-
invariant.

Aufgabe 3:
Sei f € Li(R™) = {f : f meBbar, [|f|dz < c0}.

Zeigen Sie: Ty = T; mit

i) =@r) " [ e (a)da

Aufgabe 4:

Sei
1, -1<z;:<1, k=1,...,n,

f(z) :{ 0 , sonst

Berechnen Sie f.




Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 29.10.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe b:
Fir f € S(R*), 7 > 0sei f.(z) = f(rz). Fiir T € S’ sei

T.f=r"Tfy .

Zeigen Sie:
1) T, €8
2) 6 =r1r"8,

3) (T = r=(D)yr

Aufgabe 6:
Sei J, die BesselFunktion 1. Art der Ordnung v, d.h.
= (at/a)

Julz) = (5 k; PO SRR

Zeigen Sie: Ist f € Li(R"), n > 2, eine radiale Funktion (d.h. f(z) = f(|z|)) so ist auch
f radial, und es gibt

flp)=p" / T Jn-2)p2(rp) f(r)dr
0
Hinweis: Fiir n > 2 und © € S gilt

[ e = (27207 Juaa(o)
sn-1

Aufgabe 7:
Sei x — z' = Az + a eine affine Abbildung in R", d.h. A ist eine nicht-singulére (n,n)-
Matrix und a € R™. Sei f € S(R") und F(z) := f(Az + a).

(a) Zeigen Sie:
F(A7¢) = ae—tl(—f-i—) et f(e).
(b) T € S§'(R") heifit radial, wenn fiir jede Rotation U und jeden f € S(R") gilt
Tf=T(foU).
Zeigen Sie: Ist T radial, so auch T'.



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 4 , Abgabe: 12.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 11:
Zeigen Sie: Fiir h = § bilden die Funktionen

fe(z) = "% sinc b(z — hk), ke2Z"

ein Orthonormalsystem in Lo(R").

Aufgabe 12:
Zeigen Sie mit Hilfe der Reihe von Aufgabe 6:

X
/ T (t)dt = x"Ju(x), v>1.
0

Aufgabe 13:
Sei S, f die sinc-Reihe fiir f € S(R™), d.h.

(Saf)@)= 3 f(hk)sinc %(w — hk) .
keZr
Zeigen Sie:
[Sif)@)de =" T f(hk)

keZr

Aufgabe 14:
Sei fir e >0, b>0 .
f(z) =€ sinbz reR'.

Zeigen Sie:

A 1 2 /0,2 20,2
—(£-b)2/2¢ (E+b)%/2¢
, é = e - €



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 5 , Abgabe: 19.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 16:
Sei K = {¢£ e R? : |&1] + |&| < b}

(a) Bestimmen Sie das quadratische achsenparallele Gitter L maximaler Effizienz fiir
K und geben Sie n(L,K) an.

(b) Geben Sie ein Gitter L mit (L, K) =1 an.

Aufgabe 17:
Wie Aufgabe 16, aber mit

K={¢eR?: |&|<b, |&] <|&]}.

Aufgabe 18:
Sei L ein Gitter in R"™. Zeigen Sie:
() L={¢eR*: Lt 2€Z, Vzel}
(b) L hat die Periode p € R* (d.h. L+ p= L) genau dann, wenn p € L.

(c¢) Sei nr die Anzahl der Punkte von L pro Einheitsvolumen. Dann ist

nrng = (27)™" .

Aufgabe 19:
( Sei f € L*(R™) b-bandbeschrinkt.

(a) Zeigen Sie: Ist h < {, so gibt es eine von z,h, f unabhéngige Zahl C mit

|f(z)] < C Max |f(hk).
keZ"

(b) Gilt dies auch fir h =% ?

(c) Wie lautet die Aussage (a) fiir ein beliebiges Gitter L?



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91

Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

{bungsblatt 6 , Abgabe: 26.11.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 20: .
Sei el
~ dft(float * x, int p, int sign)

bzw.
Procedure dft(VAR X : ARRAY OF REAL;CARDINAL p; INTEGER sign);

ein Programm fiir die eindimensionale diskrete Fourier-Transformation der Lénge p, d.h.
das Feld z[0],...,z[p — 1] wird fiir sign = 1 mit

e .
:ﬁ[k] = = Z e—21ruk/px[j]
y )
und fiir sign = —1 mit
p_l e
5[k = Y eikiralj]
i=0
iiberschrieben. Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm

dft2(float * x, int p, int sign)

bzw.

Procedure " dft2(VAR x : ARRAY([1..MAX,1. MAX]
OF REAL;CARDINAL p;INTEGER sign);

zur zweidimensionalen Fourier-Transformation der Linge p.

Aufgabe 21:
Schreiben Sie unter Benutzung der. Programme der Aufgabe 20 Programme

conv(float * y, float * w, float * z, int p)

bzw. - :
Procedure conv(VAR x,w,z : ARRAY OF REAL;CARDINAL p)
und

conv2(float ** y, float ** w, float ** z, int p)
bzw.

Procedure conv2(VAR y,w,z : ARRAY[1..MAX,1.. MAX]
OF REAL, CARDINAL p);

zur ein- bzw. zweidimensionalen Faltung der Linge p ohne wrap-around-Fehler.

Aufgabe 22:
Sei z = w * y eine nicht notwendig zyklische Faltung der Linge p in » Dimensionen. Sie



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 7 , Abgabe: 03.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 24:
Sei f =(f1,...,f,) ein Bild mit

Efi=p, p(fe,fir1)=0p.

Sei fiy1 = afi+ B eine Schitzung fir fiy, und di = fi — fx.
Zeigen Sie:

(a) E(d?,,) ist minimal fiir a = p, B = (1 ~ p)u.
(b) Sind a, wie in a) gewihlt, so sind dy, dx+1 unkorreliert.

(c) Sind «, B wie in a) gewéhlt, so ist Edy4; = 0.

Aufgabe 25:
Die Transformation ¢ = U f mit der (/V, N)-Matrix

2 ) ki

Uk =
heifit Sinus-Transformation.

(a) Zeigen Sie, da8 U unitér ist.

(b) Zeigen Sie, dafl U die Karhunen—Loéve- Transformation fiir die Kovarianzmatrix

1
p

v =D
-
N =

p 1
ist. Bestétigen Sie, dafl K positiv definit ist.

(c) Schreiben Sie mit Hilfe von dft ein Programm dst zur schnellen Sinus-Transformation.



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 8 , Abgabe: 10.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Késten 58, 59

Aufgabe 28:

Sei H, die Hadamard-Matrix der Ordnung N = 27 aus Aufgabe 26 (b). Zeilen und
Spalten von H, seien mit den Nummern 0,..., N — 1 bezeichnet. Die Dualdarstellung
von i € {0,...,N — 1} sei (ip-1,...,%), also i = i+ 263 + ... + 2P 1i,_; mit i, € {0,1}.

(a) Zeigen Sie, daf# H,, fiir jedes i € {0,...,N — 1} genau eine Zeile mit genau %
Zeichenwechseln gibt.

(b) Die Abbildung z von {0,..., N — 1} in sich selbst sei erkldrt durch

Zo('i) = ip—l
Zt('i) = ip_¢+'ip_¢_1 mod (2) , £=1,...,p—-1. o~

Zeigen Sie, dafl H, in Zeile z(i) genau ¢ Zeichenwechsel hat.
(C) Sei f = (fO) ) fN—l)T) g= (90, v )gN—l)T und g= pr
Zeigen Sie, daB

9= Nf (=1)dotetip-tipifo - §=0,...,N—1.
=0
(d) Sei H = H, ® H, die zweidimensionale Hadamard-Matrix,
f = (foo, for, - - fu-1,n-1)7,
9 = (900, o1, - - - ,gN-1,N-1)"
und g=Hf.

Wie lautet die (c) entsprechende Formel?

(- Aufgabe 29:
Sei K die (N, N)-Matrix

2 N-1

1 p p pN
1 , —2
P . P P
PN, 1

(a) Zeigen Sie, da8
det(K)=(1-p)"1, N=1,2,...

(b) SchlieBen Sie aus (a), daf§ K fiir |p| < 1 positiv definit ist.



Prof. Dr. F. Natterer WS 1990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 9 , Abgabe: 17.12.1990 , 15.00 Uhr, in den Kasten 53, 59

Aufgabe 30:
Sei ¢ € C'°[0,00) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1)
/ lp(s)slds < o0, / d(s)sds #£0 .

0

2) Gilt fiir ein integrierbares h mit kompaktem Trager
/ #(ps)h(s)ds =0, 0<p< oo,
0

soist h = 0.

Die Funktion ¢(s) = e™* ist ein Beispiel einer solchen Funktion. Sei fo eine radiale
Funktion in IR? mit |fo(€)] = #(J¢]) und sei F' die Menge aller Funktionen, die durch

eine affine Transformation aus fy hervorgehen.
Zeigen Sie:
(a) Sind f,g € F und ist Ny = N, so geht f aus g durch eine Bewegung hervor.

(b) Sind f,g € F undist Py = Py, so geht f aus g durch Streckung, eventuell Spiege-
lung, eventuell Punktspiegelung, und eine Translation hervor.

(c) Ty ist konstant auf F.
Hinweis: Jede (n,n)-Matrix A 148t sich in der Form A = UDV schreiben mit unitaren
Matrizen U,V und einer Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Elementen.

Aufgabe 31: RS

(a) Sei f € S(IR?). Sei (Rf)" die eindimensionale Fourier-Transformation von Rf
beziiglich des zweiten Arguments, und sei f die zweidimensionale Fourier—Transformation
von f.

Zeigen Sie:
(RAOMNO,0) = (2m)%f(00), o€lIR', OeS8'.

(b) Benutzen Sie (a), um einen Algorithmus zur Suche nach Geraden in einem N x N-
Bild zu konstruieren, welcher mit O(N?log N) Operationen auskommt.

[wfﬂeo#(é!’e “
({‘wj d um(és{u/‘/m bttt es

j/q d ("@);!’6 E,’]’/)]
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Prof. Dr. F. Natterer ~ WS51990/91
Ubungen zur Vorlesung NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 10 , Abgabe: 07.01.1991 , 15.00 Uhr, in den Kisten 58, 59

Aufgabe 32:
Seien p,(f) die zentrierten Momente von f.

Zeigen Sie, dafl
p2(f) = (20(f) = po2(£))? + 44, (f)

invariant gegeniiber Bewegungen ist.

Aufgabe 33:
SeiI' : £ = 4(s), 0 < s < L, eine zweimal stetig differenzierbare Kurve im IR? ohne
singuldre Punkte. Der Parameter s sei die Bogenlénge. Sei ¢(s) der (kleinere) Winkel

zwischen der Tangente an I' in 4(s) und einer festen Geraden, und sei k(s) = | ¢(s)|
die Kriimmung von I in ~(s). Sei

L
ke = / k(s)e?me/lds (e Z
0

(a) Driicken Sie &, durch 7 aus.

(b) Zeigen Sie, daB k, affin invariant ist.

Aufgabe 34:
Fir p > 0 gerade sei I' der Polygonzug mit p Ecken ay,...,a,-;, der fiir p = 8 und
p = 16 unten abgebildet ist.

(a) Berechnen Sie die Fourier-Deskriptoren |a|, k=0,...,p—1 von I

(b) Zeigen Sie: Sind |I3,,| die Fourier-Deskriptoren eines weiteren Polygonzugs IV mit p
Ecken und ist |b| = |a), k=0,...,p—1, so liegen die Ecken von I" je zur Hilfte
auf zwei konzentrischen Kreisen mit Radius ## zwischen 1 und r einschliefSlich.
Hat einer der Kreise den Radius 1 oder r, so stimmen I' und IV bis auf Rotation
iiberein.




Prof. Dr. F. Natterer | WS90/91
NUMERISCHE BILDVERARBEITUNG

Ubungsblatt 11 , Abgabe: 14.1.1991 , 15.00 Uhr

Aufgabe 35:

Sei F = G = Ly(R") und A der Operator aus Aufgabe 10, d.h.

Av
(4f)@) = [ U @B))de.
0

Zeigen Sie, dafl A stetig ist, und untersuchen Sie die Gleichung Af = g auf Schlechtge-
stelltheit.

Aufgabe 36:

Sei f eine radiale Funktion in R?, d.h. f(z) = F(]z|). Sei R die Radon-Transformation.
Zeigen Sie:

(Rf)(8,8) =2 f E\/(%

Isl

Aufgabe 37:

Sei f.(z) = f(rz) und R die Radon-Transformation.

a) Zeigen Sie:
1
R.fr(ex 3) = ; (Rf)(a: 31') .
b) Schlieflen Sie aus (a): Es gibt eine Folge (fr)k=12,. in C’g°(R2) mit

Ifellzageicy =1, RSl o mY) — O

fir k£ - o0.
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Westfdlische Wilhelms-Universitat Mlnster
Rechenzentrum
EinsteinstraBe 60

ANTRAG AUF JOBNUMMERN FUR PROGRAMMIERKURSE

(bitte moglichst mindestens 8 Arbeitstage
vor Kursbeginn im Dispatch abgeben)

Vorlesungsnummer  : VNR =’ 4C371 3% 7,

' Wywerische @l'(c(be/eréei{uw;f ',
[

Programmiersprache : TITEL

Semester : SEM =" wS do0/44 ’,
Anzahl : ANZ = , Anf.-nummer : ANF =
Dozent (Name) : DOZ =’ Pr—q Dr. F. Mtees Ty
(Ben.-Kennung): DOZID = 'Oyl 20 ', £ OvA 2§
(Telefon) : DOZTEL = * 3992, ', 37298

@ Es soll benutzt werden (bitte JA oder NEIN eintragen):

MVS = 7 D4 ', CMS =_J4 > UNIX = ° ’,

® Falls CMS ="JA’ oder UNIX ="JA’; Testmaschine mit Benutzerkennung Zxy000 einrichten?

1]

(JA oder NEIN) TEST = > J A4 ',

falls *JA’, Fachnummer: TBOX = ' 04 7,

® Falis CMS = 'JA’: Gemeinsame D-Platte zuordnen, z.B. fir Beispiele, Aufgaben usw. (falls
ja, bitte Besitzer und virtuelle Adresse an dessen Maschine eintragen)?

Ben.-Kennung (oder *TEST’): DDINH = *TEST ',

yirt. Adresse < DDADR ' ',

® Falls CMS = 'JA: Welche Compiler-Umgebung soll vorwiegend benutzt werden (z.B. PL/,
FORTRAN, PASCAL, LISP)?

En = 0 C ’,

(Unterschrift des Dozenten, Datum)

Die folgendsn Angaben werden vom Rechenzentrum eingetragen:
Kursbuchstaben : KBU =’ ',

Facherbuchstabe(n): BUCHST = *__ 7

Ausgehandigt am an
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we conclude thatr the sample is chemically
inhomogeneous, that the Li” comes from
the same source as Na~, and that the mass-
91 ions comne from a different source than
either Na~ or Li". This same argument
holds for several other species as well. The
peaks associated with PS generally have
<1% coincidence with Na~ whereas those
associated with NaF have >5% coincidence
with Na™ (Fig. 4).

For a more precise comparison between
the two groups, one can also attempt to fit
the experimental data to the model. Given
that the sample is composed of ~0.5-pm
NaF crystals on PS and thart the coverage of
these crystals on the PS surtace is ~3%, one
finds that Phome(M™,Na™), where M7 is an
arbitrary mass ion, is a factor of ~70 greater
than P;,{M™,Na7). In Fig. 4, Pjp(M”,Na™)
is represented by the group of points associ-
ated with PS, whereas Puomo(M™,Na™) is
represented by the group of points associat-
ed with NaF. From the plot, one observes
that %pnomol M ™,Na™}) is only a factor ot 15
greater than %;,(M7,Na™). This factor is
lower than that predicted by the model
because the NaF crystals are not squares as
the model assumes. As noted earlier, irregu-
larly shaped NaF crystals lead to a longer
interface berween the NaF and the PS and
larger values for % (M™.Na™) than are
expected by the model. Nevertheless, the
difference in the percent coincidences of
more than an order of magnitude between
the two groups supports the conclusion that
the polvstyrene is indeed spatially well sepa-
rated from the NaF.

This example demonstrates the use of
coincidence counting with TOF mass spec-
troscopy in the analysis of surfaces for chem-
ical homogeneity at the 100-nm level. In
principle, the technique should have an uld-
muate resolution of abour 10 nm, that is, the
diameter of the sample spot addressed by an
individual primary ion (9). In practice, the
resolution limit is set by the length of the
interface of highly irreguiarly shaped inho-
mogeneities in the sample. The coincidence
spectra mav aiso be useful in revealing chem-
ical relations berween secondary ions and in
the separation of mass spectrometric signal
from background. Further, coincidence
counting may be useful in examining the
kinetic energy relatons of secondary ions
and the relation of secondary ions to second-
ary electrons.
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Image Reconstruction of the Interior of Bodies That

Diffuse Radiation

J. R. SINGER, F. ALBERTO GRUNBAUM, PHILIP KOHN,

JORGE PASSAMANI ZUBELLI

A method for reconstructing images from projections is described. The unique aspect
of the procedure is that the reconstruction of the internal structure can be carried out
for objects that diffuse the incident radiation. The method may be used with phorons,
phonons, neutrons, and many other kinds of radiation. The procedure has applications
to medical imaging, industrial imaging, and geophysical imaging.

N THIS REPORT WE DESCRIBE A PRO-

cedure to determine and display images

of the internal structure of objects that
diffuse radiation. Such objects are members
of a large class. For example, the human
bodv ditfuses infrared radiation, ultrasonic
radiation, and neutrons. Almost all solids
are also in this class. It is difficult to specifv-a
substance in which diffusion along with
absorption does not occur tor some form of
radiation.

We began studying the transmission of
ntrared laser beams through animal dssues.
The projections of diffusely transmirted ra-
diation could be observed by silicon derec-
tor arravs and displaved on a videc screen.
For tissues up o about 2 cm thick, we could
observe shadowgraphs of internal struc-
tures. Thicker tssues produced fuzzier shad-
owgraphs until the internal structures be-
came difficult to delineate. Convenuonal
techniques for reconstructing multiple pro-
jectons by Cormack (1), Hounsfield (2),
Bovd (3). and others for application to
computer tomography were not helpful in
reconstructing our diffused projections. We
did observe thar considerable information
about internal structures existed within
these projections. This observation prompt-
ed our research into methods of reconstruct-
ing internal images of objects utilizing a
large collection of shadowgraphs.

The problem was to develop a method of
image reconstruction that could urilize the
diffused image projections and reconstruct

J. R. Singer, Electrical Engineering and Computer Sci-
ence, and Biophysics Deparrments, University ot Califor-
nia, Berkelev, CA 94720.

F. A. Griinbaum and J. P. Zubelli, Mathemaucs Depart-
ment, University of California, Beckelev, CA 94720.

P. Kohn, Intcrnational Computer Sciences Institute,
Universitv of California, Berkelev, CA 94720.

inrernal features ot the diffusing object, " "¢
simplest case is a homogeneous slab witi, 110
internal structure with particle beam di-
rected at the tace of the slab. This ideal
example has been completelv solved bv
Fevnman and Hibbs (4). However, imaging
the interior of a homogeneous body pro-
vides minimal informadon because there is
no interior structure. In imaging more com-
plex objects. we use the Fevnman concept of
summing the emergent particles over all
possible paths (3). The resultant pattern of
emergent particles will therefore contain the
“historv™ of these paths.

To reconstruct the interior structure ot an
object conraming inhomogeneities, we
make the following assumptions:

1) Divide the object into volume ele-
ments (voxels); ser the size of the voxels to
be the desired resolution. (When dealing
with the two-dimensional case, each element
is termed a pixel.)

2) The pamclc beam enters the object at
a series of points sequentially in time.

3) The particles of the beam may enter
and leave each voxel, if not annihilated by
absorption within the voxel. The absorption
probability is vy per voxel, and the survival
probability is wiy per voxel, where wy = 1
~ v The scattered probabilities for each
voxel are fi = forward scatter probability,
by = backveard scatter probability, sy
= sideways scatrer probabiliry, and we as-

sume that byr = 1 — 4s —_ﬂjk The proba-
bility of a forward scatter is given by Wik
* fiik; the probability of a backward scarter is
wiik * by, the probability of a sideways scat-
ter is Wik * Sijk-

4) For cach voxel we provide the varia-
bles w, f, b, and 5. As pointed our above,
these reduce to three variables.

SCIENCE, VOL. 248
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