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Zusammenfassung

Im Praktikum sollen die in der Vorlesung “Numerik partieller Differentialglei-
chungen 1” vorgestellten numerischen Verfahren zur Losung partieller Differenti-
algleichungen programmiert werden. Ziel ist die Implementierung eines effizien-
ten, selbstadaptiven Programmpakets zur Simulation elliptischer Differentialglei-
chungen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode. Als Programmiersprache wird
C/C++ verwendet, so dass Programmierkenntnisse hilfreich sind und durch das
Praktikum ausgebaut werden konnen. Zusitzlich findet eine Einfithrung in die in
der Arbeitsgruppe verwendeten Programmierpakete statt. Studierende, die vor-
haben, in der Angewandten Mathematik ein Zulassungs- oder Diplomarbeit zu
schreiben, wird die Teilnahme an dem Praktikum empfohlen.

Bemerkung zum Skript

Die Programmierung der Aufgaben erfordert die vorherige Einfithrung zahlrei-
cher Verfahren, Konzepte, und Software-Pakete. Diese werden wahrend des Prak-
tikums in der Prasenzstunde gehalten. Dieses Skript soll genau diese Informatio-
nen sammeln, die an der Tafel prasentiert werden. Daher ist es keine ausfiihrli-
che Anleitung, sondern im wesentlichen eine knappe Mitschrift der Prasenzantei-
le des Praktikums. Das Skript entsteht erst parallel zur Veranstaltung im aktuellen
WS 2008/2009. Es werden daher aktuell zur wochentlichen Veranstaltung immer
neue Versionen Online gestellt. Fiir Fehlerfreiheit kann daher zunéchst nicht ga-
rantiert werden. Korrekturen und Kommentare zum Skript sind daher jederzeit
willkommen.



1 Einfithrung

Ziel der Veranstaltung ist die numerische Behandlung von PDGLn.

1.1

Beispiele:

Sei Q € R? ein polygonales Gebiet.

a)

b)

1.2

stationdre (d.h. zeitunabhédngige) Warmeleitung mit isolierenden Randbe-
dingungen.
Gesuchtist u : Q@ — Rs.d.

V- (kVu)=f inQ (1)
(kVu)-n=0 auf o) (2)

instationdre (d.h. zeitabhdngige) Konvektion-Diffusion mit Nullrandbedin-
gungen.
Gesuchtistu : Q2 x [0,7] — R s.d.

Ou+ V- (cu®> —kVu) =0 inQ x [0,T] 3)
u=0 1in0dQ x [0,T] 4)
u = ug fiir t=0 (5)

Schritte der Numerischen Behandlung

Diskretisierung von €2 durch ein Gitter: z.B. Dreiecke/Rechtecke

Diskreter Funktionenraum V}, im Ort: z.B. Elementweise konstant, linear, etc.
Zeitdiskretisierung 0 =t < ... <t =T

Ziel nun: finde uf € Vj, mit uf(x) ~ u(x, t*)

Ansatz der numerischen Losung als Linearkombination von Basisvektoren
v, mit Koeffizienten a” (sogenannte DOFs, degrees of freedom)

N
k k
Up = E A Pn
n=1

Diskretisierungsverfahren der PDGL liefert Berechnungsverfahren fiir die
DOFs: z.B. FEM, FV, LDG

Implementation und Berechnung der numerischen Losung durch Computer.

Auswertung der Ergebnisse: z.B. Visualisierung, Berechnung von Zielgro-
en.

Hier: Realisierung unter Unix/Linux, Programmiersprache C++, Numerik-
Bibliothek Dune



2 Finite-Differenzen-Verfahren fiir Transport-
Gleichung

2.1 Skalare Erhaltungsgleichung in 1D
Sei 2 = [a,b] C R ein Intervall, 7" > 0 Endzeit. Gesucht ist u(z, t) als Losung von
Opu(x,t) + 0 f(u(z,t)) = 0 inQ x[0,T]

u(z,0) = wup(z)inQ

u(z,t) = ugy(z,t) auf Ty,

mit Anfangsdaten u, Dirichlet-Randdaten ug4;,, Flussfunktion f(u), Dirichlet-Rand
Lair(t) := {z € 09| f'(u)n < 0} mit du8erer Einheitsnormalen n.

Bemerkung: Trotz glatter Daten kénnen sich unstetige Losungen entwickeln. Daher
wird der Losungsbegriff zu schwachen Losungen mit “Entropiebedingung” erweitert. Un-
ter gewissen Bedingungen an die Daten gilt Existenz und Eindeutigkeit von Entropielo-
sungen, siehe [13].

2.2 Finite-Differenzen-Diskretisierung
2.21 Gitter
Wir definieren

e ein Gitter G = {x,}_, auf Q aus N Punkten mita =z, < ... <ay =b

o fiir die Randbehandlung die gespiegelten Punkte zy = a — (23 — 1) und
Ty =0+ (xny — 2N_1)

lokale Gitterweiten Az, := %(Tp11 — Zn-1)

die Zwischenpunkte z,,,.1 := 5 (a1 + 20)

K + 1 Zeitpunkte durch t* = kAt k = 0,..., K fiir Zeitschrittweite At

Axy,

| | | . | . | | |
F----1 \ \ ‘ \ ‘ \ \ r--"" " |
ro T1=a T2 Tn—1 xn—% Tn ‘rn-ﬁ-% Tn+1 TN—-1 TN = b TN4+1

Abbildung 1: Notationen eines 1D Punktegitters mit N Knoten auf [a,b] C R.

2.2.2 Diskreter Funktionenraum im Ort

Wir legen Basisfunktionen ¢,, : G — R fest durch ¢,,(x,,) := 0. Hiermit definie-
ren wir den diskreten Funktionenraum bzgl. des Ortes V}, := span{¢, }\_,.

Bemerkung: Wir verzichten hier auf eine Erweiterung des Trigers auf (2.
Gesucht ist also uf € Vj, k = 0,..., K mit Darstellung uf = S uFy,, so dass

uf ~ u(x,, t*).



2.2.3 Projektion der Anfangsdaten

Einfache Projektion der Anfangsdaten u := P} (uo) ist durch Punktauswertung

moglich
(Ph(uo))(wn) := uo(2n)-

2.2.4 Diskreter Ortsoperator

Wir verwenden eine Approximation des Orts-Differentialoperators durch "zentra-
le’ Differenz:

@ W) t) & g (Flulyy,#9) = Fluo, . #9)) ©
~ g (ol ) — gty b)) 7)

mit numerischem Fluss ¢, der konsistent g(u,u) = f(u) und Lipschitz ist.
Definiere u%,, ; bzw v in Abhéngigkeit des Randtyps:

ko udir(a, tk) fallsa € Tgir
Yo = { u sonst. ®)

k - udir(b, tk) falls b € Iy
Untr = { uk; sonst. ©)

Motiviert durch unsere PDGL 0,u = L(u) mit L(u) := —0, f(u) definieren wir den
diskreten Ortsoperator L;, : V;, — V},

(i) o) = =5 (o) — ()

Bemerkung: “Erhaltungseigenschaft”: Falls uq;, = 0 und u(a,t) = u(b,t) = 0, so gilt

/ O f(ua, 1)) = F(u(b, 1)) — f(u(a, 1)) = 0.

Mit der Definition einer diskreten 'Masse’ ergibt sich im Fall ug;, = 0, uf = u%, =0

ZA$n Lh uh xn ZAwn un?“n—&-l) g(uﬁ—bu’ri)) =0.
n=1

2.2.5 Zeitdiskretisierung

Fiir die Zeitdiskretisierung wahlen wir Euler-Vorwiérts. Das numerische Verfahren
berechnet also nacheinander fir k=1,..., K — 1

U’:L—H = Ui + AtLh(UZ)



2.2.6 Numerische Fliisse
Zentrale Differenz:

o(u,0) = 3 (F(w) + ()

ist bei Transportproblem schlecht, weil nicht unbedingt Entropielosung ge-
funden wird.

Lax-Friedrichs-Fluss:

g(u,0) = 5 (F() + F(0) + 55 (u )

mit Term fiir zusdtzliche “numerische Viskositdt”. Man wahlt A moglichst
grof3, dass Asup, | f'(u)| < 1.

Engquist-Osher-Fluss:
fH(w) == f(0) +/ max(f’(s),0)ds [ (w) ::/ min(f'(s),0)ds
0 0

g(u,v) = " (u) + [~ (v).
Falls f'(s) > 0 folgt g(u,v) = f(u) “Ruckwaérts-Differenz”.
Falls f'(s) < 0 folgt g(u,v) = f(v) “Vorwarts-Differenz”.
2.2.7 CFL-Bedingung

Fiir Stabilitat des numerischen Verfahrens muss At so klein gew&hlt werden, dass
die (Courant Friedrich Levy) Bedingung gilt. Fiir den Engquist Osher Fluss lautet

dese At (u)
u
—= <1
Sgp N
Fiir den Lax-Friedrichs-Fluss wird At zusétzlich durch A eingeschrankt
At|Lf L
sup W+l
u Ay,

Im wesentlichen ist also At proportional zum kleinsten Az,, zu wéhlen.

2.3 Experimental Order of Convergence (EOC)

Sei allgemein u;, eine numerische Approximation einer Funktion u in Abhangig-
keit eines Diskretisierungsparameters h. Die Konvergenz lim;_.o u;, = v kann oft
quantifiziert werden durch

lun — ul| < Ch®

in einer geeigneten Norm ||-|| und maximalem «, der Konvergenzordnung.

Dies ergibt eine Moglichkeit, ein numerisches Verfahren zu verifizieren: Falls u be-
kannt ist, und zwei numerische Losungen u;, und u; berechnet sind, kann o unter
Annahme des idealen Fehlergesetzes |u, — u|| = Ch® geschitzt werden durch

, log(||up —u Up, — U
o ~ EOC(h, 1) = 28U hlog(lll‘,;g)h D




3 Hierarchische Gitter

Sei 2 C (K)" ein beschranktes polygonales Gebiet mit K = R, C und dim(2) = d.

3.1

Referenzelemente und Entitiaten

Ein Referenzelement ¢ C K" ist ein konvexes Polytop, d.h. beschrankter Schnitt
endlichlich vieler Halbrdume. (Einheitsquadrat, Einheitsdreieck, Einheits-
wiirfel, Einheitsintervall, ...).

Eine (kleine) Menge von Referenzelementen & = {¢;}F | definiert die moglichen
elementaren Bestandteile eines Gitters.

Eine Entitit e C KY ist das Bild eines Referenzelementes ¢ € £ unter einer
diffeomorphen Abbildung F,, der Referenzabbildung.

Die Dimension einer Entitat ist dim(e) := dim(é).
Subentititen einer Entitdt sind ihre Randfldchen/Kanten/Eckpunkte, etc.
Die Codimension einer Subentitit e ist codim(e) := d — dim(e).

Codim-0 Entititen nennt man Elemente.

— codim 0 odim 1
1 ;

| ol

N7

] o Tddim 2

codim 3
1
Referenzelement ¢ Element e
1 codim codim 2
P
codim 0

1

Abbildung 2: Referenzelemente, Referenzabbildungen und Subentitdten verschie-
dener Kodimensionen.

3.2

Hierarchisches Gitter

Ein hierarchisches Gitter auf Q ist ein Tupel G = (&)ime*, wobei & die Menge von
Elementen auf Level | bezeichnet, und gilt



die Level-0 Elemente tiiberdecken ©, d.h. ... e = Q

Elemente eines Levels iiberlappen sich nicht, d.h. fiir alle I gilt e N ¢’ = § fiir
e#£e e €&

fur allel > 0,e € & existiert ein Eltern-Element (Parent) ¢’ € £_, mite C ¢/, e
heifst umgekehrt Kind-Element (Child) von €’

Jedes Element mit mindestens einem Kind-Element, zerfillt vollstandig in
Kind-Elemente.

Elemente ohne Kind-Elemente nennt man Blatt-Elemente (Leaf-Elements).

3.3 Gitterteile

Fiir konkrete Numerik muss man sich auf Gitterteile (Gridparts) beschranken, siehe
Fig. 3.

e Das Level-0 Gridpart besteht aus den Elementen ohne Eltern, den sogenann-
ten Makroelementen.

e Das Level-l Gridpart besteht aus den Elementen auf Level /.

e Das Leaf-Gridpart besteht aus den Blatt-Elementen aller Level.

/ / Level 0 = Makrogitter

Level 1

Level 2

Leaf

Abbildung 3: Hierarchisches Gitter mit verschiedenen Level-Gridparts und dem
Leaf-Gridpart.
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4 Diskrete Funktionenraume

Wir fiihren einige Begriffe fiir (teilweise triviale) mathematische Konzepte ein, die
wir jedoch anschliefiend mit genau diesen Begriffen in Dune realisiert finden, siehe
Abschnitt 7.4.

4.1 Funktionenraume

Ohne spezielle Regularitdtsanforderungen und Einschrankungen, ist ein Funktio-
nenraum (FunctionSpace) die Menge der Abbildungen

V= {u: (Kp)' — (Kp)"}. (10)

Hier ist (Kp)? der Definitionsbereich (Domain) und (Kz)" der Wertebereich (Ran-
ge). Hier ist also Kp der Koordinatentyp des Definitionsbereichs (DomainField)
und Ky der Koordinatentyp des Wertebereichs (RangeField), z.B. reelle oder kom-
plexe Zahlen. Die Jacobi-Matrix einer solchen Funktion ausgewertet im Punkt z
(Du)(z) € K™ liegt also im Jacobi-Wertebereich (JacobianRange) K™*<.

4.2 Basisfunktionen auf Referenzelementen

Auf einem Referenzelement ¢ C K¢, definieren wir uns eine lokale Menge von Ba-
sisfunktionen (BaseFunctionSet)

Be :={¢e1,. ., Pem} (11)

von Funktionen ¢, : K, — K} mit Trdger in é und @e ;|cose) € C°(clos(é)) also
stetig auf dem Abschluss des Referenzelementes.

4.3 Diskrete Funktionenraume

Sei £ die Menge der Elemente eines Gitterteils (GridPart). Sei I' := U.cg0e die
Menge aller Oberfldchen aller Elemente. Wir nehmen an, dass eine surjektive Ab-
bildung von elementweisen lokalen Indizes in globale Indizes g : £ x{1,...,m} —
{1,..., N} gegeben ist. Hierdurch werden globale Basisfunktionen ¢, : QO\I' —
K%, j=1,..., N definiert durch

o= > GioF (12)

(evi):g(evi):j

Hierbei ist F, die (auf K%, erweiterte) Referenzabbildung eines Elementes ¢ € £.
Auf Kanten sind diese Funktionen zunéchst nicht definiert. Wir definieren dann
einen diskreten Funktionenraum (DiscreteFunctionSpace) durch

N
Vj, 1= {uh evV: w,= ijgp} (13)
j=1

11



Ein Element uy, in einer solchen Funktionsmenge ist daher eine diskrete Funktion
(DiscreteFunction), welche global als Linearkombination von globalen Basisfunk-
tionen mit globalen Freiheitsgraden b; € Ky interpretiert werden kann. Fiir die Nu-
merik ist jedoch eine dquivalente lokale Darstellung wichtiger

Vi, = {uh €V uple=) aeipeio F, ' mitac; =Dbyeq Ve€ 5} (14)

i=1

Ein u;, kann demnach auf jedem Element e als lokale Funktion (LocalFunction) uy|.
mit lokalen Freiheitsgraden (DOFs) a.; dargestellt werden. Im Gegensatz zur glo-
balen Funktion, macht auf einer lokalen Funktion eine Auswertung auf Kanten
sinn, denn mit Stetigkeit der Basisfunktionen auf dem Referenzelement hat wuy|.
eine stetige Erweiterung auf de. Durch geeignete Wahl der Indexabbildung g kon-
nen zusdtzliche Eigenschaften der diskreten Funktionen garantiert werden, z.B.
stetige oder differenzierbare Erweiterbarkeit auf ganz (2.

12



5 Quadraturen

5.1 Integration iiber Gebiet

Integration tiber das Gebiet wird auf eine Integration iiber Elemente und Summie-
rung zuriickgefiihrt:

/Q flalde =3 / f(x)dr, @@ =3 [ s as)

ecé eNos)

5.2 Integration iiber Gitterelemente

Integration tiber Elemente wird auf Referenzelemente zurtickgefiihrt durch Trans-
formationssatz und Kettenregel

e Beispiel: globale Basisfunktionen:

[ Farestwyis = [ FF(8)4:0) det DF|di (16)
mit j = g(e,i) und ¢; = p; o F, '. Die Grofe | det DF,(#)| wird Integrationsele-
ment (IntegrationElement) genannt.

e Beispiel: Ableitungen von globalen Basisfunktionen:

Dspi(#) = Dapj(2) DsFe(%)
also

Dg;(#)(DFe())™ = Dyp;(x)
und

Vapj(z) = (D))" = (DF(%)) ") Vapi(2)

Mit der Abkiirzung J() := ((DF.(z))~")” fiir diese invertierte und transpo-
nierte Jacobi-Matrix (JacobianInverseTransposed) folgt dann fiir Integrale

0@V = [ o(F (@) (2005 det DE d (17)

e

5.3 Approximation durch Quadraturen

Eine Quadratur dient zur Approximation von Integralen {iber Referenzelementen.
Eine solche ist gegeben durch n, € N die Anzahl der Quadraturpunkte p;, und
Quadraturgewichte w;. Die Approximation geschieht durch

/ F@)di =S wif ().

1=

13



6 Finite-Elemente fiir Elliptische Probleme

Es soll im Folgenden die Diskretisierung fiir das Poisson-Problem mit gemischten
Randbedingungen hergeleitet werden. Als weiterfithrende Referenzen dienen [4,
16, 5].

6.1 Elliptisches Problem

Sei Q2 C R" polygonales Gebiet mit Dirichlet-Rand I'p C 9¢2 und Neumann-Rand

[y := 0Q\I'p und duBeren Einheitsnormalen n(z). Gesucht ist u € C*(Q) N C1(Q)
mit

—V - (a(x)Vu(z)) = f(z) inQ (18)

u(z) = gp(zr) auflp

a(z)Vu(z) -n(z) = gy(zr) aufly

Q

mit a(x) > 0 und alle Datenfunktionen gentigend regular.
Falls u klassische Losung ist, so gilt fiir alle ¢ € C*(2) N C°(Q2) mit ¢|r, =0

| i@e@ar = [ -9 (@) Tu@)pla)da
= /Qa(x)Vu‘Vgo—/ a(x)e(x)Vu - nds(z)

[%}9]

~ [ @) Velwdo ~ [ a(w) pla) Vu- nds(z)
Q I'p :’0'/

— / a(z)Vu - np(z)ds(zx).
Iy ———

gn (@)

6.2 Schwache Form

Raum der H'-Funktionen mit Nullrandwerten auf I'p:
Hy, () = closi ({p € C=(Q)N C%(Q) | ¢lr,, = 0})
Funktionenraum mit inhomogenen Randwerten g € H'(Q):
V(g) =={ve H'(Q) |v—g€ Hp, ()}

Also ist insbesondere Hf. = V/(0). Gesucht ist nun v € V(gp) mit

/Q a(2)Vu(x) - Vo(a)dz = / f(@)o(@)dz + / on(2)p(x)ds(z) Vi € V(0). (19)

N

6.3 Finite Elemente Diskretisierung

Sei £ simpliziale Triangulierung von 2 und konform, d.h. ohne hingenden Kno-
ten. Als Basisfunktionen auf dem Referenzsimplex é mit Knoten o5,k = 1,...,w+1
werden die linearen Funktionen ¢; € IP;(é) gewahlt mit ¢;(0y) = 0.

14



Seiv;,j =1,...,n eine Aufzahlung der Knoten des Gitters. Durch die Indexabbil-
dung g(e,?) := j fiir F.(0;) = v; werden die lokalen Freiheitsgrade mit globalen
Freiheitsgraden identifiziert.

Die resultierenden globalen Basisfunktionen ¢; sind stetig (erweiterbar) auf Q2 und
erfiillen ¢;(v;) = ¢;;, sind also “Hiitchenfunktionen”.

Diskreter Funktionenraum mit inhomogenen Randwerten g:

Vi(g) :== {v € span{yp;} [ v(v;) = g(vi) Yv; € I'p}.

FEM-Diskretisierung: Gesucht ist u;, € V},(gp) mit

/Q a(2)Vu(z) - Ve(z)dz = / F()pla)de + / gn(@)pl(x)ds(z) Ve € Vi(0). (20)

N

6.4 Lineares Gleichungssystem

Wegen Linearitit von (20) reicht es, als Testfunktionen ¢ = ¢; € V},(0) zu betrach-

ten. Der Ansatz uy(z) = 77, bjp;(z) liefert Bedingungen

/a(:v)ijVgpj-Vgpida: = /fgoid:t+/ gypids(z) furv; € Tp. (21)
Q 7 Q Iy

Damit uy, € V},(gp), fordern wir
b, = gD(Ui) fur v; € I'p. (22)

Dies ergibt ein n x n lineares Gleichungssystem (LGS) Sb = r, eine Zeile pro Test-
funktion und eine Zeile pro Dirichletknoten, z.B. falls vy, v, € I'p und v; € I'p:

anVQpI-V(pl anVgpn-VgOl b1 fo901+prgN901
0 .0 1 0... 0 b | = gp(vi)
anVgol-Vgpn anVgon-Vgon by, foSOn+fFNgNSDn

6.5 Algorithmische Aspekte
6.5.1 LGS-Eigenschaften
Die Steifigkeitsmatrix S ist im allgemeinen
e grofs
e diinn besetzt (sparse)
e eventuell strukturiert (Band- / Blockstruktur)
o unsymmetrisch (falls v; ¢ I'p, v; € I'p, so ist Sj; # 0 aber S;; = 0)

= Verwendung von Sparse-Matrix-Klassen und iterative LGS-16ser fiir unsymme-
trische Systeme.

15



6.5.2 Assemblierung

Jeder Eintrag von S, r beruht auf Element/Randintegrale, erfordern Gitterdurch-
laufe zur Quadratur. Statt vielen teuren Gitterdurchldufen fiir die einzelnen Ein-
trage erfolgt Assemblierung der Matrix und der rechten Seite in einem (oder zwei)
Gitterdurchldufen:

e Initialisiere S = 0,r = 0.

e Fiir alle Elemente e € £ und alle lokalen Basisfunktionen ¢;, ¢; berechne die
lokalen Elementbeitriige

/anpi -Vyjdr und /fgoidx—i—/ gnpids(x)
e e deNI' N

und verteile diese durch Addition zu den richtigen Eintrdgen in S, r (globale
Spalten/Zeilenindizes g(e, ),9(e, j)).

e Fiir jeden Dirichlet-Knoten v;, erzeuge Einheitszeile in S und setze i-ten Ein-

trag in r auf Randwert gp(v;).

6.5.3 Symmetrisierung

Optional: Addiere fiir alle Paare v; ¢ I'p,v; € I'p das (— [, aVy; - Vi;)-fache der
i-ten Zeile zur j-ten Zeile im LGS:

fQ aVp1 Vo1 ... 0 ... fQ aVy, - Vo b1 Zv]ErD QD('Uj) fQ aV;-Vr
0 0O 1 0 0 b; =r— 0
JoaVer Ve, ... 0 ... [qaVe, Ve, by, Zv]ErD gp(vj) [qaVe; - Ve,

LGS ist symmetrisch und positiv definit = Verwendung von iterativen Glei-
chungssystemloser fiir symmetrische, positiv definite Systeme.

6.6 Fehlerschitzer fiir Adaptivitit

Fiir den Fall obiger Gleichung mit gp = 0 kann man a posteriori Fehlerschitzer
herleiten. Gegeben eine Losung u;, € V,(9p) = V,(0) der schwachen Form, defi-
nieren wir die Elementresiduen

r:=f+V-(aVuy)

welche elementweise L? sind falls f in L?, a elementweise in C' ist und wir ele-
mentweise differenzierbare Ansatzfunktionen in V}, haben. Weiter definieren wir
die Kantenresiduen

gy — (aVuy) -n  auf I
R = 0 auf FD
[aVup) auf 0&\0f).

o[
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Hierbei definieren wir den Sprung des Flusses in Normalenrichtung auf inneren
Kanten 7 = de N d¢’ zwischen den Elementen e, ¢’ € £ als

[aVuy) == aleV(uple) - ne + ale V(uple ) - ner
Mit der Notation A, := diam(e) kann man Elementfehlerschitzer definieren durch
2 1202 2
e = |7l 72ge) + he [ Rl Z200) -

Wir definieren die Energienorm fiir Funktionen v € V/(0) als |||v|||* := [, a(Vv)*.
Man kann dann zeigen, dass eine von h. unabhédngige Konstante C' existiert (aber
im allgemeinen unbekannt ist), welche den Fehler beschrankt durch

llu—wll® <CY .

ec&

Fiir eine Herleitung siehe z.B. [1]. Hiermit 143t sich eine adaptive Strategie zur
Gitterverfeinerung formulieren, welche eine Gleichverteilung der Fehlerschatzer
zum Ziel hat. Sei hierzu ¢ > 0 und v € (0, 1), z.B. typischerweise v = 0.5.

1. Starte mit i = 0 und dem vorgegebenen Gitter £ := €.

2. Berechne auf dem Gitter £() eine numerische Losung ug)

3. Ermittle fiir alle ¢ € £ die Elementfehlerschitzer 12, das maximum 72, =
max, 72 und die Summe n* := >"_nZ.

4. Fallsn > ¢

(a) markiere alle Elemente zum verfeinern, welche n? > ~n? . erfiillen.

(b) Verfeinere das Gitter und erhalte £(+1)
(c) setze i := i+ 1 und wiederhole Schritt 2.

Man kann zeigen, dass fiir einfache Probleme und geniigend feinem Anfangsgit-
ter, solche Verfahren konvergieren [7].

Bemerkung: Bei Arbeiten mit Finiten Elementen muss also nicht nur das Makrogitter
konform sein, sondern ebenfalls die lokale Verfeinerungsregel ein konformes Gitter erzeu-
gen. Sonst ist eine separate Behandlung der Freiheitsgrade zu hingenden Knoten erforder-
lich (Interpolation). In Dune sind fiir ALUCubeGrid und ALUSimplexGrid keine konfor-
me lokale Verfeinerung implementiert. Daher wird hierfiir ein AlbertaGrid empfohlen.
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7 Hinweise zur Arbeitsumgebung

7.1

Programmier-Werkzeuge

Es folgen ein paar Hinweise auf empfohlene Programme zur Software-
Entwicklung unter Unix/Linux. Die Grundlegenden Befehle zur Verwendung die-
ser Betriebssysteme finden sich in entsprechenden Kurzanleitungen, z.B. [15]. Fiir
weitere Details der folgenden Programme siehe ebenfalls die zahlreichen Anlei-
tungen im Internet.

emacs: Leistungsfdahiger Texteditor mit C++ Modus. Dient als Oberfldche fiir

g++:

externe Programme: Compiler, Debugger, Shell, etc. Bedienung vollkom-
men ohne Maus durch entsprechende Tastenkiirzel moglich. Siehe auch die
Reference-Card [10]. Beispiele:

M-x help : (Driicken von esc gefolgt von x gefolgt von Texteingabe hel p
und abschlieffender Bestdtigungstaste) Zeigt die Hilfefumktionalitat
des emacs

M-x apropos : Suchen von Kommandos anhand eines Suchwortes.
GNU C++ Compiler, Erzeugung von Object-Dateien aus C++ Quelldateien,

bzw. Linken von Objektdateien zu zu einem ausfiihrbaren Programm. Bei-
spiel:

g++ nytest.cc -o nytest

erzeugt ausfithrbares Programm mytest aus dem Quellcode mytest.cc. Wich-
tige Optionen:

-I/mein/pfad/zu/includes : Angabe von Verzeichnissen, in denen Header-
Files gesucht werden sollen, welche mit #i ncl ude <nyheader. hh>
im Programm verwendet werden.

-L/meine/lib : Spezifikation eines Pfades mit Bibliotheken

-g Bewahrt beim Kompilieren symbolische Informationen (Variablennamen,
etc.), die spéteres Debugging des erzeugten Programmes erlaubt.

-01, -02, -03,... : Spezifikation eines Optimierungslevels. Hohere Nummer:
Langere Compilierzeit, dafiir schnelleres Programm.

make: Steuerung von Dateierzeugungsprozessen durch Regeln, die in einer Da-

tei namens Makef i | e enthalten sind. Beispieleintrag einer Regel in einem
Makefile:

mytest: my_main.o nmy_sub.o
g++ my_main.o ma_sub.o -o nytest

Wichtig ist hier, dass die zweite Zeile ein Tab als erstes Zeichen vor dem

Kommando enthdlt, und dies keine Leerzeichen sind. Die erste Zeile spe-
zifiziert das Ziel (nmyt est ), die notwendigen Eingabedateien (my_mai n. o,
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ny_sub. 0). Die zweite (und eventuell weitere) Zeile spezifiziert den Be-
fehl der ausgefuehrt wird, umd as Ziel zu erzeugen. Ein anschliefSendes
make nytest tberpriift das vorhandensein der Quellen ny_mai n. o und
ny_sub. o, erzeugt diese gegebenenfalls durch weitere Regeln, und an-
schlieffend wird der Befehl zur Konstruktion des Ziels ausgefiihrt.

gdb: Gnu-Debugger: Schrittweise ausfithren von Programmen, Variableninspek-
tion, -Manipulation, etc. Wird tiber Kommandozeilen-Befehle gesteuert. Sie-
he auch die Reference Card [11].

ddd: Grafische Oberfldche fiir den gdb.

gnuplot: Gnu Visualisierungsprogramm. Beispiel: gegeben eine Textdatei
dat a. dat mit x y Koordinatenpaaren pro Zeile, fiihrt
plot "data.dat" with |ines
zu einer stiickweise linear interpolierten Darstellung der Daten.

paraview: Visualisierung von Gitter und Daten, siehe Abschnitt 7.6.

7.2 Remote Computing

Das Arbeiten mit Dune erfolgt auf eine der 64-Bit Linux-Rechner scor pi on oder
vortex.
Moglichkeiten des Arbeitens sind

ssh: Mittels ssh - XC scor pi on wird eine Konsolen-basierte SSH-Verbindung
mit Grafik-Weiterleitung und Kompression gestartet.

vnc: o Auf dem remote Rechner (z.B. vortex) wird ein VNC-Server gestartet:
ni ce vncser ver . Ergebnis ist eine Display-Nummer, z.B. vor t ex: 1.
Ausloggen aus dem Rechner erfolgt durch exi t.

e Auf dem lokalen Rechner (z.B. sklavenhaendler) wird ein VNC-
Client gestartet, z.B. mittels vncvi ewer vortex: 1. Dies offnet die
interaktive Arbeitsoberfliche auf dem Host. Alternative Clients sind
tightvnc, xtightvnc.

o Auf dem remote Rechner muss der VNC-Server beendet werden:
vncserver -kill :1.

Wichtig ist bei Arbeiten in einem Rechnernetz, dass Prozesse “geniced” werden.
Dies bedeutet, dass allen Benutzern gemaif3 einer Priorititenliste ein entsprechen-
der Anteil der Prozessorzeit zugeteilt wird. Damit wird verhindert, dass Rechner
durch Rechnungen einzelner Benutzer komplett blockiert werden. Statt

.I'ny_prog ny_argl ny_arg2
werden rechenintensive Programme daher gestartet mit
nice ./ny_prog ny_argl ny_arg2

Da Dune-Kompilate und Datenfiles sehr schnell sehr grofi wer-
den, existiert fiir alle Praktikumsteilnehmer ein Unterverzeichnis in
/ shar e/ numeric/ src/dune_prakti kum Die Quota ist hier wesentlich
hoher als in den beschrankten Home-Verzeichnissen. Es wird daher empfohlen,
dort zu arbeiten.
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7.3 Dune-grid

Das Kern-Modul Dune-grid stellt eine abstrakte Schnittstelle fiir hierarchi-
sche Gitter bereit. Hierdurch werden Daten und Algorithmen getrennt.
Durch Gitterzugriff iiber die Schnittstellen-Methoden, koénnen numeri-
sche Algorithmen mit Variation der Gitterimplementationen verwendet
werden. Fiir weitere Details siehe die Online Dokumentation [9] unter
http://ww. dune- proj ect. org/doc-1. 0/ doxygen/ htm / cl asses. ht
und das Grid-Howto [3] der Kursseite.

7.3.1 Gitter-Implementationen

Konkrete Implementationen der Gitter-Schnittstelle sind fiir einfache strukturier-
te Gitter implementiert, und es existieren Implementationen der Schnittstelle fiir
verschiedene Gittermanager-Pakete:

Klasse dim | adaptiv | parallel
SGrid N - -
YaspGrid N - X
OneDGrid 1 X -
AlbertaGrid 2,3 X -
ALUSimplexGrid | 2,3 X X
ALUCubeGrid 2,3 X X
UGGrid 2,3 X X

7.3.2 Wichtige Klassen

Einige wichtige Klassen sind die folgenden:

FieldVector: Vektor-Klasse mit mit Arithmetik, fiir kleine Vektoren, Dimension
wird zur Compile-Zeit spezifiziert.

FieldMatrix: Matrix-Klasse mit mit Arithmetik, fiir kleine Matrizen, Dimension
wird zur Compile-Zeit spezifiziert.

Entity: Die Entity Klasse enthilt topologische Informationen iiber eine Entitét ei-
nes Gitters. Erlaubt nur lesenden Zugriff.

Geometry: Die Geometry einer Entitdt enthilt geometrische Informationen: Refe-
renzabbildung, Koordinaten, Volumen, etc.

LeafGridPart: Blatt-Gitterteil des hierarchischen Gitters.
LevelGridPart: bestimmte Ebene als Teil des hierarchischen Gitters.

LevellndexSet, LeafIndexSet: Konsekutive Numerierung von Entititen eines
Gridparts. Wichtig fiir Verwaltung von diskreten Funktionen.

GrapeGridDisplay: Klasse, welche die Visualisierung eines Gitters mit der Um-
gebung GRAPE erlaubt.
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GrapeDataDisplay: Klasse, welche die Visualisierung eines Gitters mit Daten in
der Umgebung GRAPE erlaubt.

VTKWriter: Ermoglicht das Schreiben eines Gitters im VTK-Format, um dies z.B.
mit Paraview zu visualisieren.

VTKIO: Ermoglicht das Schreiben eines Gitters mit Daten im VTK-Format, um
dies z.B. mit Paraview zu visualisieren.

7.3.3 Iteratoren

Da Gitter als Container von Elementen gesehen werden kénnen, wurde eine STL-
dhnlicher Zugriff auf Elementen/Entitdten realisiert. In der STL wiirde man z.B:
eine Schleife iiber alle Eintrége eines Vektors durchfiihren mit

vect or <doubl e> v(6);
for (vector<double>: :iterator it=v.begin(); it!=v.end(); it++)
cout << (*it) << " ",

Ahnliche Funktionalitit haben Iteratoren in Dune, insbesondere Initialisierung
und Abfrage des Endes durch entsprechende Methoden und Dereferenzieren ei-
nes Iterators fiir den Zugriff auf das Element. Einige Klassen sind

Levellterator: erlaubt Iteration tiber die Elemente eines bestimmten Level eines
Gitters.

Hierarchiclterator: erlaubt Iteration iiber die Kinder eines Elementes
Leaflterator: erlaubt Iteration tiber die Blatt-Elemente eines Gitters.

Intersectionlterator: erlaubt Iteration uiber die Randentititen, d.h. Codim 1 En-
tititen eines Elementes. Ein Intersectionlterator ermoglicht Zugriff auf
Gebietsrand-Information, Normalen, Nachbarelemente, etc.

Diese Gitterspezifischen Typen sind in einer Template-Struktur Codi mim Gitter
verfiigbar. Beispiel Initialisierung eines Levellterators:

G i dType: :tenpl ate Codi nk0>:: Level I terator
it = grid.tenpl ate | begi n<0>(1 evel)

Alternativ konnen die Iteratoren auch aus einem GridPart extrahiert werden

typedef GidPart Type:: Codi nkO>::IteratorType |teratorType;
typedef GridPartType::IntersectionlteratorType
I ntersectionlteratorType;

Entsprechende Methoden sind dann begi n<0>(), end<0>() wund
i begin(entity),iend(entity) auf dem Gridpart.
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7.3.4 Gitter-Verfeinerung

Bei adaptiven Gittern gibt es im wesentlichen zwei Methoden zur Verfeinerung

a) Globale Verfeinerung: Methode gl obal Refi ne(refl evel ) verfeinert ein
Gitter r ef | evel mal.

b) Lokale Verfeinerung: Methode mar k(refl evel, entity) markiert ein
Element zum Verfeinern (r ef | evel =1) oder Vergrobern (r ef | evel =-1).
Eine anschlieffende Adaption des Gitters erfolgt mit der adapt Methode des
Gitters.

Fiir Details zu Gitteradaption, siehe Abschnitt 7 des Grid-Howto [3].

7.3.5 Dune Grid Parser

Fiir die Verschiedenen Gitter-Typen benétigte man zundchst individuelle
Makrogitter-Dateien zur Initialisierung, z.B. . tetra, *. hexa und *. al fir
ALUSimplexGrid, ALUCubeGrid und AlbertaGrid Gitter. Um hier eine Verein-
heitlichung zu schaffen, wurde das Dune Grid Format eingefiihrt mit einem Par-
ser, der diese Files einliest und in ein gewiinschtes Gitterformat verwandelt. Eine
Beispieldatei cube. dgf :

DG-

| nt er val

0 00 % first corner

1.0 1.0 1.0 % second cor ner

3 3 3 %3 cells in three directions

# now we define the boundary

BOUNDARYDOVAI N

default 1 % al | other boundarys have id 1
2 0O 0 O 0 1 1 %x 0->id 2

3 1 0 O 1 1 1 %X 1->id 3

Die erste Zeile identifiziert die Datei als Dune Grid Format. In weiteren Blocken
sind Inhalte definiert. Ein Interval-Block definiert eine dquidistante Zerlegung ei-
nes rechtwinkliges Parallelogramms. Alternativ kann man auch Punktelisten und
Elemente durch die Punkte definieren. Die Randelemente kénnen mit ganzzahli-
gen Labels versehen werden. Eine Zeile in in einem Boundarydomain Block be-
steht aus einem Index und zwei Tupel. Hierdurch werden die Randelemente des
Gitters, die in dem durch die beiden Tupel spezifizierten rechteckigen Bereich lie-
gen, die erste Zahl in der Zeile als Markierung bekommen. Weitere Blocke sind
moglich, auch teilweise nur von bestimmten Gittern umsetzbar. Insbesondere sind
vielfaltige herkdmmliche 3D-Datenformate verwendbar.

Einlesen eines solchen Files ist mittels eines Grid-Pointers moglich, wobei ange-
nommen wird, dass GridType definiert ist:

Dune: : GidPtr<G i dType> gridptr(filenane);
GidType& grid = =gridptr;

Fiir weitere Informationen zu dem Dune Grid Format und der Verwendung von
GridPtr, siehe die Online-Dokumentation (Modules — I/O — Dune Grid Format).
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7.4 Dune-fem

Dune-fem ist ein in Freiburg entwickeltes Dune-Modul, welches PDE-
Diskretisierungskomponenten zur Verfiigung stellt. Dies umfasst Klassen
fur Funktionen, Funktionenrdumen, diskrete Funktionen, FEM/FV/LDG-
Operatoren, lineare Gleichungsystemloser, Quadraturen, etc. Dokumentation
findet sich unter [8].

7.4.1 Diskrete Funktionen

Das Konzept von Funktionenrdumen aus Abschnitt 4 ist in Dune umgesetzt. Die
wichtigsten Klassen sind:

FunctionSpace: In Abhidngigkeit von Domai nFi el dType, RangeFi el dType
und den Dimensionen d und n von Definitions- und Wertebereich wird hier-
durch ein Funktionenraum definiert im Sinne von (10).

Function: Ist eine allgemeine Klasse, welche eine (analytische) Funktion
aus einem FunctionSpace reprasentiert. Wichtigster Bestandteil ist eine
eval uat e() Methode.

LagrangeDiscreteFunctionSpace: Eine Implementation eines diskreten Funktio-
nenraums, welches elementweise polynomial und global stetige Funktio-
nen reprasentiert. Die Klasse benétigt als Template-Parameter den Func-
tionSpaceType, den GridPartType und eine Polynomordnung p > 1.
Die lokalen Basisfunktionen sind Lagrange-Basisfunktionen, d.h. es ist
eine nodale Basis, bei denen die DOFs direkt mit Funktionswerten
an Lagrange-Knoten {ibereinstimmen. Diese Lagrange-Knoten sind eben-
falls verftigbar tiber den Typ Lagr angePoi nt Set Type und der Metho-
de | agr angePoi nt Set (entity). Ein LagrangePointSet hat Methoden
nop( ) fiir die Anzahl der Punkte, und poi nt (i) fiir Zugriff auf die Punkte.

DiscontinuousGalerkinSpace: Eine Implementation eines diskreten Funktionen-
raums, welches elementweise polynomiale Funktionen ohne Stetigkeits-
bedingung représentiert. Die Klasse bendtigt als Template-Parameter den
FunctionSpaceType, den GridPartType und eine Polynomordnung p > 0.
Die lokalen Basisfunktionen sind orthonormiert beziiglich der L?*-norm auf
dem Referenzelement. Es gibt daher keine eindeutige Zuordnung von Funk-
tionswerten und DOFs.

AdaptiveDiscreteFunction: Dies ist eine Implementation eines Diskreten Funk-
tionstyps. Als einziger Template-Parameter wird der DiskreteFunctionType
benotigt. Die Klasse stellt Speicherverwaltung der globalen DOFs und Un-
terstiitzung von Gittersadaptivitdt zur Verfiigung.

BaseFunctionSet: Statt Auswertung von globalen Basisfunktionen ¢;, ist mit
dieser Klasse Auswertung von lokalen Basisfunktionen ¢;; mittels
eval uat e(...) und deren Ableitungen mittels ] acobi an moglich.

Der Riickgabetyp von letzterem ist Jacobi anRangeType, welches ei-
ne FieldMatrix ist, d.h. jede Zeile ein Fi el dVector. Ein Zugriff
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auf das BaseFuncti onSet eines Elementes ist durch die Methode
baseFuncti onSet (entity) des diskreten Funktionenraumes moglich.

Anlegen von Diskreten Funktionen

Die Template-Abhédngigkeiten der Hilfsklassen implizieren bereits die Schritte
zum Anlegen einer diskreten Funktion: Nach dem Initialieren eines Gitters und
GridParts wird hierauf ein Funktionenraum und hiermit ein Diskreter Funk-
tionenraum definiert. Bei Vorliegen einer Instanz eines diskreten Funktionen-
raumes df space kann eine diskrete Funktion einfach angelegt werden mittels
Di screteFuncti onType df ("ny_function", df space).

Zugriff auf Diskrete Funktionen

Im allgemeinen soll man globale Auswertungen von diskreten Funktionen ver-
meiden, weil dies immer mit einem teuren Gitter-Suchdurchlauf verbunden ist, in
dem das Element zum Auswertepunkt bestimmt wird.

Problemlos ist eine Iteration {iiber die globalen DOFs b; in (13) zum Le-
sen und Schreiben. Hierzu gibt es in der diskreten Funktionsklasse einen
Dof I t er at or Type und die Methoden dbegi n() und dend() . Zusétzlich ist
die Abbildung g(e, ) der lokalen in globalen DOF-Indizes in (14) realisiert durch
die Methode mapTod obal (entity, i) des diskreten Funktionenraumes.

Ein lokaler Zugriff ist tiber den Typ Local Functi onType und der Metho-
de Local Functi onType | ocal Function(entity) der diskreten Funktion
moglich. Eine LocalFunction erlaubt lesenden und schreibenden Zugriff auf die
lokalen DOFs a. ; aus (14) durch den oper at or [ ] , wobei man einfach i — 1 in der
eckigen Klammer angibt (Zdhlung beginnt in C++ ja bei 0).

Eine localFunction,auf einem Element initialisiert, liefert auch die Moglichkeit mit
der eval uat e Methode eine lokale Auswertung einer diskreten Funktion durch-
zufiihren. Die Koordinaten miissen dann auch lokale Koordinaten (d.h. beziiglich
dem Referenzelement) sein.

7.4.2 Quadraturen

Die folgenden Dune-fem Klassen ermoglichen Integration auf Entitdten mittels
Quadraturen, siehe Abschnitt 5.

e Cachi ngQuadr at ure<G i dPart Type, 0> kann fiir Elementintegration
verwendet werden.

e Cachi ngQuadr at ure<Gri dPart Type, 1> kann fiir Integration {iiber In-
tersections verwendet werden. Diese Klasse enthilt einen enum, der die
Konstanten | NSI DE und OUTSI DE definiert. Diese sind im Konstruktur der
Quadratur zu verwenden, um anzugeben, ob man die Quadratur bzgl. dem
innen oder aufien liegenden Element orientieren will.

Die Methoden liefern die Quadraturinformationen:

e nop( ) : Anzahl der Quadraturpunkte n,
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e poi nt (i):Quadraturpunktp;;,i=0,...,nop() — 1.
e wei ght (i) : Quadraturgewicht w;.

In den Integrationsformeln tauchen haufig bestimmte Ableitungen der Referenz-
abbildung auf. Diese stehen in der Geonet r y eines Elementes zur Verfiigung;:

e | det DF,| erhaltlich via Methode i nt egrati onEl enent (.. .)

e ((DF.)™HT erhaltlich via Methode j acobi anl nver seTr ansposed(. . .)

7.4.3 Operatoren

Ubereinstimmend zur mathematischen Verwendung des Begriffs ist ein
Oper at or in Dune eine Realisierung einer Abbildung zwischen Funktionenrdu-
men.

e Die Template Parameter in der Deklaration
Operator< DFi el dType, RFieldType, DType, RType > spezifizie-
ren die Typen der Eingangsfunktionen und der Ergebnisfunktionen.

e Durch die Methode appl y(arg, dest) und operator()(arg, dest)
wird der Operator auf eine Funktion DType& ar g angewendet und das Er-
gebnis in RType& dest gespeichert.

Operatoren auf diskreten Funktionen, deren Anwendung durch einen Gitter-
durchlauf mit elementweiser Operation beschrieben werden kann, kénnen durch
die Klassen Di scr et eQper at or und Local Oper at or realisiert werden.

7.4.4 Iterative LGS-Loser

Die Klasse der orthogonal error methods (OEM) bezeichnet Verfahren zum Iterativen
Losen von Gleichungssystemen Ax = b. Der Bekannteste Vertreter ist das Konju-
gierte Gradienten (CG) Verfahren. Die folgenden Verfahren sind in Dune-fem als
Operatoren realisiert, fiir Details verweisen wir auf [2, 6].

Losungsoperator | A sym., p.d. | A non-sym, non-pd
CEMCGOp ja nein
OEMBI CGSTABOp ja ja
OEMBI CGSQOp ja ja
OEMGVRESOp ja ja

Verwendung dieser Klassen:
e oensol ver. hh einbinden

e Typdefinition des Losers, z.B.

t ypedef OEMBI CGSTABOp <Di scret eFuncti onType, MyOQper at or Type>
| nver seQper at or Type;
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Hierbei ist MyOper at or Type ein Klassentyp, der die Matrixmultiplikation
Ax realisiert. (Details zu Anforderungen siehe weiter unten).

e Initialisierung des Losers z.B. mit

doubl e redEps = 0.0, absLimt = le-15, nmaxlter=20000;

bool verbose = true;

| nver seQper at or Type sol ver (nyQp, redEps, absLimt,
max| t er, verbose);

wobei nyp eine existierende Instanz der Klasse MyQper at or Type ist,
r edEps die relative Toleranz des Residuums, absLi m t die absolute Lo-
sungstoleranz des Residuums, max| t er die maximale Anzahl an Iteratio-
nen und ver bose ein Flag zur Bildschirm-Detailausgabe.

Achtung: Nicht alle Parameter sind in allen Losern realisiert.

e Konkretes Losen eines Gleichungssystems durch sol ver (b, X) zu einer ge-
gebenen diskreten Funktion b und Ziel in der diskreten Funktion x.
Achtung: Der vor dem Aufruf vorhandene Wert von X dient zugleich als Anfangs-
wert der Iteration. Eventuell ist also Null-Initialisierung sinnvoll.

e Die Klasse MyQper at or Type muss zur Verwendung mit den OEM-
Methoden nicht notwendigerweise von einem Dune: : Oper at or abgeleitet
werden. Es reicht, wenn diese Klasse eine Methode

voi d mul t CEM const doubl ex & arg, double*x & dest)
{

)

/1 do your matrix nultiplication

und eine Methode

MyQper at or Type& systemvatri x()
{

return *this;

¥

besitzt.

7.5 GRAPE

GRAPE ist eine interaktive Visualisierungsumgebung, die durch eine funktionale
Schnittstelle auf das durch die Numerik vorhandene Gitter und Daten zugreift.
Daher erfolgt kein Speichern des Gitters, sondern an gewiinschter Stelle im ei-
genen Programm, kann das Gitter interaktiv dargestellt werden. Fiir Details zu
GRAPE siehe die Dokumentation [12].
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7.5.1 Oberfliche

Es werden zwei Fenster geoffnet, der Manager und das Output-Fenster, siehe Fig.
4. Wichtigste Bestandteile des Managers sind die Reiter in der ersten Zeile:

manag: Haupt-Rubrik: Wahl von Visualisierungsmethoden (scene display me-
thod), Visualisierungsmodus (Switch — grid/patch/texture mode)

trans: Anwendung von geometrischen Transformationen auf Ausgabe: Objektpo-
sition, Ansichtsrichtung. Einstellung entweder tiber Schieber (ruler) oder in-
teraktiv (plane, sphere). Praktisch ist hier “fit-to-window”, um die Szene zu
zentrieren.

opts: Dynamischer Bereich mit Optionen zu den momentanen Objekten, Visua-
lisierungsmethoden, etc. Z.B. Wahl der darzustellenden Funktion, Colorbar,
Interaktives Inspizieren des Gitters, Einstellen von Isolinien, etc. Die Vielzahl
von Reglern wird tiber die Bereiche opt0 bis opt5 verteilt.

exit: Beenden von Grape, Kontrolle wird an die aufrufende Numerik-
Anwendung zuriickggegeben.

X grapeControl

X grapeOutput

Abbildung 4: Grape Output und Manager Fenster.

7.5.2 Visualisierung eines Gitters

Eine Darstellung eines Dune-Gitters wird erreicht mit der GrapeGridDisplay Klas-
se. Nach Offnen der Grape-Fenster ist ein Einstellen der Display Methode (sce-
ne display method — Doppelklick auf GenMesh3D) als “display” oder “inspect”
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moglich. Anschliefsend kann unter “opts” entweder verschiedene Boundary-Ids
zur Darstellung ausgewdéhlt werden oder ein Durchschreiten des Gitters durchge-
fiithrt werden.

7.5.3 Visualisierung von Daten

Eine Darstellung von Dune Daten auf einem Gitter wird erreicht mit der Klasse
G apeDat abDi spl ay. Mit der addDat a(...) Methode werden diskrete Funk-
tionen hinzugefiigt, mit di spl ay() schliellich die Visualisierung gestartet. Nach
Offnen der Grape-Fenster ist ein Einstellen der Display-Methode (scene display
method — Doppelklick auf GenMesh3D ) als “bnd-isoline” oder “clip-isoline”
sinnvoll. Anschlieflend kann unter “opts” — HMesh3D: “Dune Mesh” im mitt-
leren Pop-up-Menti die Funktion ausgewéahlt werden. Neben eigenen Datenfunk-
tionen sind einige Standard-Funktionen vorhanden, z.B. einfach die Koordinaten-
komponenten f(x,y,2) = z, etc. Die Visualisierungseinstellungen sind in einem
entsprechenden Bereich unter opts regelbar, der Bereich wird entsprechend der
Display-Methode benannt, z.B. “isoline”.

7.5.4 Voreinstellungen in .graperc Dateien

Beim Starten von Grape werden Einstellungsdateien gelesen, naemlich
~/ . graper c (allgemeine Einstellungen) und . /. gr aper ¢ (zuséatzliche Proble-
mabhéngige Einstellungen) dort konnen Abkiirzungen und globale Einstellungen
gespeichert werden. Eine Beispiel-Datei ist

#i###### Settings of grape-w ndow (does not work under |inux)
grapeQut put =

{

geonetry = 800x800+100+100;
}

#H#H####E Settings of Manager
Manager = {

# general fl ags:
| og_events = 1;
repl ay_del ay 1;
repl ay_scal e 0;
ask_on_exit = 0;

# Key-Shortcuts:
hot key = {
key = "A-x";
#-- nouse speed: nice ani mation
nmouse_del ay = 1;
#-- click: when no nethod exists: sinulate a left nouse click
click = "/main/top-rowexit";

hot key = {
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key = "w';
#-- send: send nethod xxx-send to current object

send = "fit2w ndow';
send = "draw once";
}
hot key = {
key = "i"
click = "/nmain/ manag/ scene/ scene-di spl ay- net hod";
typein = "isoline";
click = "/scene-di spl ay- nmet hod/ net hod/ Ck";
}
}
Hiermit werden insbesondere mit w ein “fit-to-window”
und mit | ein “isoline” durchgefiihrt. Fiir weitere Informa-

tionen zu  den = Moglichkeiten  dieser = Resource-Dateien  siehe
http://ww. mat hemat i k. uni -frei burg. de/ | AM Resear ch/ gr ape/
DOC/ HTM./ node70. ht M und node400. ht n .

7.5.5 Makros Aufzeichnen

Die Visualisierung in Grape ermoglicht eine Vielzahl von Einstellungen, die sich
oft von Programmlauf zu Programmlauf wiederholen. Diese konnen aufgezeich-
net werden, und beim Start automatisch durchgefiihrt werden. Hierzu definiert
man in der . gr aper ¢ Datei das flag | 0og_event s=1. Dies erzeugt wahrend des
Arbeitens mit Grape eine Datei manager . ». | og, wobei * die Prozessnummer
ist. Diese Datei wird nach Beenden von Grape wieder geloscht. Um die Folge von
Einstellungen vom Start von Grape bis zum momentanen Zustand zu speichern,
kopiert man diese Datei in manager . r epl ay. Diese Datei wird beim néchsten
Start von Grape automatisch ausgefiihrt.

7.6 ParaView
Schritte zur Visualisierung mit ParaView, vgl. Fig. 5:

e Mit der Dune Klasse VIKWriter in wird ein Gitter in eine *. vt u Datei ge-
schrieben.

#i ncl ude<dune/grid/io/file/vtk/vtkwiter.hh>

Dune: : VTKW iter<GidType> vtkwiter(grid);
vtkwriter. wite(vtk outfn.c_str());

e Alternativ konnen zusatzliche Daten gespeichert werden, indem die Klasse
VTKIO verwendet wird, z.B. Visualisierung von df :

#i nclude <dune/fenfiol/filel/vtkio.hh>
Dune: : VTKI O<Gri dPart Type> vtkio( gridpart );
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#i f POLYDEG ==
vt ki 0. addCel | Dat a( df );
#el i f POLYDEG ==
vt ki 0. addVert exDat a(df );
#endi f
vitkio.wite(df.nanme().c_str());
#endi f

e ParaView starten, z.B. liegt eine 64-Bit Linux-Version unter
/ shar e/ dune/ Modul es/ nodul es_x86_64/ par avi ew bi n/ par avi ew.

e File — Open und entweder das Gitter-File oder das Datenfile — *. vt u ein-
laden.

e Im Object Inspector (Bereich links unten) — Display — “visible” aktivieren.
e Interaktive Ansicht des Gitters oder Daten im Grafikfenster.

Fiir Details zu ParaView siehe die Projekt-Webseite [14].

File  Edit Filters  Animation  Toals

O BF? @ wa KAPBPMHME

Q | @ sota cator [+ [sunace [~] E} ﬁ E;P(D gi ﬂ ;Z‘g g_-i @@
EQQ0IRTOELD®B

Object Inspector (&=

| Propertiss | Display 1 Infarmation |

~Vi

%] visible Zoom Ta Data

~Col -

[3€] Interpotate Colars
[%] Map Scalars

Color by | @ setid cotar |

|OSE‘ Salid Color.

3

Abbildung 5: Paraview Visualisierungsoberfldche.
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8 Hinweise zur Programmierung mit C++

Hier folgt eine unsortierte Liste von Hinweise zur Programmierung mit C++. Ei-
niges ist hiervon ist im Grunde in C++ Programmier-Handbiichern auffindbar.
Weiter enthilt die Liste Empfehlungen zu Programmierstil, die sich insbesondere
in dem Dune Projekt durchgesetzt haben.

8.1

Namensgebung

e Wir schreiben Klassennamen durchgehend gross, Instanzen einer Klasse

8.2

klein. Methodennamen (aufSer Konstruktor und Destruktor) werden eben-
falls klein geschrieben.

/'l Kl assendefinition
cl ass Myd ass
{
publi c:

MyCl ass();

voi d nyMet hod();
~Myd ass();
¥
/'l Objekt der Klasse:
MyCl ass nycl ass;

Membervariablen bekommen grundsitzlich ein _ angehédngt, damit man auf
den ersten Blick in einer Methode sieht, was Membervariablen und was lo-
kale Variablen sind. Auch ist eine Initialisierung der Membervariablen im
Konstruktor dann sehr generisch machbar, weil die Einkommenden Varia-
blen einfach identisch (nur ohne _) wie die Membervariablen gewéahlt wer-
den kdnnen.

cl ass Myd ass

{
public:
MyCl ass(const double a, const int t): a (a), t_(t)
0
private:
doubl e a_;
int t_;
1
Header Files

Wir nennen C++Header-Files grundsétzlich = . hh zur Abgrenzung von C-
Header Files (. h).

Zwecks Verhindern von Kompiler-Fehlermeldungen bei Mehrfach-
Einbindung wird in Header-Files mit Defines gearbeitet. Voraussetzung ist
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ein moglichst eindeutiger Bezeichner, der aus dem Dateinamen generiert
werden kann. Beispiel nyheader . hh:

/'l nyheader. hh: exanple file
#i f ndef MYHEADER_HH
#defi ne MYHEADER_ HH

/'l hier der eigentliche Header Code ...

#endi f

So wird der Header-Code also genau einmal in einem Objectfile eincompi-
liert, unabhangig wieviele Quelldateien dieses Header-File einbinden.

In Header Files sollten keine Komponenten enthalten sein, welche Object-
Code erzeugen, wie z.B. Implementationen von Klassenmethoden, oder sta-
tische Datenstrukturen, etc. Falls diese Header-Datei von zwei Quelldateien
eingebunden wird, diese beiden Quelldateien in einzelne Objectfiles kompi-
liert werden, und versucht wird, diese Objectfiles zu linken, wird der Linker
einen Fehler erzeugen wegen doppeltem Vorhandensein von Implementa-
tionen. Stattdessen sollten diese Implementationen in einer separaten *. cC
Datei erfolgen. Es ist jedoch moglich, Inline-Implementationen in Header Fi-
les zu halten, weil diese schliefSlich ohne Funktionskopf in die einzelnen Ob-
jectfilen hineincompiliert werden, also keine Probleme erzeugen.

8.3 Dynamischer Polymorphismus, Virtuelle Methoden

Objektorientierte Implementation einer einfachen Klassenhierarchie mit Hilfe von
virtuellen Funktionen:

/] Base cl ass
class Vectorlnterface

{
public:
virtual void print() { cout << "Base class, no datal\n"; }
1
/1 Inplementation derived from base cl ass
class Vectorlnpl1l: public Vectorlnterface
{
public:
virtual void print() {
for (int i=0;i<50;i++) cout << data_[I] << " ";
cout << "\n";
} .
private:
doubl e data [ 50];
1

/] sonme routine that uses the interface
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voi d do_sonet hi ng(VectorlInterface& vec) {
vec.print();

}

void main(..) {
Vectorlnpl 1 vec;
do_sonet hi ng(vec);

}

Ohne die Schliisselworte vi rt ual wiirde die Ausgabe der Basisklasse erfolgen.
Durch die Verwendung der virtuellen Routinen wird die korrekte pri nt () Me-
thode der abgeleiteten Klasse aufgerufen, trotz Verwendung der Schnittstellen-
klasse in do_sonet hi ng() . Solche virtuellen Aufrufe sind jedoch immer mit ei-
nem Nachschlagen eines Funktionspointers in einer Tabelle und einem Funktions-
aufruf verbunden. Bei kleinen und hédufig aufgerufenen Funktionen ist dies sehr
teuer. Eine Moglichkeit, diese virtuellen Funktionen zu umgehen ist das CRTP im
folgenden Abschnitt.

8.4 Statischer Polymorphismus, CRTP

Das Curiously Recurrent Template Pattern ermoglicht ein imitieren von dynamischer
Bindung durch Template-Techniken ohne Verwendung von virtuellen Funktionen.
Manchmal wird es auch (falschlicherweise) als Barton-Nackman-Trick bezeichnet.
Dasselbe Beispiel wie oben mit CRTP Technik:

/1 Base class "knowi ng the later derived class" as tenplate argunent
tenpl ate <cl ass Vectorl np>
class Vectorlnterface
{
publi c:
/1 forwarding of interface nethod to the derived object
void print() {
aslmp() . print();
}
pr ot ect ed:
/1 change of current object type frombase class to derived class
Vect or | np& asl nmp() {
return static_cast<Vectorl np&(*this);
}
1

/1 1 nplenmentation derived from base cl ass
class Vectorlnpl1l: public Vectorlnterface<Vectorlnpl>
{
public:
void print() {
for (int i=0;i<50;i++) cout << data_[i] << " "
cout << "\n";
}
private:
doubl e data_[ 50];
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s

/1 sone routine that uses an interface Routine

tenpl ate <cl ass Vectorl np>

voi d do_sonet hi ng(Vect orl mp& vec) {
vec.print();

}

void main(..) {
Vectorlnmpl 1l vec;
do_sonet hi ng(vec);

}

Die Basisklasse “kennt” die spater abgeleitete Klasse in Form eines Template-
Argumentes. Daher kann die “Sicht” auf ein vorliegendes Objekt der Basisklasse
erweitert werden durch einen entsprechenden Cast. In der Interface-Klasse miis-
sen alle Schnittstellen-Methoden weitergeleitet werden an die abgeleitete Klasse
durch asl np() . Diese Technik ermoglicht dem Compiler, optimalen Code zu pro-
duzieren durch z.B. inlining. Der Geschwindigkeitsgewinn wird sichtbar, wenn
entsprechend hohe Optimierungslevel beim Compilieren eingestellt sind.

8.5 Interface, Defaultimplementation und Implementation

Ein in Dune héufig auffindbares Programmmuster mittels CRTP ist folgende Zer-
legung:

Interface: Eine Basisklasse deklariert eine Reihe von Schnittstellenmethoden, die
eine abgeleitete und instanzierte Klasse implementiert haben muss. Diese
Klasse wird selbst nicht instanziert.

Defaultimplementation: Einige der Schnittstellenmethoden konnen mit Hil-
fe von weiteren Schnittstellen-Methoden manchmal default-implementiert
werden, d.h. eine funktionierende, aber eventuell langsame Version kann
bereitgestellt werden. Eine hiervon abgeleitete Klasse kann diese eventu-
ell durch effizientere Versionen ersetzen. Falls die DefaultImplementation-
Klasse bereits alle Schnittstellenmethoden implementiert, ist sie instanzier-
bar. Meist wird aber weiter abgeleitet.

Implementation: Eine Spezialimplementation einer Schnittstelle kann von der
DefaultImplementation-Klasse abgeleitet werden. Damit stehen die Default-
Implementationen zur Verfiigung oder konnen tiberladen werden. Diese
Klasse muss die noch nicht implementierten Schnittstellenmethoden bereit-
stellen, damit Objekte instanziert werden konnen.

Ein Beispielprogramm ist cr t p. cc auf der Kursseite.

8.6 Zeitmessung in C++

Mittels der ct i me Bibliothek kann Laufzeit sehr einfach gemessen werden
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#i ncl ude <cti nme>

clock t start = clock();
/'l do sone conputations
clock_t finish = clock();
doubl e tinme = (doubl e(finish)-double(start))/CLOCKS PER_SEC;

8.7 Typdefinitionen

Die Verwendung von Typdefinitionen erleichtert spatere Austauschbarkeit von
Klassentypen, indem nur an einer Stelle eine Typdefinition gedndert werden muss
und nicht an zahlreichen Stellen. Dieses Prinzip ist bei Templatebasierter Program-
mierung sehr zu empfehlen.

t ypedef Vectorlnpl Vector Type;

\\ typedef Vectorlnp2 VectorType;
Vect or Type vec;

Mat ri x<Vect or Type> nat ;

8.8 Assertions

Ein sehr praktisches Konzept zum Debuggen ist die Verwendung von sogenann-
ten Assertions in einem Programm. Durch einbinden von <assert.h> kann man an
beliebigen Programmstellen tiberpriifen, ob bestimmte Bedingungen erfiillt sind.
Beispiel:

doubl ex nei npoi nter = new doubl e[ 20000000]

/'l Test der Initialisierung vor dem Schrei ben:
assert (neinpointer !'= 0);

nmei npoi nter[ 500] = 10.0

Die Assertions werden zur Laufzeit tiberpriift. Ist die Assertion erfiillt, lauft das
Programm einfach weiter. Ist die Assertion nicht erfiillt, bekommt man eine Feh-
lermeldung: “assert ‘meinpointer != 0" failed” welche wesentlich informativer ist,
als ein nichtssagendes “Segmentation Fault”. Hierdurch findet man die Stelle im
Programmcode sehr schnell.

Ist ein Programm lauffdhig, ohne dass es Abbriiche durch Assertions gibt, kann
man diese alle ausschalten durch das Precompiler-flag #def i ne NDEBUGund an-
schlielendem Neucompilieren. Die Empfehlung lautet daher, solche asserts(...) in
beliebiger ausgiebiger Anzahl in eigenen Programmen verwenden.
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