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1. Lebesgue-Räume, p-summierbaren und beschränkten Folgen

(a) Sei Ω ⊂ Rn und |Ω| <∞. Zeigen Sie, dass dann folgende Inklusion gilt,

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) , 1 ≤ p < q ≤ ∞ .

Geben Sie ein Gegenbeispiel für Ω unbeschränkt, z.B. Ω = [a,∞), a > 0.
(b) Definiere die normierten Vektorräume der p-summierbaren bzw. beschränkten Folgen als

`p :=

{
(an) ∈ RN :

∞∑
n=1

|an|p <∞

}
, ||(an)||p :=

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

, p ∈ [1,∞) ,

`∞ :=
{

(an) ∈ RN : sup
n∈N
|an| <∞

}
, ||(an)||∞ := sup

n∈N
|an| .

Zeigen Sie, dass folgende Inklusion gilt,

`p ⊂ `q , 1 ≤ p < q ≤ ∞ .

2. Dualräume
Sei (X, ||.||X) ein normierter Raum und X∗ der zugehörige Dualraum, d.h. der Raum der stetigen
linearen Funktionale auf X. Zeigen Sie:

(a) ||F ||X∗ := sup
x∈X\{0}

|F (x)|
||x||X

ist eine Norm auf X∗.

(b) (X∗, ||.||X∗) ist ein Banachraum.

3. Schwache und Schwach∗-Konvergenz
Sei (an) ∈ RN eine p-summierbare bzw. beschränkte Folge der Form

an = ( 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) , n ∈ N .↑
n-te Position

Zeigen Sie:

an ⇀ 0 in `p , p ∈ (1,∞) ,

an ⇀∗ 0 in `∞ .

Hinweis: Es gilt (`1)∗ = `∞ und (`p)∗ = `q mit 1
p + 1

q = 1. Definiere das Dualitätsprodukt durch

〈(bn), (an)〉 :=
∞∑

n=1

bnan , ∀ (an) ∈ `p , (bn) ∈ (`p)∗ .

4. Variationsmethoden in Banachräumen
Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, f ∈ L2(Ω) und k ∈ L∞(Ω×Ω) mit ||k||∞ ≤ 1

2|Ω| . Definiere
das Funktional J : L2(Ω)→ R ∪ {+∞} als

J(u) =
∫

Ω

∫
Ω

k(x, y)u(x)u(y) dxdy −
∫

Ω

f(x)u(x) dx +
∫

Ω

u2(x) dx .

Zeigen Sie, dass im Fall von

k(x, y) =
∫

Ω

h(z, x)h(z, y) dz , x, y ∈ Ω , h ∈ C(Ω× Ω) ,

ein Minimum von J existiert und dass dieser eindeutig ist.
Hinweis: Benutzen Sie Satz 3.3 aus dem Skriptum mit X = Z = L2(Ω) und setzen Sie voraus,
dass die Abbildung u 7→ ||u||22 schwach unterhalbstetig ist.


