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1. Energiemethoden - -
Seien u € C?(Q)NC(Q) mit u = g auf N und A € C*(Q; R"*") mit A(z) symmetrisch und positiv
definit fiit alle € Q und ming Apin(A(z)) > o > 0. Dann ist u eine Lésung von
-V - (A(z) Vu(x)) =0 in
genau dann, wenn
E(u) < E(v) Yo e CH(Q)NC(Q), v =g auf 90,
mit 1
E(v) = 5/ Vo(z) - (A(z) Vo(z)) d .
Q
2. Ezistenz und Eindeutigkeit des Neumann-Problems
(a) Sei f € C(R2) und g € C(00N). Zeigen Sie, dass das Neumann-Problem
—Au=f in Q,
1
@ =g auf 00 , W
on
hochstens eine Losung u in

C2(Q) = {u e CXQ) NCLQ) : /ud:n:()}
Q

besitzt.
(b) Sei u € C2(Q) eine Losung von (1). Dann gilt

/Qfdx—k/(mgda(x)zo.

3. Wirmeleitungsgleichung in 1D, Separation der Variablen
Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung

Ut = Ugg , 336(0,1), t>0,
u(0,t) = wug,(1,t)=0, t>0,
u(z,0) = wup(x), ug € Lo(0,1) .

Losen Sie die Gleichung durch Separation der Variablen u(z,t) = ¢(x)1)(t).
Hinweis: Entwickeln Sie den Operator 0,, mit den Randbedingungen nach den Eigenfunktionen
¢r(x). Benutzen Sie dann die Darstellung in der Eigenfunktionenbasis

u(z,t) = Z b (t)er(t)
k=1

um die ay zu bestimmen. Beachten Sie dabei, dass eine periodische Funktion f mit einer Periode
T > 0 eine Fourierreihenentwicklung besitzt, wenn die Funktion f, auf eine Periode [c,c + T]
eingeschrankt, dem Funktionenraum Lo(c, ¢ + T') angehort.

4. Wirmeleitungsgleichung, Transportgleichung, Skalierung der Argumente
(a) Sei u eine glatte Funktion, die die Gleichung d;u — Au = 0 in R x (0, 00) 16st. Zeigen Sie,
dass dann auch wuy(z,t) := u(Az, A’t) die Wirmeleitungsgleichung fiir jedes A € R 16st.
(b) Sei u eine glatte Funktion, die die Gleichung d;u + b - Vu = 0 in R™ x (0,00) fiir b € R"

konstant 16st. Zeigen Sie, dass dann auch uy(z,t) := u(Az, At) die lineare Transportgleichung
fiir jedes A € R 10st.



