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1. Mollifier Funktion
Zeigen Sie, dass die Funktion

η(x) =

{
Ce

1
|x|2−1 , |x| < 1

0 , sonst
,

C > 0 konstant, unendlich oft differenzierbar ist.

2. Mittelwerteigenschaft für elliptische DGL’n zweiter Ordnung
Sei u ∈ C2(Ω ⊂ R2) die Lösung einer elliptischen DGL zweiter Ordnung der Form

auxx + buyy + 2cuxy = 0 , ab > c2 .

Zeigen Sie, dann gilt für jede Ellipse

ER(x) = {z ∈ R2 : R2 = (z − x)TD−1(z − x) , D =
(
a c
c b

)
} ⊂ Ω

die Mittelwerteigenschaft

u(x) = −
∫

∂ER(x)

u(y) dσ(y) .

3. Green-Funktion für den Laplace Operator auf einem Halbraum
Betrachten Sie das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung aus der Vorlesung auf dem Halbraum
Rn

+, definiert durch
Rn

+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0} .

Ist x = (x1, . . . , xn−1, xn) ∈ Rn
+, so ist der Punkt

x̃ = (x1, . . . , xn−1,−xn)

die Spiegelung von x an der Ebene ∂Rn
+. Überprüfen Sie, dass die Funktion H aus der Vorlesung,

hier definiert durch
H(x, y) = −Φ(x̃− y) , x, y ∈ Rn

+ ,

die Green-Funktion für den Halbraum Rn
+ liefert.

4. Satz von Liouville
Beweisen Sie mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft für harmonische Funktionen den Satz von Liou-
ville: Jede beschränkte auf ganz Rn harmonische Funktion ist konstant.

Hinweis: Schätzen Sie |u(x) − u(0)| für x ∈ Rn mit Hilfe der folgenden Mittelwerteigenschaft
nach oben ab: Sei u ∈ C2(Ω ⊂ Rn) harmonisch in Ω, dann gilt für jede Kugel Br(x) ⊂ Ω

u(x) =
n

rnωn

∫
Br(x)

u(y) dy ,

wobei ωn die Oberfläche der Einheitskugel in Rn ist.


