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1. Mollifier Funktion
Zeigen Sie, dass die Funktion

1
Cel=P-1 | |z| <1
n(x) = :
0 ,  sonst

C > 0 konstant, unendlich oft differenzierbar ist.

2. Mittelwerteigenschaft fir elliptische DGL’n zweiter Ordnung
Sei u € C?(Q2 C R?) die Lésung einer elliptischen DGL zweiter Ordnung der Form

AUgy + Dlyy + 2¢Uzy = 0, ab>c? .
Zeigen Sie, dann gilt fiir jede Ellipse

Ep(z) = {zeR®: RQ(Zx)TDl(ZI)’D@ g)}CQ

die Mittelwerteigenschaft

ulz) = ]{3 ) )

3. Green-Funktion fiir den Laplace Operator auf einem Halbraum

Betrachten Sie das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung aus der Vorlesung auf dem Halbraum

R?, definiert durch
Ri :{{17: (xlv"wxn) e R"™ : Ty >0} .

Ist £ = (21,...,%n—1,%,) € R, so0 ist der Punkt
T = (‘rlv"'airnflv_xn)

die Spiegelung von = an der Ebene OR?}. Uberpriifen Sie, dass die Funktion H aus der Vorlesung,
hier definiert durch
H($7y):_q)(i._y)7 x7y€RT+L7

die Green-Funktion fiir den Halbraum R’} liefert.

4. Satz von Liouville

Beweisen Sie mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen den Satz von Liou-

ville: Jede beschrankte auf ganz R™ harmonische Funktion ist konstant.

Hinweis: Schitzen Sie |u(z) — u(0)] fur € R™ mit Hilfe der folgenden Mittelwerteigenschaft
nach oben ab: Sei u € C?(£2 C R"™) harmonisch in €2, dann gilt fiir jede Kugel B,(z) C £

n
" / u(y) dy
"Wn JB,(x)

wobei w,, die Oberfliche der Einheitskugel in R"™ ist.

u(x) =



