ﬂ'bungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen

Ubungsblatt 2, Abgabe bis 30.10.2008, 8 Uhr c.t.
Montag 10-12 (Briefkasten 83), Montag 12-14 (Briefkasten 85), Dienstag 12-14 (Briefkasten 89)

1. Charakteristikenmethode fir die inhomogene Transportgleichung
Geben Sie mit Hilfe der Methode der Charakteristiken eine Losungsformel fiir die inhomogene
Transportgleichung

ou + b-Vu = f in R" x (0,00) ,
u = U auf R™ x {t =0},
wobei b € R™ konstant und f € C(R™ x (0,00)) ist.

2. Transportgleichung und Stabilitdt
Benutzen Sie die Methode der Charakteristiken zur Losung der Transportgleichungen

Ou +V-(zu)=0 in R" x (0,00)

und
O — V- (zu)=0 in R™ x (0,00) ,

jeweils mit der Anfangsbedingung u = ug auf R™ x {¢t = 0}, wobei wug eine stetige Funktion mit
kompakten Tréger ist. Was passiert mit u(-,¢) fiir ¢ — oo in den beiden Fallen?

3. Dualitat der Transportgleichungen aus der Vorlesung
(a) Seien die Differentialoperatoren L; und Ly definiert durch
Liv = — 0w — b-Vu,
Lyu = 0w + V- (bu).
Zeigen Sie, dass L; und Ly adjungiert sind, d.h. fiir alle ¢, ¢ € C§°(Q x [0,T]) gilt
(L1o, V) r20x0,17) = (& L2¥)r2axj0.1)) >
wobei das Skalarprodukt in L?(€ x [0,7T]) folgendermafien definiert ist,

T
(v, ) 2 axpor) = / /vw dxdt .
o Jo

(b) Sei u(-,t) € C(R) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. > 0 und [, u dz = 1, die
Opu + 0, (bu) =0

erfiilllt. Zeigen Sie, dass die zugehorige Verteilungsfunktion

Ut = [ "y, 1) dy

— 00

die folgende Gleichung erfiillt,

U +b0,U=0.
Sei weiter u(x,t) > 0 Vr,t. Zeigen Sie, dass U eine inverse Funktion v besitzt, d.h.
v(U(z,t),t) == Ulv(z,1),t) = =,

und v die folgende Gleichung erfiillt,
O(z,t) = b(v(z,1),t) .

4. Charakteristikenmethode fiir die Burgers-Gleichung
Erweitern Sie die Charakteristikenmethode aus der Vorlesung zur Losung der Burgers-Gleichung

Ou+udzu = 0 in Rx(0,00),
u = u auf R x {t=0}.



