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1. Allen-Cahn Gleichung
Sei Q € R™, n < 3, beschrankt und € > 0. Betrachten Sie das Neumann-Problem der Allen-Cahn

Gleichung

Ou = €Au—§(u2—1)u in Q,
g—z = 0 auf 0Q) .

Das zugehorige Energiefunktional E ist definiert durch
1
E(u(t)) = E/ |Vu(t)|? de + —/(u2(t) —1)%dx  Vt>0.
2 Jq 4de Jq

Zeigen Sie:
(a) Fiir glatte Losungen der Differentialgleichung gilt <4 E(u(t)) < 0.

(b) E ist schwach unterhalbstetig in H!(£2) fiir alle ¢ > 0.
Hinweis: Verwenden Sie die kompakte Einbettung H'(Q) — L*(Q) fiir n < 3.

2. Viskositdatslosungen

(a) Sei u € N und

2i .0
a; = — 1=U,..., 5
2u K
2 +1
e R
2p

Wir defineiren uns eine Funktion u der Form

—z+a; , x€(a;b)
u(z) =
T —ait1, T € (b, ai41)

Zeigen Sie: Dann gilt u € W1°°(0,1) und (v/)? = 1 fast iiberall mit u(0) = u(1) = 0.

(b) Berechnen Sie die Losung von
eu + (W) =1, uw(0) =u(l)=0, e>0,
und betrachten Sie den Grenzwert € \ 0.

3. Gradientenfluss
Sei F : R™ — R stetig differenzierbar und « : Ry — R"™ die Lésung der gewo6hnlichen Differential-

gleichung
du
(1) = ~VE(u(t))

(a) Dann gilt
du, |?

d
E(t)

G E®) = —|VE®) = -

(b) Ist E konvex, dann gilt fiir zwei Losungen uq,us der Differentialgleichung
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- — _ <0.
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(c) Ist E zweimal stetig differenzierbar und strikt konvex, d.h. es gilt
Hess(E) > ol fir a>0,

dann gilt
[l (t) — w2 ()]| < e [Jus(0) — u2(0)]] -

4. Nichtlineares Mazximumprinzip
Sei e >0 und u € C>1(Q x (0,T)) eine Losung der Differentialgleichung

Opu — eAu — |Vu|> = -1 .

Dann hat u kein lokales Maximum in  x (0, 7.



