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1. Variationsmethoden fiir elliptische Gleichungen I
Gegeben sei ein Energiefunktional der Form

B(u) = / Az, |Vul?) + Fla,u) do | (1)
Q

Wir nehmen an, dass die messbaren Funktionen A : @ x R — R und F' : 2 x R — R folgende
Bedingungen

Crlw|+ Cy > A(z,w) > c1|w| + ¢, C1,Cy,c1 ERT | e R,

él|5|2 +ég > F(I,S) > C~1|S|2 +co él,ég,CNl € R , Co € R.
erfiillen. Weiterhin nehmen wir auch an, dass gilt:

w s Az, |wl?) , s F(z,s) sind strikt konvex fiir fast alle z € Q

und
|F(z,81) — F(z,82)] <7 (|s1]+ |s2]) |s1 — s2] Vo € Q,81,82 €R .
Zeigen Sie, dass mit den obigen Annahmen an A und F ein Minimierer von E in H'(f2) existiert

und dass dieser sogar eindeutig ist.

2. Variationsmethoden fir elliptische Gleichungen I1
Wir betrachten eine elliptische Differentialgleichung der Form

~V - (a(z, |Vul|?)Vu) + f(z,u) =0 in Q CR"”
mit den Randbedingungen

u = g auf I'p C 092,
a(z,|Vul*)Vu-n = 0 auf I'y C 082,

wobei Q) = T'p Uy und I'p N T = 0 gelten soll. Die Funktion u mit u = g auf I'p erfiille die
Eigenschaft
E(u) < E(v) Yoe HY(Q) mit v=gaufTp,

wobei F das Energiefunktional (1) mit 20,,A = a und 0;F = f ist. Zeigen Sie, dass u die elliptische
Differentialgleichung mit den Randbedingungen erfiillt.

3. Kompakte Einbettung
Sei Q C R™ beschriinkt. Zeigen Sie, dass L?(Q2) kompakt in H~1(Q), der Dualraum von H!(f),
eingebettet ist.
Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Banach-Alaoglu und die kompakte Einbettung von H'(Q2) in
L2(Q).

4. Figenwertprobleme
Sei Q = (0,1)? C R2. Gegeben sei ein Eigenwertproblem des Laplace-Operators

—Au = Mu, x€(0,1), y € (0,1),
w©0,y9) = wu(ly) =0, 0<y<1,
uy(z,0) = wuy(z,1) = 0, 0<z<1.

Bestimmen Sie die nichttriviale Losungen « und die zugehorige Eigenwerte A des Eigenwertproblems
durch Separation der Variablen u(z,y) = ¢(z)¢(y).



