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Aufgabe 24: (4+6 Punkte)
Betrachten Sie den linearen autonomen Steuerprozess

(L) ẋ = Ax+B u.

(a) Überlegen Sie: Die vollständige Steuerbarkeit von (L) ist für B = (b1, . . . , bn)T ∈ Rn

in den Fällen

(1)

A =

 λ1 0
. . .

0 λn

 , λi 6= λj für i 6= j ,

(2)

A =


λ 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λ

 , λ 6= 0 ,

äquivalent zu

(1) bi 6= 0 , i = 1, . . . , n ,

(2) bn 6= 0 .

(b) Zeigen Sie für die KALMANN-Matrix C = [B,AB, . . . , An−1B] die Äquivalenz der
beiden folgenden Bedingungen:

(1) rangC = n .

(2) Ist p ein Eigenvektor zu AT , so gilt pTB 6= 0 .

Hinweis zu (b), �(2) ⇒ (1)�:
Zeigen Sie zunächst, dass der Unterraum H = {x ∈ Cn |xTC = 0} invariant unter der
Abbildung x 7→ ATx ist. Machen Sie sich dann klar, dass H somit einen Eigenvektor von
AT enthält, falls H 6= {0} gilt. Im zweiten Teil des Hinweises genügt es, die Behauptung
für dimH = 1 zeigen.

Aufgabe 25: (2+2+2 Punkte)
(Rekonstruierbarkeit)
Der lineare Steuerprozess

(L) ẋ = A(t)x+B(t)u

mit Ausgang (beobachtbare Gröÿen)

y = C(t)x ∈ Rk , C(t) (k × n)−Matrix ,



heiÿt rekonstruierbar, wenn gilt:
Sind x(t), x̃(t) Lösungen von (L) mit gleicher Steuerfunktion u(t) und gilt

C(t)x(t) = C(t) x̃(t) für alle t ≤ τ , τ ∈ R ,

so ist x(t) = x̃(t) für alle t ≤ τ .

(a) Überlegen Sie, dass die Rekonstruierbarkeit äquivalent ist mit der Eigenschaft:
Ist x(t) eine Lösung der homogenen DGL

ẋ = A(t)x

und gilt
y(t) = C(t)x(t) = 0 für alle t ≤ τ , τ ∈ R ,

so ist x(t) = 0 für alle t ≤ τ .

(b) Zeigen Sie: Für lineare autonome Steuerprozesse

ẋ = Ax+B u , y = C x ,

ist die Rekonstruierbarkeit äquivalent mit

rang


C
CA
CA2

...
CAn−1

 = n .

(c) Überprüfen Sie das System der Verladebrücke

ẋ =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 x +


0
1
0
1

 u

auf Rekonstruierbarkeit bzgl. der Ausgänge:

(1) y = Cx = x3 , C = (0, 0, 1, 0) ,

(2) y = Cx =

(
x1

x3

)
, C =

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
.

Aufgabe 26: (Programmieraufgabe, Abgabe: 10.06.08, 08.15 Uhr)
Geben sei das Problem der zeitoptimalen Steuerung einer Verladebrücke (Beispiel 2 aus
der Vorlesung):

ẋ = Ax+Bu, A =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , B =


0
1
0
1

 ,

x(0) = (0, 0, 0, 0)T , x(T ) = (E, 0, 0, 0),

|u(t)| ≤ 1 ∀ t ∈ [0, T ].

Lösen Sie das Problem mit Hilfe von AMPL/IPOPT für die Endposition E = 1 und
plotten Sie die optimale Trajektorie (x, u) sowie die adjungierte Variable λ. Geben Sie
auÿerdem die Werte der Schaltpunkte und die optimale Endzeit aus.


