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Übung zur Vorlesung
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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien I := [a, b], b < a ,G ⊂ Rn zusammenhngende und offene Teilmenge, S := I × G
und f : S → R

n stetig und y0 ∈ G. Dann sind äquivalent:

a) y : I → R
n lst (AWP).

b) y ∈ C0(I,G) und y(x) = y0 +
∫ x
a
f(s, y(s))ds ∀x ∈ I.

Aufgabe 2 (Picard-Lindelöf) (4 Punkte)
Zeigen Sie: Es gelten die Vor. aus Aufgabe 1 und zusätzlich sei f Lipschitz-stetig bezüglich
y. Erfülle f auf S die (M)-Bedingung, ||f(x, y)||∞ ≤ M ∀(x, y) ∈ S, und G erfülle
zusätzlich G ⊇ Bσ(y0) := {x ∈ Rn | ||x− y0||∞ ≤ σ}, wobei σ ≥ (b− a)M sei. Dann gilt:

a) Das AWP hat auf I genau eine Lösung ỹ.

b) ∀x ∈ I gilt (x, ỹ(x)) ∈ KM ∩ S mit
KM = KM(a, y0) := {(x, y) ∈ R×Rn|||y − y0||∞ ≤M |x− a|}.

Aufgabe 3 (Lemma von Gronwall) (4 Punkte)
Zeigen Sie: Sei p, q ∈ C0([a, b]) mit p, q ≥ 0. Erfüllt die Funktion e : [a, b] → R die
Integralbedingung

0 ≤ e(x) ≤ p(x) +

∫ x

a

q(s)e(s)ds ∀x ∈ [a, b],

so gilt:

0 ≤ e(x) ≤ p(x) +

∫ x

a

q(s)p(s) exp

(∫ x

s

q(t)dt

)
ds.



Aufgabe 4 (Exponentialfunktion für Matrizen) (4 Punkte)
Zeigen sie für A,B ∈ Rn×n:

(a) Ist B−1AB = diag(d1, . . . , dn) ein Diagonalmatrix, so gilt

eA = BeDB−1 mit eD := diag(ed1 , . . . , edn).

(b) Es gilt e(t+s)A = etA · esA für t, s ∈ R.

(c) Im allgemeinen gilt nicht eA+B = eA · eB.


