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Kapitel 0

Einleitung

Viele Fragestellungen aus den Naturwissenschaften, der Okonomie und Medizin fiihren auf ma-
thematische Probleme, die numerisch gelést werden miissen. In dieser Vorlesung wird die Theorie
und Praxis grundlegender numerischer Algorithmen zur Behandlung gewohnlicher Differentialglei-
chungen behandelt. Dazu gehoren Einschritt- und Mehrschrittverfahren zur Approximation von
Anfangswertproblemen, sowie Finite Differenzen und Finite Elemente Verfahren zur Diskretisie-
rung von Randwertproblemen. Weitere Themen sind Gradientenverfahren, Eigenwertprobleme und
Grundziige der Approximation.

Beginnen wir mit ein paar Grundbegriffen und Beispielen zu gewhnlichen Differentialgleichungen:

Definition 0.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung)

Seienn € N und I C R ein Intervall und F : I x R"™ — R gegeben.

Unter einer skalaren gewéhnlichen Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung fir eine Funk-
tion y € C"™(I) versteht man eine Gleichung der Form

F(z,y(@),y (), y"(x),...,y" (@) =0, (z€]). (1)
Falls eine Funktion f: 1 x R" — R ezistiert, so dass (1) in der Form
y" (@) = fz,y(2),y (), y" (@), ...y V@), (@) (2)

geschrieben werden kann, so heifst (1) explizit (sonst implizit). Ein Funktion y € C"™(I), die
(1) erfillt, heifst Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung.

Beispiel 0.2 (Freier Fall/Gravitation)

Sei t € T := [0,00] die Zeit, z(t) € R der Ort eines Massepunktes zur Zeit t, v(t) = 2/(t) die
Geschwindigkeit des Massepunktes und a(t) = v/(t) = 2 (¢) die Beschleunigung des Massepunktes,
sowie K = K(t,z(t),v(t)) eine duflere Kraft, die auf den Massepunkt wirkt.

Newtonsches Kraftgesetz:

Fiir gegebene Kraft K ist (3) eine explizite DGL zweiter Ordnung.

1
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KAPITEL 0. EINLEITUNG
Freier Fall ohne Luftwiderstand:

Erbeschleunigung: g = 9.81% = K (t,z(t),2'(t)) = —mg.
Einsetzen in (3) ergibt:

1
()= ——mg=—g,
(t) —mg =—g
= 2(t)= —gt+a,
1
= Jj(t) = —§gt2+clt+02, mit ¢q,c9 € R.

Die Losung dieser DGL ist also nicht eindeutig bestimmt.

Freier Fall mit Luftwiderstand:
Hier ist die Kraft gegeben durch:

K(t,z(t),2'(t)) = —o2'(t) — mg, mit o > 0.

Wir erhalten die DGL:

g

2 (t) = —Ea:'(t) —-g.

Mit 2/(t) = v(t) ergibt sich eine DGL erster Ordnung fiir v:

, o
)= ——v(t) —g. 4
V(1) =~ Zo(t) g ()
Die Funktionen v(t) = c1 exp(—Zt) — 24 sind fiir alle ¢; € R Losungen von (4), denn
V(1) = —e1 2 exp(—21),
und —Zu(t) —g= —c1%exp(—%t) +g—g.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass alle Losungen von (4) von dieser Form sein miissen.

Fiir die Losung von (3) gilt nach Integration:

x(t) = —01@ exp(—gt) L Co.
o m o

Auch hier ist die Losung nicht eindeutig.

Freier Fall aus grofier Hohe:
Da sich die Gravitation mit der Hohe éndert, miissen wir in diesem Fall das Gravitationsgesetz
ansetzen als:

/ R’
K(t,z(t),2'(t)) = _mgxg—(t)
Dabei bezeichnet R den Erddurchmesser. Wir erhalten die explizite DGL zweiter Ordnung;:
R2
/!
t) = —g——.
() = 0305 5)

Ansat zur Losung: z(t) = at’. Damit erhlaten wir: 2/(t) = abt®~" und 2”(t) = ab(b —
1)t=2. Einsetzen in (5) ergibt:

1 gR 4—2b

b—2 2
ab(b— 1)t = —gR prre il




Also muf} gelten:
1)b—2=-2b = b=2,

1/3
2) abb—1) = — 4 — o= (%) ",

Also ist

2(t) = (99—232)” Y

eine Losung von (5).

Beispiel 0.3
Fiir die explizite DGL erster Ordnung

kann keine 16sung in geschlossener Form angegeben werden. Es existieren jedoch Losungen!

Bemerkung: Wir halten fest:

1. Die Bestimmung einer Losung (in Formelgestalt) ist sehr oft nicht moglich.
2. Falls eine 16sung existiert, ist sie i.A. nicht eindeutig.

3. Die freien Konstanten (1,cs,...) konnen durch zusitzliche Bedingungen festgelegt werden:
Anfangswerte oder Randwerte.

In Kapitel 1 werden wir uns mit numerischen Verfahren zur Losung von gewohnlichen Differential-
gleichungen beschéftigen. Dabei werden wir uns zunéichst mit Anfangswertproblemen auseinander-
setzen.
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Kapitel 1

Numerik Gewohnlicher
Differentialgleichungen

1.1 Exkurs zur Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition 1.1 (Anfangswertproblem (AWP))
Sei folgende Voraussetzung erfillt:

(V) Seien I := [a,b], b < a ,G C R" zusammenhdingende und offene Teilmenge (Gebiet),
S:=IxGund f:S — R" stetig und yy € G.

Dann heifst y: I — R"™ Lisung des AWP, g.d.w.
(i) y € CY(I,R™) und y(I) C G
(i) y'(x) = f(y,y(x)) Vo eIl

(ii) y(a) = yo

Satz 1.2
Unter der Voraussetzung (V) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) y: I — R"1ost (AWP).

b) y € C°1,G) und y(x) = yo + [ f(s,y(s))ds Vx € I.

Beweis: siehe U.A.
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Definition 1.3 (Picard-Lindelsf Iteration)
Definiere Operator T : C°(I,R") — C°(I,R") durch

T)a) =+ [ Fs.u(s)ds.
Dann ist 1.2 b) dquivalent zu Ty = y.

Fizpunktiteration: y© € C°(I,R"™) gegeben, y+ = Ty™.

Frage: Wann konvergiert diese Iteration?

Satz 1.4 (Picard-Lindelsf, lokale Version)
Es gelten die Voraussetzungen (V). Erfiillt f auf S die Lipschitzbedingung

(L) 1 (@ y) = 2, 2o < Llly — 2l V(2,9), (2,2) €5,

so hat das AWP lokal eine eindeutige Losung ¢, d.h. 3¢ > 0, 3§ € C'(I.,R™) mit § 16st AWP auf
I :=[a,a +¢].
Beweis: Es ist

L] ly(s) — 2(3)ll0 ds

a
Ly =zl (z —a)
Le |y — z||, , fir z € I..

I(Ty)(x) = (T2)(2)]| o

IANA IAE

Wiéhle € > 0, so dass Le < 1. Dann folgt, dass T" Kontraktion ist und die Aussage folgt mit dem

Banachschen Fixpunktsatz. o

Satz 1.5 (Picard-Lindelsf, globale Version)
Gelte (V) und (L). Erfiillt f auf S die Bedingung

(M) 1@yl <M V(z,y)eS

und G erfiille zusétzlich G O B,(yo) := {z € R" | ||z — yo||,, < 0}, wobei 0 > (b — a)M sei.
Dann gilt:

a) Das AWP hat auf I genau eine Losung g.

b) vz € I gilt (z,9(x)) € Kn = Kn(a,y0) == {(z,y) € R xR [ly — yoll,, < M|z —al}NS
(sieche Abb. 1.1)).

c¢) Die Fixpunktiteration von Picard-Lindelof konvergiert gleichméflig auf I gegen g. Fiir den Fehler
gilt:

LF(z —a)* L(

) -y )| < = et el

Beweis: siehe U.A.

Satz 1.6 (Satz von Peano)
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Abbildung 1.1: Picard-Lindel6f: Grafische Darstellung von K.

Sei S ein Rechteckgebiet, das Kps(a,yo) enthilt und es gelten (V) und (M). Dann ex. eine Losung
7y des AWP auf [.

Beweis: (sieche z.B. Walter [9])

Lemma 1.7 (Lemma von Gronwall)
Sei p, q € C°([a, b]) mit p,q > 0. Erfiillt die Funktion e : [a,b] — R die Integralbedingung

0 <e(x) <plx)+ /1‘ q(s)e(s)ds YV € [a,b],

so gilt:

0<ee) <o) + [ e ([ awir) as
Beweis: siehe U.A.
Satz 1.8 (Stetigkeitssatz fiir AWP)

Es gelten die Vor. (v) und (L). Sei § Losung des AWP und Z sei Losung des gestorten AWP:

Z(z) = f(z,2(2)) +e(z), z(a) =2 €G.

Gelte 29 — o < & und sci <(¢) € CLRY) mit e(a)], <= Vel
Dann gilt:
I12(z) — §(z)]| o < (8 +e(z — a))el@=a),

o0 —

Beweis: Folgt direkt aus 1.7 mit e(z) := [|Z2(x) — J(2)]| -

= e(z) =

2o+ [ F(r2(0)) — e(m)dr — yo — [ f(rii(r))dr

l70 — yoll + (@ —a) + [ L e(r)dr

= p(t)+ jq(T)e(T)dT mit
p(r) = E+e(z—a), qr) =L

IN
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Abbildung 1.2: Lineare (AWP):Anwendung, Bakterienwachstum.

Aus dem Lemma von Gronwall folgt:

e(r) <é+e(x—a)+ L /(é +e(r —a))eTDdr,

a

Durch Berechnung des Integrals folgt die Behauptung.

Satz 1.9 Methode der Trennung der Variablen
L#Bt sich die Differentialgleichnung v/ = f(z,y) als y = % schreiben und ist g—g = Z—Z erfiillt, so
gilt: y(x) ist gegeben durch
F(z,y(x)) = konst
mit

Fla,y) = / ")t + /y jq(s)ds.

Beweis: Nachrechnen.

Definition 1.10 (Lineare AWP)
Sei I = [a,b]. Gesucht y € C*(I,R):

o) —
y(a) =yo
Die Lésung des homogenen AWPs 2 = «z, z(a) = =z ist dann gegeben durch

2(1) = zpe@=),

Durch ”Variation der Konstanten” folgt:

Ansatz:  y(z) = z(v)v(z) = y(x)= (24 yp)e=a) - £,

Anwendung: Bakterienwachstum
yo= # Bakterien am Anfang, —(0 > 0 Sterberate, o > 0 Wachstumsfaktor. Das qualitative Verhal-
ten der Losung ist in Abb. 1.2 dargestellt.
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Definition 1.11 (Systeme linearer AWP)
Sei I = [a,b] und A € R™" diagonalisierbar, yo, B € R™. Gesucht y € C*(I,R"):

o) —
y(a) = yo
Wir definieren die ”Matrizezponentielle” exp(A) durch
exp(A) ==

pr— H .
k=0

Dann lost auch hier z(x) = zpexp(A(z — a)) das homogene System 2’ = Az, z(a) = 2.
FEine Lisung von SL-AWP erhdlt man durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz:

y(x) = exp(A(x — a))v(x).

Definition 1.12 (Differentialgleichungen héherer Ordnung)
Geg: I = [a,b] ; G C R™! Gebiet; S=1xG, f:S — R.
Ges: y € C™(I,R™) ; y®)(I) C P.(G); Py Projektion

y"™ (x) = f(x,y/(x), ...,y (x) Yo el,
y®(a) = y(()k) C P(G) ,k=0,....,m—1.

Reduktion auf System 1. Ordnung:
Setze yr ;= y*® ; k=0,...,m—1

und F(ﬂj, Yo, - - - 7ym—1):(y07 < Ym—1, f(:L'v Yo, - - - 7ym—1))T'
Dann folgt mit y = (yo, ..., Ym-1)":

y = F(z,y),

y(a) = ...,y )T

Generalvereinbarung:

1) Alle Sétze werden im Folgenden fiir skalare AWP 1. Ordnung formuliert.

2) Sollte ein Satz fiir Systeme nicht gelten, so wird dies explizit angegeben.
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1.2 Einschrittverfahren

Wir betrachten das skalare AWP:

'(z)

Y f(z,y),
y(a

(AWP) o

Es seien stets die Bedingungen (V), (M), (L) erfiillt und es sei stets S C Kjs(a,yo) ein Rechteck-
gebiet, wobei

Ky = Ku(a,y0) == {(z,y) € I xR| [y —yo| < M(z — a) + &0}, € > 0.

Wir bezeichnen mit § die eindeutig bestimmte Losung von (AWP).

Definition 1.13 (Diskretes Verfahren zur Lésung von (AWP))

Definiere Gitter I, = {zo,...,x,} €I, xj01 =x;+h;, h; >0, j=0,...,n—1. Setze
ro = a,r, = b.

Schrittweitenvektor: h = (hg, ..., hn_1)T.

Iy, heisst zuldssiges Gitter auf I. Definiere h := maxj—o,.. n—1h; als Feinheit von Iy.

Ein numerisches Verfahren ®

- findet ein Gitter I,

- ordnet I, eine Gitterfunktion uy : I, — R zu.

uy, ist auf Iy, diskrete Naherungslosung von .

Definition 1.14 (Globaler Fehler von Verfahren &)
Fir x € I, setze ep(x) := g(x) — up(x) ("Fehlerfunktion”). Definiere

1) e;:=ep(x;), = € I,

en(x)].

lenll,, heist Diskretisierungsfehler von ® auf Iy,.

2) llenlly, := mazaer,

Definition 1.15 (Konvergenz/Konvergenzordnung)

1) @ heisst konvergent auf I, falls |ley||, — O fir h — 0.

2) ® hat auf I die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir geniigend glattes f gilt:

lewnll,, = O(h?)  fir h — 0.
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Definition 1.16 (Explizite Einschrittverfahren (ESV))
Ein Verfahren ® heisst explizites Finschrittverfahren, falls es eine Verfahrensfunktion

¢ =p(xuh), (z,u) € Ku(a,y,), h€(0,0b—al, ¢(x,u,h)€[-M M| gibt, so dass u,
auf zuldssigem Gitter I, definiert ist durch:

Ug = Yo + €o,
Ujt1 =u; + hjo(xj,uj h;), j=0,...n—1,
up(xj) =y, Va; € I,

Beispiel 1.17
1) Eulerverfahren (explizit): ¢(z,u, h) = f(z,u).

2) Verbessertes Eulerverfahren: (z,u,h) = f(z + %, u+ 4 f(z,u)).

Definition 1.18 (Abschneidefehler/Konsistenz)

1) Firh e (0,b—al, = €la,b—"h], y:[r,z+h] — R mity (&) = f(&y(&)) fir
£ € [z, x+ h] sowie (z,y(x)) € Ky, heifit

WA D=V o y(a). )

Th(x7 y) =

lokaler Abschneidefehler oder Diskretisierungsfehler von .

2) ¢ heifit konsistent mit (AWP), falls gilt

(2, 9)] =30 va eI\ {b).

¢ hat Konsistenzordnung p € N, falls fir genigend glattes f gilt: |m,(z,9)] =
O(h?), h — 0 Vx e I\ {0}

3) Das ESV ® heifit konsistent mit (AWP), falls e 129 0 und ¢ konsistent mit (AWP)
1St.
® hat Konsistenzordnung p € N, falls

leo] = O(R?), B — 0

und ¢ die Konsistenzordnung p hat.

Lemma 1.19 (Diskretes Lemma von Gronwall)

Seien (pp)neN, (¢n)neN, (én)nen positive Folgen mit e, 11 < (1 + gp)en + py, fiir n < N. Dann gilt:

en§<eo+§pj>exp(2qj> fiir n < N.

j=1 j=0

Beweis: Durch vollstédndige Induktion.
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Satz 1.20 (Konvergenzsatz fiir ESV)

® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢ = ¢(z,u,h). ¢ sein bzgl. u auf Kj; global Lipschitz stetig.
Dann gilt:

Ist ® mit (AWP) konsistent (mit Ordnung p), so ist ® auf I konvergent (mit Ordnung p).

Beweis: Seia<x <x+h<b. Es ist
§a+h) - (@)
h
Fir g; = g(xj) 5 x; € Iy 5 15 := (24, 7) gilt also

= (p(l‘, g(l% h) + Th(xv g)

Yir1 — U5 = hje(x;, 95, hy) + hj7y 5 j=0,...,n—1
Ist L die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl. u, so gilt:
lej 1] < lej|(1 + hyL) + |75|h;

1.19 —a)L
== llenlly < (leo| + (0 —a) _max_ |r[)e®= "

J= 7...771—1
Nach Voraussetzung ist ® konsistent (Ordnung p), also folgt
1) maxj=o,..n-1[75] — 0 (= O(h"))
2) leo] — 0 (= O(h?))

— Behauptung.

Beispiel 1.21
1) Das Eulerverfahren ist konvergent mit der Ordnung 1. (¢(z,u,h) = f(x,u))

2) Das verbesserte Eulerverfahren ist konvergent mit Ordnung 2.

Definition 1.22 (Implizites ESV)

FEin Verfahren ® zur Lisung von (AWP) heifs implizites ESV, falls es eine Verfahrensfunk-
tion @ = @(x,u,v,h), (x,u), (x+ h,v) € Ky, h € (0,0 —a], p(x,u,v,h) € [—M, M] gibt,
so dass fir zulissige Gitter I, mit gentigend kleiner Feinheit h uy, definiert ist durch:

Up = Yo + o,
Uj+1 :uj+hjg5(xj,uj,uj+1,hj), j:O,...,n—l,
up(xj) =wuj,  Vrj € I,

Beispiel 1.23
1) Implizites Eulerverfahren:
o(z,u,v,h) = f(x+h,v) = wjp1 =uj+hif(zjr1,u541).

Dies entspricht der Rechteckregel:

z+h
% / Flty(t)dt = f(z + h,y(a + 1)).
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2) Crank-Nicholson-Verfahren oder Trapezverfahren:

o(z,u,v,h) = =[f(z,u) + f(z+ h,v)].

1
2

Dies entsricht einer Integration mit der Trapezregel.

Satz 1.24

Sei ® ein implizites ESV mit ¢ = @(x,u, v, h) Lipschitz-stetig bzgl. v und v auf dem Definitions-
bereich von ¢. Dann existiert fiir gentigend kleines h eine bzgl. u global Lipschitz-stetige Funktion
v(x,u,h), so das gilt:

Uj41 = Uj + hj@(xjaujvv(xjvujv hj)7 h]) Jj=0,....,n—1
D.h. ® ist mit ¢(x,u,h) := @(x,u,v(z,u, h),h) lokal ein explizites ESV im Sinne von 1.16.
Beweis:

1) Fiir feste z,u, h sei T, definiert als
T,.:R — R, v —— u+ h@(x,u,v,h)
Sei Ly die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl v.

|Tyv1 — Tyva| < h-Ly V1 — U
——

<1, falls h klein genug

— T, ist kontrahierende Selbstabb. auf R.
Nach Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein v, so dass 1,0 = v
= 0 = 0(x,u, h) ist wohldefiniert und (z + h,?) € K.

2) Seien vy, v die eindeutigen Fixpunkte von T, ,T,,. L2 sei die Lipschitzkonstante von ¢ bzgl.

u. Dann gilt:
’1)1 - 02‘ = ‘Tulvl - TU2U2’ < ‘Tulvl - Tule‘ + ’Tu1v2 - TU2U2‘
< hLi|vy —vo| + |ur — ug| + h - Laju; — ug|

— | | 14+ hls | |

v —vy| = up — Uus).

1= V2 T hD, T
—_————
=Ly

Also folgt fiir v = v(z,u1, h),ve = v(x,ug, h):

- 1
|v(z,u1, h) —v(x,ug,h)| < Lpglus —ug|, h<H< I o
1

Definition 1.25 Taylorverfahren
Das Taylorverfahren der Ordnung p ist gegeben durch:

op(z,u(x), h) = f(z,u(x)) + ﬁ% (x,u(x)) +...+ h; %

(@, ufw)).
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Satz 1.26

Sei f € CP(S) mit p € N. Dann ist das Taylorverfahren ®, mit Verfahrensfunktion ¢, konvergent
mit Ordnung p, falls |eg| = O(hP), h — 0.

Beweis:

1) Fiir z,y, h folgt mit der Taylorentwicklung mit Integralrestglied:

mn(w,y) = LD (0 y (), h) = 1L [ (@ — )Py P+ (€)de
= B[N — 0Py (@ + th)dt
= O(h?)

2) Cgi—kkf(x, u, h) habe Lipschitz-Konstante Ly, k=0,...,p— 1.
Dann gilt:

—_

p—

o, un (), h) = ppla, ua(2)h) < Y
=0

s ;!G)J Lj |ui(z) — uz(z).

<

=:L

Aus 1) und 2) folgt die Behauptung mit Satz 1.20. |

Bemerkung:

1) Satz 1.26 zeigt, dass es ESV mit beliebig hoher Konvergenzordnung gibt.

2) Taylorverfahren sind in der Praxis unbedeutend, da

- p nicht unabhéngig vom Richtungsfeld f ist,

- hohere Ableitungen von f "teuer” auszurechnen sind.
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Definition 1.27 (Explizite Runge-Kutta Verfahren)
Das ESV ® mit Verfahrensfunktion ¢ heifit explizites Runge-Kutta Verfahren, falls gilt:

Ug ‘= Yo + €o,

Uj41 = Uj+hj(p<l’j,Uj,hj), j:O,...,n—l,
(P(l’,u, h’) = 221 72]{7@(377 u, h) mit Yi S R ) E:L Vi = 17
ki(x,u,h) = f(z,u),

ko (z,u, h) = f(z, ash,u+ PBaqrki(x,u,h),

Ky (2,1, h) = f (v + anh,u+ A3 Buaki(z,u, b)),
mat Q; € [0, 1]

Die Koeffizienten o, i, Bm, sind von x,u, h unabhdingig und so gewdhlt, dass die Konsi-
stenzordnung von ¢ maximal wird. m heifst Stufenzahl des Runge-Kutta-Verfahrens und k;
heifst i-te Stufenfunktion des Verfahrens ®.

Notation: (Butcher-Tableau)

aq 0 0
Qo 52,1 ..
: : S bzw. a ﬁt
Ay ﬁm,l s ﬁm,m—l 0
4! Ym—1 TYm

Bemerkung 1.28

1) >, 7 =1 <= Konsistenz des entsprechenden R.-K. Verfahrens.

2) Oft wird zusétzlich gefordert, dass Zé;(l] Bri = o Vl=2,...,m gilt, damit k;(x;,u;, h;) bei
geniigend glattem f die Ableitung §'(x; 4+ a;h) bis auf GréBen der Ordnung O(h?) annéhert.

Beispiel 1.29

1) Eulerverfahren: m =p =1 0

0
1
= ki(z,u,h) = f(z,u) ;5 oz, uh) = ki(z,uh) = f(z,u)

o= O

2) Verbessertes Eulerverfahren: m = p = 2

O ol
—_

kl(x)u7h) :f(ﬂj‘,U)
ko(z,u,h) = f(z + $h,u+ $hki(z,u, h))
o(x,u,h) =1-ko(z,u,h) = f(z+ %,u—k %f(a:,u))
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—Xx
x

lf + _.4 ———————— —( )§+1H )

—Xx

Abbildung 1.4: Runge-Kutta: verbessertes Eulerverfahren

0
111
3) Verfahren von Heun: m = p = 3 3 8 2
3 3
(1 0 3
ki(x,u,h) = f(x,u)
kao(x,u,h) = f(x+ %h,u + %hk‘l)
k3(x,u,h) = f(x+ 5h,u + 5hks)
¥ x,u,h) = ikl + %k3
0
171
2 | 2
4) Klassisches R.-K. Verfahren: m =p =4 510 %
110 0 1
I 1T 11
6 3 3 6

Bemerkung 1.30

1) Im Spezialfall f(z,y) = f(x) werden expl. R.-K. Verfahren zu zusammengesetzten Quadraturen
auf I: z.B.
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y Mittelung 1/4 —3/4

—_( )§+1 H+1

<y

X x +h/3 X +2/3h X
J J J +1

Abbildung 1.5: Runge-Kutta: Verfahren von Heun

B Qﬁ+1 H+l

—4

Xe1r2 X1

—X

Abbildung 1.6: Runge-Kutta: klassisch

Eulerverfahren «— Rechteckregel
verb. Eulerverfahren «— Tangententrapezregel
klass. R-K. Verfahren «— Simpsonregel

Idee: % ffj_j“ f(t) dt wird ersetzt durch £ f(z;) + 2 f(z; + h—QJ) + 2 f(xj41)
2) Zur Konstruktion von R.-K. Verfahren geniigt es Spezialfille f(z,y) = f(y) zu betrachten (au-
tonome Differentialgleichungen). Denn

(i) Koeff. von R.-K. Verfahren bleiben fiir Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung
unverandert.

(ii) Jede skalare Differentialgleichung 1. Ordnung ldsst sich als autonomes System schreiben:

y'(x) = fz,y(@)), yla) =wo

(@) = fly2,y1) yi(a) =90
5(z) =1 y2(a) =a

Hinweis: i) gilt nur wenn Zﬁ;é Bei = au.

—

Y
Y

3) Stufenzahl m und Konsistenzordnung p = p(m) sind im Allgemeinen nicht korreliert:

m |1]2|3|4]5]6|7[8]9]10]|11
pm)|1]2|3]4]4|5]6]6]|7|7]38
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Fiir m > 10 gilt immer p(m) < m — 3. z.B. m = 17,p = 10.

1.31 Konstruktion von R.-K. Verfahren mit zwei Stufen
Es gilt fiir ESV: 7,(x,y) := w —p(z,y(z),h).

Ansatz fiir m =2 und f(z,y) = f(y) :

yiki(z,y(x), h) + yoka(x,y(x), h)
= nf(y(@)) +2f (y(z) + hB21f(y(z)))

o(z,y(x), h)

T2 o,y h) = (1 +72) F () + DBoaa(f F)(y) + Bre B3, (f2f")(y) + O(h?)
wobei y = y(x), (f-9)(w) = fWg(v): f® =L f(y).

Andererseits folgt auch mit Taylorentwicklung

y(z +h) —y(x)

2
= 1) + 5 + (5 + 7)) + O

h
Also folgt:
m(ey) = (1= On+7)) W) +h(% — Boare) (1))
B (FU 12+ £2) = 1B (F21)) (9) + OGF)
Bedingungen: Firp=1:v +7 =1

Fiir p=2: 3 — 2172 =0
Fiir p = 3: nicht moglich.

Wihle ag = (321 € [0, 1] frei!
Spezialfille:

Dm=07=1 = =14,

Dm=y=3 = fi=1

Bemerkung 1.32

Die Vorgehensweise fiir m > 2 ist analog, wobei fiir den Aufwand gilt:
Ordnung p [1]2]3|4]5 |6 ] 7] 8] 9] 10
# Bedingungen | 1 [ 2 |4 [ 8] 16 | 37 | 85 | 200 | 486 | 1205

Diese Bedingungen sind nichtlineare Gleichungen!

~ Systematisch Behandlung von Butcher 1964: ” grafische Methode”.

Satz 1.33
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1) Hat ein Runge-Kutta Verfahren die Konsistenzordnung p, so gilt fiir hinreichend glattes f:
h(z,y) = BP7(2,y) + O(RP™) . b — 0

wobel T(x,y) = > ex D f(x,y) mit Dy f = Produkt partieller Ableitungen, €, = Fehlerko-
effizient.

2) Explizite R.-K. Verfahren mit Konistenzordnung p sind konvergent mit Ordnung p.

Beweis:
1) Klar nach Konstruktion in 1.31.

2) Es geniigt zu zeigen, dass die k;, [ = 1,...,n Lipschitz-stetig sind (dann folgt die Beh. mit Satz
1.20).
Beweis durch Induktion iiber {:
LA.l=1: ki(z,u,h)=f(z,y) = Li=1L
I.S. I — [ 4 1: Seien ky, ..., k; Lipschitz-stetig mit Konstanten L1, ..., L;. Dann folgt:

\kip1 (2, ur, h) — ki1 (2, ug, h)|
= |f@+aahoun + B Y ki(run, h) B ) —
F@+ appah,ug + B0 by, ug, h) B )|

< Lluy —ug| + LAYy B Ljlur — ua
z

L+ (b —a) Y [Bip14lL;) lur — ua.

j=1

IN

=:Litq

Damit folgt die Behauptung. 5

Definition 1.34 (Implizite Runge-Kutta Verfahren)
® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢ gegeben durch

m

o(z,u,h) = Z%k‘i(x,u, h) mit Z%- =1.

i=1 =1

® heifit implizites R.-K. Verfahren mit m Stufen, falls

=1

kj(x,u, h) = f <x+ajh,u+hz,ej,lkl(x,u,h)> L ji=1,...,m

wobet y;, o, B so gewdhlt sind, dass ¢ mazimale Konsistenzordnung hat.

Satz 1.35
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a) Das implizite R.-K. Verfahren mit m Stufen ist wohldefiniert, falls fiir die Schrittweite h gilt:
hL k:nllaxm; 1Bk, <1,

wobei L die Lipschitz Konstante von f bzgl. y ist.

b) Sei f(z,y) = f(x). Dann stimmt das implizite R.-K. Verfahren mit m Stufen iiberein mit
zusammengesetzten Gaufl’schen Quadraturformeln auf I mit jeweils m Knoten in den Teilin-
tervallen [z;,2;41], j=0,...,n—1.

c¢) m-stufige implizite R.-K. Verfahren haben Konsistenz- und Konvergenzordnung 2m, m > 1.

Beweis:
a) folgt aus der Kontraktionseigenschaft im Banach’schem Fixpunktsatz.

b) & c) siehe Deuflhard /Bornemann §6.2 und §6.3.

Bemerkung 1.36 (Vorteil impliziter R.-K. Verfahren)
Qualitative Eigenschaften der Losung von (AWP), wie etwa das Monotonieverhalten, werden bei
groberen Gittern bereits wiedergegeben (Nachteil: Es sind nicht-lineare Gleichungssysteme zu 1osen).

Beispiel 1.37

11 1 11

2 12 4 4 V12
_ _ 1 1 1 1 1
2)m=2, p=4 5+ 5 4—1-1#12 411
‘ 2 2

Nichstes Ziel: Schrittweitensteuerung bei ESV.

Dazu ist es notwendig eine genauere Abschitzung des globalen Fehlers zu erhalten, als diejenige,
die durch das Lemma von Gronwall entsteht (vgl. Beweis von Satz 1.20).

Wir benétigen eine asymptotische Entwicklung von ep, um

1.) den tatséchlichen Fehler zu schéitzen,
2.) Extrapolation anwenden zu kénnen,

3.) Schrittweiten steuern zu kénnen.

Satz 1.38 (Hauptterm der asymptotischen Fehlerentwicklung bei ESV)
® Sei ein ESV auf dquidistantem Gitter I;,. ® habe Konsistenzordnung p mit

eo = poh? + O(WP*Y) (b — 0),



1.2. EINSCHRITTVERFAHREN 21

m(z,y) = T(x)hP + O(hPTL).
¢ und f seien auf ihrem Definitionsbereich in C?, 7 sei die eindeutig bestimmte Losung der linearen
Storgleichung
_, _ p— =
y(a) = po,
mit p(z) == fy(z,y(x)) Ve el

Dann gilt fiir z; € Ij:
uj = y(x;) +y(z;)h? + OmP™) (b — 0).

Beweis: Fiir e; :=u; —g(x;), T; =7(x;) gilt (vgl 1.20)
eji1 = ¢+ h(p(xj,uj, h) — (), G5, h)) = P75+ O(WPH2),
Mit Taylorentwicklung folgt:

~ - 5 1
o(xj,us,h) = (2,75 + €5, h) = p(, 75, h) + ejoy (x5, 75, h) + Eei@yy(mﬁnﬁh)

fir ein n; € I1(y;,9; + €;).
Wegen der Konsistenz gilt weiter: hlimogo(x,y, h) = f(z,y)

- QDy(l',y,O) = fy(l'vy)

- Taylor -
— Qoy(wjayjah) % QOy(Z'],y],O)‘i‘O(h)
= fy(z;,9;) + O(h)

2 p(ag) + O(h).

Einsetzen in die Gleichung fiir ej; ergibt:
ejr1 = e;(1+ hp(x;)) — WPT'7; + O(h’e;) + O(hel) + O(hPT2.)
Setze €; = h™Pe;, so folgt

61 = (1 +ho(a))) — b7y +O(I%e;) + O(hP'e2) + O(h?)

£ Euler—Ver fahren angewendet auf (SG)

Konsistenz des Euler-Verfahrens

Also folgt

Beispiel 1.39
Sei ® das Eulerverfahren und f(z,y) = Ay, A€ R yg gegeben. Sei I =[0,b] , b > 0 und ug = yo.

= g(@) = yoe™. ()
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Fiir den Abschneidefehler gilt:

m(z,g) = 57"(z) +O(h?)
(%) ,
= h §A2yoe’\x +0(h?)
m(x)
sowie p(x) = fy(x,7) = A und py = 0.
Also lautet (SG):
7(x) = Mji(x) — yoye™
y(0) =0
Losung von (SG) ist g(x) = —yo’\;xem
Mit Satz 1.38 folgt:
uj = gj+y(z;)h+Oh?)

= ;= yodrwe’h + O(h?)
Direkte Verifikation: Nach dem Euler-Verfahren ist

ujt1 = (1 + Ah)u;.
Induktion == wjs1 = (1+ M)y fiirj=1,...,n— 1

Weiter ist Tavlor fiir oA
(14 hxy TIOLIIEt 2 ye o)
— (L hAY PO e XA 4 O(h2)
' 2
— (1+hN\)yo = e iy —yoa:j)\—e)‘mf -h + O(h?).
——— —— 2
=u; =g(z;) —3(z;)

Folgerung 1.40
Gilt spezieller als in Satz 1.38

eo = poh? + p1hPT 4 . pphPTE 4 O(RPTRED

und
Tn(@,y) = To(x)h? + 71 (2)RPT 4 4 FhPHF 4 O(RPTRH),

so gibt es Funktionen gy, ..., ¥z, so dass

wj = §(x;) + Go(x;)hP + ... + G (x;)RPTF - O(RPTFTY)

Die Funktionen g, ...,y geniigen den Storgleichungen
(5G| B =P@BE) =Ry
yi(a) = pi,

Beweis: Die Behauptung folgt induktiv unter Verwendung von 1.38.

1.41 Extrapolation

Seien I}, I, zwei dquidistante Gitter auf I mit b’ = gh, 0 < ¢ < 1. Sei weiter & € I}, N I}y und es
gelten die Voraussetzungen von Satz 1.38.

Seien up, uy die Nahrungslosungen des gleichen Verfahrens ® auf I, bzw. I,. Dann gelten:
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1) un(2) = g(@) + Gx)h? + O(hPH1),
2) up (x) = §(x) + G(z)g?h? + O(RP*1).
(1)

Setzt man nun w,, ' := auy(x) + Suy () mit @ = — &

1—qP

und 8 =1 — «, so folgt

1 -
up) (@) = §la) + O(h*1).
(Dies ist die Idee der Richardson-Extrapolation!)
1.42 Schrittweitensteuerung beim ESV
® sei ESV mit Verfahrensfunktion ¢, I, Gitter auf I und uy : I, — R Néherungslosung.
Nach Beweis von Satz 1.20 gilt:

1
lenlly < 77eH + feolet =),

wobel 7 obere Schranke fiir den Abschneidefehler ist.
Sei |eg] < e. Ist dann 7 < %% =:nund ey < %ew%a), so gilt:

lenll, < &
Idee: Wihle in jedem Schritt die Gitterweite h; > 0 so, dass h; maximal ist und 7 < 7 erfiillt ist!

Darstellung des Verfahrensfehlers:
7 geniige dem lokalen AWP

y' = f(z,y),

y(a*) = 2",
wobei f die Voraussetzungen aus Satz 1.38 erfiille.
Dann gilt fiir x € {z*,2* + h}

w, = §(z) + Jo(x)R? + Gr ()P + O(hPH2).

Es folgt:
(@ y) = —jo(z* + h)AP~t — Gi(z* + h)h? + O(hPHY)

Tlor e o 2y + O,
Ansatz: Berechne h ndherungsweise durch
P [go(2")] =7 (4)

1.Variante: Schiitzung von h mittels Extrapolation.

=

1.) Bestimme Niherungslésung vy in 2* + h ausgehend von (z*, 2*) bei Schrittweite

2.) Bestimme Niherungslosung vy in 2* 4 h ausgehend von (z*, 2*) bei Schrittweite

S

Mit 1.38 folgt

(1) g(z* +h) — vy = —g,(z*)RP+! + O(hPH2)

@ gt +h) - = g (3) + o).
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Abbildung 1.7: Schéitzung mittels Extrapolation

(2)_(1) 7 — * V1 —v 7
WP (2*) = 53y + O(hf’“z?),

yo(z*) = B—(p+1)71_1)21j(;’11) + O(h).

Einsetzen in (A) ergibt fiir h die Schétzung

- o+l — 1 ph
- 2p+1 |’U1 —U2|‘

Empfehlung:

Ist h € [%, 2?1}, so arbeite weiter mit h; := h,
andernfalls fiihre eine neue Schiitzung mit k := h durch.

Grund: Die Schrittweite soll nicht zu stark schwanken.

Sinnvoll: Abbruchbedingung: Wenn h < 107¢, d > 0, dann Abbruch.

2. Variante: Schitzung von h mit Verfahren hoherer Konsistenzordnung.

Seien ®, & Verfahren mit Konsistenzordnung p, ¢, ¢ > p und seien fiir ®, ® die Voraussetzun-
gen von Satz 1.38 erfiillt.

1.) Berechne v; in * + h ausgehend von (z*, 2*) mit ® und Schrittweite h.

2.) Berechne vy in x* + h ausgehend von (z*, 2*) mit ® und Schrittweite h.
Mit Satz 1.38 folgt:

(1) g(z*+ i~1) —v = _%(w*);}pﬂ + O(hP+2),
(2) gla* +h) —va = —g(a*)ATH + O(het2).

) gi@) = bz 4 o,

1—ha—p
h _ ﬁ P En(l - ;lq_p)
[v1 — v

Einsetzen in (A) ergibt:
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Aufwandsvergleich:

Variante 1: 100% Mehraufwand (Zwischenpunkt)

Variante 2: Bei verschiedenen Verfahren i.A. Summe aus Aufwand von ® und @ (fiir die Praxis
besser!).

Realisierung von Variante 2 mit eingebetteten R.-K. Verfahren

Idee: m-Stufen

0
az | B2
Qm ﬁm,l R ﬁm,m—l
71 cee OYm—1 Ym
:Yl s ﬁm—l ’;’m
wobei @ definiert durch ;,7 = 1,...,m die optimale Konsistenzordnung
und ¢ definiert durch 4;,7 = 1,...,m eine um 1 kleinere Konsistenzordnung liefert.

Vorteil: Die Stufenfunktionen k; miissen fiir ® und ® nur einmal berechnet werden.

Beispiel: Das Verfahren von Dormand-Prince (m = 7)

0
1 1
5 | 5
3 | 3 9
10 | 40 10
4 |44 56 32
5 | 35 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
1 | 9017 355 46732 49 5130
3168 33 5247 176 18656
1| 3 0 500 125 2187 11
348 1113 192 6784 84
35 500 125 2187 11
7| 318 0 1113 102 6784 84 0
- 5179 7571 393 92097 187 1
7 | 57900 16695 640 339200 2100 40

= p(y) =5, p(¥) =4
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1.3 Mehrschrittverfahren

Um Mehrschrittverfahren zu untersuchen benéttigen wir einige Sétze aus der Theorie linearer Dif-
ferenzengleichungen, die wir im folgenden Abschnitt formulieren.

1.3.1 Theorie der linearen Differenzengleichungen

Definition 1.43 (Differenzengleichung)
Sei U := {u : Ny — C} die Menge der komplexen Zahlenfolgen mit u; = u(i). Seien
keNy, feU,a €C,i=0,...,k—1 gegeben. Dann heifst:

(DGYy) Upak + Qg 1Upgp—1 + ... Fou, = frn ; N €Ny

Differenzengleichung der Ordnung k.
(DGYy,) heifst homogen, falls f = 0, sonst inhomogen.

Lemma 1.44
Sei eine homogene Differenzengleichung mit Ordnung k gegeben.
1) Seien wy,...,ux_1 € C gegebene Anfangswerte einer Folge u € U. Dann gilt: Es gibt genau
eine Folge v € U mit diesen Anfangsdaten, welche der Differenzengleichung geniigt.

2) Die Menge aller Losungen der Differenzengleichungen bildet einen k-dimensionalen Unter-
raum von U. Basislosungen sind definiert durch:

U(J:) = (ug))NENov
ud) =6, 0<nj<k-1,
u) erfiillt die Differenzengleichung fiir 0 < j < k — 1,

Beweis: 1) Durch vollstdndige Induktion, 2) nachrechnen.

Definition und Satz 1.45 (Charakterisisches Polynom)
Fiir (DG}),) homogen heifit

p(t) = a1t L+

charakterisisches Polynom. Seien A1, ..., A, Nullstellen des Poloynoms p mit Vielfachheit my, ..., m,
mit »_ ", m; = k. Dann sind dquivalent:

1) w ist eine Losung von (DGYy),

2) u= (Up)neNy , Un = Doy Di(n)AF, n € Ny, wobel p; € Py, sind fiir i = 1,...,m.

Beweis:



1.3. MEHRSCHRITTVERFAHREN 27

1) = 2) ug,...,ur_1 seien Anfangswerte einer gegebenen Losung von (DGy). Setze
0 1 0
A= € Ck** »Begleitmatrix von p”
0 0 1
—Qy ... ... —OQE_
Unp,
und @, == | : € C* ”Folgenabschnitt n”.
Un+k—1
Dann gilt:

Induktion
=

ﬁn - Aﬁn_l Up = Anﬁo

Nach linearer Algebra ex. eine invertierbare Matrix S, so dass A = SJS™!, wobei J die
Jordansche Normalform von A ist.

N1 0
Jl O . .
0 Iy o1
0 A\

Dann folgt induktiv: A® = SJ*S~!, wobei

AN O AT
J = 0 (DA
0 0 Al

mit (’;) =0 fiir j > n.

(?) ist fiir festes 7 und n € Ny ein Polynom vom Grad j in n.

= J]" enthilt Koeffizienten nur vom Typ p;(n)A} mit Grad von p; < m; — 1.
Also hat u,, die angegebene Form.

2) = 1) U.A.

Beispiel 1.46
Upt3 — dUpto + DUpr1 — 2u, = 0 mit Startwerten ug =1, u; = 2, us = —1.
Das charakteristische Polynom ist:

p(t) = 3 —4t? 5t -2
(t =1t - 2),

— Alzlmitm1:2,)\2:2mitm2:1.

Mit Satz 1.45 folgt:
up, = p1(n)1"™ + pa(n)2".

Mit p1(n) = o + Bn und py(n) = v folgen die Bedingungen:
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1 =uy=a+vy a=>5
2 =wm=a+8+2y — =5
-1 =us=a+20+4y v=—4

Also ist die eindeutige Losung der Differenzengleichunggegeben durch:

up, = 5(1 4+ n) — 2"+2,

Bemerkung 1.47

Fiir die Matrix A gilt stets Rg(A — A\I) > k — 1 fiir A € C.

Ist A Eigenwert von A, so gilt dim Eig(\) = dimker(A — AI) < 1.
—> Fiir jeden Eigenwert A gibt es hochstens einen Jordanblock.

Satz 1.48 (Wurzelbedingung von Dahlquist)
Sei (DGY) eine homogene, lineare Differenzengleichung mit charakteristischem Polynom p. Dann
sind dquivalent:

1) Jede Losung von (DGYy) ist beschréinkt.
2) Die Nullstellen \; von p erfiillen

(1) A <1,
(ii) [N] =1 ==\ ist einfache Nullstelle.

Beweis:

2) = 1) Die Behauptung folgt direkt aus Satz 1.45, da
m
Tim fua| = T 3" pi(m)[AJ" < C.
i=1

1) = 2) Sei uy, = A". Dann folgt aus lim |u,| < C auch lim |[A\;|" < C und somit |A;] < 1.
n—oo n—oo
Sei weiter A; NST mit Vielfachheit m; > 2. Dann ist u,, = nA} eine Losung und mit Satz 1.45
folgt:

lim |u,| <C = lim n|A\}[<C = |N| <1 |
n—oo n—oo

Definition 1.49 (Verschiebeoperatoren)
E:U — U, u+— Eumit (Eu), = Ups1

= (ug,uy, U, ...) — (uy,us, us,...)

Up—1 , ’lel

EYVU — U, ur— E_lumit(E_lu)n:{O =0

= (ug,uy,us,...) — (0,ug, us,us,...)
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Bemerkung 1.50

1) EE~'u = u, aber E7'Eu=u — upe®) mit eg) = 0, fiir j,n € Np.

2) Esist B/ :=F-...- E
—_—
j—mal
= p(E)u=f " Differenzengleichung” (DGYy,).

Lemma 1.51
Sei (DG},) gegeben. Definiere v\9) := E=7= 14+ =1 mit +*~1) Basislésung von p(E)u = 0. Dann
gilt:

p(E)wY) = el fiir j € No.

Beweis: U.A.

Satz 1.52
Sei p(E)u = f inhomogene Differenzengleichung der Ordnung k. Dann gilt:

(i) @:=>.0%, fav™ ist eine Losung.

(ii) Alle Losungen haben die Gestalt:
u = U+ @ mit @ ist Losung von p(E)u = 0.
( = Losungsmenge ist k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U)

(iii) Fiir gegebenes AWP p(E)u = f mit u; = §; fiir i = 0,...,k — 1 gilt:
U= U+ U,
wobei 4 Losung von p(E)u = 0 ist mit @; = 5;, i =0,...,k— 1.

Beweis: Nachrechnen.

Bemerkung 1.53

Es gilt v,(Lj) =0 fiir n < k+ j — 1, also insbesondere @, := Z;-:(]f fju(k_l)

n—j—1°

Beispiel 1.54

1) Sei p(t) = t?—1 ; f = (fa)nen mit f, :==n
= NST von p(t) : Ay = £1

a) Homogene Losung: @, = a1™ + f(—1)" (nach Satz 1.45).
b) Spezielle Losung des inhomogenen Problems:

1. Ansatz: u, = An+ B
n=fn = (p(E)u)n = tpy2 — Un
= An+2)+B—An—B=2A
Ansatz schlagt fehl, da A unabhéngig von n gewihlt werden muss!

—
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2. Ansatz: @, = An® + Bn
= n=fy=Up2—tp=A4-(n+2)2+Bn+2)— An® - Bn
Sortiere Terme mit Faktor n?, n,1. Dann folgt durch Koeffizientenvergleich:
Terme mit n?: _
Terme mit n: 4A+B—-B=1 == 1
Terme mit 1: 4A+2B =0 B

Eine spezielle Losung ist also:

¢) Wir erhalten eine allgemeinere Losung: v = @ + «

1 1
Up, = ZnZ —gntat B(—=1)"

2) Sei p(t) =t> — 1 und f, =n + 2"

a) Homogene Losung wie in 1).

b) Inhomogene Losung:
Ansatz: @, = An®> + Bn + C2"
Koeflizientenvergleich: ¢ = % , A=7, B= —%

c¢) Allgemeine Losung:
1 2 1 12n ( 1)n
=-n‘"—=-n+=2"4+a+ 6(—
Un =7 st 3 a+

Lo6sung von Differenzengleichungen im Hauptfall:

Seien f, = 23:1 gj(n)uj mit p; € Cg; € P mit Grad(q;) =: gj. py sei mj-fache NST von p mit
0<m; <k (mj =0 = p; keine NST).

Ansatz: u, = 23:1 n™iq;(n) v mit g; allgemeines Polynom vom Grad g;.

In Beispiel 1):i=1; uy =1; ¢1(n) =n.

In Beispiel 2): i =2; uyy =1; uo=2; q1(n) =n; g2(n) = 1.

1.3.2 Lineare k-Schrittverfahren

Es gelten die Voraussetzungen aus Abschnitt 1.2 fiir (AWP) und zusétzlich sei I}, dquidistant, d.h.
hj =h Vj.
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Definition 1.55 (k-Schrittverfahren)

a) Ein Verfahren ® zur Losung des (AWP) auf I heifst k-Schrittverfahren mit k € N, falls es
eine Verfahrensfunktion o = p(x,vg,v1, ..., 0, h) mit (x+ hi,v;) € Ky Yi=0,...,k,
he (0,22, o(z,vo,v1,..., 0, h) € [-M, M] gibt, so dass fiir (iquidistante) zulissige
Gitter I, mit gentigend kleiner Feinheit die Niherungslosung up(x;) =: u; durch die
Differenzengleichung k-ter Ordnung

k
Zaiuj+i = hep(j, uj, ji1, - - - Ujs 1)
i=0
wohldefiniert ist fiir geeignete Startwerte, wug, ..., Ug_1.

b) Eine k-Schrittverfahren heif$t linear, falls ¢ die Form

k

QO(.Z’,U(], Uy, ..., Uk, h) = Zblf(,x —+ ih,? ul)
=0 =z,

hat.

Definition und Bemerkung 1.56

1) Ist p(t) = Ef:o a;t" das charakteristische Polynom von ®, so schreiben wir

= (p, ).

Ist weiter o(t) := Zf:o b;t" das so genannte 2. charakteristische Polynom von ®, so schreiben

wir

d = (p,0).

2) Implizitheit ist grundsétzlich zuldssig.

3) Fiir k = 1 erhalten wir dei Definition von Einschrittverfahren.
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Definition 1.57 (Abschndeidefehler und Konsistenz)

1) Firh € (0,22, z € [a,b—kh] und y € C'(I) : y'€) = f(&y(&)) auf [z, x + kh] mit
(x + hi,y(x+hi)) € Ky, j =0,...,k heifst

T9) 1= 5 Dyl bi) = ol y(a),ylo+ b,y + K

der lokale Abschneidefehler.
b) Ist 7(z,y) = o(1) fir h — 0, so heifst & konsistent mit (AWP), falls die Anfangswerte

Ug, . .., Up_1 konsistent sind, d.h. u; =9 Yo firt=0,....k—1.

Ist ,(x,5) = O(h?) , p €N fir h — 0, so hat ® die Konsistenzordnung p, falls die
Anfangswerte die Konsistenzordnung p haben, d.h. |u;—yo| = O(h?) firi=0,..., k—1.

1.58 Mehrschrittverfahren resultierend aus Quadraturen

Ansatz: Interpolationsquadratur des Richtungsfeldes.
Aus ¢ = f(xz,y) folgt fir zj, x4 € [a,b]
Ttk
Wy =g + [ It u®)e

Lj+q

fir 0<q<k—1.

Idee: Approximation mit geeigneter Quadraturformel.
S
Approximiere ffj:qk f(ty(t)dt = h ) b; f(xj4i, ujri) mit 0 < s < k.
i=0 N————
=:fj+i
Erhalte MSV: .
Ujik = Ujrqg+h Z bifjti-
i=0
Ist s < k, oder by =0 = Verfahren ist explizit.
Ist s =k und b #0 = Verfahren ist implizit.

Ansatz zu Bestimmung der b;: Ersetze f(¢,y(t) durch Polynom p; vom Grad s, 0 < s < k, so

dass p; die Daten (x4, fj+i) ¢ =0,...,s interpoliert.
Berechne die Koeffizienten b; durch Lagrange-Ansatz:
S
. t—a,

pi(t) = Yio Lij(t) fraa mit Lij(t) = ] == = Lij(zj1) = du

1=0,; Tt
Dann ist:

1 [Ttk
b = ﬁ/ L;;(t)dt.
Tjt+q

Bemerke: Auf dquidistanten Gittern hingen die b; nicht von h und j ab.
Im Sinne von 1.55 und 1.56 folgt:

Ujk — Ujrq = hep(g,uj, - s Uk, )
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mit p(z, vo, v;, ..., 05, h) =Y i o bif(x +ih,v;).
—  pt)=tF -1 1. charakteristisches Polynom,
S .
= o(t) = bt 2. charakteristisches Polynom,
i=0

= d = (p,0).

Integrationsgebiet

fA

Interpolationsgebiet

Abbildung 1.8: spezielle lineare Mehrschrittverfahren

Satz 1.59

Seien f € C**1(S) und ® = (p, o) ein k-Schrittverfahren der Klasse 1.58. Dann hat ® die Konsi-
stenzordnung s + 1, falls die Anfangswerte diese Konsistenzordnung haben.

(Fiir k gerade, ¢ = 0 und s = k gilt sogar "s+2"!)

Beweis: Setze t; =x +ih, i =0,...,s. Sei p(t;) =y (t;) = f(t;,y(t;))

= o) = f(ty(e) R T -0 0
=0

fiir ein & € (to, ts).

= m(2,g(@) = 3 [G@+kh)—gla+qh)] -5 ;bif'(w +ih,y(x + ih))

r+kh ~ x+kh
- % . ;+qh y'(t)dt — % ;+qh p(t)dt

= F L (P a0) - p(t)) e

S

xz+kh ~(s
= G e 1:[0(15*75@) §etD (&) dt,

n (s-&l)! Hg(s+2)HOO,I (sh)**H(k — q)h

S}
0
<
8
=
IN
—

IA

C(g,s) b1
—

konstant

O
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1.60 Berechnung der Koeffizienten b;

Bs ist by_p = (—1)" 5, (D07, 0 <7 < smit b = [ (") dt.

Mit a := q—k, b:=k— s entstehen die b} = bf(a,b) als Taylorkoeffizienten der Funktion g(z,a,b)
bei der Entwicklung um z = 0, wobei

(1—2)" (1-2)"

9(z;a,b) = In(1—2) In(1—2z)

= g(z,a,b) =Y 22 bi(a,b)z' mit a < b <1, |2| < R < 1. g heiBit erzeugende Funktion fiir b;.

Definition 1.61
1) ¢ =k —1 7Adams- Verfahren”
2)q=k—1, s=k—1 7Adams-Bashforth-Verfahren”, explizit
3)q=k—1, s =k "Adams-Moulton-Verfahren”, implizit
4)q=k—2, s=k—1 "Nystrom-Verfahren”, explizit

5)q=k—2, s =k "Milne-Simpson-Verfahren”, implizit

1.62 MSYV resultierend aus Differentiationsformeln (BDF-Verfahren)
Ansatz: Interpoliere die Daten (xj,u;),. .., (Ztk, uj1r) mit p(x) und verwende p'(zj44) als Ap-

proximation fiir ¥'(z14) = f(Tjtq, y(@j1q))-

q =k = implizites Verfahren
0<¢<k—1 = explizites Verfahren

Lagrangeansatz fiir p(x):

P (%j+q) E ng Tirq)h Wjti = h f(Zjt1q, Ujtq),
———
.al =P

wobei a; unabhéngig von 7 und von A ist.

= p(t) = Zf:o ait’, o(t)=t1, = ®=(p,0) 7"BDF-k Verfahren”.

Satz 1.63
Sei f € C*(S). Dann gilt fiir das BDF-k Verfahren aus 1.62:
Die Konsistenzordnung ist p = k& bei hinreichend konsistenten Startwerten.

Beweis: U.A.

Satz 1.64 (Charakterisierung der Konsistenz von MSV)
Sei ®(p, p) k-Schrittverfahren mit k > 1. Seien uy, ... u;_1 Startwerte. Dann sind dquivalent:
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1) @ ist konsistent mit (AWP).

2) a)u; — yofirh — 0;1=0,...,k—1,
b) p(1)g(z) =0,

Beweis:

771) _— 2)77

a) folgt direkt aus der Definition von Konsistenz.

b) & ¢):

k k
S (e +ih) = 3 ai(§(a) + ik () + o(h)
= p(Di(@) + o/ (D () + ()

Es folgt:
(e, 3(0) = 3 [p(0() + 9 ()] — ol 5(a), 5+ Bh), )+ 0(1) (4

|EBED] < (e, @) + 16 (D) f (@, 5(2)) — (.. )] + o(1)

< (C unabhéngig von h

Also folgt p(1)g(z) = 0.
Einsetzen in (*) ergibt dann:
o (D), 5(@)) = 9 G@), oG+ Fh), 1) = o1) (h—0). = 2).

72) = 1)” Folgt direkt aus (*).

Folgerung 1.65

Ist ® = (p, o) ein lineares k-Schrittverfahren, so gilt:
® ist konsistent mit (AWP), genau dann wenn 1.64 2a) und p(1) =0, p/(1) = o(1) erfiillt ist.

Beweis: Zu zeigen: p'(1) = o(1) <= 1.64 2c) gilt ( 2a) und 2b) gelten sofort).
k

k
=0
=o(1)
fiir h — 0, da f, g stetig.
= 2c) ist erfiillt < p'(1) =0(1). |
Bemerkung 1.66
Konsistenz und Lipschitzstetigkeit von ¢ bzgl. vy, ..., v ist nur fiir £ = 1 hinreichend fiir die

Konvergenz! (vgl. Ubungsaufgabe).
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Definition 1.67 (Asymptotische Stabilitét)
Sei ® = (p, ) k-Schrittverfahren mit k > 1. Sei Cy, := {u : I, — R} der Funktionenraum
der Gitterfunktionen. Sei Fy, : C,, — C}, fiir v € C}, definiert durch

(Fr(v))i=vi—w;, i=0...k—1, u; Startwerte,
k
(Fp(v)jar =7 ;)aiviﬂ» — (T, 05, ..., Vi1, h) fiir j=0,...,n—k.
Fy, heifit Defektfunktion.

Das Verfahren ® heifst asymptotisch stabil, genau dann wenn
AK, H > 0:Vh € (0, H) und Yv,w € Cy:

lv —wll, < K[[Fu(v) = Fu(w)ll, -

Bemerkung 1.68

1) Durch Fj(u) = 0 wird die Verfahrenslosung des k-Schrittverfahrens & fiir (AWP) implizit
beschrieben, falls ug, ..., u,_1 Startwerte sind.

2) Ist Fp(vp,) = ep mit g5, Stortertm (etwa durch Rundungsfehler), so folgt aus der Stabilitéit:
lun = vally, < K[| F(up) = F(vp) o = K [lenll,
—— —=—

=0 =Eh

3) Fr(Uj+k) = Th(Tjsk, 9)

Satz 1.69 (Charakterisierung stabiler k-Schrittverfahren)
Sei @ = (p, ) k-Schrittverfahren mit k£ > 1. Gelte:

(i) f=0 = =0 (beilinearen Verfahren stets erfiillt),
(ii) ¢ sei Lipschitzstetig bzgl. v,, ..., vy, d.h. es ex. ein L > 0 mit

|C,0(33,U0, s ,’Uk,h) - (,0($,’(U0,. .. ,Wk,h)| < I:(]Igzag)%c |Ui — w;

(bei linearen Verfahren erfiillt, falls L-Bedingung gilt.)
Dann sind dquivalent:
a) @ ist asymptotisch stabil.

b) p erfiillt die Wurzelbedingung von Dahlquist (vgl. Satz 1.48).

Beweis: Gelte stets (i), (ii).
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a) = b) Sei ® asymptotisch stabil. Dann folgt fiir f =0 ¢ = 0 nach (i) und es ist
(Fp(v))i=vi—u;i, i=0,...,k—1,

k
(Fh(v))j+k = % Z CLZ'U]'_H' s j = O, NN k.

i=0

Nach a) 3K, H > 0:

lu—vll, < K||Fr(u) = Fr(o)ll, = K [|Fr(u = o),
Vh € (0,H) und Vu,v € C},.
Also gilt fiir alle w € Cy, : [|wl|;, < K ||[Fp(w)]|,.-
Fiir die Losung @ der Gleichung Fj(@)j4+r =0, j =0,...,n — k (homogene Gleichung) folgt:

l|lall, < K max |u].

0<i<k—1
= Fiir beliebige Startwerte g, ..., ur_1 ist die Losung der homogenen k-stufigen Diffe-
renzengleichung Zf:o a;vj+; = 0 und v; = u; fiir ¢ = 0,...,k — 1 beschrénkt.

Also folgt mit Satz 1.48, dass p die Wurzelbedingung von Dahlquist erfiillt.

b) = a) Seien v, w € C}, dann gilt:
(Fp(v) — Fp(w))i=vi —w;, i=0,...,k—1
(Fh(v) = Fu(w))jar = § Lo @i(vj4s — wji)
—p(xj,v5, ..., Vjgk, h) + oz, wj, ..., wjyg, ) fir j=0,...,n —k.
Setze 6, :=v, —w,, p=0,...,nund d, = (Fp(v) — Fp(w))u, p=0,...,n sowie

(%) M= dpugr + (@, Vs - Vpgk, B) — P(X s Wy - - Wypk, B)
k
Dann gilt Y a;0;4; = hn; fir j =0,...,n — k.

1=0
Sei d,, vorgegeben fiir p = 0,...,k — 1. Mit Satz 1.52 folgt

k—1 J
7 k—1
(%) djan = 5i“§‘4)rk +> h"ﬂ“§'+k—)u—1=
1=0 pn=0

wobei u® fiir v = 0,...,k — 1 Basislosung der homogenen Differenzengleichung ist, d.h.
Sk aiug-'jr)i =0 und u) = Oy fiir 0 <mn,p <k —1.
Nach Voraussetzung a) und Satz 1.48 folgt ugj) <M, neNy, 0<v<k—1. Mit (*) gilt

(1) -
< |d L Ol -
’W‘ < u+k‘+ Olgiagk\ u+z,
—_——

_,au

Also folgt aus (**) und §; = d; fir i =0,...,k— 1:

J J
165406l < Mdk + MR (d+ Le,) = Md(k+ (j + 1)h) + MhL ey,
pn=0 pn=0
mit d = [}, (v) = Fu(w)|l, = max |d,|.
Beachte: Die rechte Seite ist monoton wachsend in j. Also folgt

J
ej < Md(k+ (j+ 1)h) + hML "¢,
n=0
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— (1 —hML) < Md(k + (j + 1)h) + hML Y e,

Fir h< H := ﬁ ist AML < % und wir erhalten
j—1
g <2M(k+ (b—a))d+2ML  he,.
—c =:D pu=0
Mit diskretem Lemma von Gronwall folgt:
gj < cePt=a) g, fir j=0,...,n— k.

Mit K := ceP(®=%) folgt hieraus schlieBlich

o —wll, < K|[[Fp(v) = Fr(w)ll -

O

Folgerung 1.70
(i) Fiir L-stetige ¢ sind ESV stabil.

(ii) ®(p, ) und ¢ L-stetig, dann gilt:
® stabil <= &y = (p,0) stabil.

Satz 1.71 (Konvergenzsatz von Dahlquist)
Sei ® = (p, ¢) k-Schrittverfahren mit & > 1. Sei ® konsistent mit (AWP) von der Ordnung p > 1
und seien die Voraussetzungen aus Satz 1.69 erfiillt. Dann sind dquivalent:

(i) @ ist konvergent mit Ordnung p.

(ii) @ ist asymptotisch stabil.

Beweis:

(i) = (ii) Indirekter Beweis. Annahme: ® ist nicht stabil.
Dann folgt mit den Sétzen 1.48 und 1.69, dass p die Wurzelbedingung nicht erfiillt. Folglich
hat p(F)u = 0 eine unbeschriinkte Losung.
Wiéhle f = 0, = 0 und konsistente Startwerte, so dass u,, divergiert fiir h — 0.Dies ist
ein Widerspruch zu (i).

(ii) = (i) Sei gy, := |1, Dann gilt:
(Fn(@n))i = 9(@i) —ui , 0<i<k—1,

(Fo(9n)j+k = n(xj,9) , 5=0,...,n— k.
Also folgt:

Fn(gn) — Fu(un) = Fr(gn) — 0

und somit
~ dstabil ~ ~
19 —unl, < KIIFu(Gn) — Fu(un)lly, = K| Fn(@n)ll, = (O(h?)),

da @ konsistent von der Ordnung p ist. .
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Bemerke: Aus dem Beweis des Konvergenzsatzes von Dahlquist folgt fiir ein asymptotisch stabiles
k-Schrittverfahren ® = (p, ¢) die Fehlerabschétzung

- k-1 _ —k -
19 = unll, < K max (Iznjg |9 — uil, ﬁ}jgm(xi,y))-

Folgerung 1.72

1) Fiir MSV der Klasse 1.58 gilt:
Ist 0<qg< kund k —1 < s <k, soist das Verfahren konvergent mit Ordnung s + 1.

2) Fiir BDF-Verfahren (1.62) gilt:
Die Verfahren sind konvergent, falls

a)q=Fk<6 (implizit),
b)g=k—1<1 (explizit).

Beweis:
1) Nach Satz 1.59 sind die MSV mit Ordnung s + 1 konsistent fiir f € C*T(S) und es ist
p(t) = tF — 19 = ta(th=1 — 1),
. o7 .
= NST von p sind: Ay = 0 (g-fache NST) und \jo = €%’ fiir j = 0,....,k —¢—1
(einfache NSTen).
= p erfiillt die Wuzelbedingung.

g Verfahren ist asymptotisch stabil.

oo

% Konvergenz mit Ordnung s + 1.

jen)

2) U.A.

Beispiel 1.73 (Milne-Simpson fiir k = 2)
Verfahren:

wl| >

Wjs — u; = =[f(@jq2, ujr2) + 4f (i1, ujp1) + (25, uj)]

Betrachten wir dieses Verfahren fiir y' = Ay, A < 0,y(0) =1 :
— j(z) =M,
Fiir t := Ah folgt fiir das Verfahren:

t 4 t
(1 — g) — gtujr1— (1 +35)u; =0,
= pe(p) = p?(1 = ) — pgt — (1 + 3).
Nullstellen:
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pr=1+1t+0(t) = (14 0(t?)),
pr=—1+15+0(2) = —e 5(1+O(t?))

Mit den Startwerten ug = 1,u; = 1+t folgt:

Ah

up = [+ 5+ 00 e (1+0(X\n))
guter Term (konvergent)
Ah

+H=5 +Oh?)] e i (—1)! (1+ O(Ah)).

parzitarer Term (divergent)

Der parazitdre Term wird fiir A < 0 exponentiell grof§ und dominiert das Verhalten.

Satz 1.74 (Konsistenzordnungskriterien fiir lineare MSV)
Sei @ = (p, o) lineares MSV mit k£ > 1, d.h.

k k
Z Qiljti = hz bifj+i mit  firi= f(2j40,u540)
=0 =0
Fiir g € C*(I),I = [0,b — a] definiere Operator

k
> (aig(ih) — hbig(ih)).

1=0

K(g,h) =

S

Sei f € CP(S). Dann sind dquivalent:
(1) Th(‘rag) - O(hp)7
(ii) K(t°,1) =0 fir s=0,...,p,

(iii) A = 0 ist (p + 1)-fache NST von p(e*) — Ao (e),

(iv) A =1 ist p-fache NST von 1’;(();\)) —o(N)

(v) Die Konsistenzordnung fiir ¢y’ = y,y(0) = 1 ist p.

(vi) Die Konsistenzordnung fiir i/ = sz*~!, y(0) = 1 ist p fiir alle s = 0,...,p.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii). Fiir die Aquivalenz zu (iv), (v) und (vi)
siehe U.A.

(i) <= (ii): Ist f € CP(S), so folgt § € CPTL(I)
Taylorentwicklung von ¢ und ¢ liefert:

B+ ih) = Y0_g it + O(hH),

7 (z +ih) = S0 V@ gis—1ps—1 | O(hp).

S

()
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Mit x; = = + ih folgt fiir den Abschneidefehler:
k

> aif(xi) — hby' (z;)

i=0
(y( ) (2) hé(i(azis — bz'SZ'S_l))) + O(hPT1)

1=0

hTh(fL', g)

—

*

2 i@+
S W) (@) LK (15,1) + O ).

s!
s=0

=

Def. i((g,h)

Also folgt die Behauptung.
(ii) <= (iii): Nach Teil 1 gilt:

P
hrp(x,e’) = €* Z m K )+ O(hP™h).

s=0

Andererseits folgt aus der Definition:

k - -
hp(x,e®) = hK (et h) = e > (a;e™ — hbie'™)

=0
= e"(p(e") — ho(e")).
Also folgt

p(e") — ho(eh) = Z:; TR+ O(hP ™).

=:1(h)
Entwicklung von I in h = 0 ergibt die Behauptung.

Folgerung 1.75
1) Ist g(t) = y(z +t), so folgt K(g,h) = (z,y).

2) Ist f € CY(S) und g > p, p Konsistenzordnung, so gilt:

Z B~ 1y K (t5,1) + O(h9).

s=p+1

K (tP*1 1) heiBt ”Hauptfehlerkoeffizient” .

Bemerkung 1.76

1) Fiir spezielle Klassen von linearen MSV kann analog zu Satz 1.38 eine asymptotische Entwick-
lung des globalen Fehlers angegeben werden.

2) Insbesondere gilt bei MSV: Die Existenz einer asymptotischen Entwicklung héngt von der Wahl

der Startwerte ab.
Siehe hierzu auch Stoer/Bulirsch: Numerische Mathematik II [8].
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1.3.3 Das Extrapolationsverfahren von Gragg

Definition 1.77 (Mittelpunktverfahren)

Sei uy, : I, — R definiert durch uy(z;) =u;, i=0,...,n mit
Uy = Yo,
Uy = UO—Fhf(wQ,UQ),
Uir1 — Wi = 2hf(z,w;), 1=1,...,m— 1.

Satz 1.78 (Satz von Gragg)

Fiir geniigend glattes f gilt fiir den globalen Fehler des Mittelpunktverfahrens:

N

uj = g(ﬂjj) + Z h2i(v2i(l’j) + (—1)jZU2i(ﬂj‘j) )+ O(h2N+2)
—

i=1 .
"oszillierender Term/

mit n € N und v9;, we; unabhéingig von h.

(ohne Beweis)

Problem: Der oszillierende Term fiihrt zu numerischer Ausléschung.

Definition 1.79 (Graggsche Funktion)
Setze

1
s;j = S(x;,h) = 5[% + i1+ hf(xg, )],

wobet u; Lésung des Mittelpunktverfahrens ist.
Dann folgt aus Satz 1.78:

55 = §ay) + Wom(e) + 337 ()] + O(hY)

D.h. die Graggsche Funktion ”glittet” den oszillierenden Term.
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Algorithmus 1.80 (Algorithmus von Gragg)

Seien f(z,y),2o,v0, H >0 und n € N gegeben.
Setze T =x9+ H,h := %,xi =29+ th, also x, =7T.
Gesucht ist eine Niherung fir ().
Definiere dazu:

Up = Yo,

uy = ug + hf(zo, up),

Uip1 = Uim1 + 20 f (25, 1) .

Dann ist

1
S(z,h) = i[un — Up—1 + hf(xn, uy)]
eine gute Ndherung von ¢(7).

Extrapolationsschema:

Sei (n;)ien eine Folge mit 0 <mng<mn; <ny <..., z.B. Rombergfolge n; := 2°.

Setze h; = nﬂ fir i € Ny

Berechne: S(Z,ho),S(Z,hy), S(Z, ha),. ..

Mit dem Neville-Aitken Schema berechnet man dann

S(Z,ho) = Too \
S(@, hy)= Ty — Tn

S, hi)= T — Ty ... Ty

T — —hi—Ti ;-1 +hiTiq j1
Z hi — hi_;

T, ist Extrapolation in h=0 = T; ~ y(T).
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1.3.4 Priadiktor-Korrektor-Verfahren

Definition 1.81
Sei ®* = (p*,0*) ein explizites lineares k-Schrittverfahren

k k—1

* . *
> ajuzpi=hYy b fi
=0 i=0

mit ay, = 1. ®* heifst Pradiktorformel.

Sei & = (p, o) implizites lineares k-Schrittverfahren

k k
E AiUji = h g bifj—i—i
=0 i=0

mit ar, = 1,b # 0. ® heifst Korrektorformel

Algorithmus:

(P) u g+k+Zz oaum—hzk 1b*fj+z
Fir p=1,...,1:

1) 1
(£) fj(ik = [ (@40, u gik ))
(O) ufdy + S0 asujys = hb [ + B S00 bife
(B) Setze wjiy, = u\)y; fian = flajonull,)

Das Verfahren heifit P(EC)'E-Verfahren. (P)= explizite Niherung, (EC)'= Fizpunktitera-
tion fiir das implizite Verfahren.

Bemerkung 1.82
1) Die P(EC)!E-Verfahren sind explizite, i. A. nichtlineare Mehrschrittverfahren.

2) Alternativ zum letzten E-Schritt kann man setzen:

l l 1—
Ujt+k = ug-?—k’ f]-‘,—k - f($]+k7 §+k1)) = f](+k1)-

Dieses Verfahren heift P(EC)!-Verfahren und ist fiir die Praxis wichtiger.

Satz 1.83
Sei @* explizites k-Schrittverafahren mit Konsistenzordnung p* > 1 und @ sei implizites k-Schrittverfahren
mit Konsistenzordnung p > 1. Dann gilt fiir das zugehorige P(EC)!E-Verfahren:

1) P(EC)'E ist konsistent mit Ordnung p := min{p* + I, p}

2) Erfiillt p die Wurzelbedingung, so ist das P(EC)! E- Verfahren konvergent mit Ordnung p, falls
die Startwerte konvergent mit Ordnung p sind.
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3) Ist p < p* + 1, so hat das P(EC)!E-Verfahren den Hauptfehlerkoeffizienten des Korrektorver-
fahrens.

(ohne Beweis)

Bemerkung 1.84

1) Eine analoge Aussage zu Satz 1.83 gilt auch fiir die P(EC)!-Verfahren.

2) In der Praxis wéhlt man hiufig Adams-Bashforth (P) und Adams-Moulton (C) der gleichen
Konsistenzordnung und fithrt nur [ = 1 Iterationen durch. Man profitiert von dem deutlich
kleineren Hauptfehlerkoeffinzienten.

3) Kennt man die Hauptfehlerkoeffizienten zu (P) und (C), so kann man anlog zum Vorgehen bei
ESV eine Schrittweitenkontrolle fiir die P(EC)'E erhalten.
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1.4 Steife Differentialgleichungen und Stabilitdtsbegriffe

Beispiel 1.85

Betrachte AWP
Y (z) = qly — g(x)) + ¢'(v)
y(a=0)=yo; go:=g(a)

Seig<0, |g/>0, |J(z) <1.
Dann ist die exakte Losung gegeben durch:

Fir g; .= g(x;) ; g5 := g(z;) folgt:

- h o/~
Uj+1 — gj+1 = 1" (95 — g;)-
<1

— Fiir die exakte Losung wird der Abstand von  und g monoton kleiner.
Ziel: Das numerische Verfahren soll dieses Verhalten reproduzieren.

a) Euler explizit: Startwert ug = yp und h > 0:

= wjy1 — gj+1 = (1 4+ hq)(u; — gj) + Oo(h?)

Bei der Ndherung erhélt man nur dann eine Démpfung, wenn |1 + hg| <1 = Bedingung
an h.

b) Euler implizit: Startwert ug = yp und h > 0:

1

1— hgq
——
<1, Vh>0

= Uj1 — Gj+1 = (uj — g;) + O(h?)

— Immer Ddmpfung, unabhingig von h!

Allgemeine Situation 1.86
Seien © und v Losungen des Systems

mit
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[ Firn=1,zB. f(x,y) = qy, v(z) = g(x) (sieche Beispiel 1.85) ]

Definition 1.87 (Steife Differentialgleichung)
Das AWP y' = f(x,y) heifit steife Differentialgleichung rechts von a, falls gilt:

1) N EWwon J(z) = Re X <O0.

2) Firn > 2 gilt:
3 EW A mit Ay < Ound |A\]| > 0 und 3 EW Xy mit | X < [N

Beispiel 1.88

y; ©=1,2,3 seien Konzentrationen von Substanzen zur Zeit ¢, k; seien Reaktionsraten:

vy = —kiy1 + kayoys,
yh = kiyr — kayoys — ksy3,
ys = ksy3.

Seien y1(0) =1, y2(0) = y3(0) = 0.

Dann folgt fiir die EW von J(z)

T ‘ )\1 )\2 )\3

00 0 —0,04
1072 ] 0 —-0,36  —2180 = 7sehr steifes System”
100 | 0 —0,0048 —4240

oo | 0 0 —104
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Definition 1.89 ((Absolute Stabilitéit))
Sei y' = qy Testgleichung. Sei ® = (p, o) lineares k-Schrittverfahren, d.h.

k
() > (ai—hgb)uji =0; j=k,...,n—k
=0

)

und ug, . .., ux_1 gegeben.

Definiere das Stabilitdtspolynom

pr(A) = p(A) —t-0(})

D.h. pi(N) ist charakteristisches Polynom von (%) mit t = hq.
® heifst absolut stabil firt € C falls gilt:

teDy:={teC|p(N)=0fireinreC = |\ <1}

Dy heifst Stabilitdtsgebiet von ®.
Fiir ESV ® = ¢ der Form w1 = g(t)u; ist das Stabilitdtspolynom gegeben durch

pr(A) = A = g(t).

Beispiel 1.90 (Stabilitéitsgebiete fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren)
Siehe Folie aus Deuflhard, Bornemann [4, Seite 230].

Beispiel 1.91
Das Verfahren von Milne-Simpson ist asymptotisch stabil, aber nicht absolut stabil. Dies wurde in
Beispiel 1.73 gezeigt.

Weitere Forderung an ” gute” numerische Verfahren:

A) Ein fallender Exponentialterm der Losung von 3’ = qy soll stets (fiir alle h) fallend genéhert
werden

Dies fiithrt auf den Begriff der A-Satabilitét

Definition 1.92 ((A-Stabilitiit))
O heifit A-stabil, gdw. Dy D H_ = {t € C| Ret < 0}.

Abschwdchungen dazu sind:
A(a)-Stabilitit: <= Dy, D {t € C| |arg(—t)| < a}
A(0)-Stabilitit: <= Dg D R~
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Satz 1.93
Sei @ = (p, o) lineares MSV mit k£ > 2 und ® sei A-stabil. Dann gilt

1) @ ist implizit,
2) @ hat Konvergenzordnung 2.

Das Trapezverfahren hat unter allen A-stabilen MSV die kleinste Fehlerschranke.

(ohne Beweis)

Satz 1.94

1) Die BDF-k Verfahren sind A-stabil fiir 1 <k =s < 2.

2) Implizite Runge-Kutta Verfahren sind A-stabil.

(ohne Beweis)

49
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1.5 Numerische Lésung von Randwertproblemen

Beispiel 1.95 (Wirmeleitender Stab)

Gegeben: Stab = [a, b]
Wirmequellendichte f(z), x € [a, b]
Randwerte: y(a) = y;, y(b) =y,
Wiirmleitfahigkeitskoeftfizient k(x), x € [a, b]

Gesucht: Temperatur y(z) mit

—(k(2)y'(z)) = f
(%) y € C%((a,b))NC
y(a) =, y(b) =

Formulierung als System 1. Ordnung: Setze y1 = y(z), y2(z) = /()

*) (@) =u:(x),
yé(ﬂf) = - k((;c)) y2($) - %

mit y1(a) = g, y1(b) = u,.

(z) Va € (a,b),
0([ ]),

Definition 1.96 (Lineare Randwertprobleme)
Seien B,, B, € R™" A€ C°(I,R™™), [ :=[a,b], f € C°(I,R"), g € R"™.
Dann heifit y : I — R™ Ldsung des linearen Randwertproblems (RWP), falls gilt:

1)y e CHI,R"),
2)y'(x) =Ay+ finl,
8) Buy(a) + Byy(b) = g.

Beispiel 1.97
Die Differentialgleichung

y'(@) +y(@) =0, z€[0,n]

hat die allgemeine Losung y(x) = ¢1 sin(x) + ¢3 cos(x).
Fiir verschiedene Randbedingungen ergibt sich unterschiedliches Vehalten:

1) y(0) = y(r); ¥'(0) =y'(7r) == ergibt die eindeutige Losung y = 0.
2) y(0) =y(r) =0 = ergibt unedlich viele Losungen y(x) = ¢ sin(x).
3) y(0) =0, y(r) =1 = ergibt keine Losung.

Ziel: Bedingung fiir eindeutige Losbarkeit!



1.5. NUMERISCHE LOSUNG VON RANDWERTPROBLEMEN 51

Definition 1.98 (Fundamentalsystem)
Fiir
(«) Y =Ay+f inl

definiere das Fundametalsystem {y1,...,yn}, vi : I — R™, durch
1) y; € CHI,R"),
2) y; = Ay; in I,
3) yi(a) = e;, mit e; i-ter Einheitsvektor im R".

Die Matrix
yu(z) .. ym(z)
Y(SL’) = : T :
Yin(T) . Yun(T)
heifst Fundamentalmatrix.
Ist yo € CHI,R"™), yo(a) = 0 eine spezielle Lisung von (), so lifit sich jede Lisung von (*)
darstellen als
y(@) =yo(x) +Y(x) - s

maut einem Vektors € R™.

Satz 1.99 (Existenz und Eindeutigkeit linearer RWPe)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) (RWP) besitzt eine eindeutige Losung.
2) Das zugehorige homogene RWP mit f = 0, g = 0 besitzt nur die triviale Losung.

3) Die Matrix B, + BpY (b) € R™*™ ist regulér.

Beweis: Seien yo(x) und Y (x) wie in Definition 1.98 definiert.
Dann gilt yp(a) =0 und Y (a) = I.
Also ist y(x) = yo(z) + Y (z)s genau dann Losung von (RWP), wenn gilt

[Ba + ByY (b)]s = g — Byyo(b)

Also ist s € R” genau dann eindeutig bestimmt, wenn 2) oder 3) gelten.
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1.5.1 Sturm-Liouville Probleme

Definition 1.100 (Sturm-Liouville Probleme)
Seien p € CY(I), q,f € C»), I =[a,b] gegeben mit

q(x) >0Vz e l, p(x) >py >0V el

Dann heifst y € C?*((a,b)) N C%Ja,b]) N C'((a,b]) Lisung des Sturm-Liouville Problems
(SLP) mit homogenen Dirichlet und Neumann Randwerten, falls gilt:

(SLP) y‘<%<x>%’;(~”;>)(’b>+ :q(g)y(fff) = f(z) Yz el

a1y (a) + apy(a) = ga

Bemerkung: Allgemein Randbedingungen sind: Buy (b) + Boy(b) = g

Definition 1.101 (Variationsproblem)
Firv € X := {u € CY[a,b]) | u(a) = 0} definiere das sogenannte Energiefunktional
I:X — R durch

1

b b b
10) =5 [ s @de+ 5 [ @) - [ f@ds

Ziel: Finde ein y € X mit I(y) = inf,ex I(v).

Lemma 1.102 (Eulergleichung und natiirliche Randbedingung)
Ist y € X, so dass
I(y) < I(v) Vv e X,

so gilt Yy € X:
b b
() / Py’ +ayp = / fe
a a
(*) heifit schwache Formulierung der Eulergleichung.

Ist zusitzlich y € C?((a, b)), so folgt weiter:

(+5) ' —(py) +ay=1f in I,
y(a) = 0; y'(b) = 0.

Beweis:
Teil 1: Sei y € X mit I(y) < I(v) Vv e X.
= I(y) <I(y+ep) VeeR; Vpe X.
= G(0) < G(e) Ve € R, wobei G(e) := I(y + cp).
Da G differezierbar in ¢ is, folgt G'(0) = 0.
Es ist
Gle) = 3 [, p(/ +e¢)? +aly +ep)® —2f(y+9)
= I(y)+e [, py'e +ayo— fo+2(I(9) + [ f¢)
= G0)=[Ipy¢ +aye— fp=0, VpeEX.
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Teil 2: Ist y € C2((a, b)), so folgt mit partieller Integration

b b b
/ py' = — / (py) o + [py’w] -
a a a

Einsetzen in (x) ergibt

b b
() - / (py')' ¢ +/ aye — fo + [py'el, = 0.

Also folgt fiir alle p € C2((a,b)):
b
/ [=(py') + ay — fle = 0.

= —() +ay="f
Durch Einsetzen in (f) erhélt man fiir alle ¢ € X:

0 = [py'ele = p(0)y' ()p(b) — p(a)y' () p(a) = p(b)y' (b)¢(b)

Wihle p(b) #0 = , so folgt ¥/(b) = 0, da p(b) > 0. y'(b) = 0 heifit natiirliche Randbedin-
gung. .

Nichstes Ziel: Existenz einer schwachen Losung, d.h.

Jy € X mit I(y) = inf I(v).
veX
Dazu benétigen wir folgenden Hilfssatz.

Satz 1.103 (Poincaré Ungleichung)
1

Fiir alle v € X gilt mit einer Konstanten ¢, < 5(b — a)?:

/ (@) dr < o, / (@)

Beweis: Es ist [v(z)| = [v(z) —v(a)| < [T [0/(s)| ds.
0

— (v(z))? < (ff [v'(s)] ds)2 <(r—a) f; |U’(s)|2ds.

= [Y(u(x))?dz < [Pz —a) [P/ (s)] ds = L(b—a)® [V /()| ds.

a

Lemma und Definition 1.104
Definiere auf X die Norm

1
1 2
lolly = ( [ e+ <v’<az>>2dx) .
Sei (vp,)nen, vn € X eine Minimalfolge, d.h.

lim I(v,) = inf I(v).

n — oo veX
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Dann ist (v, )pen eine Cauchyfolge in X, d.h.

[vn —vmllx — 0 (n,m — o0).

Beweis: Setze d := inf,ex [(v).

1. Schritt: Zeige d > —oo: Es ist

1) Vor. inz(SLP) 2 (0! (2 — (f;(f(x))2>é (I;(v(w))z)

> B %w—¢@<47ﬂmf)%<47u@»ﬁ%.

=:a

Mit der Ungleichung |ab| < ‘5a2 + 5 L b2 Ya,b € R folgt

Hm_(@—é)L%mm2 RGN

2 2

Ve Also folgt d > —oo, da f € C%[a, b]).

Fiir § = pg folgt: I(v) > 0 ||f||2L2(a,b) .

2. Schritt: Sei (vy,)nen Folge in X mit lim I(v,) =d > —o0.

n—oo

Zeige: (vy,) ist Cauchyfolge in X.

Notation: Definiere die Bilinearform B : X x X — R durch

b b
B(v,w) ::/ pv'w'+/ quw.
a a

Dann gilt B(v,v) f p (V)2 + f;qu 2> Po f;(v’(x))de.

Aufgrund der Poincaré Ungleichung gilt weiter:

Blo) 2 ([0 de + 6 [1(v/(@) )
> 2 ol
Damit folgt:
1+cp [vn — vml| x < B(vn = Um, vn — vm)
Parallel identitat
arallelogrammidentita 2B (s 00) + 2B(vyn, ) — AB(tkm tatvm )

v :l v, v
MO 0,) 4+ (o) — 21(m)
< 4[I(Un) + I(Um) - Qd]
— A[d+d—2d] =0 fiir n,m — oo.

Also ist (vp)nen Cauchyfolge. 5

Problem: Der Raum (X, ||-|| ) ist nicht vollstéindig!
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Losung: Vervollstindige X bzgl. der Norm ||-|| ¢ und erhalte vollstindigen Raum X/lx.

Beispiel aus der Analysis III: Ist Y = C%(a,b]), so ist Y = L?((a,b)) die Vervollstindigung

1
von Y bzgl. |[v]ly = (fbv2) ’.

a

Um X zu charakterisieren, benétigen wir den Begriff der schwachen Ableitung.

Definition 1.105 (Schwache Ableitung)
v € LY(a,b) besitzt eine schwache Ableitung k-ter Ordnung D*v € L'(a,b), falls fiir alle
v € C§(a,b) gilt:

/ o(2) o (2)dx = (~1)* / (D*o)(x)p(z)dz.

Beispiel 1.106
Sei v(x) = |z| mit z € [-1,1].
Dann gilt: D!(v)(x) = sign(z), denn fiir p € C§°(—1,1) gilt:
Jrv@e@de = [ (-a)¢ @)dz + [y wp(a)da 1
= [(—:vo)so(w)](ll +/5 so(lﬂC)dw +lze(@)]g — [y ela)de
= = [5i(=De(@)dz — [y o(z)dx
= —f_ll sign(z)p(x)dz.
~> Allgemein gilt in einer Raumdimension: Stiickweise differenzierbare Funktionen, die global ste-

tig sind, sind schwach differenzierbar. Die schwache Ableitung ist durch die stiickweise definierte
Ableitung gegeben.

Satz 1.107 (Eindimensionale Sobolevriume)

1) Der Sobolevraum

H™(a,b) := {v e L?*(a,b) | vhat schwache Ableitungen
DFy e L?(a,b) Yk =0,...,m}

ist mit dem Skalarprodukt

(U, V) frm (a,p) = i kauDkv
k=0"¢
ein Hilbertraum. Durch |[ul| gm(, 4y := 1/ (u, ) grm (q,p) erhalten wir eine Norm auf H™ (a,b).
2) u € H™(a,b) ist fast iiberall gleich einer Funktion @ € C™ !([a,b]) und es ist
@l gm=1(a5) < €l gmap) -
3) Zuu € H™(a,b) gibt es eine Folge (u;);en, u; € C™([a,b]), so dass
lu — UjHHm(a,b) — 0 (j — o0).

Ist @(a) = 0, so kann man u; so wéhlen, dass uj(a) = 0 ist.
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Beweis: z.B [Alt. Lineare Funktionalanalysis, Springer, 1992].

Folgerung 1.108
Die Vervollstandigung von X bzgl. |||y ist gegeben durch

X ={ve H(a,b) | v(a) = 0}.

Satz 1.109 (Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung von (SLP))
Seien die Voraussetzungen aus Definition 1.100 erfiillt. Dann gibt es genau ein y € X, so dass

Vo € X gilt:
/pys0+/qyso /fso

Beweis:

Existenz: Sei (vy,)neny Minimalfolge in X (anstelle von X).
Analog zu Lemma 1.104 folgern wir, dass (v,,)nen Cauchyfolge in X ist.
Da X vollsténdig ist (Satz 1.107) Jy € X mit |lv, —y|x — 0 (n — o).

Zeige: I(y) = d (= inf 5 I(v)).

Es ist
I(y)—I(va) =
= SR~ D)+ el — o)~ [ F )
< L plloo S0 = 02] + Sllallos SO 157 = 02|+ 2 1F1 1y — vnl
< Mllpllee S21Y — Ul '+ 1L + 3 llallso S Ty — val (1] + [val)

b
C.S. 1 1
< 5 Plloe + 5 lalle ) Uyllx + llvnll ) + £l 2@ap) | v — vallx
2 2 _

—0 (n—o0)

<C<oo

Also folgt I(y) = lim I(v,) = d und damit die Existenz der Losung.

n—~00

Eindeutigkeit: Seien y1, yo Losungen, so folgt fiir v = y; — yo:

b b
/ pv' —i—/ qup Vo € X.
a a

:>1.106 0= B(v,v) >

Wihle ¢ = v:

v = |jvl|ly =0
T pH | x vl x

= v=0 = y1=y2
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Satz 1.110 (A priori Abschéitzung)
Fiir jede schwache Losung y € X von (SLP) gilt:

D 1Y r2gapy < Collfllz2gap -

2) Ist y € H*(a,b), so gilt
19" 2200) < C2 1 f | 220y -

Dabei sind C = \1/9_?’ Co = % (% 1Pl + ;—’; lalloe + 1)
Beweis: U.A.

1.5.2 Das Ritz-Galerkin Vefahren

o7

Definition 1.111 (Ritz-Galerkin Verfahren fiir (SLP))

Approximation der schwachen Lésung y € X von (SLP), g.d.w

I(up) = inf I(vp).

v €Xp,

Idee: Minimierung von I auf endlichen Teilrdumen.

Sei X := {v € H'(a,b) |v(a) =0} und [ : X — R das Energiefunktional aus Definition
1.101. Sei X;, € X ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann heifit u, € X, Ritz-Galerkin

Folgerung 1.112 (Schwache diskrete Differentialgleichung)
1) Da X}, € X ist, folgt I(u) < I(up).

2) Ist up, € X, Ritz-Galerkin Approximation von (SLP), so gilt:

b
(D~ SLP) B(up, ¢p) = / fon,  Ven € Xy

mit B(u,v) := fabpu’v’ + f; quu.

Beweis: Analog zum kontinuierlichen Fall in Lemma 1.102.

Bemerkung 1.113 (Formulierung von (D-SLP) als lineares Gleichungssystem)
Seien N := dim(X}) und {¢1,...,¢n} eine Basis von X;,. Dann 148t sich uy, darstellen als

N
un(x) =Y ujp;(x)
j=1
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mit Koeffizienten u; € R, j =1,... N.
Damit ist (D-SLP) dquivalent zu

N

b
ZB(SOja‘pk)uj:/ for VE=1,...,N.

J=1

Mit den Definitionen v := (uy,...,un); Skj := B(yj,¢r), k.j = 1,...,N; by := f; for; b=
(b1,...,byn) ist somit (D-SLP) dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

Su=Db

Die Matrix S wird ”Steifigkeitsmatrix” genannt.

Satz 1.114 (Abstrakte Fehlerabschitzung)
Seien X ein normierter Raum, X; C X ein Teilraum. Weiter sei f € X' = L(X;R) ein lineares
Funktional auf X.
Gilt dann
uwe X :Bu,p) = flp), VpeX,

up € Xp 2 Blun,on) = flen) Vo € Xy

mit einer Bilinearform B : X x X — R die koerziv ist, d.h.
ACH > 0, so dass Vo € X : B(p,p) > Cp HcpH%(
und stetig, d.h.
3C1 20, so dass Vo, ¢ € X - |B(e,¥)| < Cillellx - [¥]lx

so gilt die Fehlerabschétzung
Cq
uU—u < — inf |lu—w
I wllx < o oinf [l —wvnllx

und es ist
B(u—up,pp) =0 Vo, € Xp,.  7Galerkin-Orthogonalitét”

Beweis: Wegen X C X, folgt Vo, € X},

B(u,pn) = f(pn) und B(up, on) = f(en)
= B(u—up,pr) =0 Yo, € X} (Galerkin-Orthogonalitét +/).

Mit Koerzivitat und Stetigkeit von B folgt nun:

Collu—unl% < Blu—upu—up)
= B(u — up,u) — B(u — up, up,)
N———on
. =0
vhELh B(u — up,u) — B(u —up,vp)
=0
= B(u—up,u—up)
stetig

< Crllu—wunlx llu—ovnllx
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. C
Also folgt: |lu —upl|x < & lu —wvnllx Yo € Xpn. 4

Bemerkung 1.115
Fiir (SLP) ist

b b
B(u,v) :/ pu'v —I—/ quv
a a

F(v) = / ' fo.

Ist X := {v € H'(a,b)|v(a) =0}, soist f € X', da Vv € X gilt

und

FO < 1l 2 1ol 2y < 1F 2 ol

Beispiel 1.116 (Wahl von X})

1) Polynomapproximation: X; = Py (= Polynome von Grad < k)
= N =dim(Xy) =k+ 1.

2) Eigenrdume: X}, := span{e1,...,¢on}, wobei ¢1,...,¢n die ersten N normierten Eigenfunk-

tionen des Operators
Lu:=—(pu') +qu, u(a) =0, v'(b) =0

sind, d.h.
L(pj:)\j(pj; 0</\1§>\2§---§)\N-

3) Stiickweise Polynome: X;, = {¢; € C°([a,b]) | ¢n(a) = 0, ¢ lfz; ;1) € Pk} wobel a = zp <
x1 < ... < xp = b eine Zerlegung von [a, b] ist.
—> Finite Elemente!
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1.5.3 Finite Elemente Verfahren

Definition 1.117 (Finite Elemente Verfahren)
1) Sei I = [a,b] und Iy, := {zo,...,2,} C I ein Gitter mit vy = a, x, = b, T4 =
z; + hj, h; > 0. Definiere I; := (xj,x;41) und h := max h;. Fir festes k € N

7=0,...,n—1
wdahlen wir

Xy, = {on € C%[a,b]) | on(a) = 0,¢n | |1, P Vj=0,...,n—1}.

FEinuy, € X heifst Finite Elemente Approximation von (SLP), falls fiir alle o, € X}, gilt:
B(un, on) = f(pn) Yon € X
Dabei sind B, f wie in Bemerkung 1.115 definiert.

2) (Finite Elemente Basis fir k =1)
Seik=1. Firj=1,...,n sei p; € X}, definiert durch

(,OJ(JJZ) = 5@'3’ YV, € 1.

D.h. firj=1,...,n ist

G v €l
@j@) = % x € I
J
0 sonst

Es ist supp(p;) = 1[;Ul;_y und somit folgt fiir die Steifigkeitsmatriz Sy; == B(p;, ¢x) =
0, falls |j — k| > 2.

3) (Fehlerabschdtzung fir k = 1)
Sei k = 1. Definiere Interpolierende uy, € Xy zuy € X durch

up(z;) =y(z;) Vj=0,....n = uy(x)= Zy(xj)goj(x).
j=1
Dann gilt die Fehlerabschdatzung (nach Satz 1.114)

4 Cy _
- < ZLoinf |ly— < Ly = ,
Iy =ually < G inf lly = vally < & lly = il

C

D.h. der Fehler der Finite Elemente Approximation ist durch den Interpolationsfehler
abgeschitzt.

Satz 1.118 (Interpolationsfehler auf dem Einheitselement)
Fiir v € H'(0,1) sei @, € Py die lineare Interpolierende zu v, d.h. o, € Py, 0,(0) = v(0), 95(1) =
v(1). Dann gilt:

1) [Jv— ’DhHL2(o,1) <V HU/HL2(O,1)7
2) ||’D;l||L2(071) < HU,HL?(O,l)‘

Ist zusitzlich v € H?(0,1), so ist
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3) llv="2nllp201) < e 10"l 20,1
) 1@ = ) 20,1y < Ve 1V 20,1y

Beweis: Analog zu Hilfssatz 1.103 (Poincaré Ungleichung) zeigt man , dass fiir alle w € H'(0,1)
mit w(0) = w(1) = 0 gilt

(*) HwH%Q(O,l) <6 leui?(o,l) )

wobei ¢, < % ist. Setze w = v — ¥p,. Dann folgt aus (x) unter Verwendung von

1
(xx) O (z) = v(1) —v(0) = /0 v'(s)ds :

[v— Z7h||2L2(o,1) < olv- Z7h)’||L2(o H =% fol(vl(x) — U (@) da

= ¢ fo (W'(2))? = 20 (2)/ () + (¥, (x))2de
2 g fy (/@) — 2(0(1) — (0))? + (o(1) ~ v(0))?
= o fo (v/())*dz — (v(1) — v(0))
< ¢ fo (@) de

Also haben wir 1) gezeigt.

2) folgt direkt aus (xx), da
14| 20,0y = 10(1) = 0(O)] < [[0"[| p2gg, 1

3) folgt aus 1) und (%), da (%) auch fiir w € H'(0,1) mit fol w(z)dr = 0 gilt.

4) folgt analog zur Herleitung von Gleichung 2), wenn man beachtet, dass 0 = 0 gilt. O

Folgerung 1.119 (Interpolationsabschitzung)
Sei y € X und 4y, € X}, die Interpolierende von y fiir k = 1 aus Definition 1.117, 3). Dann gilt, falls
y € H%(a,b):

D Ny = tnll 2oy < ph® 115"l L2 (a):

2) 1y = @)l 20y < Vel 19"l 12(a,0)-

Beweis: (Folgt aus 1.118 mit Skalierungsargument)

) - n—1 2
zu 1): Es ist [ly — UhHL?(a,b) = ;) ly — Uh”L?(Ij) :
]:

Durch die Transformation = = F(z) = h;jz 4+ x; und y(z) = y(F(z)) folgt

I; = F((0,1))
und
apl, = ylzj) + x;f] (y(xj11) — y(z;))
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Also gilt wegen F'(zZ) = hj und ¥ (z) = y"(F(z)) - (F'(2))?

ly—anliay = hylli—Galizgn
7 9
Luss)
< i 15" 172(0,1
2
< ahd Iz
~ 2 2n_1 44|12
= -l < G X MR,
j:
2
< Y e -

Also ist 1) gezeigt.

zu 2): (Analoge Vorgehensweise!)

n—1
_ 2 i) |2
H(y - uh)/HL2(a,b) - Z H(y N uh)/HLQ(fj) )
=0

1

”(y_ﬂh)/H%Q(lj) I H@—ﬂh)”%%o,l)

Lusay
< o 1912200

2
eph 1y 721, -

~ 9 n—1 9
= (=) l2@p < o ZO Wy 721,
J:
2
< PPy 2@y

Satz 1.120 (Fehlerabschitzung fiir lineare Finite Elemente)

Sei y € X die schwache Losung von (SLP) und es gelten die Voraussetzungen aus Definition 1.100.
Sei zusitzlich f € L?(a,b), p,p’,q € L>(a,b) und es gelte y € H?(a,b).

Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir die stiickweise lineare Finite Elemente Approxi-
mation up, € Xp, (mit k = 1) gilt:

ly —unllx < c Pl fllp2ap)

Beweis: Nach 1.117, 3) gilt ||y — up| y < 2—(1) lly — @nl| x, wobei @, die Interpolierende von y in Xj,

ist und
Po

1+e¢

c1 = max{|[pll s llalloc}s co =

Dann folgt weiter mit Interpolationsfehlerabschétzung 1.119:

(NI

~ 12 ~ 2
by =il <2 (ly— @l + 1 =3 s )
1.119
<7 2@+ k)2 Y e

1.110
< Cz—sz\/@(cth+1)1/2h||f\|L2(avb)‘ :

< C (z.B. fiir h<hmax)
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Bemerkung 1.121

1) Man kann zeigen, dass mit den Voraussetzungen p € C'(a,b), q, f € C°(a,b); p,p’,q € L*>(a,b)
und f € L?(a,b) folgt, dass y € H?(a,b) ist.

2) Fiir k£ > 1 glit die Fehlerabschétzung;:

k+1)‘

_ < c- hE H (
[y —unllx <c-h" |y )

falls p, q, f und y regulér genug sind.

3) Weiteres zu Finiten Elementen findet man z.B. in den Biichern von Ciarlet [3] oder Braess [2].

Bemerkung 1.122 (Weitere Diskretisierungsverfahren fiir (SLP))

1) Finite Differenzenverfahren:
Idee: Ersetze Ableitungen durch Differenzenquotienten, z.B.

) ~ Yji — Yj—1 J & Yj+1 —2Y; Y1
h ’ h? )

2) Schiefverfahren:
Berechne mit ESV oder MSV Approximationen der Anfangswertprobleme fiir yg, Y aus
Definition 1.98 und erhalte yo 5, Y.
Wie im kontinuierlichen Fall ist dann

Yn = Yo,n + YnSn
wobei s, Losung des Gleichnungssystems
[Bo + ByYn(b)lsn = g — Byyo,n(b)

ist (vgl. Satz 1.99 mit Beweis).
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Kapitel 2

Gradientenverfahren

Generalvereinbarung 2.1
In diesem Kapitel gelte stets

1) Ac R™™ mit A= AT,
2) A sei positiv definit und

3) b e R™,

Ziel: Lose das lineare Gleichungssystem Ax = b.

Dazu wollen wir das Problem zunéchst in ein Minimierungsproblem {iiberfiihren.

Definition 2.2 (Minimierungsaufgabe)
Sei F(x) := (A" (Ax — b), Az — b), z € R™.
x heifst Losung der Minimierungsaufgabe (M), g.d.w.
(M) F(z) = min F(y).

yeR™

Lemma 2.3
A, b seineen mit den Eigenschaften der Generalvereinbarung 2.1 gegeben.
Dann sind dquivalent:

1) z € R™ lost Az = b,

2) xz € R™ lost (M).

Beweis: A positiv definit = A~! positiv definit. Also gilt F(y) >0 Yy € R™.

1) = 2): Gilt Az = b, so folgt F(z) = (A710,0) =0.
Folglich 16st = die Minimierungsaufgabe (M).

2) = 1) zlost (M) = VF(r)=0 < 2(Az-b)=0 <= Az-b=0 = 1)

65
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Idee der Gradientenverfahren 2.4
Aus Lemma 2.3 folgt: Ax=b <=  F(z)=0.

Idee: Sei (z,)nen eine Folge im R™ definiert durch
Zntl = 2nFapty, n=1,2 ...

mit Koeffizienten «;, € R und Richtungsvektoren ¢, € R™ \ {0}.
Wihle o, t,, so, dass F(z,) — 0 (n — 00).

Ansatz fiir die Wahl von «,,:

{tn,Tn)

=Ty (Atp,t,)

mit 3, € R und r, := b — Az, der ”Residuenvektor”.

Dann gilt:

F(zn) = F(zp41) = (A7 r,rn) — (A7 (0 — Aanty), 1 — Aanty)
= 2ap (ty,Tn) — a2 (At ty,)

tn 77"7L tn 7T7L

(*) = Z/Bn Atn tn /Bn Atnytn

B tn,T’n>2 0<3,<2

>0

= Fir0< 6, <2ist F(z,) < F(zp41).
= (F(2n))nen ist monoton fallend.

Also folgt: litm F(zp,) = XA > 0 existiert.
= (F(zn) — F(2n—1))nen ist Nullfolge.

Man nennt 3, den Relaxationsparameter der Gradientenverfahren.
Die Gleichung (*) zeigt:
Fiir 8, = 1 wird F(z,)— F(zp+1) maximal und F' nimmt auf der Geraden z,,+a,t,, ein Minimum an.
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Definition 2.5 (Allgemeines Gradientenverfahren)
Seien (Bn)nen und (tp)nen gegeben mit (3, € [0,2] und t, € R™. Dann heifit die Folge
(zn)nen, zn € R™ Lésung des Gradientenverfahren mit Startwert z; € R™ wenn gilt:

’I“l:b—Azl

und firn=1,2,... qilt
(tn,Tn)

Qp = ﬁn <Atn,tn>7

Zp41 = Zn T antnp

Tni1 =b— Az, =10 — Aty

Definition 2.6 (Konvergenz)
Ein Gradientenverfahren heif$t konvergent, falls gult

rn — 0 (n — o00)
Dies ist dquivalent zu

zy — A7 (n— o00)
= z, — (n — 00) mit Az = b.

2.1 Eigentliches Gradientenverfahren

Definition 2.7 (Eigentliches Gradientenverfahren)
Das Gradientenverfahren 2.5 mit t,, = r, und 3, = 1 heifit eigentliches Gradientenverfahren.
Die Richtungsvektoren werden in Richtung des Gradienten von F gewdhlt:

r,=0— Az, = —%VF(zn).

Satz 2.8 (Konvergenz)
Das eigentliche Gradientenverfahren 2.7 ist konvergent.

Beweis: Es gilt Vo € R™ : (Az, x)

1
Schwarzsche Ungleichung [ m 2
< as;
7 1

1)
ij=1

m 2
Setze k := ( > a2-> . Dann gilt Vo € R™ \ {0}:

(Azx, x)

(2,2)

<k.

Mit (x) aus 2.4 folgt:

<7'n7 7'n>2 > l

F(zy) — F(zp41) = m L

<T7L> T7L> .
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Aus 2.4 wissen wir, dass F'(z,,) — F'(2n4+1) — 0 fiir (n — 00). Also folgt fiir k # 0: r,, — 0 (n — 00).

O

Bemerkung 2.9

Je zwei aufeinanderfolgende Residuenvektoren des eigentlichen Gradientenverfahrens stehen senk-
recht aufeinander:

<Tn7 Tn+1> - <Tn7 n — anAtn>
= Ty, Tn — 7&:;:3 >A7‘n>

= (rp,mn) — (rp,rn) = 0.

Definition 2.10 (Gradientenverfahren beziiglich der kanonischen ON-Basis des R™)
Wihle B, = 1 und tipjm = ¢; firi =1,...,m; j = 0,1,2,..., wobei e, € R™ der i-te
Einheitsvektor ist. Dann folgt mit n =1+ jm:

an = {8k = e, b— Az,)

1 m
= ;M(bi - E ailzn,l)
=1

m
1
= Zn+l1 = Zn + a_(bz - E ailzn,l)ei-
(X
=1

D.h. z,1 und z, unterscheiden sich nur in der i-ten Komponente.

Das ist das Einschrittverfahren (siehe Numerik I).

Satz 2.11 (Konvergenz)
Das Gradientenverfahren 2.10 ist konvergent.

Beweis: Setze v := max a;. Dann ist mit (%) aus 2.4
i=1,....m

2

neitjm (e; 1
F(z,) — F n=itgm {€imn)” S Lo va s g
(Zn) (ZnJrl) <A€i,€i> - /Y(Tn,z) =
Danach 2.4 F(z,) — F(zp41) — 0, folgt r,; — 0Vi=1,...,mundsomit r, — 0 (n —o0).




2.2. CONJUGATE DIRECTION VERFAHREN (CD) 69

2.2 Conjugate Direction Verfahren (CD)

Definition 2.12 (A-orthogonal)
Ein System von k Vektoren q1,...,q € R™ (k < m) heiffit A-orthogonal oder A-konjugiert,
wenn qgilt:

(Agi,qj) =0 i#j5,4,5=1,... k,
(Agi,q;) #0 Vi=1,.. k.
Fiir k = m bilden A-orthogonale Systeme eine Basis des R™. Wir setzen (x,y) , = (Ax,y),

Izl = V{z,2)4 = {Az,2).

Definition 2.13 (cd-Verfahren) ”conjugate direction”
Sei {q;}", A-orthogonal. Wihle im allgemeinen Gradientenverfahren 2.5:

th, =qn und B, =1 firn=1,... ,m.

Satz 2.14 (Konvergenz der cd-Methode)
Das cd-Verfahren ist fiir beliebige Startvektoren z; € R ein endliches Verfahren. Es gilt:

Tm-i—l = O

und somit
Zma1 = A7 = .

Beweis: Laut Gradientenverfahren folgt induktiv fiir 1 <n <m + 1:

n—1
Th =Tn-1— n 1Aty 1 ="Tp 2 —an oAty 9 —an 1Aty 1 =... =1y — § a; At;.

i=n—I

Firl=n—j,1<7j <n folgt
n—1
T'p =715 — Zaquz
i=j

A-orthogonal

= (gj,7n) (gj,75) — aj (Agj, q5)

Def. von a;
- ’ <qJ’TJ>7<QJ>T]>:O
= <(1j77'm+1> =0Vy=1,...,m.

= rme1 =0, da {g;}j2, Basis des R™.
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2.3 Conjugate Gradient Verfahren (CG)

Definition 2.15 (cg-Verfahren) ”conjugate gradient”
Wihle 6, =1 VYn=1,...,m+1, t; =r und

tn = Tn + Yn-1tn-1

mit Yp_1 = —% fir n = 2,3,.... Idee: Das A-orthogonale System wird mit Hilfe

Atnflytnfl
des Schmitd’schen Orthogonalisierungsverfahrens bzgl. (-,-) , schrittweise aufgebaut.

Satz 2.16 (Konvergenz des cg-Verfahrens)
Sei z; € R™ und t; = ry = b — Az;. Dann lautet das cg-Verfahrenfiir n =1,...,l mit [ < m:

_ <tn77"n>
An = TAtn tn)

Zntl = Zn + Qply
T'n+1 = b— Azn—i-l

_ (Arpt1,tn)
Tn = T At )

lnt1 = Tnt1 + Inln

Es erfiillt die Gleichungen
a) <Ati,tj>:0 1§j§i—1

b) <T’Z‘,T’j>:0 1§]§Z—1
c) (ti,r) = (rj,ry) 1<j<i

und | < m ist so gewéhlt, dass gilt r;11 = 0.

Beweis: Folgt aus linearer Algebra und Satz 2.14.

Bemerkung 2.17

Fiir Gleichungssysteme resultierend aus Diskretisierungsverfahren, wie z.B. der Finit Elemente Me-
thode, ist m so grof3, dass man in der Praxis weniger als m Schritte iterieren wird. Dass dies Sinn
mach zeigt die folgende Fehlerabschitzung.

Satz 2.18
Sei k(A) = Amax(A) g6 Kondition von A € R™". Dann gilt fiir das cg-Verfahren fiir Az = b:

Amin(A)
k(A) —1 "
Zn— |4 <2 T———— 21 —T
l2n — il ( K<A>+1> o1 =l

wobei ||y|| 4 := v/(Ay, y) definiert ist.

(ohne Beweis)

Bemerkung 2.19
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1) Vorkonditionierung: Anstelle von Az = b 16st man C~'A(C~1)Ty = C~1b, wobei y = CTx ist
und C auch folgende Anforderungen erfiillt

1) C € R™™ regulér.
2) Gleichungsysteme mit C' sollen einfach zu l6sen sein.
3) k(C7TA(C™1)T sollt moglich nahe an 1 liegen.

2) Ist A nicht symmetrisch und positiv definit, so kann man z.B. AT Az = ATb anstelle von Az = b
16sen, denn AT A ist positiv definit und symmetrisch.
Dieser Ansatz fithrt auf das bicg-Verfahren.

3) Fiir eine gegbene Toleranz T'OL, kann
(rp,mn) <TOL

als Abbruchbedingung verwendet werden.
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Kapitel 3

Eigenwertprobleme

Definition 3.1 (Eigenwertproblem)
Sei A € K™™ mit K € {R,C}. Dann heifit A € K Eigenwert von A, wenn ein Eigenvektor
x € K" mit x # 0 existiert mit der Figenschaft Ar = \x.

Vollstindiges Eigenwertproblem: Finde alle EW (und EV) von A

Partielles Eigenwertproblem: Finde einzelne EW (und EV) von A (z.B. den grifiten und
kleinsten EW)

3.1 Grundbegriffe der linearen Algebra und theoretische Grund-
lagen

Notation und Grundlagen 3.2
1) Fiir z,y € K" bezeichne (z,y) und ||z|| das euklidische Skalarprodukt und die euklidische Norm.

2) ||A]| bezeichnet die Spektralnorm von A. Bemerke: p(A) < ||A]|, fiir alle Normen |-||,.
3) Fiir K = C ist A" := AT, A heifit hermitesch, falls A = A.
4) Die EWe von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa(A) = det(A — AI).

5) Ist ein EW X bekannt, so findet man alle EVen zu A durch Losung des singulidren homogenen
Gleichungssystems

(A=X)z =0
Umgekehrt bestimmt ein EV x #£ 0 den zugehorigen EW A durch den Rayleigh Quotienten

(Ax, z)

R(z) = Wa

d.h. A = R().

6) o(A) := {\| X EW von A} heifit Spektrum von A.

73
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7) Das charakteristische Polynom besitzt die Darstellung

s

pa(z) = [ =),

1=1

wobei \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind. Es gilt Y7, 0; = n und o; heifit
algebraische Vielfachheit von A;.

Die Eigenvektoren zu A; (Vereinigt mit dem Nullvektor) bilden den sogenannten Eigenraum
E; := Kern(A — N\ 1). Ist p; := dim(E;), so heifit p; geometrische Vielfachheit von A;.

Ahnlichkeitstransformationen 3.3
Ist T € K"*™ reguliir, so heifte B := T~' AT Ahnlichkeitstransformation und B #hnlich zu A.

1) Ahnliche Matrizen besitzen dieselben EWe \, denn mit y := T~z folgt:
T ATy =T YAz = \XT7 'z = \y.
D.h. X ist EW zu B mit EV y = T 'x.
2) Ahnliche Matrizen besitzen dasselbe char. Polynom, denn

det(T™YAT — A\I) = det(T (A —\)T)
det(T1) det(A — XI) det(T)
det(A — \I).

Idee einer numerischen Methode 3.4
Wende eine Folge von Ahnlichkeitstransformationenen an, um A in einfachen Gestalt zu transfor-
mieren, d.h.

AO = 4,
AW =T AT =123,

und geeignete Matrizen T;.

Satz 3.5 (Gerschgorinscher Kreissatz)
Sei A € C"*™. Fiir i = 1,...,n definiere die sogenannten Gerschgorin Kreise

n
G ={z€C| |z —ai| <ri}, = Z |ai;] .
=1,

Dann gilt:

(i) Ist A EW von A, soist A € |J G;, d.h. 6(A) C U G;.
=1

i= i=1

(ii) Hat die Vereinigung G von m Kreisen G einen leeren Schnitt mit den restlichen n—m Kreisen,
so enthélt G genau m EWe von A (gezihlt mit ihren algebraischen Vielfachheiten).
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Beweis:

zu (i): Sei A EW von A mit EV = # 0.
Aus Az = Az folgt:

n
()\—ail-)xi: Z Q55 Vi:1,...,n.

=L
Firie {1,...,n}mit |z;| = max,—1,__, |z;| folgt:
A—aal =] >, < D ayl
j=lj#i ' j=1,j#i

= AeGicUj, G
zu (ii): Wir setzen D = (a;05)i j=1,....,m und betrachten
B(t):=D+t(A—-D), 0<t<1
mit Gerschgorin Kreisen

n
Gi(t)=4z€C|lz—ag| <t Y laglp i=1,....n
J=Llj#
Es ist B(0) = D und B(1) = A. Die EW von B(t) sind die Nullstellen von pg(;) und héngen
daher stetig von ¢ ab. Wende (i) auf B(¢) an und lasse ¢ von 0 nach 1 laufen.
Dabei wird der Radius der Kreise bei festem Mittelpunkt immer gréfler.

Die Anzahl der EWe in einem Kreis G;(t) kann sich erst dann &ndern, wenn dieser einen

anderen Kreis trifft. Daraus folgt die Beh.

Folgerung 3.6
Da A und A" dieseleben Eigenwerte besitzen, gilt der Satz 3.5 auch mit

n

Gi={z€Cllz—ai| < Y la
j=1,j#i

— od)c (CJ az.) a (CJ a;> |
i=1 i=1

Satz 3.7
Sei A € C"*" und D = (a;0;5);; die Diagonalmatrix von A. Dann gilt fiir die EWe von A

1< ||(AT—=D)"'(A- D),

falls keines der Diagonalelemente a;; ein EW von A ist.

Beweis: Sei Av = x, t #0 — Mz — Dx=(A—D)x
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— z=(\M-D)"Y(A- D)z

Also ist 1 ein EW von (A — D)™1(A — D), d.h.

1< ||(M —D)""(A- D).

Folgerung 3.8
Da die Spektralnorm kleiner als z.B. die Zeilensummennorm ist, folgt:

= Jj mit |\ — (ljj| = Ek# |ajk| — A€G; C U?:l Gi

Satz 3.9 (Kondition des Eigenwertproblems)
Sei B € C™N diagonalisierbar, d.h. es ex eine regulire Matrix P € C™ "™ mit

P™1BP = D = diag(M\(B),..., \(B)).
Dann gibt es zu jedem EW \;(B) einen EW \;(A) von A € C"*" mit
(A (A) = Ai(B)| < w(P)|[A = B].

Dabei ist x(P) = Amax(P) gie Kondition von P.

)‘min(P)
Beweus:
A= B)™Y| = ||[P(\I=D)"'P7H| < ||(M = D)7 w(P)
1
S IIljaX mH(P)
_ ! x(P).

min; [A — A\;(B)]

Analog zu Satz 3.7 folgt:
1< ||\ —B)7'|IA - BJl.

Also folgt:
1
1< P)|A-B
< mm o |
= min; |A — \;(B)| < k(P)||A— B
— 3A = X;(4) mit |A;(4) — A;(B)| < k(P)[|A- B

O
Beispiel 3.10 (Anwendung der Gerschgorin-Kreise)
0,9 0 0,1 0,4 —0,2
A= 0 04 0 |+4+107°| —0,1 0,5 0,1
0 0 0,2 0,2 0,1 0,3

Nach Satz 3.9 erwartet man, dass die EW einer Matrix A mit kleinen Auflendiagonalelementen
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ungefdhr mit dem Diagonalelementen iibereinstimmen.
Die 3 Gerschgorinkreise sind disjunkt, daher besitzt A die EW Ay, Ay, A3 mit

A —(0,94+0,1-107%)] <0,6-107?,
Ay —(0,4+0,5-107°)| <0,2-1075,
A3 —(0,24+0,3-107%) <0,3-107°.

Diese Abschétzungen kénnen noch wesentlich verbessert werden.
Sei P := diag(10°,1,1). Dann ist

0,9 0 0 0,1-107® 0,1-10719 —0,2.10710
P'AP=1| 0 04 0 |+ -0,1 0,5-100° 0,1-107°
0 0 0,2 0,2 0,1-107° 0,3-107°

Der erste Gerschgorin Kreis ist noch disjunkt zu den beiden anderen, die nicht mehr disjunkt sind.
Also Folgt fiir Aq:
A —(0,9+0,1-107°)[ <0,6-107".

Entsprechend kann die Abschétzung fiir Ao, A3 verbessert werden (siche Abbildung 3.1).

irh

schwarze Kreise: urspriingliche Gerschgorinkreist
rote Kreise: verbesserte Kries fiir \lambda_3

Abbildung 3.1: Gerschgorinkreise: Beispiel, Radien nicht mafistabsgetreu!!

Satz 3.11 (Bauer-Fike)
Sein A € C™*" digonalisierbar, d.h. es existiert eine regulire Matrix P € C"*" mit P"'AP = D :
diag(M\, ..., An). Ferner sei A+ E € C™*" eine Storung von A und A EW von A 4+ E. Dann gilt:

min A= | < |P'EP|| < k(P)| E|.
1=1,....n

Beweis: Ist A auch EW von A, so ist die Beh. richtig.

Sei A # \j fir j=1,...,n. Sei « EV zu A, d.h. (A+ E)z = Az mit = # 0.
Ex =\ — Az = (M — A)x = (M — PDP Yz = P(\l — D)P~'z.
P lz =W\ —-D)'P'Ex = (M - D)"'P'EP(P'x).
1P~"2l| < sy 1P EP|| [P e

Jj=1,...,n j

minj_y . |\ — | < ||PT'EP|| < w(P) || E]|.

LY

O
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Bemerkung 3.12
Nach dem Satz von Bauer-Fike existiert also ein EW )\; von A mit

A=Al <w(P)[E]l.

Die Kondition von P bestimmt also die Stéranfilligkeit der EW von A.

Satz 3.13 (Satz von Schur)
Zu jeder Matrix A € C™*" existiert eine unitire Matrix U € C*™" (d.h. UHU = I) mit

A1 *
UTAU = _
0 An
Beweis: (Induktion iiber n)
Ind. Anf: n =1,/

Ind. Vor: Fiir A € C(»=Dx("=1) ¢ilt die Behauptung.
A1 *
Ind. Beh: Sei A € C™*". Zeige: U unitir mit U7 AU = .
0 An
Sei A € CEW von A und z € C"\ {0} ein EV mit ||z|| = 1.
Wir kénnen z zu einer Orthonormalbasis auf C" ergénzen, d.h. wir kénnen eine unitire Matrix V'
finden, so dass

V =(zV)mit VAV = 1.

Sei B=VHAV. Wegen VBe; = AVe; = Az = Az = A\Vey
= Bej = \ey, d.h. die erste Spalte von B ist ein A-faches des ersten Einheitsvektors.

Also B=VHAV = (%F)

Nach Ind. Vor. ex. eine unitire Matrix W mit WHCW = T und T hat obere Dreiecksgestalt.
B A b H 1|0 Alb 1| 0 i
:>A—V<0WCW>V —V<0\W><0\T ofwr )V
—_————

=U =UH

Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.14 (Schur fiir hermitesche Matrix)
Sei A € C™*™ hermitesch. Dann ex. eine unitére Matrix U = (uq, ..., u,) mit
U AU = diag(\, ..., \n).

A,y ..., Ay sind EW von A, die reell sind und u; die EVen zu ;.
Insbesondere ist A Matrix von n linear unabhéngigen zu einander orthogonalen EVen.

Beweis: A hermitesch =— A = A und somit

(UH AU = U A(UPH = UH AU.
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— UM AU ist selbst wieder hermitesch.
— Beh. mit 3.13.

[m]

Folgerung 3.15 (Bauer-Fike fiir hermitesche Matrizen)
Ist A € C™*™ hermitesch und A + F eine Stérung von A und sind Aq,..., A, EW von A, so gilt fiir
einen EW von A + E:

min A=A < B

7j=1,...,n

Beweis: Nach 3.14 existiert eine unitire Matrix P mit P~'AP = diag(\1, ..., \y).
Da P unitér ist, folgt x(P) = 1 und somit folgt die Beh. aus dem Satz von Bauer Fike, 3.11.
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3.2 Variationsprinzip fiir Eigenwerte hermitescher Matrizen

Satz 3.16 (Rayleighsches Maximumsprinzip)

Sei A € K™*™ hermitesch. Die EW von A seien Ay > ... > \,,. Sei U = (uq,...,u,) unitire Matrix
mit UX AU = diag(\y, ..., \p) =: A.

Fir j =1,...,n definiere den (n + 1 — j)-dimensionalen Teilraum

M; = {z € K"| (uj,x) =0Vi=1,...,j — 1} = (span(ui, ..., u,))".

Dann gilt:

Aj = R
I e )

mit dem Rayleigh-Quotienten R(z) := <éxg’c:§>.

Beweis: Sei j € {1,...,n} und = € M; \ {0} beliebig.
setze y := UHz. Dann folgt:

yi = (u,z) =0, i=1,...,5—1.
Wegen \; < A\ fiir i = j,...,n gilt:

Riz) = (Az,z) (UNU# 2, ) _ (AUH 2z, U z) _ (Ayy) SNl <
(z,2) (a,) (z,2) W Sl T

und somit
sup  R(z) < Aj.
weM;\{0}
Andererseits ist u; € M; \ {0} und R(uj) = ;.

- maXgzen;\ {0} R(m) = /\j. O

Bemerkung 3.16a
Definiert man f : R — R bei festem = € K" \ {0} durch

1 1 1
FO) = g 1Az = Xl = 23 ol = A (A, ) + || e
so nimmt f in A = R(x) sein Minimum an.

Ist daher x nihreungsweise ein EV von A, so ist R(z) eine gute Niherung des zugehérigen Eigen-
wertes.

Satz 3.17 (Courantsches Minimum-Maximum Prinzip)
Sei A € K™*™ hermitesch mit EWen \; > ... > \,. Fiir j = 1,...,n definiere

N :={N; Cc K" | N; ist linearer Teilraum der Dimension n + 1 — j}
Dann gilt:

Aj = min  max R(z), j=1,...,n.
N;jeNj zeN;\{0}

Beweis: Sei U = (uq,...,uy) die unitdre Matrix von EVen zu den EWen Ay,..., )\, von A. Sei



3.2. VARIATIONSPRINZIP FUR EIGENWERTE HERMITESCHER MATRIZEN

j €{1,...,n}. Definiere L; = span(uy, ..., u;) und wihle N; € N beliebig.
Wegen

dlm(LJ N N]) = dlm(Lj) + dlm(N]) - dlIIl(L] U N])

n+1—d1m(LjUN]) Z 1
————
<n

existiert ein « € L;j N N; mit x £ 0.
Da z € Lj, folgt: z = > 7_; ;.

_ Sl Adlail? _ 4 P .
— R(x)= S >N, da X >\ fiiri=1,...,j
i=11%

= min max R(z)> )
N;eN; zeN;\{0}

Wiéhlt man andererseits N; = Mj, so gilt nach Satz 3.16

R(z) = \;
e Bl@) =X

Folgerung 3.18

Seien A, B € K™*™ hermitesch und gelte A\j(A) > ... > X\, (A4) sowie \{(B) > ... >

Dann gilt die Abschétzung:

A (A) = A(B) <[l A= B[, j=1,....n.

Beweis: A, B hermitesch = E = A — B hermitesch. Sei x € K"\ {0}.
Dann gilt:
(A= Bz, )

Rp(z) = w7

<|lA-B].

Somit folgt
(%) Ra(z) < Rp(x)+ ||A— BJ.

Sei j € {1,...,n} und N; € N (vgl. 3.17), so folgt aus (x):

min  max Ry(x) < min max Rpg(x)+|A— B].

N;eNj zeN;\{0} — NjeN; zeN;\{0}

Mit dem Courantschen Min-Max Prinzip folgt A;(A) < \;(B) + ||[A — B]|.
Vertauscht man die Rollen von A und B, so folgt auch

Aj(B) < Xj(A) +[|A = B

= N(B) =A< A= B].

O
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3.3 Transformation auf Hessenberg-Form

Definition 3.19 (Hessenberg-Matrizen)
Eine Matrizx A = (a;;);; € R™™ heifit eine (obere) Hessenberg-Matrix, wenn a;; = 0 fir
1<j<i—=2,dh

A=| *
0 x ok

Fine Hessenberg-Matriz heifit unreduziert, falls simtliche Subdiagonalelemente a;y1,, i =
1,...,n — 1 ungleich 0 sind.
Eine symmetrische Hessenberg-Matriz ist somit eine symmetrische Tridiagonalmatriz.

Erinnerung an die Numerik I 3.20 (Householder-Matrix)
Ist z € R™\{0} und definiert man u := x-+sign(z1) ||| e; € R™, soist durch P = I—2w — T BT

(u,u)

. 2 1 . . . . _
mit 3 := 7= = EroErsmy eine Householder Matrix definiert mit Pz = sgn(zq) ||z e1.

Satz 3.21 (Householder-Transformationen auf Hessenberg-Form)
Zu einer Matrix A € R™*" existieren n — 2 Hoseholder-Matrizen P, ..., P,_s, so dass

P,_o...PlAP, ... P,_»

eine zu A orthogonal-dhnliche Hessenberg-Matrix ist.

Beweis: (Induktion iiber k =1,...,n —2)

Angenommen es seien schon k — 1 Householder-Matrizen Py, ..., P,_1 bestimmt, so dass
H, | B k
Pkl...PlAPl...Pk1—< k k) ,
0 ’ Q. Ck n—=k

wobei H € R¥*F eine Hessenberg-Matrix, By, € RF*F ¢ e R("=F)*(=k) ynd q; € R"F ist.

Fiir P, machen wir folgenden Ansatz:

. i L] 0
Py :dlag(lkapk’) = 0 p
k

mit der Identitiit I, € R¥** und einer (n — k) x (n — k) Householder-Matrix Py. Dann folgt:

PP P,AP, ... P 1P, = L | 0 He | B L | 0
ke Pk—1... PLAP ... Py_1 Py O‘Pk 0 [ar| G O‘Pk

- H, | Bib B Hi1 | Beya k
0 | Peak ‘ P.Cy Py 0 | akt1 ‘ Crk+1 n—k
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mit einer Hessenberg-Matrix Hy.q € REFDx(k+1) - wenn die Householder-Matrix Pj, so gew#hlt

wird, dass pkak ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors in R” % ist (siehe 3.20). O

Algorithmus 3.22 (Householder-Transformation auf Hessenberg-Form)
Input: A e R™"
Fir k=1,...,n—2

Falls ap = (ak+1,k7 Cee an,k)T 3& O

dann Berechne Householder Matrix ]5k durch
U = (akﬂ,kl + sign(akﬂ,k HCLkH y Ak42ky -+ + an,k>T
B = llagll ™ (laxll + ars1) ™

Py := In, — Brur(ug)" und berechne A := P AP,
sonst setze P, =1

Output: Die Ausgangsmatrix A wird in n—2 Schritten mit orthogonal-&dhnlichen
Transformationen in eine Hessenberg-Matrix PTAP,P= 1P, -...-P,_, iiberfiihrt.

Bemerkung:
Da orthogonale Ahnlichkeitstransformationen die Symmetrie erhalten, wird eine symmetrische Ma-
trix A durch n — 2 Schritte auf eine Tridiagonalmatrix transformiert.
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3.4 Eigenwertbestimmung fiir Hessenberg-Matrizen

Grundlegende Idee 3.23

Bestimme das charakteristische Polynom p4(\) einer Hessenberg-Matrix A, sowie die Ableitung
P4 (N), so dass man die Eigenwerte durch Nullstellensuchen, etwa mit dem Newtonverfahren, be-
rechnen kann.

Satz 3.24 (Berechnung von p4()), o/, (A\) fiir Tridiagonalmatrizen)
Sei T' € R™*"™ eine symmetrische Tridiagonalmatrix, d.h.

b1 C1 0
C1 ’
T =
B Cn—1
0 Cn—1 bn

und pa(A) = det(T — AI).
Fiir k =n,...,0 seien fr(X), gr(\) definiert durch:

fn( ) =1, gn(A) =0,

fn 1( ): )‘ In— 1()‘) _17
Frmim1(X) = (big1 = N fai(V) = |&if* frmir1 (),
gn—i—l()\) = _fn—z( ) (bz—l-l - )‘)gn—z()\) - |Ci|2gn—i+1()\)-

Dann gilt:

Beweis: Wir zeigen durch vollst. Induktion iiber i, dass f,,—;(\) die Determinate des i-ten Haupt-
minors von 1" — A\ ist:

Fiir ¢ = 0,1 ist dei Aussage richtig.
Sei die Aussage richtig fiir alle j mit 1 < j <14, 2 <.
Dann folgt mit Determinanten-Entwicklungssatz

bl - A C1 0
o . .
det ..- ’ .. ..- —
B B Ci—1
Ci—1 bl - A C;
0 ¢ | bipr— A

(z+1 )fn 2( ) Cz'cifn—(i—l)()‘)
- fnfifl( )

Da f! _.(A) = gn—i(\) fiir ¢ = 0,...,n, folgt die Behauptung. .
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Bemerkung 3.25
Das Verfahren lisst sich einfach erweitern auf allgemeine Tridiagonalmatrizen T' = tridiag(a, b, ¢),
falls im Algorithmus |¢;|? durch a;c; ersetzt wird.

Beispiel 3.26
Sei T" gegeben durch

N

Il
S N =
ISSJCIN V)
U = O

Dann ist

fa(N) =1, oN) =1=X, fiN) = X2 —4X =1, fo(A) = =X+ 912 — 3\ — 21.
Aus fo(A) = 0 ergeben sich die Eigenwerte.

Weiter ist g3(A) =0, g2(A) = —1, g1(A) =2\ — 4, go(\) = —3\2 + 18\ — 3.

Bemerkung 3.27

Gilt ¢ # 0 fiir 1 < k < n — 1, so haben die Polynome f,_; i reelle einfache Nullstellen )\5-2), j=
1,...,7 und die Nullstellen von f,_; trennen die Nullstellen von f,_;_1. Daher bilden die Polynome
(fn,---, fo) eine Sturmsche Kette.

Dadurch gilt fiir ein beliebiges Intervall [a, b] mit fo(a) fo(b) # O:

Ist n, die Anzahl von Vorzeichenwechsel der Sequenz

(fn(a)a e 7f0(a)

und ny die Anzahl von Vorzeichenwechsel der Sequenz

(fn(b)7 s 7f0(b)7

so besitzt fy auf [a,b] genau n, — n, Nullstellen. Mit Intervallhalbierung kann man dann alle Null-
stellen in [a, b] finden.

Motivaton 3.28 (Bestimmung von p4()\) fiir unreduzierte Hessenberg-Matrizen)
Sei H = (hi;);; € K"*™ unreduzierte Hessenberg-Matrix, d.h. hiy1; #0Vi=1,...,n— 1.

Vorschlag von Hyman (1957)
Betrachte das lineare Gleichnugssystem

(H— M)z =—cej,ceK

Setzte man z, = 1, so kann man durch Riickwirtseinsetzen nacheinander x,,_1,Zn,_2,...,21 be-
rechnen und schlielich ¢ bestimmen.

Andererseits kann x,, mit der Cramerschen Regel berechnet werden durch:

(—1)"6}12’1 h3,2 e hn,n—l

1: n =
* det(H — M)

Also folgt
pH(/\) = det(H - )\I) = (—1)nch271h3’2 ce hn,n—l-
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Mit diesem Vorgehen erhalten wir folgenden Algorithmus.

Satz 3.29 (Verfahren nach Hyman)
Sei H € K™*™ unreduzierte Hessenberg-Matrix. Fiir H mit charakteristischem Polynom

pa(A) = (=1)"ha1hs2. .. hpn_19(N)

liefert der Algorithmus

Input: A € C
hl,O = 1,33‘n = 1,yn =0

n
— 1 . P
Tn—i = hnfiJan*i ()\xn—’l-i-l - j_nzi_i_l hn_l—i_l’]x])

n
_ 1
Yn—i = P —i4 Lt (xn—i+1 + )\yn—i-i-l - z hn—l-l—i,jyj)
’ j=n—i+1

fiir 1 <i <n das Ergebnis

rg = (A (=o0),
Yo = ¢'(A).

T

Ist A ein Eigenwert von H, so ist © = (x1,...,2,)" ein zugehoriger Eigenvektor.

Beweis: Folgt aus 3.28 und y,,—; = z],_,. O
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3.5 Vektoriteration fiir partielle Eigenwertprobleme

Definition 3.30 (Vektoriteration nach von Mises)
Sei A € C™" eine diagonalisierbare Matriz mit dominaten Eigenwert Ay, d.h.

(D—=EW) |\l >[d] = = Al

Dann erhdlt man eine Folge von Approzimationen \p, k = 1,2,... von A\ durch folgenden
Algorithmus:

Input: 2° € C" mit |[2°| =1 und [ €{1,...,n}

Fir £k =1,2,... berechne

sk Azk—l

Zk _ ~1 gk
[[2#]]

)\kz — (Azk)L

Satz 3.31 (Konvergenz der Vektoriteration nach von Mises)

Sei A € C"*™ diagonalisierbar mit einer Basis {u1,...,u,} von normierten Eigenvektoren zu den
Eigenwerten A1,...,\,. Sei A; ein dominanter Eigenwert von A, d.h. es gelte (D — EW). Der
Startwert 2 € C habe eine nichttriviale Komponente in Richtung w;, d.h.

n
0= g a;u;  mit ag # 0.
i=1

Dann gilt fiir 2, \¥ aus der Vektoriteration nach von Mises (Def. 3.30), falls uy,y # 0 ist:

. My _
> (k — 00) mit oy := W}—aﬂ’ also |ox| = 1.

k
1) % = o] = 0(J32

2) M\ = 0<|&

1

k) (k — o0).

Beweis: Fiir die Iterierten z* zeigt man durch vollstéindige Induktion, dass

& AF 0

1 A%=0]"

n
Mit 20 = 3 azu; folgt weiter
i=1

n n
a; [ N\F
A0 =3 eort = afen (m + 30 25 (31) ).

=1

Wegen (D — EW) folgt dann

AkZ0 = /\’fm(ul + O(\i—j‘k) (k — 00).
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und hieraus
k A2 k
i )\1()41 <U1 +O<‘)\_1 > )\2 k
2" = - :Jku1+0(|)\—‘ )
Mo [ +0(12 )H 1

Also ist 1) gezeigt. Weiter gilt

(AzF);
2

(ARH10), || AR
| AR20]| (AR29),

\E+H N VY
1 Uy > bvl Ui,
=2

n k
>\v
)\]f<011u1,z+ > Oéz(ﬁ) Ui,l)
i=2

A=

uli;é(] Ao |F i
47 /\1—1—(’)(])\—1) (k — o).

Bemerkung 3.32

1) Die Konvergenz der Vektoriteration nach von Mises ist also umso besser, je weiter der domi-
nante Eigenwert A\; von den anderen Kigenwerten entfernt ist.

2) Varainte fiir A € C"*" hermitesch:
Ist A hermitesch, so erhilt man eine bessere Niherung von A;, wenn man zur Berechnung
von A\* den Rayleigh-Quotienten verwendet, d.h.

M= Ra(2h).
In diesem Fall gilt:
o 2k
k_y _oof122
AP O< . ) (k — o)

Definition 3.33 (Inverse Iteration nach Wielandt)
Ser A € C™" eine diagonalisierbare Matrix mit

|)\1| > ‘)\2‘ > 0> ‘)\n|7

so erhdlt man eine Niherung des Kehrwertes /\i des kleinsten Eigenwertes von A, indem

man in der Vektoriteration nach von Mises A dﬁ;,brch A~Y ersetzt.

Bemerkung 3.34 (Inverse Iteration mit Diagonal-Shift)
Ist A € C™*™ diagonalisierbar und p # \; fiir alle i = 1,...,n eine gute Niherung eines Eigenwertes
)\j mit

N—ul < Ni—pl Vi,
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so kann die Ndaherung p durch inverse Iteration fiir die Matrix B := A — ul verbessert werden
(Diagonal-Shift).
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3.6 Das QR-Verfahren

Ziel: Verwende Ahnlichkeitstransformationen, um A sukzessive auf obere Dreiecksform zu trans-
formieren:

A0 = A,
A = TYATIT, i =1,2,1dots

Beim @QR-Verfahren wird T; unitér gewahlt!

Definition 3.35 (QR-Verfahren)
Sei A € C™". Dann ist das QR-Verfahren definiert durch:

AV = A,
A = Q'R (QR-Zerlegung von A")
AT = RIQ.

Hierbei ist Q" unitir und R* obere Dreiecksmatriz (siche Numerik I, Kapitel 2.2). Wegen

sind alle Iterierten A* dhnlich zu A.

Satz 3.36 (Konvergenz des QQR-Verfahrens)
Die Eigenwerte von A € C™*"™ seien betragsméBig getrennt, d.h.

A1l > A2 > ... > A

Dann gilt fiir die Diagonalelemente aé- ; der Matrizen A? des QR-Verfahrens 3.35:

{ililéloa§j\jzl,...,n}:{)\l,...,)\n}.

Weiter gilt
lim az-k =0 fiir j > k.

1—00
Beweis: Siehe z.B. Stoer, Bulirsch [8].

Bemerkung 3.37

Da die Berechnung der QQ R-Zerlegung fiir allgemeine Matrizen A sehr aufwendig ist, bringt man
in den Anwendungen A zunéchst durch Housholder-Transformation auf Hessenberg-Form. Die Be-
rechnung der (Q R-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix kann dann mit Hilfe der sogenannten Givens-
Rotation durchgefiihrt werden.
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Algorithmus 3.38 (QR-Verfahren fiir Hessenberg-Matrizen)

Sei A € R"™" eine Hessenberg-Matrix. Der folgende Algorithmus bestimmt in
Schritt 1 (implizit) die QQR-Zerlegung A = QR und iiberschreibt in Schritt 2
A mit A= RQ.

1. Fir k=1,...,n—1:

Bestimme ¢, = cos P, und s, =sin®, mit

C. —Sk Q. k o *
Sk Ck Ak41,k 0 /)"
Ak, — %k TSk Ak,
Ag41,5 Sk Ck Q41,5
2. Fir k=1,...,n—1:

Fir j=Fk,...,n setze

Cr. S
(ajks @jrr1) = (@5, QG ps1) ( R > :

Sk Ck

Bemerkung 3.39 (LR-Verfahren)
Ersetzt man in Definition 3.35 die Q) R-Zerlegung durch die LR-Zerlegung, so erhilt man das LR-
Verfahren. Unter geeigneten Vorausetzungen gilt

A1 *
lim A" = lim R' =
0 An
und '
lim L' =1.
Nachteil:

1) Eventuell ist Pivotisierung notwendig und gilt nur P?A* = L’ R’ mit einer Permutationsmatrix
P, so ist die Konvergenz nicht gesichert.

2) L' ist nicht unitir und das Verfahren konvergiert schlechter als das Q R-Verfahren.
Voteil:

Fiir Hessenberg-Matrizen A € R™*" ist die Berechnung der LR-Zerlegung mit dem Gauf}-
Algorithmus etwa doppelt so schnell wie die Berechnung der () R-Zerlegung.
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Kapitel 4

Approximation

4.1 Allgemeine Approximation in normierten Ridumen

Definition 4.1 (Beste Approximation/Proximum)
Sei (X, ||-|l) ein normierter Raum und T C X eine beliebige Teilmenge. Zu einem v € X
definiere

Jp(u) == ||v —ul|.

Dann heifst ein u € T beste Approximation oder Proximum von v in T, g.d.w.

Jp(u) = inf J,(w).

weT

Die Zahl E,(T) := inf ,er J,(w) heifft Minimalabstand von v € X zur Teilmenge T .

XA

o Viin X

=y

Abbildung 4.1: Proximum: Beispiel

Beispiel 4.2

1) Sei X = R? und |-|| = |||, die euklidische Norm. Sei T := {z € R?| ||z|| < 1}. Dann existiert
zu jedem v € X eine beste Approximation u € T
— Hier existiert zu jedem v € X genau ein Proximum.

93
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XA

%
u=\lambda v, mit ||u]|=]

L X

Abbildung 4.2: Proximum: Beispiel 1)

2) Sei X =R2 ||| = |||l und T := {z € R?| ||z < 1}.
Ist v € X \ T, so existiert keine beste Approximation v € T' von V, denn E,(T) = |jv|| — 1
und fiir alle w € T gilt ||w —v|| > ||Jv|| = 1
= Hier existiert fiir x € X \ T kein Proximum.

3) Sei X = B2 ||| = [l ss . 2, = max{lar],|zol} und T = {(21,0) |21 € R}. Sei v =
(0,1) € X. Dann gilt v € [-1,1] x {0} = w ist Proximum, da J,(u) =1 = E,(T)
— Hier existieren unendlich viele beste Approximationen.

>$_A

Abbildung 4.3: Proximum: Beispiel 3)

Satz 4.3 (Existenz eines Proximums)
Sei T' C X eine kompakte Teilmenge. Dann existiert zu jedem v € X ein Proximum u € T'.

Beweis: Sei (up)nen eine Minimalfolge in T fir v € X, d.h. lim, —, o Jy(u,) = E,(T). Da T
kompakt ist, enthélt (u,)nen eine Teilfolge, die in T konvergiert, d.h. Ju € T" mit

im - up, = w.
] — o0 )

Zu zeigen: u ist Proximum, d.h. J,(u) = E,(T).
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Es gilt:
lo=ull < Jlo—unl[+  [lun, — ul
L1(G—o00) 1(—o00)
E,(T) 0
= |lv—u| < E,(T).

Da E,(T) = infyer Jy(w) = infyer ||v — w]|, folgt:

Jo(u) = v = ul| = Ey(T).

O

95

Definition 4.4 (Konvexe Teilmengen)
T C X heifit konvez, g.d.w.

Ky, ={ 21+ (1 —=Nuz| A€ (0, 1)} CT

fir alle uy,us € T.

T C X heifsit streng konvezx, g.d.w.
Ku17u2 C j)—‘ Vul,uz eTl

mit uy # ug (vgl. Abbildung 4.4).

Abbildung 4.4: Konvexe und streng konvexe Mengen.
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Satz 4.5 (Eindeutigkeit von Proxima)
Sei T" C X kompakt und streng konvexe Teilmenge des normierten Raumes X. Dann gibt es zu
jedem v € X genau ein Proximum v € T

Beweis: Fxistenz ist klar nach Satz 4.3. Eindeutigkeit: Seien w1, uo mit u; # us Proxima von v € X
in T'. Dann gilt:

1 1 1
5 (ur +u2) —v|| < 5 [lug — ol +5 |luz — vl| = Ev(T)
2 R s N gl

=Bu(T) =Eu(T)

T konvex — H%(ul + ug) — v|| = Ey(T).

Da T streng konvex ist, folgt 3(uy + uz) € T. Also existiert ein A € (0,1), so dass
1 ~ 1

= §(u1 +ug) + A(v — §(u1 +ug)) €T

ist. Dann gilt:

la—vl = |30 =N +u) - 1 =X
= 1=V |5u1+u2) — ol
= ( A)Ev( )
< E,T).

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von E,(T) = wu; = us -
Fiir Anwendungen ist vor allem der Fall wichtig, dass T ein endlich dimensionaler Teilraum von X
ist.

Satz 4.6 (Fundamentalsatz der Approximationstheorie in normierten Riumen)
Sei T' C X ein endlichdimensionaler linearer Teilraum des normierten Vektorraums X. Dann exi-
stiert zu jedem v € X ein Proximum u € T

Beweis: Sei (up)nen Minimalfolge fiir v € X.
Wir zeigen zunéichst: (uy,)nen ist beschrénkt.
Es gilt:
E,(T)<|lv—up| <E,(T)+1 Vn> N.

Also ist |Jup|| < [Jv —un|| + [|v]| < Ey(T) + 1+ ||v]| =: K1 Vn > N.
Sei nun Ky > ||uy|| fiir n < N und setzte K = max{K;, K»}, so folgt ||u,| < K Vn € N.

Da T endlich dimensionaler linearer Teilraum ist, existiert also eine Teilfolge (uy;)jen, die gegen
ein v € T konvergiert.

Analog zum Beweis von Satz 4.3 zeigt man, dass v ein Proximum ist.

Definition 4.7 (Streng normierter Raum)
Sei (X, [|-]|) ein normierter Raum. ||-|| heifit strenge Norm und X streng normiert, g.d.w.

(UF+gll =71+ llgll firf,ge X mitfg#0) — (BAeCmig=Af).

Satz 4.8 (Eindeutigkeit in streng normierten Riumen)
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Ist (X,]|-]|) ein streng normierter Raum und 7" C X ein endlichdimensionaler linearer Teilraum, so
existiert zu jedem v € X genau ein Proximum u € T

Beweis: Ist v € T, so ist u = v das eindeutige Proximum.

Sei also v € X \ T Sind wuq, ug verschiedene Proxima zu v, so gilt wie in Beweis von Satz 4.5:

1 1 1
FulT) < v = 5o+ w)|| < 5 llo =+ 5 o - uzll = Eu(T)

also [|(v —wu1) + (v —wa)l| = flv — wr | + [lv — uzll

Da ||-|| strenge Norm ist, 3A € C mit v — u; = A\(v — ug)
= (1 —=XA)v=u; — \ug.

Da v ¢ T, folgt A = 1 und somit 0 = u; — ug. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. |
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4.2 Der Satz von Weierstrafl: Approximation durch Polynome

Motivation 4.9

Bei der Approximation durch Polynome wurde in der Numerik I und in der Analysis immer von
der Regularitidt der Funktion f gebrauch gemacht. So z.B. bei der Approximation von f durch die
Taylorreihe, oder bei der Approximation durch Polynominterpolation.

In diesem Kapitel stellen wir uns die Frage, ob eine beliebig gute Polynomapproximation auch fiir
Funktiontn f € C([a,b]) moglich ist.

Satz 4.10 (Approximationssatz von Weierstraf})
Sei X = C([a,b]) und ||-|| = ||| fiir |a|, |b] < oco.
Dann gibt es zu jedem f € X und € > 0 ein n € N und ein p € P,,, so dass || f — p|,, < € ist

Beweis: (Konstruktiv!)
Ohne Einschriankung sei [a, b] = [0, 1] (sonst Transformation).
Wir zeigen, dass die Folge der Bernstein-Polynome

n .
_ TN (TN i on—i
=> 1) ()0 -
=0
fir n — oo auf [0, 1] gleichméBig gegen f konvergieren.

Definiere ¢, := () 2(1 — 2)" ", dann ist

)

= (@t (1-a) =] (7?) 21— )i = an

Also folgt:

= |f(z) = (Baf)(2)| < Z ani(z) Yz € [0,1].

Da f gleichméflig stetig ist, existiert zu jedem £ > 0 ein ¢, so dass Vz,1

x%|<(5 . ‘f(x)f(%) <t
Sei z € [0, 1]. Setze

No:={ie€{0,...,n}| x—%‘<5},

N> <= {ie{0,.. >6}.

Wir erhalten:

> f@)

Z€N<

)| ani) < 5 =Y guile

Z€N<

wlm
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und
i i — )2
S @ - )| aito) = 3 @) — 1) ) S
i€N> iEN>
Es ist
1) ;)qm(w)xQ = 22,

3)
& v 7 - n—1\ ;4 (n—1)—(i-1) | T
ni _ - -1 . 1 -
S = T3 (52))eta-a +2
- _Z(n—1)zn: ne2 221 — )22 4 T
p 71— 2 n
-1
2 1 2
= z*l—-=)+—=2"4+—-(1-1x)
n
Mit 1), 2) und 3) folgt:
i 2| flloo (. 2 2 %
— (= . < e —_ (1 —
> @it < TEEE e ia o
(2 > =

1
<1

2t
- 62 4n

€ i M
< 5 UI"I’L>5TE.

Insgesamt folgt also

|f(x) = (Buf) (@) < s+ 5 =¢ Yo e0,1].

O

| ™
N ™

Bemerkung 4.11
Satz 4.10 zeigt, dass sich f € C([a,b]) in folgender Weise entwickeln l&sst:

f(x) = (B1f) (@) + [(B2f) (@) = (BLf)(@)] + ... + [(Bnf) () = (Bua f)(@)] + ...

Die Reihe konvergiert gleichméflig, ldsst sich aber im allgemeinen nicht zu einer Potenzreihe um-
ordnen!
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Satz 4.12 (Fehlerabschitzung fiir die Approximation mit Bernsteinpolynomen)
Seien die Voraussetzungen von Satz 4.10 erfiillt und sei

wy(6) = sup |[f(@) = f(a")]

|z —a'|<8,x’ ,x"" €[a,b]

das Stetigkeitsmodul von f bezgl. 6. Dann gilt die Abschitung:

5) 1
£) = (Buf)@)] < Jus()

Beweis: Sei A = \(2/,2",0) := {L{T”'-‘ das grofite Ganze.

Mit der Definition von wf(d) folgt:
< — wf(51) < wf(52).

Damit folgt:
F@) = @] < wpfa’ = 2"]) < wp((h+ 1)),

Aus wy(pd) < pwy(6) fiir p e N folgt:
|f(a”) = f(a")] < (A + Dwg(6).

Setze N> := {i € {0,...,n}|A(z,%,5) > 1} und N entsprechend. Jetzt gehen wir analog zum
Beweis von Satz 4.10 vor:

F@) = B < 30| F@) = £ ani
i=0
< wg(0) S+ A - 0))aue).
=0
Da A(z, %, 9) = 0 fiir alle i € N gilt, folgt weiter:
£(@)— (Bu) (@) < w@) (14 A(x,;,fs)qm@c))
’iENZ
1 i
< we(6) 1+5 T - qm(x))
iENZ

_i
|fE "|

&

< wy(0) | 1+ (z ) qni(x)

Analog zum

Beweis von 4.10 1
< ws @) (1+ )
Wihlen wir § = ﬁ, so folgt die Abschétzung des Satzes.

Bemerkung 4.13
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1) Abhé#ingig vom Stetigkeitsmodul kann die Schranke in Satz 4.12 beliebig langsam konvergieren.
Bei hoheren Anforderungen an die Stetigkeit von f kann andererseits eine schnellere Konver-
genz erwartet werden.

2) In der Praxis ist die Approximation durch Bernstein-Polynome nicht von Bedeutung. Im
néchsten Abschnitt werden wir wirkungsvollere Verfahren kennen lernen!
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4.3 Gleichmiflige Approximation / Tschebyschev Approximation

Motivation 4.14

In §4.2 haben wir gesehen, dass sich jede stetige Funktion f € C°([a,b]) durch Polynome p,, € P,
approximieren lassen. Die Frage, welches Polynom p € P, das Proximum zu f in T' = P, ist, wurde
jedoch nicht beantwortet. Ist ||-|| = ||-|| ., so beantworten wir diese Frage in diesem Abschnitt. ||-||
wird auch Tschebyschev-Norm genannt.

Definition 4.15 (best approximatin polynomial (BAP)
Sei X = C°(I), I C R beschrinktes Intervall ausgestattet mit der oo-Norm ||-|| = |||/ -

Dann heifit p, € P, best approximating polynomial (BAP) vom Grad < n von f € C°(I),
g.d.w. p, Proximum von f in P, ist.

Bemerkung 4.16
1) Der Fundamentalsatz der Approximationstheorie 4.6 liefert die Existenz eines (BAP), da P,
ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von C°(I) ist.

2) Eindeutigkeit des (BAP) konnen wir zunéichst nicht erwarten, da |||, keine strenge Norm ist.

Satz 4.17 (Charakterisierung von BAP)
Sei f € C°(I),I = [a,b] beschrinkt und p € P,,. Es gebe n +2 Punkte a < zg < 21 < ... < x, <
Tpt1 < b, so dass

1) [f(@s) — p(zi)|l = Jp(p) = If =Pl fir i =0,....,n+1,
2) f(@it1) — p(xiy1) = —(f(2:) — p(zy)) fir i = 0,... . n.
Dann ist p BAP vom Grad < n an f.

Beweis: Sei p* € P, und M :={x € I| |f(z) — p*(x)| = J¢(p*)}.
Ist p* kein BAP, so existiert ein p € Py, p # 0, so dass p* + p BAP ist (nach Satz 4.6). Dann gilt:

(f(z) = p*(z)) = p()| = [f(x) = (p"(x) + p(2))| < [f(x) = p"(x)] Vo eM

= (f(z) =p"(@))p(x) >0 Ve e M ()

Sei nun p € P,, und es gelten die Voraussetzungen 1) und 2).
Dann kann es kein p # 0,p € P, geben, so dass (x) erfiillt ist. Denn dazu miisste p in [a, b
mindestens (n + 1)-mal das Vorzeichen wechseln (wegen 2)), also mindestens n + 1 Nullstellen
besitzen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist das nicht moglich.

Da es zu p kein p gibt, so dass (*) gilt, mufl p bereits BAP sein.

[m]

Bemerkung 4.18

Im Beweis von Satz 4.17 haben wir lediglich verwendet, dass Polynome vom Grad < n hochstens
n Nullstellen haben. Da diese Eigenschaft auch in anderen Funktionsklassen erfiillt wird (Bsp:
1, cos(x),sin(x), cos(2z), sin(2x), . ..), machen wir folgende Definition.
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Definition 4.19 (Haarscher Raum, Tschebyschev Systeme)

Besitzen n + 1 linear unabhingige Elemente go,...,g, € C%[a,b]) die Figenschaft, dass
jedes Element g € U = span(go, - --,gn),g # 0 in [a,b] hichsten n verschiedene Nullstellen
besitzt, so heifft U Haarscher Raum. Eine Basis {go, - .., gn} eines Haarschen Raumes nennt
man Tschebyschev System.

Definition 4.20 (Alternante)
FEine Menge von Punkten a <z < x1 < ... <z, <,+1< b heifit Altenante der Ldinge n + 2
fiir f € C°([a,b]) und p € U, U Harrscher Raum, g.d.w. 3 o € {—1,1} mit

sign(f(z;) — p(z;)) = o(—1)" Vi=0,...,n+ 1.

Satz 4.21 (Alternantensatz von Tschebyschev)

Sei U ¢ C%[a, b]) ein Haarscher Raum der Dimsneion n + 1 und sei f € C°([a, b]). Dann ist p € U
genau dann Proximum von f bezgl. |||, , wenn eine Alternante {xg,...,x,+1} der Linge n + 2
existiert, so dass

(oo}

|f(zi) — p(xi)| = Jp(p) Vi=0,...,n+1.

Beweis: Die hinreichende Aussage folgt aus dem Charakterisierungssatz 4.17 und der Bemerkung
4.18.

Beweis der notwendigen Aussage:

Zu zeigen: p € U Proximum = 3 Alternante der Lange n + 2 mit |f(z;) — p(x;)| = J¢(p) Vi=
0,....,n+1.

Beweis: Sei p € U Proximum und wir nehmen an, dafl es kein Alternante der Léange n + 2 gibt, so
dass |f(z;) — p(xs)| = J¢(p)Vi =0,...,n + 1 gilt.

Dann exisitieren also hochstens n + 1 Werte x; € I mit |f(x;) — p(x;)| = J¢(p) und sign(f(x;) —
p(z;) =o(=1),i=0,...,k k<n.

Sei M := {xq,...,z} die Menge dieser Extremalpunkte.
Da U Haarscher Raum der Dimension n + 1 ist, existiert ein p* € U mit den einfachen Nullstellen
&y, k, k< n, wobei z; < & < x;41 ist und

sign(p*(x;)) = sign(f(z;) — p(xi))

fiir i = 0,...,k gilt.

O.E. kénnen wir annehmen, dass [p*(z)| < 1 ist fiir alle x € I (sonst verwende p* := o] ).
o0

Also gilt fur p, f,p*:
(f(x) = p(z))p*(x) > 0 Va € M.

Wir setzen: M' :={z € I : (f(z) — p(z))p*(z) < 0}.
Dann gilt:
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1) M’ ist abgeschlossen,
2) MNM =19,

3) d:=max |f(z) — p(z)| < max|f(x) — p(x)| (bzw. d := 0 falls M' = ().
zeM’ zeM

Definiere: § = %(ma}& |f(z) —p(x)] —d) > 0 (nach 3) ) und sei q := p + Op*.
re
Sei & € I ein Wert, fiir den gilt
|£(6) = ¢(&)| = max|f(x) — q(z)|

1. Fall: £ e M’
max |f(z) —g(z)] = max|(f(z) - p(z)) - Op"(2)]
= [(f(&) —p(&)) — Op*(&)]
< [f(€) = p(&)[+0|p" (&)
——— ——

<d, da £€M’ <1
< d+0 < J(max|f(2) - p(@)] + d)

< maxger|f(z) —p(z)].
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass p BAP ist.

2. Fall € ¢ M
Dann gilt wegen sign(f(z) — p(x)) = sign(p*(z) fir € M:
[(F(&) —p(&)) — O_p* (&) < max{|[f(§) —p(&)],0[p" (I}

~—
>0

< maxger |f(z) —p(a)],

da 0 < max,er|f(z) — p(x)|. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass p BAP ist.

Satz 4.22 (Eindeutigkeit)
Sei U := span(g,, . . ., g,) Haarscher Unterraum von C°([a,b]). Dann ist das Proximum p € U an
ein f € C%a,b]) eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien p; und py Proxima aus U an f € C%([a, b]).
Dann ist auch %(pl + p2) Proximum (Satz 4.5) und nach 4.21 exisitert eine Alternante der Léinge

n + 2, so dass
1 .
flwi) = 5(pr(wi) + p2(2:)) = o (=1)"E; (U).
Also ist $(f (x:) — p1(@:)) + 5(f(@:) — p2(:)) = o(=1)"E¢(U).
Da p1, py Proxima sind, gilt | f(x;) — pr(z;)| < Ef(U) k=1,2 und ¢ = 0,...,n + 1. Daraus folgt

f(xi) —pi(zs) = f(zs) —p2(z) Vi=0,...,n+1

= pi(x;) =pa(a;) Vi=0,...,n+ 1L

Da U Haarscher Unterraum ist, folgt hieraus p; — po = 0, da p; — p2 mindestens n + 2 Nullstellen

hat. .
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Satz 4.23 (Abschitzung fiir den Minimalabstand)
Sei U := span(go, . . ., gn) €in Haarscher Unterraum von C°([a, b]). Fiir f € C°([a,b]) und ein p € U
sei xq,...,Tpy1 eine Alternante, dann gilt:

0 < Ep(U) <A
mit
6= _gnin  |f(i) = p(wi)],
A= o |f(x;) — p(x;)] .

Beweis: Die Abschétzung nach oben ist klar, da F¢(U) Minimalabstand ist.

Nehmen wir an, es gelte E;(U) < 6. Dann gilt fiir das eindeutig bestimmte Proximum p* € U an
I
Jy%) = Ef(U),

also

(0 _max |f(@) —p' (@) < S <= _min[f(w) = plai)].

Somit folgt mit

pr—p=(—p)—(f—p),
dass gilt ‘

sign(p”(zi) — p(w;)) = sign(f(z:) — p(z:i)) = o(-1)",

firt=0,...,n+ 1.
Also hat p* — p € U in jedem der n + 1 Teilintervalle (z;,2;11), @« = 0,...,n, mindestens eine
Nullstelle. Da U Haarscher Unterraum ist, muss also p = p* sein.
Dies ist Widerspruch zu (x).
Der Charakterisierungssatz 4.17 bildet die Grundlage fiir ein Verfahren zur Approximation des
BAP zum einem f € C%(a,b]). Das Verfahren ist allgemein auch fiir Haarsche Unterriume iiber R
durchfiihrbar, wird hier jedoch nur fiir die Approximation durch Polynome formuliert.

(Austauschalgorithmus von Remez) 4.24
Sei f € C%[a,b]). Dann erzeugt der folgende Algorithmus von Remez eine Folge von Polynomen
p*) € P, mit

lim Hp(k) —an =0,

k — o0

wobei p,, das eindeutig bestimmte BAP von f in P, ist.
Als Abbruchktiterium kann die Bedingung

A—-d<e
gewiithlt werden, wobei 8, A beziiglich p*) wie in 4.23 definiert seien.

Remez-Algorithmus:

Input: Startzerlegung I¥) von [a,b], d.h.

10 .= {zo,. - Tny1}
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mit a <xpg <z <...<Tpy <D.

Tteration fiir £ =0,1,2,...
1. Schritt: Zu I®) bestimme Polynom p*) e P,, so dass I®) Alternante fiir f—p(k)
ist und fiir alle z; € I®) gilt:

F) = p®(a)| = [¢)]
mit einer Konstante (%) € R.
Setze man p)(x) = > =0 agk)xj, so filhren diese Forderungen auf das
Gleichungssystem:

n .

(—1)'€® +3 " alMad = f(z;), i=0,....n+1

j=0
fiir die Unbekannten f(k),a((]k), e ,aﬁf).
2. Schritt: Setze r®(z) = f(z) — p®(z) und bestimme y € [a,b] mit der
Eigenschaft:

r®)(y) = max ¥ (2).

z€[a,b]

Ersetze einen Punkt z; € I®) dqurch y und erhalte I*+Y) gemiB folgender

Austauschvorschrift:

1. Fall: z; <y < xjq; fir eine j € {0,...,n}.

Falls sign(r®)(z;)) = sign(r®(y)), ersetze x; durch y, sonst erzetze x4
durch y.

2. Fall: y <.
Falls sign(r®(z)) = sign(r®(y)), ersetze z¢ durch y, sonst ersetze z,;;
durch y.

3. Fall: y > zpyq1.
Falls sign(r®(z,41)) = sign(r®)(y)), ersetze z,,; durch y, sonst ersetze g
durch y.

Bemerkung: Gilt y = ; fiir ein ; € I%) | so ist p(*) bereits BAP. (Charakterisierungssatz 4.17)

Beweis: Skizze: Man zeigt:
1) Das Gleichungssystem in Schritt 1 ist stets eindeutig losbar.
2) Es gilt £€*+1) > ¢b) wp =0,1,2,....

3) lim I¥m) = {Zg,..., Zpy1} fiir eine Teilfolge.

m — OO

4) lim pm) = p fiir diese Teilfolge.

m

5) p ist BAP an f.

Beispiel 4.25
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f(x) = 2% 2 € [0,1], Gesucht ist das BAP in P;.
Als Startzerlegung withlen wir 10 = {zo, 21, 22} = {0, 4 3,1}

k=0:
1. Schritt: Bestimme p©), & ©) durch 16sen von

€0 4o —0
() JrOé(()O) +1a (0) =1
¢ +oz(()0) —|—a§0) =1

Man erhélt 04(()0) = —l,ago) =1 und 5(0) =

2. Schritt: O = max |22 —z+3i| =2 > 1.
2. Schritt: |[f —p| el ] | 5l=%>3
Das Maximum wird fiir y = % angenommen. Nach dem Austauschkriterium ist z; = % gegen

y = 3 auszutauschen. Wir erhalten = I M = {o, 1 3,1}

k=1:

1. Schritt: Bestimme p(), &) aus

5(1) +a(()l) =0
TR REICR
0 +al! +a§) —1
Man erhilt {1V = 1 und pM(2) = -1 +z.
2. Schritt: Es ist Hf —p(l)HOO = max |x —x —|— %.

z€[0,1]
Dieser Wert wird fiir g = 0,21 = %,1’2 = 1 angenommen. Also ist p(!) bereits BAP an f in
Py (Satz 4.17). Das Verfahren bricht ab.

/ "1

A

Abbildung 4.5: Beispiel

Motiviert durch das Beispiel wollen wir im folgenden der Frage nachgehen, wie fiir f(z) = 2™ in
[—1,1] das BAP in P,_; aussieht. Dies fithrt uns zu den Tschebyschev Polynomen 1. Art.
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Definition 4.26 (Tschebyschev Polynome 1. Art)

Durch die Rekursion
To(x) =1,T1(z) =x

Toi1(x) = 22T, (z) — Tho1(z),mn > 1

werden die sogenannten Tschebyschev Polynome 1. Art definiert.

Satz 4.27
Die Tschebyschev-Polynome 1. Art haben die Darstellung 7}, (z) = cos(n arccos(z)), x € [—1,1],n €
N. Es gelten die Eigenschaften

1) |Th(x)| <1 Ve [-1,1],
2) T,,(x) hat in [—1,1] die Extrempunkte

2 = cos(%),Tn(l‘(n)) = (-1 i=0,...,n,

3) T, hat n einfache Nullstellen in [—1, 1]

4) Zwischen je zwei Nullstellen von T),41 liegt eine Nullstelle von T),.

Beweis: Siehe Satz 4.8 aus der Vorlesung Numerik I.

Satz 4.28
Sei f(z) = 2™ € C°([—1,1]). Dann ist
n 1
Pn—1 ‘=T — FTn(x)

BAP zu fin P,,_4.

Beweis: 1.) Zeige pp—1 € Pp_q.
Unter Verwendung der Rekursionsformel zeigt man induktiv, dass T},(z) die Form

n—1
To(x) = on—lgn 4 Z a;x
i=1

hat. Dann folgt:

1 1 n—1 4
Pn—1=1" — FT”(x) ~ T on1 Zaﬂl = Pn-1 € Pro1.
i=1

2.) Zeige p,—1 ist BAP zu f.
Es gilt 2" — pp—1(z) = 2,LL,ITn(x) Nach Satz 4.27 (2) ist {xgn) = cos(Z)|i = 0,...,n} eine
Alternante der Liange (n — 1) + 2 fiir p,—1(x) und es gilt nach 4.27 1), 2)

1

1

st In(a)

n

= —— = ma
)‘ 27T L)
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Nach dem Charakterisierungssatz 4.17 muf3 p,,_1 BAP zu f sein.

Satz 4.29
Die Tschebyschev-Polynome bilden beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) :=
nalsystem. Es gilt:

1

W ein Orthogo-

1 m fir n=m=20
/ To(2) Ty (v)w(x)de = § 5 n=m#0 .
-1 0 n#m

(ohne Beweis)

Definition 4.30 (Tschebyschev-Entwicklung)
Sei [ stetig in [—1,1]. Dann heifsen

ar(f) :z%/_lf(x)Tk(x) E=0,1,2,...

! d
V1—a22

Tschebyschev-Koeffizienten von f und die formal gebildete Reihe

Qo

St(z) =

2 > () Tila)

heifst Tschebyschev-Entwicklung von f.

Entwicklungssatz 4.31

Sei f € C%*([-1,1]). Dann konvergiert die Tschebyscheventwicklung fiir z € [~1,1] gleichméfig
gegen f, d.h.

S7 ::nli_n}OOS? =f.

Fiir die Tschebyschev-Koeffinzienten gilt die Abschatzung:

c
lax(N) < 150 k=1,2.3,....
Beweis: Mit ¢(f) := f(cos#) erhilt man durch Substitution z = cos# und zweimalige partielle
Integration:
2 [Tdyp
= —— — sin(k6) db
ax(f) ﬂk/o 70 sin(k0)
2 |dy " 2 T d2<p
= —5 |gpcos(kb)| ——5 [ —7-cos(kf) db
7Tk‘2 |:d9 COS( )]0 sz/o do COS( )

Folglich existiert ein ¢ > 0 mit [ax(f)| < ;%-
Aufgrund dieser Abschiitzung existiert ein g € C°([—1,1]), so dass gilt

n — oo
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Da die Tschebyschev-Polynome bezgl. \/117? ein Orthogonalsystem bilden, gilt aulerdem

,dm[[S7 = £l =o.

1
Do 55 =], = 55 o] (1% i) s,
1f=glly < |If =S¢, + 157 —al,
1

. . 1 dx 2

< o=ty st -l ([ )

— 0 (n—oo0) — 0 (n—o0) .
< 0.

— f:g O

Folgerung 4.32

Die Koeffizientenabschiitzung in Satz 4.31 zeigt, dass fiir f € C?([~1,1]) eine gute Néherung des
Proximums p,, € P,, durch S? gegeben ist.

Diese Moglichkeit der Approximation bietet sich dann an, wenn die Koeffizienten ay(f) einfach zu
berechnen sind.

Beispiel 4.33
Sei f(z) =v1—2a2, I:=[-1,1].

Hier erhélt man nach Substitution mit t = arccos(x):

ar(f) = z/Oﬁcos(kt)sin(t)alt

™

{4 L firk=2k

1—k2

T
0 firk =2k +1 " EN

Also folgt S]Q(:E) =2 S]%(:E) = 2 (5 — 42?%); Sj;(x) = (23 — 42? — 162);. ..
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4.4 Approximation im Pra-Hilbertraum

Motivation 4.34

In diesem Abschnitt wollen wir die Approxnnatlon in Pra-Hilbertrdumen untersuchen, d.h. X sei
normierter Raum und ||z|| := ||z||, = (z, a:> Vz € X mit einem Skalarprodukt (-,-) auf X.

Ist T C X endlichdimensionaler linearer Teilraum, so gilt da ||-|| eine strenge Norm ist (U.A.), dass
zu jedem f € X genau ein Proximum p € T existiert (Satz 4.8).

Satz 4.35 (Charakterisierung des Proximums in Pri-Hilbertriumen)
Sei (X, [|-]|) ein Pré-Hilbertraum und 7" C X einn endlichdimensionaler linearer Teilraum. Dann ist
p € T genau dann Proximum an f € X, wenn fiir alle g € T gilt

-
!

Abbildung 4.6: Proximum im Pr#-Hilbertraum

Bewezs:
<" Gelte (f —p,g) =0VgeT.
Definiere g := g — p € T'. Dann folgt:
If=gl® = lf=p+p—gl>=I(f—p) —al’

N———

=-3
= ((f-» =3 -p =3 =If—pI*+13lI> - 2(f - »,9),
~——

=0
— ||f —pl® <|If — gl Also ist p Proximum.
7= Sei p € T Proximum:

Wir nehemen an, es gébe ein g € T mit (f — p,g) = ¢ # 0.
Setze h :=p+ Cl HZ € T. Dann gilt

2
9 c 2 llgll
=If —plI" —2—= (9. f —p) +|c|” +=3

lglP =~—""" gl

I = hl? = Hf poe
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. 2 . 2 \0\2
= |f=hlI"=If -0l "l

——
<0

= |lf = Al <IIf = ol

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass p Proximum ist.

Satz 4.36 (Berechnung des Proximums / Normalengleichungen)
Sei {po,...,pn} eine Basis von T. Sei f € X.
n

Dann ist das Proximum p(z) = > a;p;(x) definiert durch:
i=0

a:= (g, ...,q,) ist Losung der Normalengleichungen:
n
> oilpips) = (fp) 0<j<n
i=0

<— Sa=0»

mit Si; = (pi,p;), bj = ({f,p;)-
Beweis: (Folgt direkt aus dem Charakterisierungssatz 4.35.)

Bemerkung 4.37 (Orthonormalsysteme)
Ist die Basis {po,...,pn} orthonormiert, so gilt mit a; := (f,p;) fiir 0 <i < n:

n
1) p(x) = > a;pi(z) ist Proximum an f in span(po, ..., pn)-
i=0

2) 1If = plI? = 1712 = (£.0) = 1712 = 3 o (Fps) = 12— éa?-

=0

Satz 4.38 (Besselsche Ungleichung)
Sei {p;|i € N} eine Orthonormalsystem unedlicher Dimension von X und fiir f € X sei o; := (f, ;).
Dann gilt die Besselsche Ungleichung

o0
2 2
> ol <|IfI.
i=0
Beweis: Aus Bemerkung 4.37 2) folgt fiir endliche Orthonormalsysteme

n
2
0<[fI* =) af.
1=0

Diese Aussage bleibt auch fiir unendliche ONSe richtig.

O
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Definition 4.39 (Vollstéindiges ONS)
Sei X ein Pra-Hilbertraum. Ein Orthonormalsystem (ONS) {p:|i € N} heifst vollstindig,
wenn es zu jedem f € X eine Folge (fi)ren gibt mit fi € span(po, ..., px), so dass gilt

lim |1~ ]| = 0.

Satz 4.40 (Vollstindigkeitsrelation)
Sei X ein Pra-Hilbertraum, {p;|i € N} ein ONS und fiir f € X sei o; := (f, p;). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) {pi|i € N} ist vollstéindiges ONS.
(i) Bs gilt 3 af = ||£]*.
i=0

Die Vollsténdigkeitsrelation 2) wird auch Parsevalsche Gleichung genannt.

Beweis: Sei {p;|i € N} ein vollstindiges ONS. Wir betrachten die Folge ( fx)ken, fx € span(po, ..., Dk),
fiir die klim | f — full = 0 gilt. Weiter sei (pg)ren die Folge von Proxima in span(po,...,px) an f.
—00

Dann gilt -
If = ol < ||f = |

k

fiir alle & € N und nach Bemerkung 4.37 2) ||f — 7xl|* = | fII> — 3. a?. Wegen klim \f—foll =0
=0 o0

folgt also

Jim. (1112 Za

k
und somit klim a2 = ||f|I%

Ist andereseits i
I 2 2y _
Jim (| £] ;a)

so folgt klim || f — pr|l = 0 und damit die Vollstandigkeit von {p;|i € N}.
— 00

Satz 4.41 (Legendre Polynome)

1) Die Legendre Polynome

1 dr
27! dx

pn(T) = — (2 -1)" n=0,1,2,...

bilden fiir das Intervall [—1,1] ein Orthogonalsystem.

Es gilt fiir m,n € N:
1
0 m#£n
() p(x)dx = { .
/—1 2n2+1 m=mn

AuBlerdem ist p,(1) =1 und p,(—1) = (—1)".

2) Die Legendre Polynome entstehen durch Orthogonalisierung der Monome 1,z, 22, 23, 24,
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3) Ist f(x) = 2", x € [-1,1], so ist p(x) := 2" — py(t) das Proximum in P,_; an f bezgl. ||-|,.

(ohne Beweis)

Satz 4.42 (Vollstindigkeit der Legendre Polynome)
Die normierten Legendre Polynome

1 2n+1d"
pn(ac)::2nn”/ 5 a(wz—l)”n:O,l,Z...

bilden ein vollsténdiges ONS in (C([—1,1],|-[|5)-

(ohne Beweis)
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