Integration mit Extrapolationsverfahren (speziell mit dem
Romberg-Verfahren)

Ziel ist die numerische Berechnung des Integrals

b
/f(a:)d:v, a,beR

fiir eine gegebene Funktion f. Dazu seien dquidistante Stiiztstellen x; = a 4+ h - ¢ mit
h = b_T“, 1 = 0,...,n vorausgesetzt. Dann gilt mit der Trapezregel fiir das Intervall
(i, Tiga]

Tit1

/ flx)dx =

T

% (f (i) + f(wit1)) -

Wenden wir die Trapezregel auf alle Intervalle [x;, z;41] an, so folgt die zusammengesetzte
Trapezregel

[ e = Y R (s + s = 1. )

Bemerkung 1 Die zusammengesetzte Trapezregel erfillt die Fehlerungleichung

b

T(h) - / flo)da| < =R ma | 7(2)| = O

a

und ist damit von zweiter Ordnunyg.

Man kann zeigen (siehe z.B. Stoer, Kapitel 3.2), dass T'(h) in geraden Potenzen von h
entwickelt werden kann. D.h. es gibt eine Darstellung

T(h) =T+ T1h2 + T2h4 4+ ... 4 Tmh2m 4 Oém+1(h,)h2m+2 (2)

mit dem unbekannten Koeffizienten
b
To = /f(x)dx = lim T'(h)

und anderen Koeffizienten 7;,, 72 = 1,...,m, die ebenfalls von h unabhingig sind und
uns hier nicht weiter interessieren. Mit Hilfe des Extrapolations-Verfahrens wollen wir 7
bestimmen.



Idee der Extrapolation

Wir betrachten eine Folge (h;);en von m + 1 Schrittweiten, sei

h. h.
h(]:b—a, hy :—0,...,hm:—0, n; < Ny, nieN,izl,...,m.
nq Ny,
Beispiel 1 Fine mdogliche Folge fiir die Schrittweiten bildet die Schrittweitenhalbierung.
Diese Folge heifst Romberg-Folge:

h(]:b—a, hz:_ i:O,l,...,

also h h h

ho=b—a, hy=—, hy=— hg=—,....
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Mit Hilfe der Formel (1) bestimmen wir die Trapezsummen T,y = T'(h;), ¢ = 0,...,m
fiir alle Schrittweiten h;. Wichtig ist hier, dass z.B. die Auswertungen f(a), f(b) in jeder
Trapezsumme, also in der Trapezsumme fiir jedes h;, vorkommen. Wiinschenswert ist
es, dass diese nicht jedes mal neu ausgerechnet werden, sondern der Wert von T;_;
zur Berechnung von T, genutzt wird, um doppelte Auswertungen der Funktion f zu
vermeiden. Nun kann das Polynom

T (h) = ag + ayh® + - - - + ah™™ (3)
mit Hilfe einer Polynominterpolation bestimmt werden, wobei als Stiitzwerte die bere-
chenbaren Trapezsummen dienen: T),,,,(h;) = T'(h;), i = 0...,m. Dann gilt

Tmm(O) = Qg = T0 (4)

Beispiel 2 Sei m =1, d.h. es seien die Schrittweiten hg = b — a und hy = b_T“ gegeben.
Dann folgt mit (1)

() = 30 (1) + ) = 2 (@) + 1)

Ly
T(h) = ;0 %(f(x» + f(wi41)) = hn (@ ny (a;b) + f<26>) |

Es soll Ty (hs) = T(h;), i =0...,m gelten. Mit der Interpolationsformel

p(z) = Zszz(Iz) = Zfi H i:i’;

i=0 =0 k=0,ki




fir die Stitzwerte p(x;) = f; folgt (mit x; = h§,~ da nur gerade Exponenten von h in der
Entwicklung (2) vorkommen) fiir das Polynom T,,m(h) in h = 0:

:;T(h- ) ] T hi'

k=0,k#i

Also gilt insgesamt

~ —h3 —h3
Trmm(0) = T(ho)h2 P2 T(hl)h2 2

- B (w1 () +s0).

Soll das ganze nun programmiert werden, geht man etwas anders vor als in dem Beispiel.
Man geht in einem Programm zur Romberg-Integration nach folgenden Punkten vor.

Algorithmus

e Berechne die T}y mit Hilfe der Formeln (1). Es ist wichtig darauf zu achten, dass
die Funktionsauswertungen f nicht doppelt berechnet werden! Wie ist der genaue
Zusammenhang zwischen 7'(h;) und 7'(h;11)? Kann T'(h;y1) mit Hilfe von T'(h;)
zum Teil dargestellt werden? Welche Funktionsauswertungen miissen noch berechnet
werden?

e Spaltenweise wird dann folgendes Tableau berechnet:

ho | Too

hi | Tho Tn

ho | Too 121 Too

hs | Tso 151 T2 T3

Dabei errechnen sich die T} fiir £ > 0 durch die Rekursion (nach dem Algorithmus
von Neville, siehe Numerik I, Polynominterpolation)

Tik—1 —Tic1 1 .
5 , 1<kE<i<m
() -
hi

e Um allgemeine Integranden f zuzulassen, miissen Zeiger genutzt werden. Ist eine
Funktion f in einem m-File f.m gespeichert durch

Tig =Tk +

function f = f(x)

f(x) = sin(x)



kann sie in einem Programm an eine andere Funktion (hier: romberg.m) durch die
Syntax

zu_berechnender_Wert = romberg(@f,a,b,relerr)

iibergeben werden, ohne dass f selbst in dem Programm definiert wird.



