
Das Verfahren von MaehlyBere
hnet werden sollen alle Eigenwerte λ einer symmetris
hen reellwertigen Tridiagonal-matrix
Jn =








δ1 γ2 0

γ2 δ2
. . .. . . . . . γn

0 γn δn








∈ R
n×n. (1)Analytis
h würde man die Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms

pn(λ) = det(Jn − λIn) (2)bestimmen. Für die k-ten Abs
hnittsmatrizen gilt die 3-Term-Rekursion
p0(λ) = 1

p1(λ) = δ1 − λ

pk(λ) = (δk − λ)pk−1(λ) − γ2
k pk−2(λ), k = 2, . . . , n. (3)Sei nun γk 6= 0 für alle k = 2, . . . , n vorausgesetzt, wir de�nieren den Vektor

q(λ) :=






q0(λ)...
qn−1(λ)




 ∈ R

n (4)mit
q0(λ) := 1

qk(λ) :=
(−1)kpk(λ)

γ2 · · · · · γk+1
, k = 1, . . . , n, γn+1 := 1. (5)Dann ist die 3-Term-Rekursion (3) äquivalent zu der Glei
hung

(Jn − λIn)q(λ) =








0...
0

−qn(λ)








(6)Beweis:S
hreibe Glei
hung (6) aus:







δ1 − λ γ2 0

γ2 δ2 − λ
. . .. . . . . . γn

0 γn δn − λ













q0(λ)...
qn−1(λ)




 =








0...
0

−qn(λ)







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Bere
hnung der linken Seite:







δ1 − λ γ2 0

γ2 δ2 − λ
. . .. . . . . . γn

0 γn δn − λ













q0(λ)...
qn−1(λ)




 =








(δ1 − λ)q0(λ) + γ2q1(λ)
γ2q0(λ) + (δ2 − λ)q1(λ) + γ3q2(λ)...

γnqn−2(λ) + (δn − λ)qn−1(λ)






Für Zeile 1 gilt mit q0(λ) = 1 und q1(λ) = −p1(λ)

γ2
:

(δ1 − λ) + γ2
−p1(λ)

γ2
= (δ1 − λ) − (δ1 − λ) = 0.Für Zeile j gilt (unter Ausnutzung der Glei
hung qk(λ) = (−1)kpk(λ)

γ2·····γk+1
und der 3-Term-Rekursion (3) für den Term pj(λ)):

γjqj−2(λ) + (δj − λ)qj−1(λ) + γj+1qj(λ)

= γj

(−1)j−2pj−2(λ)

γ2 · · · · · γj−1
+ (δj − λ)

(−1)j−1pj−1(λ)

γ2 · · · · · γj

+ γj+1
(−1)jpj(λ)

γ2 · · · · · γj+1

(3)
= γ2

j

(−1)j−2pj−2(λ)

γ2 · · · · · γj

+ (δj − λ)
(−1)j−1pj−1(λ)

γ2 · · · · · γj

+
(−1)j

[
(δj − λ)pj−1(λ) − γ2

j pj−2(λ)
]

γ2 · · · · · γj

=
(−1)j−2

γ2 · · · · · γj

[

γ2
j pj−2(λ) − (δj − λ)pj−1(λ) + (δj − λ)pj−1(λ) − γ2

j pj−2(λ)
]

= 0Für die letzte Zeile gilt s
hlieÿli
h:
γnqn−2(λ) + (δn − λ)qn−1(λ) = γn

(−1)n−2pn−2

γ2 · · · · · γn−1
+ (δn − λ)

(−1)n−1pn−1

γ2 · · · · · γn

=
(−1)n+1

γ2 · · · · · γn

[

(δn − λ)pn−1 − γ2
npn−2

]

(3)
=

(−1)n+1

γ2 · · · · · γn

pn(λ) = −qn(λ)

�Also muss für die Eigenwerte λk von Jn gelten:
pn(λk) = 0 ⇒ qn(λk) = 0,2



d.h. (Jn − λkIn)q(λk) = 0 mit q(λk) 6= 0. Also ist q(λk) Eigenvektor zum Eigenwert λk.Leite nun die Glei
hung (6) na
h λ ab:
−q(λ) + (Jn − λIn)q′(λ) =








0...
0

−q′n(λ)






Auswertung in λk und Multiplikation von links mit q(λk)

T ergibt
−q(λk)

T q(λk) + q(λk)
T (Jn − λkIn)

︸ ︷︷ ︸

=0, da (Jn−λkIn)q(λk)=0

q′(λ) = q(λk)
T








0...
0

−q′n(λk)








⇔ −q(λk)
T q(λk) = −qn−1(λk)q

′

n(λk)

⇔ q(λk)
T q(λk)

︸ ︷︷ ︸

=
P

n−1

i=0
qi(λk)2>0

= qn−1(λk)q
′

n(λk)Insgesamt folgt mit q′n(λ) = (−1)np′n(λ)
γ2...γn

0 < qn−1(λk)q
′

n(λk) = −
pn−1(λk)p

′

n(λk)

γ2
2 . . . γ2

n

,insbesondere gilt demna
h
p′n(λk) 6= 0.Damit ist λk einfa
he Nullstelle des 
harakteristis
hen Polynoms pn(λ)! Es gilt also λn <

· · · < λ2 < λ1. Bere
hne die Ableitung p′n(λk) dur
h Ableitung der 3-Term-Rekursion (3):
p′0(λ) = 0,

p′1(λ) = −1,

p′k(λ) = −pk−1(λ) + (δk − λ)p′k−1(λ) − γ2
kp

′

k−2(λ), k = 2, . . . , n. (7)Maehly-Algorithmus:Gesu
ht sind die Eigenwerte der Tridiagonalmatrix (1), diese werden dur
h die Bere
hnungder Nullstellen des 
har. Polynoms (2) bestimmt. Für Nullstellenbere
hnungen kennen wirdas Newton-Verfahren, wel
hes hier angewandt wird. Wir setzen voraus, dass γj 6= 0 für3



j = 2, . . . , n. Dann hat das Polynom pn(λ) na
h obiger Re
hnung n einfa
he Nullstellen
λn < · · · < λ2 < λ1. Also hat das Polynom

pn,j(λ) :=
pn(λ)

(λ − λ1)(λ − λ2) . . . (λ − λj)
, j = 1, . . . , n − 1 (8)die Nullstellen λj+1, . . . , λn, wel
he wir mit dem Newton-Verfahren bere
hnen wollen. Leitedazu (8) na
h λ ab:

p′n,j(λ) =
p′n(λ)

(λ − λ1) . . . (λ − λj)
−

pn(λ)

(λ − λ1) . . . (λ − λj)

j∑

i=1

1

λ − λi

, j = 1, . . . , n − 1. (9)Das Newton Verfahren für pn,j(λ) = 0 zur Bere
hnung des Eigenwertes λj+1 lautet
λ(k+1) = λ(k) −

pn,j(λ
(k))

p′n,j(λ
(k))

(10)
= λ(k) −

pn(λ
(k))

p′n(λ(k)) − pn(λ(k))
∑j

i=1
1

λ−λi

, k = 0, 1, . . . (11)Ist also der Eigenwert λ1 bekannt, können die weiteren bere
hnet werden. Der erste Eigen-wert λ1 wird dur
h das Newton-Verfahren als Nullstelle des 
harakteristis
hen Polynomsbere
hnet. Fehlt nur no
h ein Startwert λ(0), den erhalten wir dur
h die Abs
hätzung
|λk| ≤ ρ(Jn) ≤ ||Jn||∞ = max

k=1,...,n
{|γk| + |δk| + |γk+1|} =: λ(0),wobei γ1 = γn+1 = 0.Die benutzen Polynome pn(λ), p′n(λ) werden mit den Rekursionsformel (3) und (7) be-re
hnet. Die Eigenvektoren q(λk) bere
hnen si
h dur
h Formel (4) bzw. (5).Anmerkung:Falls für ein k γk = 0 gilt, zerfällt die Matrix Jn in 2 Blö
ke, auf die wiederum der Maehly-Algorithmus angewandt werden kann! Dies soll jedo
h im Programm ni
ht berü
ksi
htigtwerden.
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