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Aufgabe 1 (Konvergenz des Newton-Verfahrens) (2 Punkte)
Sei f € C?*([a,b]) und z* € (a,b) sei eine einfache Nullstelle. Zeigen Sie, dass fiir geniigend
kleines p > 0 das Newtonverfahren fiir jeden Startwert () € B,(z*) konvergiert.

Aufgabe 2 (Konvergenz des Sekanten-Verfahrens) (6 Punkte)
Sei f € C*([a,b]) mit z* € (a,b), f(z*) = 0 und m := mingepy |f'(z)] > 0,M =
maX,eay | [7(2)]. Sei ¢ := 2Lp < 1 fiir ein p > 0. Sei 2@, 2 € B,(z*) mit 2@ # 2V
und 2 definiert durch das Sekantenverfahren. Zeigen Sie:

a) Fiir alle k gilt 2® € B,(z*) und limy_o, 2 = 2*.
b) Fiir alle k gilt die a-priori Fehlerschranke |z — z*| < 22¢7 wobei (y;)ren die
Folge der Fibonacci-Zahlen ist, d.h. vo = v = 1, Y12 = Yer1 + V-

c) Fiir alle £ > 1 gilt die a-posteriori Fehlerschranke
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Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass gilt ’f(y):f(x) — i) < Yly — =|.
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Aufgabe 3 (Verfahren héherer Ordnung) (4 Punkte)
Zur Berechnung von y/a, a > 0 kann man das Newtonverfahren einsetzen, z.B. mit fo(x) =
2> — a oder mit fi(z) = % — 1. Sei ®; die zugehorige Iterationsfunktion zu f; (i =
0,1). Betrachten Sie die Iterationsfunktion ®,, die durch Linearkombination von &, ®;

entsteht, d.h. ®4(z) = (1 — 5)Pg(x) + 5Py (z).

a) Zeigen Sie, dass das Verfahren x**+) = ®_(2*)) mindestens quadratisch gegen \/a
konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass es ein s, gibt fur das das Verfahren kubisch (3. Ordnung) konver-
giert.



Aufgabe 4 (Nullstellenabschitzung fiir Polynome) (4 Punkte)
Sei p(x) == > j_y an—kx”, mit a, # 0,a9 = 1. Sei weiter z* eine Nullstelle von p. Zeigen
Sie, dass dann gilt:

|z*| < min{A, B,C'}

mit A = max{1,>,_, lax|}, B =1 + maxj<p<, |ag|, C := 2max;<p<p |ax|*.

Aufgabe 5 (Bonus-Programmieraufgabe: Sekantenverfahren) (4 Bonus-Punkte)
Das gedédmpfte Sekantenverfahren zur Nullstellensuche einer Funktion f € C°(R) ist
definiert durch zwei Startwerte £(®) # (1) € R, einer gegebenen Folge von Gewichten
(Wi ) keny mit limy o wi = 1 und der Iterationsvorschrift

F(a®)(@® — k1)
f@®) = f(z=D)

a) Schreiben Sie eine Routine, die dieses Verfahren realisiert. Aufser der Funktion f und
den beiden Startwerten soll ein Parameter das Ein- oder Ausschalten der Dédmpfung
ermoglichen. Die Folge der Gewichte im Fall der Dampfung sei hierbei wy, := Hlﬁ‘
Im Fall ohne Démpfung ist wp = 1. Weitere Parameter sind die Maximalzahl der
Iterationen k,,,, und eine Genauigkeitstoleranz ¢ > 0. Ergebnis Threr Routine soll
) sein, sobald die gewiinschte Genauigkeit |f(z(*))| < & erreicht ist. Falls dies in
gewiinschter Iterationszahl nicht méglich ist, wird x(*me=) zuriickgegeben.
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b) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten Threr Routine anhand der Funktion f(z) =
arctan(x — 1) und den Einstellungen (¥ = 4, 2() = 4.01, ke = 20, = 10719, Ge-
ben Sie die Folge der Naherungslosungen an, die ohne Dédmpfung und mit Dampfung
erzeugt werden. Konvergieren diese gegen die eindeutige Nullstelle 2* = 17



