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Aufgabe 1 (Neumann-Reihe) (4 Punkte)
Sei X ein Banachraum und 7' : X — X stetig und linear mit ||T'|| < 1. Sei S definiert
durch -
S = ZT "
n=0
Zeigen Sie

a) S(x) ist fir alle z € X wohldefiniert.
b) S ist linear und stetig und ||S]| < m

¢) Id — T ist bijektiv und es ist S = (Id — 7).

Aufgabe 2 (Stoérungssatz fiir lineare Gleichungssysteme) (4 Punkte)
Sei A € R™™ regulér und || - || eine induzierte Matrixnorm. Sei AA € R™ " gegeben mit
[|AA|l < m und b, Ab € R" mit b # 0. Sei € R™ die Lésung von Az = b und 7 € R"

die Losung des gestorten Gleichungssystems (A + AA)Z = b+ Ab. Zeigen Sie:
a) A+ AA ist regulér.

i : ¢ ==zl cond(A) [lAd]] | [|AA]]
b) Fiir den relativen Fehler gilt TS cond(A) 1521 ( o AT )

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1 mit einer geeigneten Wahl von T'.

Aufgabe 3 (LR-Zerlegung) (4 Punkte)
a) Berechnen Sie die LR—Zerlegung der Matrix
2 -3 2 5
1 -1 1 2
A= 3 2 2 1

1 1 -3 -1
Fiihren Sie dabei alle (wesentlichen) Zwischenschritte auf.

b) Unter Ausnutzung der Zwischenergebnisse berechnen Sie die Losung von Az = b
fir b = (2,1,2,-1)7.



Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: Gauft-Verfahren) (4 Punkte)

a) Implementieren Sie eine Funktion, die das Gaussche Eliminationsverfahren zur Lo-

sung eines linearen Gleichungssystems Az = b, z,b € R", A € R™" realisiert. Es
soll sowohl die Berechnung ohne als auch mit Spaltenpivotisierung (als Pivotelement
wird also das betragsgrofite Element der jeweiligen Spalte gewéhlt) moglich sein. Die
Entscheidung hierfiir soll anhand anhand eines weiteren Parameters beim Aufruf
der Funktion erfolgen. Die durch die Pivotsuche entstandenen Zeilenvertauschungen
sollen nicht explizit ausgefithrt werden. Stattdessen werden die Zeilenvertauschun-
gen in einem Integer-Feld gespeichert.

Gegeben ist folgendes lineares Gleichungssystem fiir n € N;n > 1:

i

Aij:m, bZ:Z fuI’Z,jzl,,TL
Ein Mafs fiir den Fehler einer numerischen Losung z ist das Residuum Az — b.
Bestimmen Sie die Maximumsnorm des Residuums || Az — b||  zu den numerischen
Losungen Threr Implementation fiir n = 10, 20, 50, 100, mit und ohne Pivotisierung.



