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Aufgabe 1 (Banachscher Fixpunktsatz) (6 Punkte)
Sei X ein Banachraum, D C X abgeschlossene Teilmenge, T': D — D eine Kontraktion
mit Kontraktionsfaktor L € [0,1). Zeigen Sie:

a) T hat hochstens einen Fixpunkt u € D.

b) Seiwug € D beliebig und w1 := T(ug), k € Ng. Dann konvergiert die Folge (ug)ren,
und der Grenzwert @ := limy,_. uy, erfiillt « € D und ist Fixpunkt von 7.

¢) ||u —ug|] < L||a — ug_1||, fiir k& € N, d.h. der Fehler sinkt monoton.
d) [|u — ugl] < %HT(UO) — upl| fur k € Ny (A priori Fehlerschranke).

e) [|u— wg|] < 125 |Jux — up—1]| fiir k € N (A posteriori Fehlerschranke).

Aufgabe 2 (Anwendung des Fixpunkt-Satzes) (4 Punkte)
Zur Losung von x + Inz = 0 stehen die folgenden Formeln zur Verfiigung;:

(i) = = g1(x) := —Inz,

—x

(i) = = go(x) := €77,

(ili) = = g3(x) := *3‘?;61_1, B> 0.

Untersuchen Sie die drei Funktionen auf Eignung fiir das Fixpunktverfahren. Geben Sie
jeweils ein entsprechendes (nichttriviales) Intervall und zugehorigen Kontraktionsfaktor
an, oder begriinden Sie die Unbrauchbarkeit der Funktion.

Aufgabe 3 (Maximumsnorm von Matrizen) (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass durch [|A[| := max},_, |a;| eine Norm auf B(R",R") definiert wird,
welche durch kein Paar Normen auf dem R" induziert wird.



Aufgabe 4 (Programmieraufgabe: Wurzelberechnung) (4 Punkte)
Zur Bestimmung von y/a, 0 < a < 2 kann man b = 1 — a setzen und = = 1 — \/a als
Fixpunkt folgender Gleichung ermitteln

r=g(z) = %(3:2 +0b).

Das Kontraktionsintervall ist I := [—|b|, |b|] und die Funktion ¢ erfiillt die Voraussetzun-
gen des Banachschen Fixpunktsatzes mit Kontraktionsfaktor L = |b|.

a) Implementieren Sie eine Routine, die zu gegebenem a, Startwert xy € I und Fehler-
toleranzgrenze T'OL die Fixpunktiteration durchfiihrt. Die Routine soll abbrechen,
wenn die a posteriori Fehlerschranke unter TOL liegt. Ausser der Naherung xy
soll die Routine die Anzahl der Iterationen k und den a posteriori Fehlerschétzer
zuriickliefern.

b) Bestimmen Sie fiir a = 1.5, zg = 0.25, TOL = 1075 die Resultate Thres Programmes.
Vergleichen Sie fiir die erhaltene Iterationsanzahl k die a priori Fehlerschranke, die a
posteriori Fehlerschranke Thres Programmes und den tatsédchlichen Fehler. Wie viele
[terationen wéren laut a priori Fehlerschranke nétig, um die gewiinschte Genauigkeit
in dem vorliegenden Fall zu erhalten?



