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Kapitel 0

Einleitung

Die Numerische Mathematik, oder auch Numerik genannt, beschéftigt sich mit der numerischen
Losung endlichdimensionaler Probleme, sowie mit der Approximation unendlichdimensionaler Pro-
bleme durch endlichdimensionale. Die Numerik ist somit eine mathematische Schliisseldisziplin zur
Behandlung von Anwendungsproblemen mit Hilfe des Computers.

Der Numerik geht stehts die Modellierung voraus, deren Ziel es ist ein Anwendungsproblem in der
mathematischen Sprache zu formulieren. Dieses Prozedere wird in der Abbildung 1 verdeutlicht.

Anwendungsproblem

Modellierung
i Mathematisches Modell

Mathematische Analysis,
Analyse Algebra, etc.

v

Endlichdimensionale Approximation des
mathematischen Modells

Implementierung Analyse der
i Approximation
v

Konstruktion von numerischen Lésungsverfahren

' '

Implementierung Analyse des
Verfahrens
Stimulationsergebnis Numerik

Interpretation und Anwendung der Ergebnisse

Abbildung 1: Illustration der Vorgehensweise zur Losung eines Anwendungsproblems

Im folgenden wollen wir an einem einfachen Anwendungsbeispiel dieses Vorgehen skizzieren.
Beispiel 0.1 (Berechnung des Wirmetransports in einem Draht)

Schritt 1: Modellierung
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Abbildung 2: Koordinatentranformation zur mathematischen Betrachtung des Warmetransports in
einem Draht.

Wir betrachten den Wiarmetransport in einem Draht. Nach einer Koordinatentransformationen, wie
sie in Abbildung 2 skizziert ist, konnen wir den Draht eindimensional durch ein Intervall I = [0, L]
reprasentieren. Nach dem Fick’schen Gesetz gilt fiir die Warmeleitung, dass der Wéarmefluf3 ¢
proportional zum Gradienten der Temperatur 7" ist, d.h.

q(z,t) = —00,T(z,t),Vor € I,Vt € [0, Tipax]-

Dabei bezeichnet o > 0 die Warmeleitfihigkeit und ist eine Materialkonstante. Auflerdem gilt fiir
jedes Teilintervall [a,b] € I und jeden Zeitabschnitt [t1,t2] € [0, Tinax]:

/ T(ac,tg)dx—/ T(w,tl)dx:/ q(a,t)dt—/ q(b,t)dt.
[a,b} [a,b] [tl ,tz} [tl ,tz]

Sind die Temperatur und der Warmeflufl gentigend oft differenzierbar, so folgt mit dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

/ / T (z,t)dxdt = —/ / Opq(z, t)dxdt.
[a,b} [tl,tg] [a,b} [tl,tg}

Da dies fiir beliebige a, b, t1, to gilt, folgt mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung
T (x,t) = —0q(x,t) = 0 O, T(x,t), V(x,t) € I X [0, Tinax]-

Wir erhalten so als mathematisches Modell fiir die Wérmeleitung in einem Draht eine partielle Dif-
ferentialgleichung, d.h. eine Gleichung, die die partiellen Ableitungen einer Funktion miteinander in
Beziehung setzt. Eine mathematische Analyse zeigt, dass diese sogenannte Wirmeleitungsgleichung
eine eindeutige Losung T besitzt, falls man beispielsweise die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = 0 und
an den Endpunkten z = 0, L vorgibt. Da die gesuchte Temperaturverteilung 7" eine differenzierbare
Funktion in zwei Verdnderlichen darstellt, handelt es sich hierbei um ein unendlichdimensionales
Problem. Im néchsten Schritt wollen wir mit Hilfe von sogenannten Finite Differenzenverfahren
eine endlichdimensionale Approximation angeben.

Schritt 2: Endlichdimensionale Approximation

Zur Approximation der Wirmeleitungsgleichungen fithren wir Zerlegungen T}, := {x;|x; = hi,i =
0,...., N + 1} und Ji := {t,|t, = kn,n = 0,..., M} des Ortsintervalls [0, L] und des Zeitintervalls
[0, Timax| ein. Dabei ist h := L/(N + 1) die Ortsschrittweite und k := Tyax /M die Zeitschrittweite
der jeweiligen Zerlegung.

Die Idee der Finite Differenzen besteht darin, alle Ableitungen in der Wirmeleitungsgleichungen
durch Differezenquotienten zu ersetzen. Verwenden wir z.B.

T (z,ty) =~ (T(x,tn) — T(x,tn_1))/k



und
OpaT (i, 1) = (T(2i41,t) — 2T (4, t) + T(zi1,1))/h,

so erhalten wir fiir die Approximation T von T'(z;,t,) die Gleichung
(TP =T Yk = o(T/ — 2T + T/,)/h?, Yi=1,.,N,n=1,.., M.

Dies ist eine lineare Gleichung fiir 77", die jedoch mit den Linearen Gleichungen des selben Typs
n

fiir die ebenfalls unbekannten Werte 77" und T} "1, T gekoppelt ist. Fiir die Anfangs- und
Randwerte verwenden wir die vorgegebenen Werte der Temperatur, d.h.

Tz‘o i=T(z;,0), Ig == "T(0,tn), TNy =T(L,ty).

Berechnet man sukzessive zunéchst die Losung zu den Zeitpunkten t1,ts,ts, ..., so erhélt man fiir
jeden dieser Zeitschritte t,, ein lineares Gleichungssystem mit N Gleichungen fiir die Unbekannten
T, i =1,...,N. Wir haben das unendlichdimensionale Problem also durch das sukzessive Losen
von linearen Gleichungssystemen approximiert. Verfahren zur Approximation von Differentialglei-
chungen werden in Kapitel 6 vorgestellt und in der Vorlesung Hdéhere Numerische Mathematik im

Sommersemester detailliert analysiert.
Schritt 3: Numerische Lésung des endlichdimensionalen Problems

Im letzten Losungsschritt geht es darum die linearen Gleichungssysteme numerisch zu 16sen. Hierzu
kann z.B. die Gauflelimination verwendet werden. Falls jedoch die Dimension N des Systems sehr
grof} wird, sind andere Verfahren besser geeignet. Im zweiten Kapitel der Vorlesung wenden wir
uns daher der numerischen Losung von linearen Gleichungssystemen zu.

Wiire in unserem Beispiel der Wirmeleitfahigkeitskoeffizient temperaturabhéngig, d.h. o = 6(T'(z,t)),
mit einer nichtlinearen Funktion &, so wére das resultierende Gleichungssystem nichtlinear. Solchen
Problemen ist das Kapitel 3 gewidmet.

Wiéhlt man zur Approximation der Differentialgleichungen andere Verfahren, wie z.B. Finite Ele-
mente Verfahren, so ist auch die numerische Approximation von Funktionen durch Polynome und
die numerische Berechnung von Integralen Bestandteil der Verfahren. Diese Themen werden in den
Kapiteln 4 und 5 behandelt.

Das Beispiel der Warmeleitung in einem Draht verdeutlicht die Notwendigkeit von numerischen
Methoden, wie z.B. die Losung linearer, oder nichtlinearer Gleichungssysteme, oder die Approxi-
mation von Differentialgleichungen. Bevor wir uns diesen Methoden zuwenden, werden im néchsten
Kapitel jedoch einige Grundlagen dargestellt. Hierbei handelt es sich zum einen um eine Zusam-
menstellung wichtiger Begriffe auf der Analysis und Linearen Algebra und zum anderen wird auf
die numerische Approximation reeller Zahlen eingegangen und daraus resultierende Fehlerquellen
diskutiert.
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Kapitel 1

Grundlagen

Im folgenden Abschnitt werden wir Definitionen angeben, die wir in den weiteren Kapiteln benoti-
gen.

1.1 Normierte Raume

Seien K = R oder K = C ein Koérper und V' ein Vektorraum iiber K.

Definition 1.1 (Norm)
Fine Abbildung ||-|| : V' — R heifit Norm, falls gilt

(i) lvll > 0 Vo e VA{0},
(i) | 2] = Al lv] VAEK, YoeV,

(111) ||v + wl|| < ||v|| + [Jw| Yv,w e V.

Beispiel 1.2
Sei V=R" v=(v1,...,v,) € R". Dann ist

n
[0l o 7= maxi<icn [vil,  [olly == > [vil,
i=1

n % n <
2 P
[vlly = (Zl il > o olly = (ZO !vi\”> (1<p<oo)
1= 1=

Beispiel 1.3
Sei V = C%I),I = [a,b] C R. Dann ist
Iollog := sup{Jv()] | = € I},

b P
[oll,, = (f\v(fc)\pdw> :

Definition 1.4 (Normierter Raum)

Ein Vektorraum V' zusammen mit einer Norm |||, geschrieben (V. ||-||), heifit normierter
Raum.
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Definition 1.5 (Banachraum)
Eine Folge (uy),cy C V' konvergiert gegen u € V. <=
Ve>03aNVn>N:|u,—ul<e.

Eine Folge (uy),cy C V heifft Cauchy Folge <=
Ve>03aINVm,l>N:|u—uyl<e.

Ein normierter Raum (V ||-]|) heifit vollstindig, falls alle Cauchy-Folgen in V bzgl. ||| in V
konvergieren. Fin vollstindiger normierte Raum heifft Banachraum.

Beispiel 1.6
(R™, ||-|I) ist ein Banachraum fiir alle |||,

(C°(I), |||l ) ist ein Banachraum, (C’O(I), ||Hp) ist dagegen nicht vollsténdig

Satz 1.7

Sei dimV < oo, |||, und ||-||, zwei Normen. Dann existieren m,M € R : m|v|, < |v|, <
M |||, YveV,dh. |, und |||, sind &quivalente Normen.

Definition 1.8 (Skalarprodukt)
FEine Abbildung (-,-) : V x V. — C heifit Skalarprodukt, falls gilt

(i) Y v e V\{0}: (v,v) >0,
(i) YV u,v €V (u,v) = (v,u),

(iii) ¥ u,v,w € V¥V a € K :
(au, v) = o (u, v),
(u v, w) = (u, w) + (v, w).

Folgerung: (u, av) =a(u,v), (u,v+w) = (u,v) + (u, w).

Satz 1.9
Sei (-, ) ein Skalarprodukt, dann wird durch ||v]| := y/(v,v) eine Norm induziert.

Definition 1.10
Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heiffit Prahilbertraum , falls V' mat der induzierten
Norm nicht vollstindig ist, sonst bezeichnet V' einen Hilbertraum.

Beispiel 1.11 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Vu,ve Vi [(u,v)] </(u,u) (v,v), Gleichheit <= w,v linear abhiingig.

Beispiel 1.12
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n

Sei V. =R", (u,v) := > u;v; ist ein Skalarprodukt und induziert die euklidische Norm
—~
’ 1
n 2
o= (So1e?)
i=1

1.2 Operatoren

Definition 1.13
U,V normierte Vektorrdume, D C U. Wir bezeichnen eine Abbildung T : D — V als
Operator. Dabei gilt:

(i) T heifst stetig inu € D <=
Ve>030>0VveD:|lu—v|,<éd = ||T(u)—TW)|, <e.

(ii) T heifst stetig in D <=
T ist stetig fir alle u € D.

(iii) T heift Lipschitz-stetig <=
es existiert ein L >0V u,v € D: ||[T(u) —T(v)|,, < L|u—vl.

Bemerkung 1.14
Es ist leicht zu sehen, dass aus (iii) (ii) folgt und aus (ii) folgt (i).

Definition 1.15
T heifst linearer Operator (oder einfach linear), falls V u,v € V,a € K:

(i) T(u+v)="T(u)+T(v),
(ii) T(aw) = aT(v).

Bemerkung 1.16
Ist T linear, so schreibt man héufig Tu statt T'(u).

Beispiel 1.17

V=W=R"AecR"™": Tu= Au ist ein linearer Operator.
b
V =C%I),W =R: Tu:= [u(x)dz ist ein linearer Operator.

a

Definition 1.18
T :U — V sei ein Operator. T heifit beschrankt, falls es ein C' > 0 gibt, so dass
VueU: [[T(u)l, <Cllul,.

Satz 1.19
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Fiir einen linearen Operator T': U — V sind dquivalent:

(i) T ist beschrénkt,

(ii) T ist Lipschitz-stetig,

(iii) T ist stetig in 0.

Beweis: Siehe Ubungsblatt 1

Bemerkung 1.20

(i) dimU < oo,dim V' < oo, dann sind alle linearen Operatoren beschrinkt und damit stetig.

(ii) Auf unendlich-dimensionalen Vektorrdumen existieren auch unbeschréinkte lineare Operato-
ren.

(iii) Die Aussage von Satz 1.19 (Seite 7) ist nur richtig fiir lineare Operatoren.
Bsp: T:R — R, z — 2 : es existiert keine Konstante C' mit |2%| < C'|z| V 2 € R.

Definition 1.21
Mit B(U,V) bezeichnen wir den Raum der beschrinkten linearen Operatoren. B (U, V') ist
ein Vektorraum. Durch

OV eovoy Nlully
wird eine Norm auf B (U,V') definiert. Diese wird als die durch ||-|,,|-|l, induzierte

Operatornorm bezeichnet.

Folgerung 1.22
(i) ITlyyv = sup ||Tully (wegen Linearitét von T).
’ uelU
llully=1

(i) NTully < [1Tllgy lully und [[T']];;y, ist die kleinste Konstante mit dieser Eigenschaft fiir alle
u € U (folgt aus der Definition).

(iii) [lid[|;;y, =1, dabei ist id € B(U, V), u +— u.

Beispiel 1.23
U,V =R", dann entspricht B (U, V') dem Raum der n x n Matrizen. Daher wird die Operatornorm
auch héufig Matrixnorm genannt.

Satz 1.24
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Die induzierte (Matrix-) Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. |[A o B < ||A] - || B||

Beweis: (gilt nur fiir die induzierte Matrixnorm)

1.2247 1.2271
I(Ao Byl = [AB@)I < JAIIBzll < [Al|B] |a]-
Sei z£0 = 148 < 4 B|

[l

O

Bemerkung 1.25
Die induzierten Operatornormen ergeben nicht alle Normen auf B (U, V). Sei etwa A € R"*" A =

(ai;), dann wird durch [|A|| =, 57 |ai;| eine Norm definiert, die nicht induziert ist.

Beispiel 1.26
Die durch ||-[|; und |-||,, induzierte Operatornormen werden in den Ubungen behandelt.

Sei A : (R™,[|-]|,) — [R™,||]|5), dann gilt ||A||272 = /Amax(A*A), wobei \pax(B) fir B € R™*"™
den betragsmiBig grofiten Eigenwert (EW) bezeichnet. Sei A = (a;;), dann ist A* = A" Diese
Norm wird als Spektralnorm bezeichnet. Ist A € R™*" dann ist Al = AT

Beweis: Bemerkungen: (A*A)* = A*A = A*A ist hermitesch = alle EW sind reell.
Auch gilt: z* (AA*) z = (Az)* Az = (Az, Az) >0

= A*A positiv definit = alle EW sind positiv

Da A*A hermitesch ist, existiert ein U € C"*" mit U*U = id (d.h. U ist unitér) und
A 0
U*(A*A)U = diag(A1, ..., ) = =: D (%)
0 An

Sei U; die i-te Spalte von U, d.h. U = (Uy,...,U,) und ||Us||, =1Vi e {1,...,n}, dann ist
A*AU =UD, da U~ =U* = A*AU; = \u;, d.h. u; sind Eigenvektoren (EV) von A*A
Ebenfalls gilt u}A* Au; = \; wegen ().

Sei x € C™mit ||z|, = 1, dh. 1 = ||jz]3 = (z,2) = 2™z
Setze y = U*x, d.h. x = Uy, da U*U = id. Es gilt:

|Az|3 = (Az, Az) = (z, A*Az) = (x,UDU*z) wegen (x)
= (x,UDy) = (U*z, Dy) = (y, Dy)

n

= Y yNyi < max \; Y. y? daalle \; >0
=1 1<i<n i=1

2

= D (A*A) 912 = Amax(A*4), da |lyll, = [|U*2]| = | = 1, da U* unitér ist

Also ||Az|ly < \/Amax(A*A) V z mit ||z]|, =1 = HAHZ2 < v/ Amax(A*A)

Sei A; der grofite EW, u; der zugehdrige EV mit [u;ll, = 1. Da [[Ally, = sup [[Az]], folgt

|z]|,=1

HAH272 > || Au[
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2
= [[Allze
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FS
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e
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H\/\/

illuills = A = Amax(A*A) = Behauptung

O

1.3 Banachscher Fixpunktsatz

Definition 1.27

Sei D C X, X normierter Verktorraum, Y normierter Vektorraum. Dann heifit ein Operator
T:D — Y eine Kontraktion, falls T Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 0 < L < 1
ist, d.h. Y u,v € D || T(u) —T(v)|ly < Llu—v|y.

Definition 1.28
SeiT : D — D ein Operator. Dann heifit u € D Fixpunkt von T in D, falls T'(u) = w.

Satz 1.29 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei X ein Banachraum, D C X abgeschlossen, T': D — D eine Kontraktion. Dann gilt:
(i) T hat genau einen Fixpunkt w € D.
(ii

) Sei u, € D beliebig und ugyq1 := T(ug),k=0,1,... = up — .
(iii) || — ukl] < L ||t — ug—1]| (k> 1), d.h. der Fehler nimmt monoton ab.
)

)

(iv) |7 — well < £ | T(uo) — uol| (k> 1). (a-priori Abschitzung)

@ — ukll < &7 |luk — ug—1|| (k >1). (a-posteriori Abschétzung)

(v
Beweis: Siehe Ubungen

Bemerkung 1.30
Satz 1.29 (iii) (Seite 10) gibt eine a-priori Schranke, die man nutzen kann, um einen Index ko zu
bestimmen mit ||@ — ug,|| < TOL fiir eine gegebene Toleranz TOL > 0:

Sei TOL gegeben, O.B.d.A TOL < 1
L% 1T (uo) — wol| < TOL
k TOL
LR < (1= L) )=l
kolog L <log(l — L) +1logTOL —log (|| T (up) — uol|)

ko > 10g(1_L)+10gT?OLg_LlOg(”T(“O)_“O”), da 0 < L <1 und daher logL <0

[k — |

PTam

Meistens ist dies eine Uberschitzung des Aufwands.

Satz 1.29 (iv) (Seite 10) kann als Abbruchkriterium wéhrend der Iteration benutzt werden, d.h.
man bricht ab, falls £+ [juy — up_1]| < TOL ist.



1.4. TAYLORREIHE 11

1.4 Taylorreihe

Definition 1.31

Sei C°(I),I = (a.b) der Raum der stetigen Funktionen auf I . Mit C™(I) :=
{f T — R £ f" ..., f™ ex. und sind stetig} bezeichnen wir den Raum der m-
mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Kurzschreibweise: C™(a,b) statt C™ ((a,b)). Mit der Definition C*(I) := (| C™(I) folgt
meN
dann

ce(I)c...co™I)c...c ().

Satz 1.32 (Taylorreihe mit Lagrange Restglied)

Seien f € C™!(a,b) und zy € (a,b) fest. Dann existiert fiir jedes z € (a,b) ein & zwischen xy und
T mit

1

IO @)@ = w0) + Run(e),

NE

flz) =

B
Il

0

mit R, (z) = (m+1 ,f (mAD) (&) (z — o)™

Satz 1.33 (Taylorreihe mit Integralrestterm)
Seien f € C™*Y(a,b), zo € (a,b) fest. Dann gilt fiir jedes = € (a, b)

1
ZE 0)(z — 20)* + Ry (),

k=0

mit Ry, (z) == ff(m+1 (t)(z —t)™dt.
Beweis: Fiir beide Satze siehe Analysis 1.

Folgerung 1.34 (H#ufig verwendete Form)

Seien f € C"™(xg — ho, 20 + ho), 0 € R,hg > 0. Sei |h| < hg, dann existiert eine Abbildung
Wit (=ho,hg) — R mit hlimowm(h) =0, so dass gilt

(k)
f 0) b + Wi (R)A™.

flxog+h) = f(xo) +Z

Beweis: Wende Satz 1.32 (Seite 11) an mit x = x + h, d.h. es existiert ein £ mit || < |h| und
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m—1 . m
Fflzo+h)— 3 f(k;(!!ro)hk _ f(’ (&) B
k=0

m!

— f(m>(l'0) Ko f(m) (z0) o f(m>(5) hm

m! ’ m! m!

— f( >(10)}m m(h)hm

m!

mit wy,(h) = O™ (o) €| < |h| und £ stetig —> hlimo —f(m)(g);j(m)(x“) =0

m!

Definition 1.35
Die Funktion f € C'(zg — ho, o + ho) ist in erster Ndherung gleich f(zo) + f'(zo)h in
einer Umgebung um xq, d.h. es ezistiert ein W : (—hg,hg) — R mit Bl 0 und

R
f(xo+h) = f(xo) + f'(wo)h +W(h).

Notation: f(xg+h) = f(xo) + f'(z0)h.

Definition 1.36 (Landau Symbole)
Seien f,g: R — R. Dann schreiben wir:

(i) g(t) = O(h(t)) firt — 0 <= es eine Konstante C > 0 und ein § > 0 gibt, so
dass |g(t)| < C'|h(t)| ¥V |t] <.

(i1) g(t) = o(h(t)) firt — 0 <= eseind >0 undeinc:(0,0) — R gibt, so dass
lg(t)] < c(|t]) |h(t)| V |t] < d und c(t) — 0O firt — 0.

Beispiel: f € C1(R), dann ist f(x) — (f(x0) + f'(z0)(x — 20)) = 0 (\x - 330]2) wegen Folgerung
1.34 (Seite 11) mit h =z — zp und m = 1.

Ist f € C%(R), dann ist f(z) — (f(xo) + f'(w0)(x — m0)) = O (\x - a:o\2> wegen Satz 1.32 (Seite
11), da f” beschrinkt in einer Umgebung von xq, d.h. |f”(£)| < C.
1.5 Approximationsfehler und Fehleranalyse

Problem: Ein Stahlseil der Linge L = 1 sei an seinen Endpunkten so befestigt, dass es (fast)
straff gespannt erscheint. Nun soll die Ausleknung des Seils berechnet werden, wenn sich in der
Mitte des Seils ein Seiltdnzer befindet.

1. Modellfehler: Wir gehen davon aus, dass sich das Seil als Graph einer Funktion y : (0,1) —
R beschreiben ldsst, welche die sogenannte potentielle Gesamtenergie:

1
c /(t)2
minimiert.

Dabei ist ¢ eine Materialkonstante und f die Belastungsdichte.
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A
y(®

Abbildung 1.1: Modellfehler

2. Zur Vereinfachung (Abb 1.1) nehmen wir an, dass |y/(¢)| < 1. Dann kénnen wir das Funktional

FE vereinfachen zu:
1

1
B =5 [P [ rwar
0 0

Dabei sind eine Reihe von Effekten vernachlissigt worden. Dies fiihrt zu Modellfehlern, die
jedoch in dieser Vorlesung nicht weiter betrachtet werden. Wir nehmen an, dass die Minimie-
rung von E das zu lossende Problem sei: Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Minimierung von E erhélt man durch Variation

d —
<%E (y + ap) [k=o = 0 V “zuléssige* gp)

die Differentialgleichung
_Cy”(t) = f(t)v vt e (07 1)
mit Randwerten y(0) = y(1) = 0.

3. Datenfehler: c ist eine Materialkonstante, die vom Material des Seils abhéngt (aber auch
von Temperatur und Luftfeuchtigkeit). Der Wert fiir ¢ kann nur durch Experimente bestimmt
werden, und das ist zwangsléufig fehlerbehaftet. Daher muss sichergestellt werden, dass sowohl
y als auch das numerische Verfahren nicht sensitiv vom konkreten Wert fiir ¢ abhéngen.

Beispiel: Betrachten wir die Differentialgleichung u/(t) = (¢ —u(t))?, u(0) =1 ¢ > 0, so folgt
durch Substitution

0= = O = 0 Ty

Studieren wir das Verhalten von u in Abhé#ngigkeit von ¢, so sehen wir:
c=1:d(t)=0 = u=1.

¢>1: 4 >0, dh. v monoton wachsend und lim wu(t) = c.

— OO
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0 =

Abbildung 1.2: Auswirkung des Datenfehlers.

177w

to

Abbildung 1.3: Auswirkung des Datenfehlers.

c<l:u' >0, lim u(t)= oo fiir tp = = > 0.

t —to
Durch Messfehler oder auch Approximationsfehler kann leicht ¢ > 1 oder ¢ < 1 eintreten, und
man erhélt qualitativ unterschiedliche Ergebnisse.

. Diskretisierungsfehler: Zuriick zu unserem Seiltdnzerproblem. In der Numerik miissen wir
Ableitungen durch etwas Berechenbares ersetzen, auch kénnen wir y(t) nicht fiir alle ¢ be-

stimmen. Sei N € N, x; :=th,i=0,...,N + 1 mit h = ﬁ, so approximieren wir auch hier
! 1
y'(z;) ~ 72 (Y(zit1) — 2y(z:) +y(wi-1)) .-

Setze: f; = f(z;) und sei y; =~ y(x;), dann ist eine Finite-Diffenrenzen Approximation von
—cy"(t) = f(t), t € (0,1), y(0) =y(1) = 0 gegeben durch
c

_ﬁ(yi+1_2yi+yi—l):fi7i:17”'7N7 yOZ?JN—i-l:O-

Die Differenz |y; — y(z;)| ist der Diskretisierungsfehler im Punkt z;. Es muss untersucht

werden, wie sich dieser Fehler verhilt wenn die Gitterweite h gegen 0 geht.

. Losungsfehler /Abbruchfehler:
2 -1 0
Setze A= | 4 T € RVN und F = (f;))Y, € RV, so ergibt sich aus der
SO
0 -1 2
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Finite Differenzen Diskretisierung das diskretes Problem: Finde y;, € RY mit

c
Zur Losung verwenden wir die Identitét

h2
Dy, = Dy, — Ayp, + —F, mit D = diag(2) =
c

0 2
Sei y2 ein beliebiger Startwert (z.B: y2 = 0). Zur Berechnung von y, betrachten wir folgende
Iterationsvorschrift:

h2
Dy,"*! .= Dy}l — Ayp + —F
C

bzw.
1 -1 n h2
it =i - 07 (g + ).
Es muss gezeigt werden, dass y," — yp, fiir n — oo.
In der Praxis kénnen wir nur bis zu einem endlichen Wert ng € N rechnen. Das heifit die
Losung eines Problems wird y;° sein. Der Abbruchfehler in der Norm ||-|| ist ||y — ya||-

6. Rundungsfehler: Auf einem Rechner kann nur eine endliche Teilmenge von R bearbeitet
werden. Daher wird nicht y;° berechnet, sondern die Approximation in dieser endlichen Men-

ge.

Definition 1.37 (Gleitkommazahl)
FEine Gleitkommazahl zur Basis b € N ist eine Zahl a € R der Form

o=+ [mlb_l T mrb_q b:l:[esflbsfl—l—...-l-eob()]. ()

Man schreibt +a = 0,my ... mb*F mit E = [e,_1b°7 + ... + eb°] und
m; €{0,...,b—1},E € N r;s € N abhingig von der Rechnerarchitektur.

Bemerkung:

1. Diese Darstellung erméglicht die gleichzeitige Speicherung sehr unterschiedlich grofier Zahlen,
wie etwa die Lichtgeschwindigkeit ¢ &~ 0.29998 - 10? = oder Elektronenruhemasse mg ~ 0.911-
10730 kg.

2. Als Normierung nimmt man fiir a # 0 an, dass my # 0 ist.

3. Fiir Computer ist b = 2 iiblich, fiir Menschen b = 10.

Definition 1.38 (Maschinenzahlen)
Zu geg. (b,r,s) sei A= A(b,r,s) die Menge der a € R mit einer Darstellung (x).
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A(b,r,s) ist endlich mit grofitem und kleinstem positiven Element apax = (1 —567") - W amin =
b=t
Zur Speicherung einer Zahl a € D = [—amax, —Gmin] U [@min, @max] Wird eine Rundungsfunktion

rd: D — A mit rd(a) = Enig |a — a| definiert.
aec

rd(a) wird gespeichert als:!

b:I:E

‘:l:‘ml‘---‘mr‘i‘eo‘---‘es_l‘ rd(a) =0,mq,...,my, mit F als Exponent.
—_———

Mantisse M

Die heutigen PC benutzen 52 Bits fiir die Mantisse und 11 Bits fiir den Exponent; die + werden
mit 1 (negativ) und 0 (positiv) dargestellt.

Fiir a € (—@min, Gmin) wird in der Regel rd(a) = 0 gesetzt (“underflow”).

Fiir |a| > amax wird von “overflow” geredet. Viele Compiler setzen a = NaN (not a number) und
die Rechnung muss abgebrochen werden.

Satz 1.39 (Rundungsfehler)
Der absolute Rundungsfehler, der durch Rundung verursacht wird, kann abgeschétzt werden durch

ja — rd(a)| < b ",

wobei E der Exponent von a ist (in der (x) Darstellung). Fiir den relativen Rundungsfehler gilt fiir

a#0
|rd(a) — al - lb_’"ﬂ.
la| T2

Die Zahl eps := %b""‘” heilt Maschinengenauigkeit.

Beweis: rd(a) weicht maximal eine halbe Einheit in der letzten Mantissenstelle von a ab.
Also |a — rd(a)| < 2b7"bF.

Aufgrund der Normalisierung m; # 0 folgt |a| > b~ 6" und weiter
|rd(a) — al - %b”’bE _ lb*"”rl_
|a| — b oE 2 -

rd(a)—a

a

Setzt man ¢ := , so folgt |e| < eps und rd(a) =ea+a=a(l+e¢).

Definition 1.40 (Maschinenoperation)
Die Grundoperation x € {+, —, X, /} wird ersetzt durch ®. In der Regel gilt:

a®b=rdlaxb) = (axb)(1+¢)

mit |e| < eps.

!Jedes Kistchen entspricht einem Bit
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Bemerkung: Die Verkniipfungen & erfiillen nicht das Assoziativ- bzw. Distributivgesetz.

Beispiel 1.41

1
Berechne das Integral Iy, := [ xm—;da:.
0

(A) Es gilt
Iy = 1n(6) — In(5)

und )
I + 51,1 = T (k‘ >1), da

1 1
k k—1
x ¥ —1 h—1 1
5 - dr = -
/a:—|—5+ c+5 /‘r TR
0 0

Bei einer Berechnung mit nur 3 Dezimalstellen (r = 3,b = 10) ergibt sich:

Ip = 0.182-10°
I = 0900-10"!

L = 0.500 - 101
I3 = 0833-107"
I, = —0.166-10°

Dabei bezeichnet Ij, den berechneten Wert unter Beriicksichtigung der Rundungsfehler. Die
Berechnung ist fehlerhaft. Offensichtlich sind die Iy monoton fallend, da I} \, 0 (k — o0),
aber es gibt widerspriichliche Ergebnisse (siehe I3). Auf einem Standard PC ergab: Iy; =
—0.158 - 107! und I39 = 8.960 - 101°.

Dies ist ein Beispiel fiir Fehlerfortpflanzung, da der Fehler in I;_; mit 5 multipliziert wird,
um I;, zu berechnen.

(B) Berechnet man die Werte I}, exakt, so ergibt sich bei einer Rundung auf drei Dezimalstellen
Iy = I1 und eine Riickwértsiteration [, = % (% — Ik) ergibt:

Iy = 0.343-107!
Is = 0431-107!
I, = 0.500-10"1
I, = 0.884-107!
Ip = 0.182-10°

Hier tritt Fehlerdampfung auf.

Beispiel 1.42
Zu losen ist das LGS

12069 0.8648 \ (w1 | _ ( 086419999 \ _
02161 0.1441 ) \ o ) = \ 0.14400001 ) ~ "
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. ) _ 1\ 0.9911
Die exakte Losung ist ( 9 > - ( —0.4870 ) ’

Durch Messfehler oder auch Rundung erhalten wir eine rechte Seite
5 0.8642
-~ \ 0.1440

Dann ist die Losung < ? > = < ; > , d.h. wir erhalten ca. 100% Abweichung.
5 _

Dies bedeutet, dass kleine Anderungen der Eingabedaten zu grofien Anderungen der Lésungen
fithren konnen. In diesem Kontext fiihren wir den Begriff der Kondition eines Problems ein.

Definition

FEine numerische Aufgabe (2.B. effizientes Liosen eines LGS oder Integrals) heifst gut kon-
ditioniert, falls kleine Anderungen der Fingabedaten zu kleinen Anderungen der Lisung
fiihren; sonst heif$t das Problem schlecht konditioniert.

Prézisieren wir: Was ist eine numerische Aufgabe? Was heifit klein?

Die Matrix
s 1.2969 0.8648
“\ 0.2161 0.1441

sollte schlecht konditioniert sein.
Im folgenden 2 Ansétze:

1. Fiir einfache Probleme.

2. Fir etwas komplexere Probleme.

Definition 1.43

Sei f:U — R" mit U C R™ und sei vy € U wvorgegeben. Dann versteht man un-
ter der Aufgabe (f,xo) die effektive Berechnung von f an der Stelle xq. Dabei sind xq die
Eingabedaten.

Beispiel: Ax =b, (f,b) mit f(b) = A~}

Satz 1.44

Sei xg = (21,...,2m) und 29 + A, € U eine Stérung der Eingabedaten mit ||Az|| < 1. Falls
f:U — R (dh. n = 1) einmal stetig differenzierbar, so ist der Ergebnisfehler Af(z¢) =
f(zo) — f(xo+ Ax) in erster Nahrung gleich

> 2 (a0) Ay = V(o)
j=1 "7

Fiir den relativen Fehler gilt in erster Niéhrung

= Em: <5f€] ($’0)> Aﬂf—?

Jj=1
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Definition 1.45 (Konditionszahlen I)

Wir nennen den Faktor k; := %(zo) f(r;o) (relative) Konditionszahl.
J

Beweis: (Beweis von Satz 1.44)
Wie in der Folgerung 1.34 (Seite 11) kann man hier den Satz von Taylor anwenden:
f(wo + Az) = f(xo) + v f(20) Az + @ (| Az])

mit @ (||Az|]) = o(||Az|)) = Behauptung fiir den absoluten Fehler.

Bemerkung: k; beschreibt, wie der relative Fehler in den Eingabedaten x; verstirkt bzw. abge-
schwicht wird.

Definition 1.46
Wir nennen das Problem (f,x¢) gut konditioniert, falls alle k; (j =1,...,m) klein sind,
sonst schlecht konditioniert.

Beispiel 1.47 (Arithmetische Operationen)

. P)
(1) flz1,22) = 2129, k1 = a—i(iﬂl,lﬂz)% =28 =

Analog fiir ko ergibt sich ebenfalls 1 = Multiplikation ist gut konditioniert.
(ii) Division ist gut konditioniert.
(iii) Addition f(z1,x2) = x1 + x2:
L _ Ly

kj: = .
X1 + X2 T+ T2

k; wird beliebig grof, wenn z1z2 < 0 und x1 und > betragsméBig gleich grofl sind. Das heifit,
in diesem Fall ist die Addition schlecht konditioniert, ansonsten ist sie gut konditioniert.

(iv) Subtraktion ist schlecht konditioniert, falls zjx9 > 0 und z; und z9 betragsméifig gleich grof§
sind.

Beispiel: (n = 3)z = 0.9995 y = 0.9984 rd(z) = 0.1-10" rd(y) = 0.998 - 10° Dann gilt
fir ® = —
z®y=rd(l—0.998) —rd(0.2-107?) = 0.2 - 107>

Der absolute Fehler betriigt 2 ® y — (x — y) = 0.0001
Der relative Fehler betréigt %(Z)_w =0.82

Das Problem wird als Ausloschung bezeichnet.
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Bei komplexeren Problemen (etwa n > 1) betrachten wir einen anderen Ansatz:

Definition 1.48
Das Problem (f,xo) ist wohlgestellt in

Bs(zo) :={z €U | ||z — x| < 6}
falls es eine Konstante Lays > 0 gibt, mit
1 (x) = f(@o)l| < Laps [|2 = ol (%)
fir alle x € Bs(xo). Gibt es keine solche Konstante, so heifst das Problem schlecht gestellt.

Sei im folgenden Lays(9) die kleinste Zahl mit der Figenschaft (x).
Analog sei L,¢(0) die kleinste Zahl mit

1) — F(ao)] o — o]
el = O

Definition 1.49 (Konditionszahlen IT)
Wir definieren K, = (lsi{% Las(9) die absolute Konditionszahl und K, := %i{no Ly (9)

die relative Konditionszahl.

Bemerkung: Falls f differenzierbar, so gilt

o]
e

I1f (o)l

Beachte: f/(zg) ist eine Matrix und || f'(z¢)|| eine Matrixnorm. K, hingt von der Wahl der
Normen ab.

Ko = Hf,

Beispiel 1.50 (Konditionierung eines LGS)
Zu lésen ist Az = b, d.h. f(b) = A~'bund f'(z) = A~L.
Damit folgt K5 = HA_1

Norm:
T -1y 1Az] _ AT nAL - fid 1
Ky = ||A ! = =||A ’ HAH
) A =t M AT DAL By
Wir definieren entsprechend die Kondition der Matrix A durch
cond(A) = HA_lH Al -
Beachte, dass ein x € R™ existiert mit |[|Ax|| = [|A|| |||, d-h. cond(A) ist eine gute Abschiitzung

fiir die Konditionierung vom Problem (f,b)

Mit A wie in Beispil 1.42 gilt: cond(A) = ||A™!|| ||A|| = 10°. Das Problem ist also schlechte kondi-
tioniert.



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

Wir werden in diesem Kapitel Probleme der Form
Ax =1

betrachten, wobei A € R™*™ und z,b € R™. Es gibt im Wesentlichen 2 Klassen von Verfahren

1. Direkte Verfahren
2. Iterative Verfahren

Aus der Schule (und den Lineare Algebra-Vorlesungen) ist uns ein direkte Verfahren bekannt, das
Gaufische Eliminationsverfahren. Fiir kleine Gleichungssysteme eignet sich dieses Verfahren, jedoch
kann das Verfahren fiir n >> 1000 sehr ineffizient werden, da das Verfahren einen Rechenaufwand
der Ordnung n? hat. Aus diesem Grund werden wir andere Verfahren kennenlernen, mit denen man

schneller ans Ziel kommen kann.

Wir werden Probleme folgender Art behandeln:

(A) Geg: Ac R beR"
Ges: z € R" mit Az = b (falls eine Losung existiert).

(B) Geg: A € R™™ by,...,by € R"
Ges: z; € R" mit Az; =b; (1 =1,...,1) (falls Losungen existieren).

(C) Geg: A€ R™™"

Ges: A~ (falls die Inverse existiert).

Es sind dquivalent
(i) FzeR": Az =0b.
(ii) Az =0 <= z=0.

(iv) 0 ist kein Eigenwert von A.

)
)
(iif) det(A) # 0.
)
)

(v) A ist reguléir, d.h. 3 B € R™" mit AB = BA = E,,. Dabei ist B = A7! und z = A7!b ist
die eindeutige Losung von Az = b.

21
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Alle diese Probleme sind dquivalent, aber es existieren Verfahren, die besonders geeignet fiir eines
dieser Probleme sind.

Verfahren

1. Direkte Verfahren liefern die exakte Losung x nach endlich vielen Schritten (bis auf Run-
dungsfehler). Beispiele dafiir sind der Gaufalgorithmus mit Aufwand O(n?) und die Cramer-
sche Regel mit Aufwand O(n!). Der minimale theoretische Aufwand liegt bei O(n?), aber es
existiert kein direktes Verfahren mit dieser Komplexitét.

Der Vorteil direkter Verfahren ist, dass A~! in der Regel mitbestimmt wird und somit der
Aufwand fiir (A), (B) und (C) ungefihr gleich grof ist.

Ein Nachteil ist, dass wihrend der laufenden Berechnung keine Naherung vorliegt, d.h. das
Resultat steht erst nach Abarbeitung des Algorithmus, also erst nach n Schritten, fest. Je
nach Anwendung sind diese Verfahren viel zu aufwédndig und deshalb besonders ungeeignet
fiir Problem (A), wenn n sehr grof ist.

2. Iterative Verfahren liefern nach endlich vielen Schritten eine beliebig genaue Approximation
der Losung (bis auf Rundungsfehler).

Der Vorteil liegt darin, dass man in der Lage ist, die Losung so genau zu bestimmen, wie es
notig ist. Haufig hat man bereits eine brauchbare Losung nach k& < n Schritten

Satz 2.1 (Storungssatz fiir lineare Gleichungssysteme)
Sei A € R™" reguldr und ||-|| die induzierte Matrixnorm. Sei AA € R™*™ gegeben mit [|AA| <

||A TA=T] und sei b € R™ und Ab € R™. Dann ist A + AA regulér und es gilt

[ == _ __ cond(A) (HAAH HAbH>
el 1 = cona(a)legl \ AL liol
Dabei ist Ax = b und T die Losung des von (A + AA)ZT = b+ Ab.

Bemerkung: cond(A) := ||A||||[A7!]| ist der entscheidende Verstirkungsfaktor fiir den relativen
Fehler.

2.1 Direkte Verfahren

Idee: Hat A eine einfache Gestalt, so lisst sich x leicht bestimmen.

Beispiel 2.2 (Dreiecksmatrizen)
Sei A € R™*" eine obere Dreiecksmatrix (A-Matrix) , d.h. a;; = 0 fiir i > j, oder
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Dann gilt det(A) = [] ai, d.-h. A ist regulir <= a; #0V i€ {1,...,n}. Ist A regulér, so ist
i=1
Ax = b losbar. Aus

n n
b; = 5 Qi Loy = 5 Qi Loy
u=1 u=t

erhalten wir den Algorithmus:

— . _ b

i=mn: Tn = 22,

1< n: xi:a“< Z awxn>.
u=i+1

Frage: Kann eine beliebige regulére Matrix A so umgeformt werden, dass sie obere A-Gestalt hat?
D.h gesucht ist A € R™ " mit oberer A-Gestalt, b € R™, so dass Az = b dieselbe Losung hat wie
Ax =b.

Eine Losung dieses Problems liefert der Gauflalgorithmus:

2.1.1 GauBalgorithmus/LR-Zerlegung

Der Algorithmus startet mit

ain a2 - aip | b

a a e agn | b
(A,b) = (A(0>,b(0>> _ 21. 22 on | b2

apl Ap2 - Qpp bn

und fithrt durch sukzessive Manipulation auf (A(p), b(p)) p=1,...,n—1, so dass aus AP~ Vg =
b1 folgt APz = p®). Um (A(l),b(l)) zu berechnen, wird zur i-ten Zeile fiir ¢ = 2,...,n das

ag?) / agol)—fache der ersten Zeile hinzuaddiert. Wir erhalten somit

ai a(12) e (1(1,3 b% |
1 1 1
(A(l), b(1)> _ I O
0 all ol
ayy ain bl
0 aélz) agl) bgl)
0o . ... EZ_I) bl(i—l)
(=1 plp-1) — : oo e : :
(A ,b ) a 0 0 0 0 al(f; 1) o a}fé 1) b}()p—1)
(p—1) (r—1) (p—1)
Up+1)(p+D) Uy | Olps1)
' : . ' (p—1) ' =1 | 1 (p—1)
0 O --- 0 U (p41) e ay by
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Wir erhalten schlief3lich (A("_l), b("_l)), wobei A"=1) eine obere A-Matrix ist und Az =b <=
A1) = yn=1),

(

Unsere Rechnung setzt voraus, dass stets gilt apl;,_l) # 0 gilt, ansonsten miissen zuerst Zeilen
vertauscht werden. Weder das Vertauschen von Zeilen noch der Eliminationsschritt verdndern die
Losung. Kann in einem Schritt al(,p Y # 0 nicht erreicht werden, nachdem man sémtliche Zeilen
vertauscht hat, so bedeuted dies, dass A singulér ist. Das Zeilenvertauschen wird als Pivotisierung
bezeichnet. Haufig wird die Zeile ausgesucht mit

1
‘ ,(f ) = max
p p<i<n

aip

(p—l)‘

und wird als Teilpivotisierung oder Spaltenpivotisierung bezeichnet.

Beispiel 2.3

. (e 1 (1 - 1_15 (1 .
Se1A—<1 1>undb—<2> = 3:—( 1—25 >~<1>fur6<<1.

,_.

. .. . 1 1\ £ 1 1
Ohne Pivotisierung folgt: (A( ), bl ) = < 01— % 9_ % >
Es folgt Ty = %_Z i 1 und 1 = (1 — 22)e”! = 0, da auf einem Computer rd(2 — e~ !) =
—e7 1, rd(1 — e7!) = —~! berechnet werden.

Mit Pivotisierung folgt hingegen nach Zeilentausch:

1 112
e 111

und schlieBflich nach der Elimination

1 1 2
0 1—e|1—2e
1

1__2; ~ 1 und 21 =2 — 29 = 1, da auf einem Computer rd(1 —2¢) = 1 fiir sehr

Hier folgt also x9 =
kleines ¢ gilt.

Das dquivalente Problem

1 ! N

1 1 x9 ) 2
kann durch Spaltenpivotisierung nicht gelést werden. Hier muss total pivoting benutzt werden,
d.h. sind die Matrixeintrdge sehr unterschiedlich grof}, so miissen auch die Spalten vertauscht wer-

den. Das Vertauschen der Spalten ist jedoch umstédndlich und wird selten angewandt. Man ver-
tauscht die Spalten nur dann, wenn man keine andere Wahl hat.

Wir fassen das Gaufiverfahren, wie folgt zusammen.
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Algorithmus 2.4 (Gauf3verfahren)
Setze ¢; =1 (i=1,...,n).

Fir p=1,...,n—1:

Wahle j € {p,...,n} mit |ag,|= Jmax |agp] -

Vertausche die Zeilen ¢; +— ¢, [Spaltenpivotisierung]
Fir k=p+1,...,n:
Falls a4, =0 = Abbruch.

Setze | = aaq—“’ [Multiplikationsfaktor]

dpdp

Setze a,, = [Speichere [ statt ag, = 0]
Fir j=p+1,...,n:

Setze ag; = ag; — - a,,; [Matrix AP)]

Setze by, = b, — b, [Vektor b)]

Die Losung von Az = b wird anschlieBend durch Riickwértseinsetzen wie folgt gelost:

Setze x,, = by, /ag,n-
Firk=n-1,...,1:

n
Tp = | b = D agts / Agyk-
i=k+1

Bemerkungen:
(i) Der Aufwand des Algorithmus liegt bei $n3 4+ O(n?).

(ii) Anstelle der entstehenden Nullen wird der Multiplikationsfaktor | gespeichert.

(iii) Die Matrix A und der Vektor b werden iiberschrieben. Es ist deshalb ratsam, eine Kopie der
Vektoren zu machen.

(iv) Die Pivotisierung wird als Vektor gespeichert, und die Zeilenvertauschung im Speicher wird
nicht durchgefiihrt.

Formaler Zugang:
1) Uminterpretation der Pivotisierung:
Im i-ten Schritt des Gaulalgorithmus werden Zeilen vertauscht ¢ «— k, k > 4. Zur Umformulierung
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betrachten wir folgende Matrix.

1
1
0 1 — 1
Py, =
1 0 — k
1
1

Lemma 2.5
Fiir die Matrizen Py gilt:

(i) B = P, A entspricht der Matrix nach der Vertauschung der i-ten und k-ten Zeile.
(i) B = APy entspricht der Matrix nach der Vertauschung der i-ten und k-ten Spalte.
(ili) P2 = E,, d.h. P, = Py.

Beweis: Durch Nachrechnen.

Definition 2.6
FEine Matrix P € R™" heifit Permutationsmatrix, falls P durch Zeilenvertauschungen
aus der Einheitsmatrix E, entsteht.

Bemerkung: P ist eine Permutationsmatrix. Ist P = P, 1, ... P, i, , eine Permutationsmatrix,
so gilt P~ = Pk Py k-

2) Berechnung im Gauf3verfahren:
Wir betrachten die Matrix:

1 0 0
1
Li =
liv1,
0 i | 0 1
mit 1;; == % j=i4+1,...,n.
Lemma 2.7
b1
(i) Sei B=L;A= © |, wobei b; € R" Zeilenvktoren sind. Dann gilt
bn

bj:aj (jzl,,l) und bj:aj—i—lj,-a,- (j:Z+1,,n)
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(i) L;' =2E, — L;, also
1 0 0
‘ —liy1y
0 i | 0 1
by
dh fir B=L;'A=| @ | gilt
bn,

bj:aj, (jzl,...,i) und bj:aj—ljiai, (j:i—l—l,...,n).

Beweis: Durch nachrechnen.

Folgerung 2.8
Die Transformation von A auf obere A-Gestalt kann geschrieben werden als

R=L1'P, 1 - L7'PA.

Dabei it P; = P;; fiir ein j > 7 und R eine obere A-Matrix ist.

Satz 2.9 (LR-Zerlegung)
Sei A € R™"™ eine regulidre Matrix. Dann gilt:

e Es existiert eine Permutationsmatrix P, eine untere /A-Matrix L mit Diagonalelementen 1
und eine obere A-Matrix R mit
PA=LR.

e Es gilt: Ist A = LR = MS, wobei L, M untere A-Matrizen mit Diagonalelementen 1 sind,
und R, S obere A-Matrizen sind, so folgt L = M, R=S.

Bemerkung: Ist PA = LR gegeben, so kann man Ax = b 16sen, indem man in zwei Schritten
durch Vorwirts-, bzw. Riickwértseinsetzen 16st:

(a) Lose Lz = Pb,
(b) 16se Rz = z.

Dies gilt, da

Ar=b <= PAx= Pb,
< LRx = Pb,
<= LRx =Lz,
<— Rxr=2z.



28 KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

ILA. wird L in den frei werdenden Stellen von A gespeichert (die 1 auf der Diagonalen muss man
nicht speichern). Also

m-1)._( R
e (R,

Dabei ist R die obere Dreiecksmatrix von R und L die untere Dreiecksmatrix von L ohne die
Diagonale. L und R benétigen also zusammen n? Speicherstellen.

Beweis: (von 2.9)

Nach dem Gaufalgorithmus gilt: R = L;LP”_I, e L1_1P1A, wobei R obere A-Matrix ist —
PLy...P, 1L, 1R=A.

Definiere Permutationsmatrix P := P,_1... P, und L := PPiLy... P,_1L,_1

— P 1LR=A — LR=PA

Noch zu zeigen: L ist untere A-Matrix mit Diagonaelementen 1.

Es ist:
L = PPLy.. P, L,1=P,1.. PPPL1P.. P,_1L,_1
~—
—E,
= P,1...BI1P...P,_1L,_1.
Wir setzen:

I:l = Py 1P und fiirp=2,...,.n —1: [N/p = Pp+1[~/p_1LpPp+1
. Dann hat ZNLP die Gestalt:

1 0
*
.Z/p: *
0

AuBerdem gilt, dass P, L, P, (mit ¢ > p) ebenfalls diese Gestalt, da P, = Py, q < k.

Also folgt
L = Poi...PsPo L PLoPy... Py 1Ly
Py 1...PsL1LoPs...Py1Lp 1
Py 1...PyLoLsPy... Py 1Ly 1

= Lp
und somit ist L untere A-Matrix.

Zur Eindeutigkeit:
Es gilt: L=! hat ebenfalls untere A-Gestalt mit Diagonalelementen 1 (betrachte L™'L = E,).
Analog folgt, dass S~! eine obere A-Matrix ist.



2.1. DIREKTE VERFAHREN 29

Also ist L='M untere A-Matrix mit Diagonalelementen 1 und RS~! hat obere A-Gestalt. Aus
LR = MS folgt RS™! = L7'M = E, und hieraus mit der Eindeutigkeit der Inversen: R =

S NL=M.

[m]

Weiter Anwendungen der LR-Zerlegung

()

Determinantenberechnung einer Matrix A.
Hat R obere/untere A-Gestalt, so gilt

n

det(R) = H Tii-

i=1

Aus der LR Zerlegung folgt
R=L1'P, ,...L7'PA

und somit

det R = det(L; " ) det(P,_1)...det(L]") det(P;) det(A).

Weiter gilt:

1 1=k
det (L;') =1 und det(P;) = det(Py) =
-1 1 £k
Also folgt:
det(R) : gerade Anzahl von Zeilenvertauschungen
det(4) = —det(R) : ungerade Anzahl von Zeilenvertauschungen
[[ 74 : gerade Anzahl von Zeilenvertauschungen
i=1
— [[ 4 : ungerade Anzahl von Zeilenvertauschungen

i=1

Bestimmung von Rang(A) = f der linear unabhéngigen Zeilenvektoren bei einer nicht unbe-
dingt quadratischen Matrix.

Ist im p. Schritt aﬁ,” ) = 0, so miissen Zeilen und eventuell auch Spalten vertauscht werden,

was den Rang der Matrix nicht veréindert. Ist dies nicht méglich, so hat A®) die Gestalt

AP - — |
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Dabei sind die ersten p Zeilenvektoren linear unabhéngig, aber alle weiteren Zeilenvektoren

sind linear abhingig. Es folgt Rang (A) = Rang (A(f”)) =p.

Achtung: Aufgrund von Rundungsfehlern kann dieses Verfahren numerisch zu falschen Er-
gebnissen fiihren:

(c) Berechnung der Umkehrmatrix A~! einer Matrix A.

1. Ansatz: Sei e; der i. Einheitsvektor. Lose Az() = ¢; fir i = 1,...,n = A7l =
(1,...,2,) mittels LR-Zerlegung mit Lz = Pe; und Rz = z(9)

2. Berechnung durch simultane Elimination

Vorwartselimination

1 0 11 o * * 0

A — : —
0 1 0 Ton | * *

Riickwartselimination
r11 0 1 0

. * — . A—l

0 Tnn 0 1

2.1.2 Gauf}-Jordan Verfahren

Diese Methode beruht darauf, durch Matrixumformungen von Az = b zu Bb = « mit B = A~}
iiberzugehen. Die Idee des Verfahren ist folgende: Ist a,, # 0, so kann die p-te Gleichung nach z,
aufgelost werden:

ap1 _ Opg—1

1 a
Tg—1 + —by —
Apq Upq Upq Pq Upq

Durch Einsetzung von z, in die anderen Gleichungen (j # p)

2 o S 3 [ 2],

k=q+1 “pa
Man erhilt also eine Matrix A mit
T b1
A by = Tq

In by,
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Kann dieser Schritt z.B. mit p = ¢ n-mal durchgefiihrt werden, so ergibt sich

bl I
Al + | =1 : = A=A""

Dies entspricht einem Algorithmus ohne Pivotisierung, d.h. a;; # 0, Varianten mit Pivotisierung
sind ebenfalls moglich (siehe z.B. Stoer, Numerische Mathematik I, Springer, 1989, Abschnitt 4.2).

2.1.3 Cholesky Verfahren fiir SPD-Matrizen

Sei A € R™™ ™ eine symmetrische positive definite Matrix. Dann existiert ein unterer A-Matrix

Q € R™" 50 dass gilt
A=Qq".

Dabei ist Q = LDY?2 mit D/2 = diag(\/T11, -+ \/Tnn)-
Die Existenz einer solchen Zerlegung sieht man wie folgt ein:

A=LR = A=LDR=LDL" = LDY*(LD"*" = QQ",

wobei R = LT aus der Symmetrie von A folgt. Die positive Definitheit der Matrix A ist notwendig,
damit D'/2 wohldefiniert ist.

Unter Ausnutzung der Symmetrie erhélt man folgenden Algorithmus, der die untere Dreiecksmatrix
von @ anstelle der unteren Dreiecksmatrix von A abspeichert und D~'/2 in einem Vektor d:

Algorithmus 2.10 (Cholesky Verfahren)
Fir ¢ =1,...,n:
Fir j =1,...,n:
Setze u = a;j
Fir k=7—1,...,1:
Setze U = U — ajpQ;

Falls 1 =7,
Setze d; :=1/y/u (Abbruch, falls u <0)
Sonst

Setze aj; :=d; u

Dieser Algorithmus hat aufgrund der Symmetrie den halben Aufwand im Vergeleich zum Gauf3-
Algorithmus.

2.1.4 LR-Zerlegung fiir Tridiagonalmatrizen

Sei A eine Tridiagonalmatrix

ar M 0



32 KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

A kann mittels LR-Zerlegung zerlegt werden. Diese Zerlegung kann explizit in Abhéngigkeit von
@, 8 und ~ hingeschrieben werden (siehe Ubungsaufgabe).

2.2 Uberbestimmte Gleichungssysteme/Ausgleichsrechnung

Problem: Gegeben sind m Messdaten (zum Beispiel Zeit und Konzentration) (z1,v1), ..., (Zm, Ym)
und Funktionen uy, ..., u,, (n,m €N, n <m).

n
Gesucht: Linearkombination u(x) = 3 ¢;u;(x), welche die mittlere Abweichung minimier, also:
i=1

1
2

i o 2\ 3
Do = | Y (ulwy) —yp)* | = o nf > (Z (ciui(z;)) — yj)
J=1 o

j=1 \i=1

Dieses Problem wird als das Gauf3sche Ausgleichsproblem oder als die Methode der kleinsten
Quadrate (least squares) bezeichnet.

Bemerkung: Das Tschebyscheffsche Ausgleichsproblem, bei dem beziiglich der Maximums-
norm minimiert wird, d.h.

A :— inf ()
00 cl,..l.r,lcneRi:nllﬁ.),(m‘czul(%) yj‘7

ist deutlich schwieriger.

Sei:
c=(c1,...,cp) " € R™ (der gesuchte Losungsvektor),
T = (xlw"axm)—r € Rm’ Yy = (y17"'7ym)T € Rm’
A= (a,-j) € R™*™ mit a5 = u,(x])

Dann ist das Ausgleichsproblem &quivalent zur Minimierung des Funktionals

F(e) = [[Ac =yl - (AGP)

Bemerkung: Sind m =n, uq,...,u, linear unabhéngig und x4, ..., x,, paarweise verschieden, so
ist A regulir und ¢ = A~y ist das gesuchte Minimum. Im Allgemeinen ist jedoch n << m, so
dass Rang(A) < n folgt. In solchen Fillen erwarten wir, dass (AGP) einen Minimierer hat, jedoch
Ac = y entweder keine oder sehr viele Losungen hat.

Satz 2.11 (Normalengleichung)

Sei A € R™ " b € R™ (n < m) gegeben. Dann existiert mindestens eine Losung T € R™ des
Ausgleichsproblems (Az = b) mit kleinstem Fehlerquadrat, d.h. T minimiert F(z) = || Az —b||,.
Dies ist dquvalent dazu, dass T die Normalengleichung

AT Az =ATh

lost. ist Rang(A) = n (d.h. maximal), so ist die Losung eindeutig bestimmt, andernfalls ist jede
weitere Losung von der Form
r=T+y
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mit y € Kern(A). In diesem Fall wird meistens die Lésung x4 mit minimaler 2-Norm gesucht, d.h.
lzall = inf {Hx”2 ‘ x Losung des Ausgleichsproblems} .

Diese Losung ist eindeutig.

Lemma 2.12
Sei A € R™*" dann gelten fiir AT A € R™™ folgende Eigenschaften:
(i) AT A ist symmetrisch.
(ii) AT A ist positiv semidefinit. Falls Rang(A) = n ist, so ist AT A positiv definit.
(iii) Kern(ATA) Kern(A).
) R™ = Bld(A) @ Kern(A").
)

(v) ATAund AAT haben dieselben (positiven, reellen) Eigenwerte und es gilt dimKern(AT A —
M) = dimKern(AAT — \I) fiir alle Eigenwerte A > 0.

(vi) » = Rang(A) = Rang(A"T A) = Rang(AAT) = Rang(A")
= [{A> 0| AEW von 474}

(iv

Beweis: (Lemma 2.12(iv))
Es gilt R™ = Bld(A) @ Bld(A)*, d.h. es ist zu zeigen: Bld(A4)* = Kern(AT)

Sei y € Bld(A)*, d.h.V z € Bld(A) : (y,2) =0
> VzeR": (yAz) =0 <= VzeR": (Aly,z)=0

«— Aly=0 < yeKem(A") _

Beweis: (Satz 2.11)

Wir zeigen zunichst die Aquivalenz des Minimierungsproblems mit dem Losen der Normalenglei-
chung. Sei 7 Losung von AT Az = ATb. Dann folgt

Ib— Azl = |lb— AT+ A® - 2)|;
= (b—AT+ AT —2),b— AT+ AT — 2))
(b— Az, b— AT) +2(b— AT, A(T — x)) + (A(T — ), A(T — x))
b~ Az + [ A@ — 2)|; +2(AT (b~ AT),T - x)
Ib— Az|3
Also gilt fiir alle z € R" : [|b — AT ||, < [|b — Az||,.

AVARI

Sei nun umgekehrt T eine Losung des Minimierungsproblems, so folgt

m n 2
0 = g5 (F@)i=s = 75 <J§1 (Z AjkTh — bﬂ') )

k=1

= Z aj;2 <Z kT — bj> = 2( Z aji Z kT — Zajl-bj>
k
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Also folgt AT AT = ATb und somit ist T Losung der Normalengleichung.

Insbesondere kann also die Existenz einer Losung des AGPs durch das Losen der Normalengleichung
gezeigt werden.

Zur Losung der Normalengleichung: Es ist b € R™ = Bld(A) @ Kern(A"). Also kénnen wir b = s+r
zerlegen mit s € Bld(A), r € Kern(AT). Zu s € Bld(A) existiert ein 7 € R” mit AT = s. Es folgt:

ATAZ=ATs+ ATr=AT(r+s)=A"b,
d.h. 7 ist Losung der Normalengleichung.
Ist Rang(A) = n, so folgt, dass AT A positiv definit (Lemma 2.12(ii)) und somit auch regulir ist.
Insbesondere folgt daraus, dass T = (AT A)"'ATb die eindeutige Losung der Normalengleichung

ist.

Ist Rang(A) < n und seien x1, 25 Losungen der Normalengleichung. Dann gilt b = Az;+ (b— Ax;) €
Bld(A) @ Kern(AT).

Da die Zerlegung R™ = Bld(A) @ Kern(A ") eindeutig ist, folgt Az; = s = A7, also A(z; —T) = 0,
d.h. z; — T € Kern(A).

Wir definieren die Losungsmenge K durch

K::{xeR”

x Losung des AGPs und ||z||, < HEHQ} .

Dann ist K kompakt und da die Norm ||-||, stetig ist, nimmt sie ihr Minimun auf K an. Sei also
x4 die Losung des AGPs mit

lwally = int {Jlos]| | =€ K} = p.
Sind nun z1, 2o € K Losungen mit ||z1]|, = |22, = p, so folgt £5%2 € K und daher

T+ X2
2

p <

< Diaally + 2 faall, =
2_21'12 21’22—p.

r1t+x2

Wir erhalten somit H - H2 = p und es folgt

I Tl LR SR

L (ol + 242, 2) + a3

1 (0% +2(1,22) + p°) = 597 + 3 (21, 22),,

(w1, 22) = p?,

1 — 23 = [le1ll; — 2 (@1, @2) + 23 = 20° — 20> = 0,
Ir1 = I9.

ﬂﬂﬂ” [

O

Beispiel 2.13 (Ausgleichsgerade)
Gegeben: Messdaten:
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p(x)=2+0.9x (GauBsche Normalgleichung)
p(x)=2+x (Tschebyscheffsche Normalgleichung

Abbildung 2.1: Ausgleichsgerade

Gesucht: Ausgleichungsgerade (linear fit') u(z) = bx + a mit

1 1
5 2 2

5
. 2
g (bzj+a—y)*| = min E (bxj +a— y,)
=1

= (a,b)eR?

Nach Satz 2.12 ist dann (a,b)" die Losung der Normalengleichung mit

1 -2 1/2
1 -1 1/2
A=11 0 ;= 2
11 7/2
1 2 7/2
und folglich ATA = < g 100 > und ATec = < 190 >

Da Rang(A) = 2 ist, ist die Normalengleichung eindeutig losbar. Aus ATA< Z

< Z > = ( 029 >, d.h. u(x) = 24 0.9z ist die Ausgleichsgerade.

Berechnet man die Abweichung, so folgt Ay = /0.9 < 1, A, = 0.6.

35

> = A'c folgt

Die Losung des Tschebyscheffs-Problems ist gegeben durch w(z) = 2 + . Hier erhilt man Ay =

1; AOO:%.

Bemerkung: Physikalisch kénnte z.B. ein nichtlinearer Zusammenhang der Form u(z)

sinnvoller sein.

Lenglischer Ausdruck der Ausgleichungsgerade

_a
1+bx
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Mithilfe der Transformation 4 (z) = ﬁ =Litlp—a+ bz lassen sich jedoch solche Probleme oft

auf die Berechnung der linearen Ausgleichungsgeraden zuriickfiihren.

Bemerkung: Das Ausgleichsproblem kann durch Losen der Normalengleichung (etwa LR-Zelegung)
behandelt werden. Allerdings ist dies numerisch nicht unbedingt der beste Zugang, da cond(AT A)
sehr viel grofer als cond(A) ist. Beispiel: gilt Rang(A) = n, A € R™", dann ist cond(ATA) ~
cond(A)?.

2.2.1 QR-Zerlegung nach Householder
Idee: Sei Rang(A) =n, A € R™*". Anstelle einer LR-Zerlegung sei

A=0QR

mit einer oberen A-Matrix R € R™*" und einer orthogonalen Matrix @ € R™*™ gegeben, d.h.
Q '=Q". Dann folgt

a-or=q| o . |=0(+).

wobei R eine reguldre obere A-Matrix ist. Durch Einsetzen erhalten wir
ATA=(QR)"'QR=R'"Q"QR=R'R,
ATb=RTQTb,
dh.esgilt ATAT=ATb — RT'Rz=R'QTb.

1
C1
. c _ )
Definiere ¢ durch ¢ := Qb= " = : € R,
Cn+41
. Cn
Cm

_ BT
SofolgtausRT:(RT ‘ 0 >: RTc:<ROC>.

n n

RT ist reguldr. Sei also T € R" die Lésung von RT = ¢, so ist T leicht zu berechnen, da R obere
A-Matrix ist.

c
0

DaRz=| . | folgt RTRT=R"c=R'Q'bund somit ist T die Losung der Normalengleichung.
0

Konzentrieren wir uns also auf die Berechnung einer QR Zerlegung.



2.2. UBERBESTIMMTE GLEICHUNGSSYSTEME/AUSGLEICHSRECHNUNG

QR-Zerlegung nach Householder

Sei A € R™*™ (m > n) mit Rang(A) = n.

Ziel: Finde obere A-Matrix R € R™*"™ und eine orthogonale Matrix Q € R™*™ mit A = QR.

37

Definition 2.14 (Dyadisches Produkt)
Seien u,v € R™ (Spaltenvektoren). Dann heifit die Matrix

Uy
A=w' = : (U1, ., Um)

Um

das dyadische Produkt von u,v.
Es gilt A € R™™ und a;; = ww; (1 <4,7 <m).

U1
Beachte: (u,v) =u'v = (ug,...,u,) : €R.

Um

Folgerung 2.15
Seien u,v € R, A =wuv' und w € R™. Dann gilt

(i) Aw = (v,w) u,
(i) A% = (u,v) A.

Beweis:

m

(i) (Aw); = > wvpwg = (v, w) u;.
k=1

(11) (AQ)Z‘J' = (AA)ZJ = kz_:l uwkukvj = <kz_:1 vkuk> uivj = <v,u> (A)ZJ O

Definition 2.16 (Householder Matrix)
Seiv € R™, v # 0. Die Matriz H(v) = 1 — 2% heift Householder Matrix.

floll
Wir setzen H(0) = 1. ’

Folgerung 2.17
Sei v € R™, dann gilt:

(i) H(v) ist symmetrisch.
(ii) H(v) ist orthogonal, d.h. H(v) = H(v)" = H(v)~'.

Beweis:
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(i) Esist H(v)ij = 6;j— 2% = §;;— 2208 = H(’U);g Dabei bezeichnet d;; das Kronecker Symbol.

2 2
l[oll3 llolla

(i) Wegen (i) bleibt zu zeigen, dass H(v)? =T gilt. Es ist

T2
HP = (1-225) (1-2225) =1 - 422, 4 40
4|U”( T (vu“Tvl)‘% llvll2 vz
TRBAY T )
= I- @ (va — <U’|TU>|1|)§) ) (wegen 2.15(ii))
= 1
O

Satz 2.18
Sei a € R™ und u :=a £ ||al|y e € R™ (1 < k < m). Dann gilt

H(u)a = F [l ex-

Beweis: Im Fall u = 0 gilt aufgrund der Definition von u a = F ||a||, ex. Also folgt H(u)a =
la = F |lall ex-
Sei also u # 0, etwa u = a — ||a||, ex. Dann folgt

T ) 1 )
H(u):H—T mit h:§\|u\|2.

Und weiter
1 1 2 2
ho= da—llalera—lalyer) =4 (al = 2lall, (a.ex) + llal?)
2
= lally = llally {a, ex) ,
Huwa = (I-juu")a=a—3(uu")a

=

a— 3+ (u,a)u (Folgerung 2.15(i))
a1 {a~ llallyex,au

2
a3 (llall3 ~ llal {ex. ) ) u

= a—u=l|alyex (Definition von ).

0
Verfahren: QR Zerlegung

Sei A € R™ "™ mit A= (ay,...,a,) = (ago), - ,a%o)) gegeben.

Schritt 1:

Setze u(®) = (ago)) - Hago)HQ e € R™ und Q; = H(u?), dann folgt
014 =R = (,) A0 mit A g Rm—1xn-1 _ (agl), - ,a%l)).
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Schritt 2:

1 — O | @) m—1 —
Setze u as Ha2 H e1 €R und Qs : : H(u(l))
0

Dann ist Qo € R™ ™ H(uM) € R™=1X"=1 und es folgt

0 = A
QQi1A=QRY = i 0
o A®
0 0
Iterativ erhalten wir so nach n Schritten:
Qn- Q1A =R" = =R
0 x
0

und @ := @1 --- @, ist orthogonal, da alle ); orthogonal sind. Ausserdem gilt A = QR, da Q? =1
und somit QQ,, --- Q1 = 1.

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Ausgleichsproblem <= Normalengleichung

<~ RI=c¢mit A=QR= <%>, R
und R ist regulédre obere A-Matrix,

falls Rang(A) = n gilt.
Betrachten wir nun die Kondition der Matrix R. Falls A € R™*™ und Rang(A) = n ist, gilt

condy(A) = [[A],]|A~]],

= QR [[R'Q7",
IQRIl, [RT'QT|,
= HR”z’HR_IH2

Also folgt = conda(A) = conda(R).

2.2.2 Singularwertzerlegung einer Matrix

Die QQR-Zerlegung liefert eine Moglichkeit, (AGP) numerisch zu l6sen, falls Rang(A) = n ist. Fiir

Probleme mit Rang(A) < n betrachten wir nun die Singuldrwertzerlegung einer Matrix.

Satz 2.19 (Singulirwertzerlegung)
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Sei A € R™"™ Rang(A) = r, p = min{m,n}. Dann existieren orthogonale Matrizen U =
(U1, s Upy) € R™™ und V = (vy,...,v,) € R™" mit UT AV = X € R™*" mit

Y = diag(o1,...,0p),
wobei 0y > 02> ... >0, > 0pp1 = ... =0, = 0.

D. h. ¥ hat die Form

o1
Y= R 01,
Oy
0 I
mit diag(oy,...,0,) € R™*".
Die Werte o1, ..., 0, heilen singulire Werte von A. Sie entsprechen gerade den Wurzeln aus den

Eigenwerten von A" A bzw. AAT (Bem: nach 2.12(v) haben A" A und AAT dieselben positven und
reellen Eigenwerte).

Beweis: Eindeutigkeit: Seien UT AV = ¥ und U,V orthogonal, dann gelten Av; = oju;, da
AV =UY und ATu; = oyv;, da ATU = VE. Daraus ergibt sich

AT Av; = 0,ATu; = 02-21)1- = 01-2 ist Eigenwert von AT A,
Analog folgt

AATy,; = a?ui = 01-2 ist Eigenwert von AAT.

Da nach 2.12(v) die Eigenwerte von AT A und AAT iibereinstimmen, folgt die Eindeutigkeit.

Existenz: Sei o1 := ||A||, = Hnﬁaxl |Az||, (Bemerkung: Da ||A]|; = v/Amax(ATA), ist o1 ein guter
z||y=

Kandidat).

Dann existieren z; € R",y; € R™ mit ||z1]|, = 1, |ly1|l, = 1 und Azy = o1y1. Sei V = (z1,...,2,) €

R™ ™ eine orthonormale Basis (ONB) des R"™ und Uy = (y1, ..., Ym) € R™*™ eine ONB des R™.

Dann folgt:

-
Al = UlTAV1 = (

o1 w

i 5 > , B e ]Rm—lxn—l7 w E Rn—I.

Da Uy, V; orthogonal, gilt:
[Ally = [[Ally = o1

Desweiteren gilt

A o\ J%+wTw B a%—l—Hng
Ww )7 Bw o Bw

und daher

2
2 2 ||A11’||2) 1
o =|lA = (max > =
=l = (maxEpe) > et

1

w
— | (oF ||w||2)2 + || Buwl?
= GE |\ Tl 2

2
1 2 2 — 42
> b (ot + wll3) = of + fwl}
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Insgesamt folgt also
2 2
of Zof+lwl; = llwlz=0 = w=0

und wir erhalten

UlTAV1:<g g >

Die Aussage des Satzes folgt nun durch Induktion.

Losung des Ausgleichsproblems mit Singuldrwertzerlegung:

Gesucht: z € R" mit ||Az —b||, = ian |Az = bll,, AeR™"™ beR™, m>n>r=Rang(A).
Ze n

Sei UTAV =¥ = diag(o1,...,0,), so folgt

lAz — b2 = (Az—b, Az —b) ® V= (UT (4w — 1), UT (Az — b))
S WAV )~ UTh, UTAV(VT2) — UTh)
= (SV'z-U"b,xVTz—-UTb)
= =vTe-uT|;
= Y @WTi-u0)’+ Y (u]b)’

i=1 i=r+1
m

> (u'b)

i=r+1

v

Folgerung 2.20
x € R" ist genau dann Losung des Ausgleichsproblems, wenn

Tb Tb
Vie= (uL, e uL,arH, - ,an> , mit a; € Rbeliebig.
01 Or
T T TN 2 n
Ist  Losung des AGPs, so ist ||:17||§ Voot HVTxHi => (u;—b> + > ol
i= ' i=r+1
Also ist ||z[|, minimal, g.d.w. a1 = ... = o, = 0 ist. D.h. die eindeutige Losung des AGPs mit

minimaler 2-Norm ist gegeben durch

Th Th LR
$:V<“Z s ,0,...,0> =3 4l

01 Or

2.2.3 Pseudoinverse einer Matrix

Ziel: Verallgemeinerung der Inversen einer reguldren Matrix auf beliebige Matrizen A € R"*" mit

Hilfe der Singuldrwertzerlegung.
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Definition 2.21 (Pseudoinverse)
Zu A € R™" mit Rang(A) =1 sei

Yi=UTAV = diag(o1, - .., Ominfmn})
eine Singuldrwertzerlequng von A. Wir definieren die (n x m)-Matriz X durch
1/0’1
¥t= - 0

1/o,
0 0

dann heifst AT .= VXU € R™™ Pseudoinverse oder Penrose Inverse von A.

Bemerkung: Die singuldren Werte einer Matrix sind eindeutig bestimmt, die orthogonalen Ma-~
trizen U und V jedoch nicht. Die Eindeutigkeit der Pseudoinversen muf} also noch gezeigt werden.

Satz 2.22
Sei A € R™™ mit Rang(A) = r gegeben. Dann gilt
(i) Ist AT € R™™™ eine Pseudoinverse zu A, so ist
AAT = (AAT)T) ATA=(ATA)T, AATA=A, AtAAT = AT

(ii) Durch die “Penrose Bedingung”
AB = (AB)", BA=(BA)", ABA=A, BAB=B (*)
ist eine Matrix B € R™*™ eindeutig bestimmt.
Insbesondere ist die Pseudoinverse wohldefiniert.

(iii) Sind m >n, b € R™ und z4 die eindeutige 16sung des Ausgleichsproblems, so ist x4 = ATb.
(iv) Ist m = n und Rang(A) = n, so ist AT = A~L,
(v) Ist m > n und Rang(A) = n, so ist AT = (ATA)"1AT.

(vi) Sind o1 > ... 0, die singuliiren Werte von A, so ist ||A||2 = o1 und |[|[AT]|2 = U—1T

Beweis: (Ubungsaufgabe)

Bemerkung: Fiir die Pseudoinverse gilt auch (A7)t = A, sowie (A7)t = (AT) T, jedoch gilt im
Allgemeinen nicht (AB)* = BTA™T.

Definition 2.23 (Kondition einer singuldren Matrix)
Fiir eine beliebige Matrix A € R™*" definieren wir die Kondition von A bzgl. der Spektral-
norm durch

g
condy(A) = ||Al[2||AT]|2 = 0—1

T
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2.3 Iterative Verfahren

Wir wollen uns nun iterativen Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme zuwenden.

Idee: Formuliere Az = b dquivalent als Fixpunktgleichung, so dass die Kontraktionsbedingung
(vgl. Satz 1.29 auf Seite 10) erfiillt ist.

Ansatz: Wir zerlegen A = M — N mit einer reguldren Matrix M (i.A. ist M vorgegeben und
N := M — A). Wir erhalten:

Ar=b <= (M—-N)z=b < Mzr—-—Nzx=b < Mz=Nx+b
— =M "'Nz+ M b

Wir definieren T := M~!N =1— M~'A, ¢ := M~'b sowie eine Abbildung F : R® — R” durch
F(z)=Tz+c.

Dann gilt: z ist die Losung von Az = b, g.d.w. z ein Fixpunkt von F ist, d.h. wenn gilt = F(z) =
Tx +c.

Iterationsverfahren: Sei ein Startwert z°

k€ N\ {0} durch

€ R™ gegeben, dann definieren wir die Iteration fiir
xk-{-l _ F(a:k),
d.h. zFt! wird berechnet durch folgende Schritte:

1) My* =% = mit dem Residuum r* := b — Az,
2) ahtl =k 4y
Bemerkung: Aus den Losungsschritten erkennt man, dass solche Iterationsverfahren nur dann

von Interesse sind, wenn die Defektgleichung My* = r* leicht zu 16sen ist. Dies ist z.B. der Fall,
falls M eine Diagonalmatrix oder eine obere A-Matrix ist.

Satz 2.24
Die Folge (2*)ren sei durch eine Fixpunktiteration zu 2 = F(x) = Tx + ¢ gegeben. Sei ||-|| eine
Norm auf dem R, so dass fiir die induzierte Matrixnorm gilt

q:=|T| < 1.

Dann konvergiert z* gegen ein = mit Az = b und es gelten die Fehlerabschitzungen

)

k
Hx — ka < 4 Hxl — xo
1—q
bzw.

S el e |
1—gq

Beweis: Der Beweis folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz 1.29 da gilt

|E(y1) — F(y2)ll = [[Tyr +c— (Ty2 + o)l _
= |71 —v2)ll < T |y — vall = qlly1 — vl
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Aus g <1 folgt also, dass F' eine Kontraktion ist.
Problem: Die Kontraktionsbedingung ist abhéngig von der Norm, die Konvergenz nicht, da alle
Normen auf R" dquivalent sind.

Gesucht: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz.

Definition 2.25 (Spektralradius)
Fiir eine Matriz B € R™™ definieren wir den Spektralradius p(B) durch

p(B) :=max {|\| | A € C ist Eigenwert von B} .

Bemerkung: Eine Matrix B hat in C die Eigenwerte A1, ..., A\, (falls Vielfachheit zugelassen wird).
Es existiert eine regulidre Matrix U € C™*"™ mit

A1 *
U 'BU = ,
0 An

also eine Ahnlichkeitstransformation (Jordansche Normalform).

Lemma 2.26
Fiir B € R™" gil
(i) p(B) < ||B|| fiir jede induzierte Matrixnorm.

(ii) V e > 0 gibt es eine induzierte Norm ||-|| auf C™*™ mit ||B]| < p(B) + «.

Beweis:

(i) Seien \ ein Eigenwert von B, u € C"\{0} der zugehérige Eigenvektor und ||-|| eine Norm auf
C™. Dann folgt

Bu=u = [M|ull = [[Aul| = [|Bul| < |[B] [|u]|
= |\ <||B|| fiir alle EWe = p(B) < ||B||.

Al Tig
(ii) Sei U € C™*" regulir mit U1 BU = )
0 An

Fiir 6 > 0 sei D5 = diag(6°,...,6" 1), Fir G € C™ " gilt dann (D(S_IGD(S) = g;;0’". Also

folgt
A Orip 8%z oo gy,
0 /\2 57“23 5”727“271
(UDs)"' B(UDs) = Dy ' (U™'BU) D5 =
5rn—1,n

0 o e e A
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n .
Sei e > 0 vorgegeben. Dann existiert ein § > 0mit Y. 0% |ry| < efiiralled € {1,...,n—1}.
k=it+1

Setze ||z|/; = H(UD(g)_l wH . Diese ist eine Norm auf C", da (UDj;)~" regulir. Es gilt:

—1
|1Bxls |wDs)™ Bal|

HBHJ:;BEC"\{O} lels wecmito) H(UD‘;)_%H

o0

Mit w := (UD;) ' 2 bzw. z = (UDs) w gilt:

Wenn z iiber C" lduft, dann lauft auch w iiber den ganzen C", da (UD5)_1 regular, d.h.

sup--- = sup---. Also folgt
x#0 w#0
||BH = su |’(UD5)71B(UD6)1UHOO
5T o Mol

< “(UD5)_1 B (UD(S)HOO

= max{ |Ai| + E F ra } (Zeilensummennorm)
7
k=it1

<e
= max|\|+e=p(B)+¢
7

O

Aus Lemma 2.26 folgt folgender Satz iiber die Konvergenz geometrischer Matrixfolgen.

Satz 2.27
Sei T' € C™*™ eine regulére Matrix. Dann sind dquivalent

(i) TV — 0 fir v — oc.

)
(ii) Fir v e C" gilt: T"u — 0 fiir v — o0.
(i) p(T) <

)

(iv) Es existiert eine Norm auf C", so dass fiir die induzierte Matrixnorm ||7']| < 1 gilt.

Beweis:
(i) = (i) Es gilt [|[T%u| < || 7| |Ju|| — 0, da T — 0. Also folgt T"u — 0 (fiir
v — 00).

(i1) == (¢ii): Annahme: p(T) > 1, d.h. es existiert ein EW X\ € C mit |[A| > 1. Sei uw € C™"\{0}
der zugehérige EV, dann gilt TVu = T~ Y(Tu) = TV '(Au) = ATV 'y = --- = A\u. Weiter folgt
1T ul|| = ||\ ul| = |\ ||u]] # 0, da |A| > 1. Dies ist ein Widerspruch zu (i4).

(i) = (iv): Lemma 2.26.

Submultipl.
(iv) = (@i): Esgilt | TV < |T||” — 0,da|T|| <1

O
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Folgerung 2.28
Das Iterationsverfahren konvergiert genau dann wenn p(7") < 1.

Bemerkung: (Ohne Beweis)

Aus den bisher gezeigten Satzen folgt:

_ _In10
W(p(T))

Das heift fiir p(T') ~ 1 ist —In(p(7T")) ~ 0 und K sehr grof. Somit mufl das Ziel bei der Wahl der
reguldren Matrix M sein:

Um eine Dezimalstelle im Fehler zu gewinnen, miissen K ~ Schritte durchgefiihrt werden.

(a) p(T) = p(I — M~ A) moglichst klein.

k

(b) Das Gleichungssystem My* = r¥ muss leicht zu l6sen sein.

Dies sind widerspriichliche Forderungen: Optimal fiir Bedingung (a) wire M = A = p(T) =0,
aber dann ist die Bediengung (b) nicht erfiillt.

Auf der anderen Seite ist (b) erfiillt, falls M eine Diagonalmatrix ist. Dies fithrt uns zu folgendem
Verfahren.

2.3.1 Gesamtschritt Verfahren (GSV)/ Jacobi Verfahren

Sei A regulédr und a;; # 0 fiir alle i = 1,...,n. Setze

M := D = diag(a11,. .. ,an,) = T =1—D7'A.

Dies fiihrt zu folgender Iterationsvorschrift:

Sei ein Startvektor 2¥ € R™ gegeben.

Tteration:
gkl = (I-D7'A)z* + D'
= D YDzF — Azk +b),
— 2t = a;ii(bi—zaiﬂf yi1=1...,n
1#i

Satz 2.29 (Hinreichende Bediengung fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens)
Falls entweder

(a) max | Y I{%) <1 (starkes Zeilensummenkriterium)
7 k#l 17

oder

(b) max (Z h‘;ﬁ) <1 (starkes Spaltensummenkriterium)
7 k#l 17
gilt, so konvergiert das Jacobi-Verfahren.

Falls (a) oder (b) erfiillt ist, heifit die Matrix A stark diagonal dominant, da in diesem Fall die
Betriage der Diagonaleintrige grofler sind als die Summe der Zeilen bzw. Spalten der Matrix.

Beweis: Gelte (a), so folgt
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AT I, = [1-DA
n
= max (Z Oif — —“Zif?“
7 k:l 11

= max (Z %’j") < 1 (wegen (a)).
Gelte (b), so folgt

p(T) < |IT|l; = max (zH) <1 (wegen (b)).
SF1

Die starke Diagonaldominanz ist nur eine hinreichende Bedingung. Betrachten wir folgendes Bei-

spiel.

Beispiel 2.30
Bei der Diskretisierung —d,,u = f in §1.5 musste ein LGS Az = b geltst werden mit

Fiir A gilt % =1firi=2,...,n—1undfiri=1,n gilt > % < 1. Fiir dieses Beispiel ist
ki ki

also die starke Diagonaldominanz nicht erfiillt. Wir wollen nun eine schwichere Bedingung herlei-
ten, die auch Matrizen eines solchen Typs mit beinhaltet.

Definition 2.31 (Zerlegbare Matrizen)

FEine Matriz A = (a;;) heifst zerlegbar, falls es eine Zerlegung von N :={1,...,n} in zwei
Teilmengen Ny, Ny C N gibt mit a;, = 0 ¥(i,k) € N3 X Nj.

(Zerlegung heifst: Ny # 0, No £ 0, N = N1 U Ny, NyN Ny =10).

Lemma 2.32
Fiir A € R™™™ sind adquivalent

(i) A ist zerlegbar.

(ii) Der zugehérige gerichtete Graph
G(A) = (Knoten Pi,...,P,, gerichtete Kanten PjP, <= aj; # 0)
ist nicht zusammenhéngend, d.h. es existieren Knoten P; und Py, so dass kein Pfad zwischen
ihnen existiert. Es gibt also keine Folge ly,...,lr, € {1,...,N} mit Iy = j,I;, = k und

ayl,,, #0firalle:=0,...,L.

i+1

(iii) Es existiert eine Permutationsmatrix P € R™*" mit

A 0
pAPT — 11 >
( A1 As

mit A;1 € Rpo, Aoy € quq, A9y € RY%P und p+qg=n.
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Beweis: Wir zeigen (i) <= (ii). Die Aquivalenz mit (iii) wird in den Ubungen behandelt.

(i) = (ii): Sei A zerlegbar, d.h. es existieren Ny # (), Ny # (), N = N7 U Ny, Ny N Ny = () und
es gilt a;z =0 V(i, k) € N1 X Na. Sei (i,k) € N1 x No. Annahme: G(A) ist zusammenhéngend.
Dann existiert eine Folge lp,... I € {1,...,N} mit [y = i und I, = k und a;;,, # O fiir alle
¢t =0,...,L. Nach Voraussetzung ist lp = ¢ € Ny. Da a;, # 0, ist [y € No = 11 € N; und
induktiv folgt somit [;, = k € Ny. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme k € Ns.

(1) = (7): Sei nun G(A) nicht zusammenhéngend, existiere etwa kein Pfad zwischen P; und
Py. Setze N1 := {l] es existiert ein Pfad zwischen P; und P} U{j}, Ny := N\ Ny. Dann gilt £ € N».
Also folgt N1 # 0, No # 0, N = Ny U Ny, Ny N Ny = (. Sei (i,1) € N3 x No. Wiire a;; # 0, so wiirde
ein Pfad von P; zu P existieren und somit wére [ € N7. Dies ist ein Widerspruch und folglich gilt
a; = 0 fur alle (¢,1) € Ny x Nj.

O

Beispiel 2.33
Wir betrachten die Matrix

A=

S NN

0 2
2 1
01
Dann ist der Graph G(A) wie in Abb. 2.2 gegeben. Es gelten:

P ) oy

Abbildung 2.2: Graph, Beispiel 2.33

(i) N1 ={1,3}, Ny = {2} ist eine geeignete Zerlegung.

(ii) G(A) nicht zusammenhéngend, da es keine Verbindung zwischen P, und P, existiert. (Siehe
Abbildung 2.2).

(iii)

. PAPT =

Y

Il
= o O
O = O
S O =
DN N
S N O
N NO

Beispiel 2.34
Sei A eine Tridiagonalmatrix ohne Nullen auf der Diagonalen und den Nebendiagonalen, d.h.
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Dann ist A unzerlegbar, da der Graph zusammenhingend ist. (Man kommt von jedem inneren
Knoten zu den Nachbarn rechts und links. Siehe Ubungsaufgabe)

Satz 2.35 (Schwaches Zeilensummenkriterium)
Sei A € R™™ unzerlegbar und erfiille das schwache Zeilensummenkriterium, d.h.

|air|

max <1
o iz el
und es existiert ein r € {1,...,n} mit
lard _ o
k#r ‘arr|

Dann kann das Jacobi-Verfahren angewendet werden und es konvergiert fiir alle Startvektoren
0 n
x’ € R™

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass gilt |a;;| > 0. Dazu nehmen wir an, dass gilt > |a;x| < |as]. Da A
ki
unzerlegbar ist, folgt > |a;x| > 0, und somit |a;| > 0. Insbesondere kann also das Jacobi-Verfahren
ki
angewendet werden.

Analog zum Beweis von Satz 2.29 kénnen wir zeigen: p(T) < 1 mit 7 = M~'N. Wir miissen also
noch zeigen, dass p(T') # 1 ist.

Annahme: Es existiert ein Eigenwert A € C mit |A\| = 1. Sei v € C" der zugehorige Eigenvektor mit
vl =1, dh. s e {1,...,n} mit |v;] =1. Aus Tv = v folgt fiiri =1,...,n:

Av; = Ztmvk = Z <5ik - %) vp =Y %Uk-

k=1 " k#i
Also folgt
vil = [Alvi| < — Tanl Z |age| [ve| . (%)
Da G(A) zusammenhéngend ist, existiert ein Pfad zwischen Ps und P,, d.h. [y = s,...,l;, = r und

ay ;. 70 (i =0,...,L —1). Mit (*) folgt also:

o]
T Z |ark] < V]l »

’ 7“7“‘

vr| < Z |ark] vk | <
’ rr‘

‘Uqu‘ ; — ‘alLfl,lJ lvg| + |alL—17lL‘ |UZL|
‘“lLﬂJLﬂ‘ k#lL—1;k#lL
< w ‘alLfl,k‘ S HUHOO
alL—l’lL—ll k#lr 1
[V]loe = lvs] = Jui| < V]l
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Dies ist ein Widerspruch und somit muss p(7") < 1 sein. Mit Folgerung 2.28 folgt dann die Behaup-

tung.

Als nichstes Iterationsverfahren wiahlen wir M als die untere Dreiecksmatrix von A. Wir erhalten
das Einzelschritt Verfahren.

2.3.2 Einzelschritt Verfahren (ESV) / Gau83-Seidel-Verfahren
Sei A regulédr mit a;; # 0. Wir zerlegen A additivin A = L 4+ D 4+ R und setzen
all 0
M=L+D-=
Aip - Gpp
Da ay # 0 ist, ist M regulir und N = M — A = —R.

Dies fiihrt zu folgender Iterationsvorschrift:

Sei ein Startvektor 20 € R™ gegeben.
Iteration (ESV):
g+l = (L+ D)™ (b— Ra™)

i—1
k41 k .
— ot = a%(bi—Zam:l(Jr)— > aila:l()>,z:1,...,n.
=1 I=i+1
Vergleiche mit (GSV):
i—1 n
k k .
gt = a%(bi—Zaﬂ:El()— > aila:l( )>,z:1,...,n.
=1 I=i+1

Satz 2.36
Die Matrix A erfiille das starkes Zeilensummenkriterium. Dann konvergiert das Einzelschrittver-
fahren.

Beweis: Setze T := M~'N und q = max <Z &) <1
(2

Wir zeigen: |||, < ¢ <1 und folglich ist 7" Kontraktion.

Esist |T)|,, = sup |[|Tz| . Sei also x € R mit ||z||,, = 1. Setze y := T'xz. Zu zeigen ||y < q,
|zl =1

dh [yl <q(1<i<n)

Induktion:
n

LA y1 = — <Z a1k$k>
k=2

lai1]

n
= |yl < oy X lawl Joil < gy 2 law] < .
=~~~

1
21 .
1 n 1—1
LS. yi=—o-| 2 aun®e— > ayk
i1 =1

n 1—1
— il <o X el Jzel + 3 lail Juel | <@ o
k=i+1 \5’ k=1 \</

< <q
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Wie fiir das Gesamtschrittverfahren erhalten wir auch hier folgenden Konvergenzsatz.

Satz 2.37 (Ohne Beweis)
Sei A € R™"™ unzerlegbar und erfiille das schwache Zeilensummenkriterium, dann konvergiert das
Gauf3-Seidel-Verfahren.

Dariiberhinaus kénnen wir fiir das Gauf-Seidel-Verfahren auch folgenden Satz zeigen, der fiir das
Jacobi-Verfahren nicht gilt.

Satz 2.38
A sei symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das Gauf-Seidel-Verfahren.

Beweis: Sei A =L+ D+ R. Da A symmetrisch ist gilt: R=L" bzw. R' =L, M =L+ D, N =
~R, T=M"'N=—(L+D)"'R.

Sei XA # 0 ein Eigenwert von 7" in C. Sei z € C" der zugehorige Eigenvektor mit ||z||, = 1. Dann
gilt: —(L + D)"'Ra = Az, bzw. —Rx = ADx + ALz = ADx + AR z. Es folgt

D=A-L-R=A-R"-R — —Rr=XMA—-R" —R)z+AR"z = Az — \Rx.
Setze a := (Ax,z) > 0, da A positiv definit, o := (Rz,z) = 01 +ioy € C, 0 := (Dx,x). Dann folgt
—0=Xa— o = ANa—o0)

Hieraus folgt a — o # 0, da sonst —o = 0 und somit o« = ¢ = 0 wére. Dies ist ein Widerspruch zur
positiven Definitheit. Also folgt

_ o 2 _ ool oi+o3 — ; i
A= -2 = |} daa € Rund o — o0 = a — 01 — i0y. Weiter

a—0o ~ (a—0)(a—0) - (a—01)2+03’
haben wir

a=(Az,z) = (R'z,z)+ (Dz,z)+ (Rz,z)
= 0+201 = 0=a— 201,

(a—a1)? = (6+01)%=6%+2001 + 02 = 6(a — 201) + 2601 + 0%
b+ 0f > b + of,

wobei p > 0 der kleinste Eigenwert von A ist.
n
0= (Dzx,x) = Zaiixﬁi > min a;; Ha:||§ =mina; =:
(2 (2
i=1
a% + O'% a% + a%
(a—01)2+0% = pué+o0?+ 03

da pd > 0. Also folgt insgesamt |A| < 1 und somit p(7T") < 1.

O

2.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel verschiedene Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme der
Form

Ax =b

kennengelernt und naher betrachtet,
(a) fir A € R™*" reguldr
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(b) fiir A € R™*™ mit m > n (d.h. iiberstimmt)

Verfahren:

(a) Direkte Verfahren oder Direktloser (LR-, Cholesky, QR-Zerlegung)

(b) Iterative Verfahren oder Iterativenloser (Jacobi-, Gau-Seidel-Verfahren)

Vor-/Nachteile

e Direkte Verfahren: Die Losung wird bis auf Rundungsfehler exakt berechnet. Sie sind fiir
grofle Gleichungssysteme sehr langsam (die Anzahl der arithmetischen Operationen liegen in
O(n?)); es tritt ein fill-in Problem auf: In Anwendungen ist A hiufig diinn besetzt, d.h. pro
Zeile sind nur k viele Eintrége ungleich Null, wobei k£ unabhéngig von n, und diese Eintréige
sind unstrukturiert verteilt. Eine typische Zeile sieht dann so aus:

* 0
0
*

Bei Zerlegungsverfahren werden Nulleintrége u.a. durch Eintrédge ungleich Null ersetzt, der
Speicheraufwand zum Speichern von A liegt in der Regel bei O(NK) = O(N); nach der
Zerlegung wiichst der Speicheraufwand bis auf O(N?).

e Iterative Verfahren: Die Losung wird nur ndherungsweise bestimmt und die Geschwindig-
keit der Konvergenz héngt von p(T) (Spektralradius) ab.

Allerdings ist der zusitzliche Speicheraufwand sehr klein (das Gaufi-Seidel-Verfahren hat gar
kein zusétzlicher Speicheraufwand). Iterative Verfahren benétigen ein gutes Abbruchkriteri-
um, z.B. HAaj(k) — bH <TOL.

Beschleunigung/Stabilisierung

Das Hauptproblem: Einfluss durch Rundungsfehler und ihre Reduzierung.

Beispiel: Die Pivotisierung bei der LR-Zerlegung. Die Kondition des Problems ist proportional
zur Kondition von A: cond(A) = ||A||||[A~!||. Durch Vorkonditionierung kann versucht werden,
die Kondition des Problems zu verkleinern.

Beispiel: Wihle C, (s regulidre Matrizen. Dann gilt:
Ar=b <= C1AC,Cy'a = O1b
~ v ~
;:A Z:fﬁ ;:b

mit A := CLAC,, 7 = 02_13:, b := C1b und C}, Cy so gewiihlt, dass cond(A) < cond(A) gilt.

Beschleunigung durch Relaxation:

Ein Iterationsverfahren hat die Gestalt

PE b= gk Myb =k, R = gk gk
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Statt y* zu korrigieren, withlt man einen Relaxationsparameter w > 0 und setzt
gl = ¥ + wyk.
Dies fiihrt auf das SOR-Verfahren 2.

Weitere Verfahren

Wenn A symmetrisch positiv definit ist, dann ist Az =b <= Q(z) < Q(z) V z € R" mit

Qz) = % (Az,2) — (b, 2).

Idee: Konstruiere eine Minimalfolge. Dies fithrt auf die Methode des steilsten Abstiegs und auf
das konjugierte Gradienten-Verfahren, die in der Vorlesung Numerik II betrachtet werden.

2Succesive Over Relaxation.
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Kapitel 3

Nichtlineare Gleichungen/
Nullstellensuche

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Berechnung von Nullstellen einer gegebenen Funktion
[ R* — R”

beschiftigen. Da man die Losung linearer und nichtlinearer Gleichungen auch als Nullstellensuche
einer geeigneten Funktion f auffassen kann, ist diese Fragestellung eine direkte Verallgemeinerung
der Losung linearer Gleichungsprobleme, die in Kapitel 2 behandelt wurde. Bei der Bestimmung
von Nullstellen unterscheiden wir zwei Problemstellungen.

Problem A: Gesucht ist ein z* € R” mit f(z*) = 0.
Problem B: Gesucht sind alle (groBtes, kleinstes) z* € R"™ mit f(z*) = 0.

Beispiel:

f(z) = Az —b, AecR™" (sieche Kap. 2).

f(z) = ax?® + bz + c. Hier sind alle Nullstellen explizit berechenbar.
f(x) = cos(z). Gesucht z* € [1,2] = z2*= 3.

Wir beschéftigen uns im wesentlichen mit Verfahren zur Lésung vom Problem A fiir n = 1 und
fila,b) — R
glatt.

Wir nehmen an, dass es ein z* € [a,b] gibt mit f(z*) = 0, etwa f € C%(a,b) und f(a)f(b) < 0.
Alle Verfahren konstruieren eine Folge (x(k))k cny it z®) — 2* f(z*) = 0. Direkte Verfahren
existieren nur in Spezialfallen.

3.1 Verfahren in einer Raumdimension

3.1.1 Intervallschachtelungsverfahren (ISV)

Voraussetzungen: Sei f € C%(a,b) mit a < b und f(a)f(b) < 0.

Verfahren: Setze ag := a, by := b und z(©) := %(ao + bo).

55
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Firn=0,...,N:
Falls f(a,)f(z™) =0, dann Abbruch.
Falls f(an)f(a;(”)) <0 = gy = ap; bpgy =2

Falls f(an)f(a;(”)) >0 = angq =2 by = by,

Setze z(™t1) = %(anﬂ + bpt1).

Satz 3.1 (Konvergenz von ISV)
Seien (an)pen s (On)nen s (x("))n cn durch das Intervallschachtelungsverfahren definiert. Dann gilt

lim a,= lim b,= lim 2™ =z* und f(z*) = 0.

Es gilt die Fehlerabschétzung:

‘x(") — 2| <27 p— gl

Beweis: Es gilt (an),,cy monoton wachsend und (by,),,cy monoton fallend und
0 <by,—a, =2"0b~-a), a, < b,a < by,. Daraus folgt (an),cr, (bn),ey konvergieren und
lim a,= lim b,=:2*Da f € C" folgt weiter f(z*) = lim f(a,) = lim f(b,).
n — oo n — o0

n — oo n — oo

Nach Konstruktion gilt stets f(ay)f(b,) < 0, also folgt

f@)?= lm (f(an)f(by) <0 = f(z*)=0.

n — oo

Da z* € (x("),bn) oder z* € (an,x(")) folgt auch

‘gmfx* .

1 e
b= 5 —anl <2770 - a).

< min { ‘x(”) — by

wﬁmfml

Bemerkung: Das Verfahren ist sehr robust aber auch sehr langsam: Man benétigt etwa 3 Schritte,
um eine Dezimalzahlstelle Genauigkeit zu gewinnen.

Aufwand: Eine Auswertung von f pro Schritt.

Das Verfahren wird in der Regel eingesetzt, um grob ein Intervall [a, b] zu bestimmen, in dem eine
Nullstelle liegt. Zur genaueren Berechnung der Nullstellen werden dann effizientere Verfahren ein-
gesetzt.

3.1.2 Newton Verfahren

Idee: Sei 2(%) eine gegebene Approximation von z*, d.h. h := z* — z(*) # 0 ist klein. Dann gilt
mit der Taylorentwicklung:

0=f(@") = f(&™ +h) = f&®) + f®)h + On?).
Unter Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung folgt

f(z®)

"= am)
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Daher sollte 21 = () 4 p = () — f,((:c((:))) eine bessere Approximierung von z* sein als 2.

Verfahren: Sie Startwert 2(°) gegeben. Setze iterativ:

k) f(fl?(k))
fr@®)’

Aufwand: Eine Auswertung von f und f’ pro Schritt, d.h. es muB gelten f € C' und f’ muss
bekannt sein.

(k+1)

"L‘(

Geometrische Interpretation

Sei I(z) die Linearisierung von f an der Stelle z(*), d.h. I(z* )) fz®), U(z®) = f(z*)) und
I(x) = ax + b. Dann folgt aus der Taylorentwicklung I(x) = f(z®)) 4+ f/(z®))(z — z(*).

Statt Nullstellen von f zu suchen, definieren wir z("*1) Nullstelle von I

0= (@) + f(@®) @) — @),

Dies ist gerade das Newton Verfahren.

f(x)

1(x)

X(k+1) X(k) X
Abbildung 3.1: Newton Verfahren, Beispiel 1

Abbildung 3.1 veranschaulischt das Newton Verfahren. Mit dieser Anschauung sehen wir direkt ein,
dass das Newton Verfahren nicht fiir alle Startwerte (%) konvergieren wird. Abbildung 3.2 zeigt
eine solche Situation. Hier gilt |x(k)| — oo. In Abbildung 3.3 gibt es zwei Nullstellen, aber es ist
nicht klar, welche der beiden Nullstellen gefunden wird.

Satz 3.2 (Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Sei f € C?(a,b) und es es existiere ein z* € (a,b) mit f(z*) = 0. Sei m := 21111 |f'(z)] > 0

und M := Iga?b‘f”(x)" Sei p > 0 so gewahlt, dass B,(z*) := {x | |z —2*| < p} C [a,b] und

q = %p < 1. Dann konvergiert das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert (9 e B,(xz*). Es gilt
die a-priori Fehlerschranke

@) o) | < o) — 0] < g
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y

1)
f)

1(x)
/

X (1) X

Abbildung 3.2: Newton Verfahren, Beispiel 2

y
f(x)
1()
—
| X /(x)
Ng
© A x®@

Abbildung 3.3: Newton Verfahren, Beispiel 3

und die a-posteriori Fehlerschranke

(b) |2® —2*| < L |f(a®)| < A |z®) — g1

Bemerkung: Aus dem Mittelwertsatz folgt f(x f(y ‘ =[f'(§)|>mVx,yeB,(z");, s #y =

lz—y| < L|f(z) — f(y)|. Folglich ist z* ist d1e e1n21ge Nullstelle in B,(z*) und z* ist einfache
Nullstelle, d.h. f(z*) = 0 und f/(z*) # 0.

Beweis: Nach Taylorentwicklung (Satz 1.33) gilt

(1) fy) = f(@)+ f'(x)(y — 2) + R(y, ) mit

1
R@aﬂz/f%@@5M£=@xﬁ/f%w+dywxlﬁﬁ-
0

T



3.1. VERFAHREN IN EINER RAUMDIMENSION 59

Also folgt fiir alle z,y € B,(z*)

(2) |R(y, )| < Iy — = Mf s)ds = 4 |y — |
Fir x € B,(z*) setze ®(x) := ]{,(é)). Dann folgt
®(z) — 2| = |(@—a) - | = 1—% (@) + (@ = 2)f'(2)
W 2
= f’%x)R xx ‘ = |f’ ‘|R(ac )| < Lle—ua |2 M

Also folgt fiir x € B,(z*)

|®(x) — | M — 27|,
é‘ﬁﬁ tqp<p, daqg=3Lp<1.

(3)

IN A

Insbesondere folgt %) € B,(z*), falls (9 € B,(z*).
Sei pkb) .= % ‘x(k) - :U*‘, so gilt wegen (3)

_ » - .
PO = B[ a0) | < g (ot o)
2k

— ¥ - < Bp® <3 (40)7 = B (120 - o))"

Dies ist die a-priori Abschitzung. Da ¢ < 1 ist, folgt q(Qk) — 0 = 2z — g
Fiir die a-posteriori Abschéitzung benutzen wir nochmal (1) mit y = z(;,) und z = z* =1 Es

folgt
f(w(k)) = f(x(k_l))+(w(k) 2(E—1) )f/(w(k 1) R(z (k)7x(k—1))
2(—1)
= R(:L'(k)’x(k_l))’ da :L'(k) = Q:(k 1) ff’(( (k+1)))
und somit
MWS
¥ 2| TS L {5a®) - f)] = £ W)

N
~

1
LR(z®) xk=D) < Mm‘x(k)_w(k—l)f_

[\~

Bemerkung: Falls (0 ¢ B,(x*), so konvergiert das Newton-Verfahren sehr schnell. Sei zum
Beispiel ¢ = %, so gilt nach 10 Iterationen ‘x(w) — a:*| < 2ﬁmq1024 ~ 27””‘10_303.

Vergleichen wir dies mit dem Intervallschachtelungsverfahren, so folgt mit dem selben Startintervall:
b—al=p= q%" = 47, falls ¢ = % gilt. Nach 10 Schritten gilt also

‘:L‘(lo) —:E*| =27 |p—q| =271110 ~ 107122,
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Folgerung 3.3
Fiir f € C?(R) existiert fiir jede einfache Nullstelle 2* eine Umgebung U um den Wert x*, so dass
das Newton-Verfahren fiir alle 2(9) € U konvergiert und |w(k) — x*| < qzk fir ¢ < 1.

Beweis: Ubungsaufgabe.
Offene Fragen:
(a) Wie kann p effektiv bestimmt werden?
(b) Kann die Berechnung von f’ umgangen werden?
(¢) Was passiert, falls f/(z*) = 0 ist, d.h falls 2* mehrfache Nullstelle ist?
)

(d) Gibt es noch schnellere Verfahren?

Kombination von Newton Verfahren und Intervallschachtelung

Idee: ISV einsetzen, um ausreichend nahe an eine Nullstelle * zu kommen, so dass das Newton
Verfahren schnell konvergiert.

Verfahren: Seien a < b gegeben mit f(a)f(b) < 0.
Setze x := %(a—l— b), a:=a, b= b, fo:= f(z), fo:= f(a).

Solange |fo| > TOL:

Falls f,fo <0, dann b := z, sonst (a:=x; fo:=fo)

0 _fo
S L)

fi:=f(z)
Falls (|fi| > |fo| oder = & (a,b)), dann

a:=a, b:=b, x:= Ha+b), f1:= f(a:)]

fo:=f1

3.1.3 Sekantenverfahren

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens ist die Auswertung von f’(z(¥)).

Idee: Ersetze die Ableitung durch einen Differenzenquotient

fa®) — fa*)

TRONN
£ 2 (k) — g(k—1)

Sekantenverfahren:
:L-(k) — :L-(k_ 1)

)T = Faty

2B — (k) f(m(k)
Geometrische Interpretation:

Die Sekante an f durch die Punkte (), 2(~1) ist gegeben durch

y—fa®) _ fa®V) — f)

x—xk) gl gk 7
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wobei y = y(x) die Gerade durch die Punkte (ZE(k_l), f(x(k_l))) , (ZE(k), f(x(k))) ist, d.h.

(=1} _ f(z(®)
vie) = FE = (o) + 16

2+ wird also als Nullstelle der Sekante wiihlen.

_M AT

Abbildung 3.4: Sekantenverfahren, geometrische Interpretation

Bemerkung: Das Verfahren erfordert 2 Startwerte (90, z(1) (siche Abb. 3.4). Das Verfahren
erfordert eine Auswertung von f pro Iterationschritt (speichern von f(z*~1),

Satz 3.4 (Konvergenz des Sekantenverfahrens)
Sei f € C?%(a,b) mit 2* € [a,b], f(z*) =0 und m = g1ir<1b|f’(:17)| >0, M = @a§b|f”(:p)|. Sei

q:= %p < 1 fiir p > 0. Seien 2(®, 2(1) ¢ B,(z*), z(© 7[3:(1)
und (x(k)) keN die Folge definiert durch das Sekantenverfahren.
Dann gilt 2(*) € B,(z*) und %) — 2* fiir k — oo. Es gelten folgende Fehlerabschiitzungen.

(a) A-priori Fehlerschranke:

2m
(k)_*<_7k
‘m Tl=rt

wobei (1) ey die Folge der Fibonacci-Zahlen ist, d.h. 40 =71 = 15 Y1 = Y% + Yr—1-

(b) A-posteriori Fehlerschranke:

‘N) _ 2l < % ‘f($<k>)‘ <M ‘x(m _:C(k—l)‘ . ‘N) _ L k-2)]

- 2m

Beweis: Ubungsaufgabe.

Folgerung 3.5 (Konvergenz des Sekantenverfahrens)
Fiir f € C%(R) existiert eine Umgebung U um jede einfache Nullstelle, so dass z® — 2 fiir

2 (1) e U und es gilt |az(k) — x*| < %”Z]Vak mit ¢ < 1 und a = %(1 +/5) =~ 1.618.
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Beweis: Zunéchst zeigt man analog zu Satz 3.3, dass es ein p > 0 gibt, so dass die Voraussetzungen
von Satz 3.4 auf U = B,(z*) erfiillt sind. Mit der A-priori-Abschéitzung von Satz 3.4 ist noch zu

zeigen, dass gilt ¢7% < cjo‘k mit ¢ < 1 geeignet gewahlt.
Ansatz: v, = A\ mit A > 0. Aus 7 — Y6—1 — Yk_2 = 0 folgt

M2 A1) =0 «—= N -)A-1=0 = Al/Q:%(li\/g).
D.h. die allgemeine Losung der Differenzengleichung v — v4—1 — Yx—2 = 0 ist

i = A + b

fiir ¢1,c9 € R.

Mit v = 11 = 1 folgt ¢y = %, co = —7 Also v = \}g <x\’f+l - )\SH). Aus || < |A] folgt

Ve > ;\‘}Ak und somit

q* q2ﬁ(/\lf), dag<1

A1
mit ¢ :=¢2v5 <1 und o = Aq.

3.1.4 Zusammenfassung

Fiir die betrachteten Verfahren gilt:

ISV: |:17(k) — x*| < @ (%)k, eine Auswertung von f pro Schritt.

<2m

Newton: ‘x(k) - ‘ q , je eine Auswertung von f und f’ pro Schritt.

Sekanten: ‘x(k) — $*‘ < 2ﬁmq1'618k, eine Auswertung von f pro Schritt.

Annahme: Die Auswertungen von f und f’ seien gleich aufwindig. Dann hat das Newton-
Verfahren pro Schritt den doppelten Aufwand.

Vergleich der Verfahren:
Definiere z(*) := 22* beim ISV und Sekanten-Verfahren. Dann ist auch hier der Aufwand in einem
Schritt durch zwei Auswertung von f gegeben. Es gilt:

N —a 2%k —a k
ISV: [0 —a| < B2 (3)™ < B2 (7)".

Sekanten: |z(*) — z*| < Mma(/\%) M ~(2 618%)

Bei gleichen Aufwand konvergiert das Sekanten-Verfahren also schneller als das Newton- oder IS-
Verfahren.

Problem beim Sekanten-Verfahren

Die Fehleranalyse wurde ohne Beriicksichtigung von Rundungsfehlern gemacht. Seien z(*), z(*—1
sehr nah an z*, dann liegen auch f(z®), f(z*~1) nahe zusammen und haben gleiches Vorzeichen.
Da die Differenz in diesem Fall schlecht konditioniert ist, kann es hier zu Ausléschungen kommen.
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3.2 Konvergenzordnung von Iterationsverfahren

Wir betrachten allgemeine Iterationsverfahren auf einem Banach-Raum X der Form

LD _ g <:c(’“), . ,a:(k_j)> y k23520 (1)

mit Startwerten z(©), ... 20 und Iterationsfunktion ® : X9 — X.

Definition 3.6 Lokale Konvergenz
Das Iterationsverfahren (1) konvergiert lokal gegen ein x* € X, falls es eine Umgebung
U von z* gibt, so dass fiir alle z\0, ... 20 € U die Folge (x™)),en gegen x* konvergiert.

Definition 3.7 (Konvergenzordnung)
Sei X ein Banach-Raum und (x(k))keN Folge in X, die gegen ein x* € X konvergiert. Die
Folge hat mindestens die Konvergenzordnung p > 1 falls

ot~

limsu —_— Y =
ks [ — P

mitc <1 firp=1undc < oo firp>1.

Die Ordnung ist genau p, falls ¢ # 0.
Der Fall p=1 heifit lineare Konvergenz und falls fiir ein p > 1 gilt

Jots0 — o

[l — "

lim sup

k — o0

=0,

so spricht man von superlinearer Konvergenz.

Beispiel: Das Newton-Verfahren konvergiert quadratisch (p = 2), da |x(k+1) — ZE*‘ <ec- |:L'(k) — x*|2.

Das ISV Verfahren konvergiert linear, da ‘x(kﬂ) — a:*‘ < % ‘x(k) — a:*‘

Satz 3.8 (Konvergenzordnung von Iterationsverfahren)
Sei I = [a,b], ®: 1 — I, & € CP(I). Sei 20 € I, 2*+) = &(z®)), k > 0 und es gelte
) — z* mit 2* = ®(z*). Dann gilt:

(i) p=1: 2® — 2* mind. linear <= |®'(z*)| < 1.

(i) p>2: 2% — z* mind. mit der Ordnung p, g.d.w.

W (z*) =0, (1<v<p-—1).

Beweis: (i) Es existiert eine Zwischenstelle &, zwischen z¥ und z*, so dass gilt

ey e
A T e A [P = [

Also folgt die Behauptung.
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(ii) “=7: Annahme: 3 j < p mit ®U)(z*) # 0 (j minimal gewihlt). Dann folgt mit Taylorent-
wicklung:

gD — g = P(x®)) — d(a¥)

Pl D) (%) (k) «\V (p) (k) —g* )P
= ElT(x — %)+ W (&)
mit &, zwischen z*) und z*. Mit der Annahme folgt
@) (z* ' o —j—1
gD _ px = <1”J7§w> (z® —2*)” - |1+ (2™ —27) Z a, (¢® — 2%) I
v=j+1
::b

mit a, = % Fiir grofe k gilt |b] > %, da z*) — 2* und a, unabhingig von k beschrinkt.

Wir erhalten also

=2 4!
Da z®*) — z* mit Ordnung p, gilt
| (k+1) o *‘ 1 ) i
x x J=p
S e I P o .‘<k>_* '
oo >c > ‘m(k)—az*!p _2],!‘(1) (") |x x — 0
Dies ist ein Widerspruch, da nach Annahme j — p < 0.
“«=": Es gilt
—1
d6FD e = S RE (k) gy BG) (30 — g+
v=1
(») * v *
= M) (09 %)’ da @W(e*) =0 (1< v < p)
a(htl) g k—o0 “
— Bl - devie)'= oo

k—oo

da &, zwischen z®) und z* und z® "= ¢*,

3.2.1 Verfahren héher Ordnung (p = 3)

1. Idee: Konstruiere Verfahren 3. Ordnung aus einer Linearkombination von 2 Verfahren zweiter
Ordnung. Seien ®q, ®; Iterationsverfahren, die quadratisch konvergieren. Betrachte

(I)s($) = (1 — 8)(1)0(1‘) + 8(1)1(1‘).

Dann gilt ®/(z*) = (1 — s)®,(z*) + sP) (z*) = 0, da nach Satz 3.7 ®((z*) = ¢ (z*) = 0.

Bestimmt man s so, dass ®(z*) = 0 gilt, so konvergiert nach Satz 3.7 ®; mindestens mit Ordnung
3. (Beispiel: siche Ubungsblatt).
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2. Idee: (Verbessertes Newton-Verfahren)

Ansatz: ®(z) =z — g(x) f(z) — h(z) f(2)? mit g(z) # 0, h(x) # 0 in einer Umgebung von z*. Dann
gilt ®(z*) =z* <= f(z*)=0.

Idee: Bestimme g, h, so dass ®'(z*) = ®”(2*) = 0 fiir eine einfache Nullstelle z*.

Sei 2* einfache Nullstelle, so gilt

®'(z) = 1 - f'(x)g(z) - f(x)g (x) = 2f () ' (2)h(x) = ' (2) f*(2).

f(z") 1

Also folgt ®'(z*) =0 S0 _ f@Hg(z*) =0 = g(x)= UOR

Analog folgt fiir ®” mit dieser Wahl von g:
() = —f'() (¢ (x) + h(@)f(z) + 2h(x) f'(x)) = f(2)(--) = (gla) f'(2))

= L@ o))~ f(a)()

Aus

0— (I)”(ﬂj*) _ ff’//((xx:)) _ Qh(ﬂj*)f,(x*)2

folgt also fiir die Wahl von h:

1 @) @)
@R flw) 2@

h(x)

Folgerung 3.9 (Verbessertes Newton-Verfahren)
Das Verfahren, definiert durch

flz) 1 f(@)*f" (=)
fl@) 2 fl=z)?

konvergiert in der Umgebung einer einfachen Nullstelle * von f mit mindestens dritter Ordnung.

O(x)=x—

3.2.2 Newton-Verfahren fiir mehrfache Nullstellen

Definition 3.10 (Ordnung und Vielfachheit einer Nullstelle)
Sei f € C™(I) (n > 1). f hat eine Nullstelle * der Ordnung (n—1) bzw. der Vielfach
heit n gdw. fV(2*) =0, 0<v <n—1 und f™(z*) #£0.

Satz 3.11

Sei f € C"*(a,b), n > 1 und z* € (a,b) eine n-fache Nullstelle von f mit f*)(z) # 0 (z #
)0 <k <n—1und f(z) # 0 fiir z € (a,b). Dann existiert eine Umgebung von z*, so dass
das Newton-Verfahren mindestens linear konvergiert.

o f(z) . poe
Beweis: Setze ®(z) = { T=F@ 7 Fa
x

r=a"
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Zu zeigen: ® € C'(a,b) und |®(x)| < 1. Zusammen mit Satz 3.8 folgt dann die Behauptung des
Satzes. Es gilt

T*.

. oo f(z) L'Hopital .
}g{} Q)(x) - xlinxl* f'(z) - z—gr [ (2)

0 —
TP

Weiter folgt mit L’Hopital und ®'(x) =1 — f/(x)tf(ﬂ)f”(m) = ﬂf?{:;éz)

lim ®'(z) =1-21 = [®/(z*)] < 1.

r—x*

Idee: Modifiziere das Verfahren je nach Vielfachheit:

O

Wihle @, (z) =2 — a]{,((fc)), a € R fest

— O(2*)=1-2=0 <= a=n

Folgerung 3.12
Sei f € C"*'(a,b), n > 1 und 2* eine n-fache Nullstelle, dann konvergiert das Verfahren

k1) w @)

2k = g

quadratisch gegen x*.
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3.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

~—

Problem: D C R™ abgeschlossen und konvex (n > 2
fiD — R dh f@) = (fi(@),.... fa@), @ € D.

Gesucht: z* € D mit f(z*) =0, d.h. f;(z*)

=0(G=1,...,n).
Annahme: Es existiere ein * € D mit f(z*) = 0.

3.3.1 Newton-Verfahren fiir nichtlineare Systeme

Idee: Iteriere analog zum skalaren Fall mit

Dabei ist D f(z) die Jaccobi-Matrix von f und D f(x)~! die Inverse.

Algorithmus: (Newton-Verfahren fiir Systeme)
Sei z(0) € R" gegeben. Fiir k>0 iteriere
1) Ldse Defektgleichung: Df(z®) ¢k = —f(2k)

2) Setze neu Iterierte: kD) — (k) 4 y(k)

Problem: In jedem Schritt muss ein n x n LGS gelost werden. Haufig wird D f auch fiir einige
Schritte festgehalten. Mit der LR-Zerlegung koénnen diese Schritte dann sehr effizient gelost werden.

Satz 3.13
Sei f; € C?(R) und D f(x*) regulir (d.h. z* einfache Nullstelle).
Dann existiert ein p > 0, so dass fiir alle 29 € B,(z*) := {z | ||z — 2*|| < p} gilt: 2*) € B,(z*)

und z®) *7% 2* mindestens quadratisch.

Beweis: Analog zum Satz 3.2
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Kapitel 4

Interpolation

Sei {®(x,ag,...,a,) | ag,...,a, € R} eine Familie von Funktionen mit x € R, deren Elemente
durch (n + 1) Parameter ao,...,a, € R gegeben sind.

Aufgabe: Zu (zy, fr) € R%, k=0,...,n mit x; # z}, fiir i # k, finde Parameter ag, . . ., a,, so dass
O (zg, ag,...,an) = fr fir k=0,... n.

Falls ® linear von seinen Parametern abhéngig, spricht man von einem linearen Interpolations-
problem. (zy, fi) sind zum Beispiel Messdaten oder diskrete Werte aus einem anderen numeri-
schen Verfahren, oder fj, = f(zy) fiir eine (komplizierte) Funktion f € C° und zo, ..., z, sind die
Stiitzstellen, an denen f interpoliert werden soll.

Beispiel:(Polynominterpolation)
V C C%R) Vektorraum und dim(V) =n + 1, ¢y, ..., ¢, Basis von V.
Setze ®(z,aq,...,an) := Y, appr(x).

k=0

n
Sei etwa V =P, pn(z) = 2%, d.h. ®(z,a9,...,a,) = 3. apz”.
k=0
Problem: Finde ein Polynom hochstens n-ten Grades, so dass p(zx) = f.

Weitere wichtige Beispiele:

Trigonomerische Interpolation

k
®(x,a0,...,a,) = ag + are™ + age®™ + - + a e = ag + Zak(cos(k‘x) + 4 - sin(kx))
k=1

Exponentielle Interpolation (nicht linear)

Aoz AnT
D(z,a0, ..., An, A0y -y An) = age " + -+ ape™

Rationale Interpolation (nicht linear)

ap + arx + -+ + apa”
O(z,a9,...,an,b0,...,0m) = bo—l—blx—l—--'—kbnxm
m

Erweitertes Problem: Hermite-Interpolation

69
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Es werden nicht nur Funktionswerte f; an den Stiitzstellen xj; vorgeschrieben, sondern auch Werte
fiir die Ableitung von ®.

N

Beispiel: p(z) = Y agz®, N =2(n+ 1) — 1 mit p(xg) = fr, p'(2x) = di fiir gegebene (v, fi, di) €
k=0

R? (k=0,...,n).

Spline-Interpolation

Sei g € N fest.

Gesucht: ¢ € C'? mit ¢(z) = fr und ¢ € P, d.h. ® ist stiicksweise polynomial.
|[”%v””k+1

]

Abbildung 4.1: Spline-Interpolation

Abbildung 4.1 zeigt das Problem fiir ¢ = 0 und r = 1, d.h. ® ¢ C'.
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4.1 Polynominterpolation
Gegeben: (zq, fo), ..., (n, fr) € R? mit 2, # z; (k # 1).

Gesucht: p € Py mit p(z;) = f; (i =0,...,n) mit N minimal.

Beispiel: (xq, fo) = (0,0), (x1, f1) = (1,1)

0.0 1

Abbildung 4.2: Polynominterpolation, Beispiel 1
Abbildung 4.2 verdeutlich das Beispiel, denn p(z) = x!V erfiillt das Interpolationsproblem fiir alle
N > 1. Gesuchtes Polynom ist dann: p(z) = z.
Satz 4.1

Es existiert genau ein p € P, mit p(z;) = f; (1 =0,...,n).

Beweis: Sei g, ...,v, eine Basis von P,. Dann ist das Interpolationsproblem #quivalent da-
zu, einen Vektor a = (ag,...,a,)" zu finden, welcher das LGS Aa = f 16st mit A = (ay) €
]R(n+1)><(n+1)7 Q= Sok(wi) und f _ (f07 o ’fn)'l' c R7+!1

Esgilt: Aa=f <<= > apar=17F

ki(]
— arpr (i) = fi
k=0 "
< plz;) = fi mit p(z) = 3 appp(z)
k=0
Existenz und Eindeutigkeit: Es reicht zu zeigen, dass A regulér ist.
n
Sei also a = (ag,...,a,)" Losung von > appp(x;) =0 (i =0,...,n). Dann hat
k=0
n
p(z) = > appr(x) € P, die (n + 1)-Nullstellen xo, ..., z,. Folglich mul p = 0 sein, und somit
k=0
ag=---=ap=0.

Also gilt Aa =0 = a=0 = A injektiv = A regulér.

Also ist das Interpolationsproblem eindeutig l6sbar
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Bemerkung: Der Beweis von Satz 4.1 erlaubt es, Verfahren zur Losung des Interpolationsproblems

zu konstruieren. Dazu muss man eine Basis ¢, ..., ¢, von P, wihlen und das (n + 1) x (n + 1)
LGS Aa = f l6sen.
Wihlt man die Monombasis ¢g(z) = 1,01(x) = ,pa(x) = 22,..., 0, (x) = 2" (also p;(z) = zt),

so gilt p(z) = > ajpi(x) und es entsteht folgende Matrix:
i=0
900(‘%'0) (Pn(wo) 1 29 - 1’8
A= : L : — : : " : c R(n+1)><(n+1)

900($n) Qpn($n) 1z, - JL'Z

A heifit die Vandermondsche Matrix; sie ist sehr schlecht konditioniert und voll besetzt. Daher
ist das LGS Aa = f sehr aufwindig zu l6sen.

n
Die Darstellung des Interpolationspolynoms Y apz* heift Normalform. Diese Darstellung wird
k=0
in der Praxis nicht verwendet. Andere Darstellungen sind iiblicher, auch wenn dadurch das Inter-

polationspolynom nicht verdndert wird!

a) Lagrange-Form des Interpolationsproblems

Am einfachsten ist Aa = f zu losen, falls A = I, d.h. i (z;) = 0; (0 < k,7 < n). Wir erhalten
mit ¢ (z;) = 0 fiir k # ¢ den Ansatz

or(x) = cH(x —x;).
izh
Aus @i (z)) = 1 folgt dann

n

c= H(azk — ;)

i=0
ik

und somit erhalten wir

Definition 4.2 (Lagrange-Polynome)
Die Polynome

n

) = [ =)

im0 Tk T L
i2k
heiffen Lagrange-Polynome. (If,...,I") bilden eine Basis von P,, und

p(x) = Y fulp(x) ist das Interpolationspolynom zu (zo, fo), - - (Tn, fn)-
k=0

Fiir die Lagrange-Polynome gilt [(z;) = d;;.




4.1. POLYNOMINTERPOLATION 73

Bemerkung: Diese Darstellung ist fiir die Theorie sehr brauchbar. Mit dieser Konstruktion zu

arbeiten ist angenehm, weil fiir p(x) = ) fill'(x) gilt
i=1

pla;) = fill(x;) = f;.
i=1

Nachteil: Die Basispolynome éndern sich bei Hinzunahme von weiteren Stiitzstellen.

b) Newton-Form des Interpolationsproblems

Wihle eine Basis von P,,, so dass A eine untere A-Matrix wird

k-1
or(z) = H(x —xzj), (k=0,...,n) = ¢, P
=0
Jn
etwa : po(z) = 1 [ verwende Konvention [] a; =1 falls j, < jo
J=jo
pr(z) = (z—m0)

pa(z) = (¥ —x0)(x — 71)

Damit ist A untere A-Matrix, da

or(z;) = 0 fiir ¢ < k.

Definition 4.3 (Newton-Polynome)

Die Polynome
k—1

Ny = H(x — ;)

J=0

heiffen Newton-Polynome und das Interpolationspolynom p(x) = > apN{(x) heifst in
k=0

Newton-Form.

Nt - — fo
el s )fof fi=f

_ 1—%olx1)ag) __ - —

ap = S = amn = flre, w,

a4, = J2—wo(2)ao—¢1(z2)ar)

2 P2 (2)
B wTre _ fleveflwom]
. ®mp—my wj—wmg T2 — ) .
o T2—T0 o To—x0 - f[x()? Ty, x?]
Diese Koeffizienten werden berechnet iber die dividierten Differenzen flxo, ..., z,| (siehe

Abschnitt 4.3).
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4.2 Funktionsinterpolation durch Polynome

Gegeben: Stiitzstellen xg,...,z, und f stetig.

Gesucht: Interpolationspolynom zu (zq, f(x0)), .., (Tn, f(xn)).

Satz 4.4 (Fehlerdarstellung)
Sei f € C"*!(a,b) und p € P,, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen z, ..., r, paarweise
verschieden. Dann existiert zu jedem x € (a,b) ein &, € (a,b) mit

n

o fe ) T - )

(*) f(z) —p(z) = m 11

n
Beweis: Fir o = x; (i =0,...,n) ist nichts zu zeigen, da f(z;) = p(x;) und [] (x — x) = 0. Sei
k=0
also x # x; : Setze

und betrachte

O(t) := f(t) — p(t) — Aw(t)

mit A = % € R (beachte z fest). Es folgt ®(z) =0 und ®(z;) =0 (i =0,...,n) und somit
hat ® n + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle folgt weiter: ® hat n 4+ 1 Nullstellen und folglich

®(+1) eine Nullstelle &, € (a, b) mit

0= (g) = (&) — (n+ 1)!%

Also haben wir (x) bewiesen.

Folgerung 4.5
Seien die Vorraussetzungen von Satz 4.4 erfillt.

Dann gilt || f — p||, < ﬁ Hf("“)HOO |lw||,, mit dem Knotenpolynom w(z) = [] (z — ;).
§=0

Beweis: Folgt direkt aus Satz 4.4.

Bemerkung Folgerung 4.5 zeigt, dass die Approximation durch Polynominterpolation durch eine
geeignete Wahl der Stiitzstellen optimiert werden kann. Frage: Wird der Interpolationsfehler bei
wachsender Stiitzstellenzahl immer kleiner? Das folgende Beispiel zeigt, dass dies i.A. nicht der Fall
ist.

Beispiel 4.6 (Runge)
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konvergent
N BN | nan)

-5 -3,68 3,68 5

Abbildung 4.3: Interpolation von Funktionen, Beispiel 4.6

Betrachten wir f(z) = H—lxg, -5 <z <5 und xsln) = =5+ kh,, 0 < k < n mit h, = 1n—0

(gleichméBige Stiitzstellenverteilung). Sei pn($,(€")) =f ($,(€n))
Man kann zeigen (siehe Abb. 4.3), dass es ein & =~ 3,6 gibt, so dass fiir |x| < Z Konvergenz vorliegt,
wihrend der Interpolationsfehler fiir |x| > Z gegen unendlich geht.

Allgemein gilt:
(a) Fiir jede stetige Funktion f existiert eine Folge von Stiitzstellen mit p,, — f gleichméBig.

(b) Zu jeder Folge von Stiitzstellen gibt es eine stetige Funktion f, so dass p,, #— f gleichmifig.

Optimale Wahl von Stiitzstellen fiir das Referenzintervall [—1, 1]

Idee: Wihle Stiitzstellen o, ..., z, € [~1,1], so dass [|w]| je(j_y 1) minimiert wird.

n
Bemerkung: Das Knotenpolynom w(t) = [] (t—x) ist ein normiertes Polynom (n+1)-tes Grades
k=0
(d.h. Koeffizient 1 vor z""*1) und die Stiitzstellen g, . . ., z,, sind die Nullstellen von w. Wir erreichen
also dann eine optimale Wahl der Stiitzstellen, wenn wir ein normiertes Polynom (n+ 1)-tes Grades

finden, dass unter allen normierten Polynomen die co-Norm minimiert.

Definition 4.7 (Tschebyschev-Polynome)
Wir definieren die Tschebyschev-Polynome auf [-1,1] durch

To(x) =1, Ti(x) =2, Th(x) =22T,(x) — T 1(x), Tp(x)=2""T,(x).

D.h. Ty(z) = 222 — 1, Ty(x) = 42® — 3z, Ty(zx) =22 — L, Ty(z) = 2® — 3.

Satz 4.8
Fiir z € [-1,1] gilt:

Weiterhin gilt:
(i) [Tn(2)] <1,
(ii) T, (cos (%)) = (-1 (0<j<n),

(iii) T}, <cos @%)) —0 (1<j<n),
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(iv) Ty € Pu(—1,1),

(v) T;, € Py(—1,1) mit Koeffizient 1 vor " (normiertes Polynom).

Beweis: Nach Additionstheorem gilt
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B).

Also folgt
cos((n + 1)©) = cos(nO®) cos(O) — sin(nO) sin(O)

und
cos((n —1)©) = cos(nO®) cos(O) + sin(nO) sin(O).

Zusammen erhalten wir
cos((n+1)©) + cos((n — 1)0©) = 2cos(nO) cos(O).
Setze © := cos™!(z), bzw. z := cos(0), so folgt weiter

cos ((n+1) cos_l(az)) = 2cos(ncos ! (x))z — cos((n — 1) cos~}(x))

d.h. F, := cos (ncos™(z)) geniigt der Rekursionsformel von Definiton 4.7. Weiter ist Fy(z) =
1, Fi(x) = cos(cos™(x)) = x und somit F,, = T},, was (*) beweist.

Die Eigenschaften (i), (ii), (iii) folgen direkt aus (*); (iv) und (v) folgen aus der Rekursionsformel
fiir T,, in Definition 4.7.

O

Lemma 4.9
Sei p € P, ein normiertes Polynom auf [—1, 1]. Dann gilt:

— 21—n
[

T,

IPlloe = _max [p(x)] =2 und

Beweis: Annahme: Es gibt ein normiertes Polynom p mit |p(z)| < 2'™" V2 € [-1,1].

Sei z; = cos (). Nach Satz 4.8 (i) folgt dann

(=1)'p(i) < |p(ai)] < 27" = (=1) Ty (2:)

und hieraus

(—1)’ (T(wi) —p(a:i)) >0 fiir 0<i<n.
D.h. das Polynom T}, — p wechselt (n + 1)-Mal das Vorzeichen im Intervall [~1,1]. Da 7}, und p

normierte Polynome sind, ist dies ein Widerspruch dazu, dass T, — p vom Grad n — 1 ist.
Weiter folgt aus [T}, (x)| < 1, dass |T},(z)| < 27" und mit T, (z;) = 217"(—1)* folgt die Behauptung.

Folgerung 4.10 (Optimale Wahl der Stiitzstellen)

Mit den Stiitzstellen xj = cos <F%) , k=1,...,n+1 als die Nullstellen von 7, gilt, dass

das Knotenpolynom gerade Tn+1 ist, d.h. die Maximumsnorm des Knotenpolynoms ist 21~ (+1)
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4.3 Dividierte Differenzen

Wiederholung: Die Newton-Verfahren des Interpolationspolynom ist gegeben durch p(z) =
k

aka(a:)
=0
mit
1 k=0
k
[[@x—-2z;) « k>1
j=0

Gesucht: Algorithmus zur effizienten Berechnung von ay, ..., a,.

Bemerkung: Setze p,,(xz) = > apNi(z) fir m < n, dann gilt p,(z;) = f; (0 < j < m) und
k_

Pm € Pp,, da N, € P, fiir 0 < k OS m. D.h. p,,, ist das Interpolationspolynom in P,, zu den Daten
(0, f0),- -+ (Tm, fm). Insbesondere hingt a; nur ab von (zg, fo),..., (g, fr) fir 0 < k < m. Es
wird daher die Schreibweise f[zo, ...,z fiir ax benutzt.

Beachte: a,, ist der Koeffizient vor dem =™ im Polynom p,,.

Definition 4.11 (Dividierte Differenzen)

Seien i, ..., 1 € {0,...,n} paarweise verschieden und sei p;, . ;. das Interpolationspolynom
zu den Daten (x;y, fio), - - (@i, fir)- Mit flzi,, ..., x| bezeichnen wir den Koeffizienten vor
¥ im Polynom Dios...ig -

flio, - .-, ix] wird als dividierte Differenz der Ordnung k bezeichnet.

Satz 4.12

(i) Die Polynome pj, . ;, geniigen der Rekursionsformel
(T=ig)Piy,....i5, (T)—(T—2i) )Pig,...ify

(1) Pigyin(@) = o

k.~ Fio
(ii) Die dividierten Differenzen geniigen der Rekursionsformel
flwiy i )= flig, @iy ]
2 flwigy s wy ) = =, flwy] = fi

Tiy, —Tig

(iii) Die dividierten Differenzen sind unabhéngig von der Reihenfolge ihrer Koeffizienten, d.h. ist
Zj,,...,%j, eine Permutation von x;y,...,z;,, so gilt flzj,,...,z;.] = flziy,..., zi,].

Bemerkung: Die dividierten Differenzen kénnen in der Form eines Tableaus geschrieben werden.

xzo aog= fo | a1 = flzo,x1] a2 = flro,z1,22] a3 = flxo,x1, 22, 3]

x1 fi flay, o] flay, w2, x3]
z2 [ flwe, @3]
r3 [
Dabei ist z.B. flx1, 22, 23] = W Beachte, fr, = f[z] und p(z) = > flzo,...,zk|Np(x)

k=0
ist das gesuchte Interpolationspolynom.

Beispiel 4.13
Wir betrachten die Daten



78 KAPITEL 4. INTERPOLATION

z|3 1 5
fl1r =3 2
Die dividierten Differenzen liefern:
3 01 |2=231 3=942
21—(3 3) 8 5—3
5 _ [
L =3 4= T 5-1

Das Interpolationspolynom ist also p(z) = 1+ 2(z — 3) — (2 — 3)(z — 1).

Fiigen wir eine Stiitzstelle hinzu, so betrachten wir die Daten:

x ‘ 3 1 5 6
fl1 -3 2 4
Die dividierten Differenzen liefern durch hinzufuegen einer “Diagonalen”:
3 7
L =317 %
5 2 |2
6 4

Das Interpolationspolynom lautet:
p(x) =14+2(x—3)— %(:17 -3)(z—1)+ 4—70(:17 —3)(z —1)(x —5)

Beweis: (von Satz 4.12)
(i) Setze R(x) als rechte Seite von (1). Zu zeigen: p;, . ;. = R(z).

Notation:
Pk = Pio,...sixy Pk—1 = Pig,...ix_1 9k = Pix,...,is

Dann ist
R(x) _ (l’ - xio)‘]k(l') - (37 — Iy, )pk—l(l')
Liy, — Lig
0— (‘L'z —Z; fz
= R(xiO) = ( xf; f;; L= f20>
T, —T;
R(z;) = (xz‘l—xz‘k)szi:if:—mk)fil —f, VO<I<E

Also ist R ist das Interpolationspolynom zu (z;,, fi, ), - - - (zi,,, fi, ). Aufgrund der Eindeutigkeit

folgt dann p;, . ;. = R.

(ii) Aus (i) folgt, dass der Koeffizient vor z* in R(x) durch

f[:Bil ""’Iik]_f[zio""’:Eik—l}

gegeben ist.

:Bik

—IiO

Nach Definition ist dieser Koeflizient gleich f[z;,,...,z;,], also folgt (ii).

Satz 4.14 (Weitere Eigenschaften der dividierten Differenz)

Sei f € C%a,b), wo,...,2, € (a,b) paarweise verschieden und t fest gewihlt mit ¢ # x, ¥V k =

0,...,n.
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(i) Wenn p das Interpolationspolynom von f an den Stiitzstellen z, ..., z, ist, so gilt:

f(t) - p(t) :L'O» ey T, t H t - mg

(i) Ist f € C™(a,b), so existiert ein & € (a,b) mit flxo,...,x,] = %f(”)(g).

Beweis: (Siehe Ubungsaufgaben)

Algorithmus 4.15 (Dividierte Differenzen)

Ziel: Das ganze Tableau soll berechnet und in eine Matrix gespeichert werden. Wenn eine
weitere Stiitzstelle hinzugefiigt wird, dann reicht es die Diagonale der dividierten Differenzen
auszurechnen.

Cio ‘= fi

Fir j=1,...,n
Fir i =0,n—7
.. Cit1,j-1—Cij—1
Cij T T iy

= Cy = f[$i7---7xi+j]'
Nach Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle (2,41, fni1):

Cn4+1,0 -— fn+1

Fir j=1,...,n+1
- e Cntlojtl -1 Cnglojj1
ntl—gj - Tn+1—Tntl—j

Satz 4.16 (Auswertung des Interpolationspolynoms)
1. Fall: Die Koeffizienten aq,...,a, seien bekannt. Dann kann folgendes Schema zur Auswertung
benutzt werden (Horner-Schema):

p(z) = iak_ (z — ;)

= (((--- ((anXn—-1+ @n=1) Xn—2 + @Gn—2) Xn—3 ) X1 + a1) Xo + ao)

Algorithmus:

pi=an
Fir k=n—-1,...,0

p:=plx —xp) + ag

2. Fall: Das Interpolationspolynom p soll nur an einer Stelle ausgerechnet werden ohne vorher die
Koeffizienten zu berechnen (Neville-Schema):

Sei pjy,...i, € P, das Interpolationspolynom zu (z;,, fiy ), - - - » (zi,, fi, ). Das Neville-Schema verwen-
det die Rekursion aus 4.12 (i):
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zo fo=po(x) | poai(x) - po1,.n(2)
r1 fi=pi(x) | pr2(z) :

m:n fn:pn(x) pn,n-l'-l(x)

Po,1,..n(x) ist gesucht, also der letzte Eintrag in der Tabelle.

Beispiel 4.17
Gegeben:

Gesucht: p(0)

(i) Mit dividierten Differenzen erhélt man

p() = 1+ 2(x —3) g(ac ) —1) + %(m _3)(z — 1)(z — 5)

Mit dem Horner-Schema folgt anschlieflend:

p(0) = (((50—=5)—=2)(-1)+2)(=3)+1)
= ((G+2)(-3)+))

(ii) Mit dem Neville-Schema erhélt man

zo  fo

3 1 |0BEHOM_ 5 m 3

1 -3 (0—1)2—5(_01—5)(—3) :_% _%
0-5)4—(0-6)2

52 | (0940262 _ g

6 4
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4.4 Hermite Interpolation

Gegeben: zg,...,z,, paarweise verschieden und fiir jede Stiitzstelle x; Werte ¢;; € R fiir 0 < j <
m; — 1.

Gesucht: Ein Polynom p mit pi)(z;) = ¢;;.
Die Anzahl der Bedingungen ist n+1 := mg—+mq + - - - +m,, d.h. es macht Sinn p € P,, zu suchen.

Satz 4.18
Es existiert genau ein p,, € P,,, welches die Bedingungen des Hermite Interpolationspolynoms erfiillt.

Beweis: (analog zu Satz 4.1)

Satz 4.19 (Fehlerdarstellung fiir Hermite Interpolation)
Seien f € C""(a,b) und a < 29 < ... < Ty, < b. Mit mg,...,mpm € {1,...,n+ 1} und n +1 =
n

>, my
=0

Sei p,, € P,, das Hermite Interpolationspolynom zu den Daten

(w0, f(x0)), - (w0, fI™0™ V) (g))
(x17f(x1))7 7(‘T17f(m1_1)(w1))
@ F@n))s e @ Fm D ()
Dann existiert fiir alle = € [a,b] ein &, € [a,b] mit
_ M)
f(z) —pu(z) = mg(iﬂ)

n
wobei Q(x) := [] (x — zg)"*.
k=0
Beweis: (analog zu Satz 4.4)

Beispiel 4.20 (Newton-Form und dividierte Differenzen)
Gesucht: p € Py mit p(zo) = coo, p'(20) = co1, p(z1) = c10

Durch dividierte Differenzen:

i fi

zo  coo | flzo, o] fiTo, 0, 1]
ro  coo | flwo, 1]

Ty cio

Nach Satz 4.14 gilt fiir ¢t € (a,b) : 3 € € (x0,t) mit flxo,t] = f/'(£).

Ist f' € C%a,b) so gilt:
lim Of[xo,t] = f'(z0)

t—x
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Daher macht es Sinn f[zg, xo] = f'(z¢) zu setzen. Im Beispiel folgt dann:

flzo,x1]—flro,zo]

o oo o1 pEap—
€10 —C00
L0 €00 | Tzy—z0)
1 €10
Wir erhalten also im Beispiel f[zg, zo, x1] = ﬁg - xfﬂlxo und setzten das Interpolationspolynom

in der Newtonform an:

p(z) = flzo] + flxo, zo)(x — mo) + f[wo, zo, 21)(x — m0)*.

Dieser Ansatz lif3t sich verallgemeinern zu:

n k—1
pn(z) = Zf[zo, ey 2K H(x — zj)
k=0 Jj=0
mit
ZOZ "':Zmo—l :;L'O’
Zko = = Zmo-mi1—1 = T,

USw.

Satz 4.21 (Rekursionsformel fiir dividierte Differenzen)
Sei dg,...,i, € {0,...,n} und 0.B.d.A 2, <z, <--- <z, . Dann gilt

Tlziyszig = flzig -2y ]

Ziy, —Zig

Zij, 7& Zig
f[ZZ'O, ce 7Zik] =

S ® (zi) Dz = Zig

Bemerkung 4.22
(i) Beider Hermite Interpolation werden gerade die Werte vorgeschrieben, die bei den Dividierten
Differenzen Tableau nicht durch die Rekursion gegeben sind.

(ii) Interpolationsprobleme, bei denen nicht fiir alle j = 0,...,m; — 1 die Werte pU)(z;) vor-
geschrieben werden, sind nicht so einfach zu losen (vergleiche Birkoff-Interpolation in den
Ubungsaufgaben).
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4.5

Richardson Extrapolation

Gegeben: Eine Funktion a : (0,00) — R.

Gesucht: a(0) = }lLim a(h).

Idee: Wihle hg, ...

.0

und approximiere a(0) durch p(0).

Beispiel 4.23

(i)

Regel von L’Hospital

Berechne lim “<S@W=l g a(h) = cos(h)—1

r— 0 sin(z) sin(h)

Setze : ho=4% , ag=—6.258151 1072
h =1 , ap=-3126018- 1072
ho =2 , as = —1.562627 - 1072

= p(0)=-1.02...-1072

. _ q:.cos(h)—=1 _ 4.~ —sin(h) __
Es ist a(0) = }lln\r&) STOREE }lll\nb sty = 0

Numerische Verfahren (etwa Differentiation von f € C1)

Wiihle a(h) = LR,

Ist f analytisch, so gilt die asymptotische Entwicklung

a(h) = a(0) + Zagih% mit a(0) = f'(0)

i=1

und

f(h) = f<0>+§:1 FO©),
f(=h) = f<o>+§ FOO)(=h) = 3 FDO0)(~1)h'.

i=1

, hin, setze a, = a(hy) und bestimme das Interpolationspolynom zu (hg, ag),

83

vy (B, an)

Das heifit, a(h) ist eine gerade Funktion (a(h) = a(—h)) und das Interpolationspolynom solle

nur h2*-Terme enthalten.

Sei f(x) =sin(z) = a(h) = Sin(h);fjn(_h) = Sinfgh), so folgt fiir p(z) = q(2?),q € Py:

ho=13% , ap=0.9973
ho =1 , ag=0.99934
ho =35 , ag=0.99983

— p(0) = 0.999999926.



84 KAPITEL 4. INTERPOLATION

Satz 4.24 (Extrapolationfehler)
Gelte fiir a : (0,00) — R die asymptotische Entwicklung

a(h) = a(0) + > a;jh¥ + an i1 (h)RI"Y
j=1

mit ¢ > 0 und a,41(h) = anpy1 +o0(1). Dabei seien az, ..., a,41 € R unabhingig von h. Sei (hy); ey
eine monoton fallende Folge, h; > 0 und ’““ < p < 1 fiir p > 0 unabhéngig von k. Mit p%k) elP,
bezeichnen wir das Interpolationspolynom in h zu den Daten (A}, a(hy)), ..., (hi,,;a(hgyn)). Dann
gilt:

a(0) — p®(0)| = O(hI" ) fiir k — o0,

n

Beweis: Setze z = hi, z, = hz. In der Lagrange Darstellung ist das Interpolationspolynom gegeben

n n
durch pglk)(z) = > alhpyi) L} (2) mit L} (2) = ] ﬁ Mit der asymptotischen Entwicklung
i=0 ) ) =0 7

1#i
von a folgt
k’ n n n n
w0 = 3 ( )+ X2 ey + ann i, +o<1>zki:) Ly ,(0)
1= j=
n n—+1 n n
= a(0) %Lﬁ,i(o) + Zl a; Z ALy (0) + o1 )Z 2 L (0),
= j= = i=

Um die Summanden z’"Lz’i(O) zu berechnen, verwenden wir die Fehlerdarstellung aus Satz 4.4 mit

flz)=2"r= 0 .,n+1 und dem Interpolationspolynom qgk) zu den Daten (zx, f(2k))s - (Zktn, [ (Zk4n)),

dh. ¢ (2 > zf<zk+Z>Lm< ), baw. gi(0) = ;0 2y L 0).

Es gilt f(0) — qﬁlk)(O) = ﬁf("ﬂ)(&)) [1(0 — 2x4;) und somit folgt
i=0

=3 2l 0) = G @) (1) I 21— S(0)
-1 : r=0
0 : r=1,....n

n
()" [T2es @ r=n+1
=0

Damit erhalten wir

P (0) = a(0) + any1(—1 sz+z+z )zt L (0).

Es gilt:
(n+1)

A

= ‘O‘n-i-l’ H 2k = ’O‘n-i-l"z

=0

= Japg | RITD = ORI,

Auflerdem gilt LZJ-(U)‘ = [I ——— < C(p,n,q), unabhiingig von k:
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— ;)0(1)L2k(0)zgii1 o, q)o(1)2! .
< C(p,n,q)()(l)hk(n-‘rl) O(}q(n+1))l
= [pi(0) *a(O)’ — oIty

Algorithmus: (Richardson Extrapolation)
()

Zur Berechnung von py,’(0) eignet sich das Neville Schema:

(k+1) (k)
Pp—1 (0) —p;, =4 (0
pO0) =10 0) 4 ot D PO

Zk+4n

mit pﬁf)( ) = Pht1,... . ktn(2).

Mit ay,,, = pﬁf ")(O) erhélt man als Rekursion fiir ay, p:

Qkn—1 — Qk—1n—1
Ak.n = Ak n—1 + h q
< krfn) _ 1

hy
Als Tableau mit Startwert ay o = a(hy) ergibt sich dann

ho ap
hi a1 ain
ha asg a1 asp

hi ago ar1 ago - Qg

Beispiel 4.25 ) )
Berechnung von e = lim (1+ )" = }lLin%)(l +h)%, d.h. a(h) = (1+h)*n.

n—oo

Wihle hy = 2% = a0 =a(hg) = (1+27F)2°
— g0 =2, a10=19, azo = 922 ~ 2.44.

Als Tableau:

k=0: hg=1 2

k=1: h1:% % 2

—9. — 625 337 257 o

k=2: hy=3 82 3% 27267708

Es folgt also z.B. azx ~ 2.67708 als Approximation von e ~ 2.718281828. Bereits as 5 liefert
as 5 ~ 2.71827, wihrend a5 ~ 2.6769 ~ ag».

Nebenrechnung:
9
1,000 9 , 772 _ 5
=a10+ (@)_1 =1toT =3
h
a2,0—0a1,0 337
a21 = a20 + —5—7— = 55

Allgemein: —h’;L;” = 9 ktntk — gn
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_ a21—a1,1 __ 257
(22 = G21 + 55—~ = g

Aufwand: Die Richardson Extrapolation eignet sich vor allem, falls a(h) sehr teuer zu berechnen
ist, etwa falls fiir den Aufwand A(h) gilt A(h) = O(1/h). In unserem Beispiel folgt dann fiir
a(1/32) der Aufwand A(h) = 32, wihrend der Aufwand zur Berechnung von asy gegeben ist durch
A1)+ A(1/2) + A(1/4) = 7.
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4.6 Trigonometrische Interpolation

Gegeben: (zg,Y0),- .., (Tn,yn), T paarweise verschieden, z € [0,w), w > 0.

Gesucht: Periodische Funktion ¢, : R — R mit Periode w, welche die Daten interpoliert, d.h.
VeeR: t(r+w)=ty(z) und t,(zx) =y, k=0,...,n.

Annahme (0O.B.d.A): w = 2.

Die Fourier Analysis legt nahe, die gesuchte Funktion t,, aus Funktionen der Form

1, cos(x), cos(2z), ...
sin(x), sin(2z), . ..

zusammensetzen.

Ansatz: Suche Koeffizienten (ag, by) mit

- S
tn(z) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kz)) + 5 @m+1 cos((m+ 1)z),
k=1

wobei
0 : n gerade 5 : n gerade
0= , m=
1 : n ungerade “5= : nungerade

Viele Aussagen der diskreten Fourier Analysis lassen sich kompakter iiber C formulieren, wobei die
Eulersche Formel

e = cos(z) + i - sin(2)

benutzt wird.

Definition 4.26 (Trigonometrische Polynome)
Wir definieren den Raum der Trigonometrischen Polynome vom Grad n durch

T, = {t* : C — C ‘ t"(z) = cheik‘z}

k=0

Mit w = € gilt t*(z) = > cpw”.
k=0

Lemma 4.27
(i) Seien (ax)?2,, (bi)p, reelle Folgen. Setze by = 0, a_i = ay, b_p = —b, und ¢}, = %(ak—i-bk)
fiir k € Z. Dann gilt:

ap S : _ % ikx
> + kZ_l (ay cos(kx) + by sin(kx)) = k; cre™™.
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(ii) Sei (cx)i_,,s cx € C. Setze a, = ¢+ c_p, by =1 (cy — c—x), k=0,...,m. Dann gilt:
1 m m
. . ik
a0+ ; (ay, cos(kx) + by sin(kx)) = kz cre™”.
= =—m

Beweis: (Ohne Beweis)

Voraussetzungen und Notationen fiir diesen Abschnitt

e Aquidistante Stiitzstellen, d.h. =, = f—flk, k=0,...,n.

o w(z) :=e®, E(z) :=e* =wF(z) (k€ Z).

. o k2 Lk
o w:=¢"ntl € C, wy :=w(xg) =e"nt1 =w" (k € Z).

Lemma 4.28

(i) (Ex)kez bilden ein Orthonormalsystem, d.h. (Fy, E;) = k.

(ii) wZH =1, d.h. wy,...,w, sind die (n + 1) Einheitswurzeln und wy, ..., w, sind paarweise
verschieden.

Ik _ 1 -1 _ 1
(i) wy = wy', wy g p =Wy, W =Wy

wh =6, 0< k1 <n.

(iv) n%rl i

.
i

n n ntl o (n+1)]j
(v) Fiir festes j € N fest: Y sin(jzg) =0, > cos(jzi) =

k=0 k=0 0 sonst
Beweis: (Siehe Ubungsaufgaben)
Satz 4.29 (Trigonometrische Interpolation in C)
Zu gegebenen Daten v, ..., y, € C existiert genau ein ¢} € T,, mit ¢} (x) = y fiir k =0,...,n.

Die Koeffizienten ¢ sind gegeben durch:

Beweis: Um die Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen, verwenden wir Satz 4.1, der auch im Kom-
n

plexen gezeigt werden kann. Es existiert daher genau ein p € P, mit p(z) = 3 ¢z mit ¢ € C
k=0
und p(wg) =y (k=0,...,n) (Interpolationspolynom zu (wo,yo), - - -, (W, Yn))-
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Mit t)(z) = 3 cpe’™ gilt: ¢ (x1) = 3 cpe’™ = 37 epup = plw) = yi.

k=0 k=0 k=0
Um die explizite Darstellung der Koeffizienten zu zeigen, verwenden wir Lemma 4.28:

n
l —k
(Z cle) w;

=0

plwjwy? = 3

0

P A
Yjwg© =

-
-

1

0

<
Il
o

J J

c(n +1)dy = (n+ 1.

I
M=
i)

VRS
QSN
|
el
~
I
3

N
i
o

n .
Also folgt ¢}, = %—Q—l > oyjw?.
3=0

Satz 4.30 (Trigonometrische Interpolation in R)

5 : n gerade 0 : n gerade
Fiir n € N gegeben, setze m = ,und © =

"T_l : n ungerade 1 : n ungerade
Zu gegebenen Daten yq, ..., y, € R existiert genau eine Funktion

tn(z) = % + Z (ay, cos(kx) + by sin(kx)) + %am+1 cos((m+1)z)
k=1

mit t,(xg) = yk, k=0,...,n.
Fiir die Koeffizienten ag, by, gilt:

p— .
ap = n+1 ;)yj COS(]$I€))

2~ ..
by = o~ jz_:oyj sin(jxy).

Beweis: 1. Sei t} das komplexe Interpolationspolynom zu (zg,yo), . - ., (Zn, yn). Nach Satz 2.29 gilt:

n n

, 1 »

tr(z) = E e mit ¢, = ] E yw, .
k=0 =0

n+
Cm+1 © n gerade
Setze c_p = cpr1-k, k=1,...,m,dh.ccy =c¢p, cco=cCp1,...,Com = )
Cm+2 © nungerade
0 : n gerade
Setze ap, = cp +c_p, by =1-(cp, —c_p), k=0,...,mund a = .
k k ks Uk ( k k’)v 3 ) m+1 2cm+1 o ungerade

Nach Lemma 4.27 gilt dann:

m m

(x) — + Z (ay cos(kx) + by sin(kz)) = Z ek

k=1 k=—m
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Es folgt
S k S I ! !
Y= ckw = L cRwp+ DL gy g+ Ocmipawy,
k=0 k=0 k=1
- ! !
= Y cpwy + Ocmpwy, -
k=—m

Fiir n ungerade gilt: m + 1 = "TH und daher

wh, ., = cos((m+1)z;)+i-sin((m+ 1)z;)
= cos((m+1)x;) +i-0, da (m+ 1)z n+lln247f1 =lm.
- ! !
== Yy = Z Crwy, + ®Cm+1wm+1
k=—m
* m
© 2 1 3™ (ay cos(kxy) + by sin(kzy)) + Sami1 cos((m + 1))
k=1
= tn(xl).
2. Eindeutigkeit folgt, da das LGS, welches die Koeffiziente ay, b, bestimmt, fiir jede rechte Seite
Y0, - - - » Yn l0sbar ist. Daher ist die Matrix regulér.

3. Die explizite Darstellung der Koeffizienten folgt aus:

1 :
Cok = Cnyl- k——zyj w1y = n+1 ywy.
=0
Wir erhalten:
1 n y y 2 X
ar = ¢+ c_p = o Zyj (e—zjmk + eZ]-’Ek) =7 ,Z(:)yj cos(jxr),

]:

by =1 (cp —c_p) = —— Zyj (e — k) | = ) ;yj sin(jrg).

Bemerkung: t,(x;) =t (z;), aber im Allgemeinen ist ¢, (z) # ¢} (x) fir x #2; (1 =0,...,n). Es
gilt sogar t,(x) # Re(t}(x)).

Beispiel 4.31
Gegeben: n =2, g =0, x1 = %ﬂ', To =

[OSIE

.
Es gilt: cos(z1) = cos(z2) = —3, sin(z1) = —sin(z2) =: &, 221 = 22 und 225 = 21 mod 2.

co =3 (yoe™™ + y1e70 + yoe™) = L(yo + y1 + v2),
z T —i227
+ yoe 73 )

¢ =1 <yo€_i0 +y1e = dyo— Ly +y2) +i- 5y — ),

4 .
e =§<yoe 0 fyre BT 4 ype?57) = Lyo — Ly o) +i- §(v2 — w1).
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X, (X) Re(t; (x))

"""

X1 7y X2 2

Abbildung 4.4: Beispiel 4.31

Im Reellen: (m =1,0 =0)
ap = %(yo—i—y1+y2), ap = % (yo—%lh - %yz)

b1 =% (y1 — yo)

Seien yg =0, y1 =y = %, so erhalten wir

to(x) = 1 — cos(x).

Dahingegen erhalten wir als Realteil des komplexen Interpolationspolynoms (siehe auch Abb. 4.4):

Re(t5(z)) =1 — % (cos(x) + cos(2x)) .

4.6.1 Schnelle Fourier Transformation (FFT)

Die Schnelle Fourier Transformation wird auch FFT (Fast Fourier Transformation) genannt.

Ziel: Effiziente Berechnung von cy, . . ., ¢,. (ag, bx) konnen dann im zweiten Schritt schnell bestimmt
werden.

Idee: Divide and Conquer-Verfahren: Das Problem der Grofie n wird in 2 dquivalente Probleme der
Grofle 5 aufgeteilt und separat gelost, dann werden die beiden Losungen wieder zu einer gesammten
Losung zusammengefiigt. Am einfachsten ist die FFT darstellbar, falls n = 2¢ —1, d.h. fiir 2¢ Daten

Yos-- -5 Yn-

Sei n ungerade und seien m = "T_l, 1 €{0,...,n} fest. Dann folgt
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J— N 1 m
@ = n—l—lzy]wﬂ T a4+l Zy Wa; +Zy2j+1w23+1
.7:0 ]:0 7J 0
1 U m o
] Zy2)w2] tw Zy2g+1w2] , mit W = e'ntt
J=0 Jj=0

Dan+1=2(m+1) folgt:

Cc] =

N =

1 1 .,
ml Zy2gw2] +w p—— Zy2j+1w2j
j=0

Seil; =l mod (m+1),dh.l; €{0,...,m} undl = A(m+1)+{; A € N. Dann folgt | = $A(n+1)+(
und somit

—1 —il2j2—” o —id2m—ih2i 22 —iNjem, —l1 . —I4
Wy = ntl =¢ ntl =g Wy = Wy
1 even odd, ~—1
— (= 5 Cl1 + Cl1 w
mit
eveEN
c = E Y2, W
h m+1 J 23 ’
1 n-+1
odd
c = E 2511 Ws. I € 0,. .
11 m+ 1 y ,7+ 2] 9 { 2 }

Dabei sind ¢f"", ¢ Odd geraade die Koeffizienten des komplexen trigonometrischen Polynoms zu den
Daten (o, yo), (3327 y2) s (Tp—1,Yn-1), bzw. zu (20, 1), (22,¥3), - -, (Tn—1,Yn)-
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Idee des Algorithmus:

Stiitzstellen (Q = 3) Daten

To, T1, T2, T3, T4, Tp, Te, L7 (Y0, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y|
82 Py

To, T2, T4, Te [ Y0, Y2, Yar Ys | Y1, U3, Ys, Y|

4-4 20, - 4 A

Lo, 4 | Y0, Y4 |2, Vs |

2.8 20, - 2 /\ /\ 20, - 2 /\

Rechenaufwand: 0 Y2

48=(3-2- (n+1))

Allgemein: Pro Level 2(n + 1) Operationen bei logy(n) Levels == Anzahl der Operationen zur
Berechnung von ¢y, ..., ¢, betrigt 2(n + 1) logs(n) = O(nlogyn) .

Satz 4.32
n
Sein =2m+1,m € Nund yo,...,y, gegeben. t! (z) = z * sei das komplexe trigonometrische
Interpolationspolynom zu (g, yo), - - -, (Zn, Yn)-
m ..
Sei t"(x) = > ¢§""e® das Interpolationspolynom zu (%o, %0), - - -, (T2m, yam) und todd(z) =

J=0

m
Z 0ddeliT 70 (0, Y1), - - -, (T2m, Y2m+1). Dann gilt
]:

; s
und es ist ¢, = % (cle”e" + w—lclodd) y Clym+1l = % (cf“e” — w_lc;’dd) mit [ =0,...,m und ¥ = e'm+1.
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Beweis: Sei r, die rechte Seite von (x), d.h.

[N

ro(x) = j

|:(1 + ei(m-‘,—l)x) C;veneij:c + (1 _ ei(m-i—l)x) qudeij(x—,ni“)]

o —ile odd ijx
e m-+ C] m+1)e )

Jj=0
m
_ 1 even ( ,ijx i(j+m+1)z odd ( ijr _ i(j4m+1)z\ ,—ii .01
= 5 ‘Zo [cj (e + e ) + ¢ (e e ) e me
‘]:
m .. 2m+41
_ 1 Z C@ven+e—1]mLchdd eijx_i_l Z ceven
2 J J 2. J—(m+1)—l
j=0 J=m+1
n
= Y et e,

<
I
o

Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynom folgt ¢,, = r,,, falls r,, die Interpolationsbedien-

gung erfiillt. Fir o; = n2—j:ll gilt:

1 : [ gerade
ei(m—l—l)xl _ eiQSil("'H)l _ il —
-1 [ ungerade
" 5" (1) [ gerade
= rp(x) =

todd <ZE1 - mLH> [ ungerade
tever (xy) [ gerade
todd (2 _4) [ ungerade

Also ry,(z;) = y; und damit ¢, =r, = ¢ =c¢;j.

P . .. » .
Da e “m+1 =77, folgt die Formel fiir ¢; aus der Definition von ¢.

O
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Algorithmus:

211 N
Fir ¢=0,...,Q sei t{(z) = ;)czje”x, E=0,...,2979 -1
]:

. 201
das Interpolationspolynom zu (ijQ*Q7y2jQ*q+k)j:0

Nach Satz 4.32 mit m =27 — 1 bzw n =291 — 1 gilt:

q+1 1( qa —i-2701 g _ q—1
k.l (g te 2 0gy) 1=0,0..,207
g+1 _ 1(a _ —izZla
Chit2s = 2\Ck1—€ 7 Crioo-a-1y

Start der Iteration: Cgo = Yk |-

Speicherbedarf: Fiir ¢ und ¢ + 1 miissen Matrizen berechnet werden:

€7 = (ef), O™ = (1)

Q- Q—g—1y9q+1
C1 e CZ "2 phyw, C9tl e C277 7 %2

Beide Matrizen sind von der selben Dimension: 297927 = 2€ = p+1 und 2¢0-9712¢+1 = 9Q — 5 1

Daher sollen die Koeffizienten cf ,, C%ng in Vektoren der Dimension n + 1 gespeichert werden

C2% + 1] := CZJ,

gt
D29tk + 1] := il

_2m 4127 9Q—q—1 _i2m
Es gilt: e ‘o1l = ¢ e W[297971]], wobei der Vektor W[l] := e Z2Ql, 1=0,...,29 -1
vorab nur einmal berechnet werden muss.

- 27
Mit % := e 29 erhalten wir dann folgenden Algorithmus:
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Fir [ =0,...
q=20

Fir ¢ =0,

q — q+1

Algorithmus 4.33 (FFT)

290 1
C[l]:?/l
W] = o'

Q=1

Fir k=0,...,2¢- (@D _1

Fiir [ =0,...,279—1

u=C[2% +1]
v = W29 C[29(k + 297971) + ]
(+) D29k + 1] = L(u+v)

D27k 41+ 21 = 3 (u —v)

Fir [ =0,...,2¢9 -1

Aufwand: (%) benotigt 3 Operationen. Anzahl der Durchldufe von (x)

1
Q2917124 = 29~ = logy(n + 1)"; .

Dabher ist der gesamte Aufwand gleich

n+1

3logy(n + 1) = O(nlogyn).

Bemerkung: Der Algorithmus kann so umgeschrieben werden, dass der Vektor D nicht gebraucht
wird. Es existieren auch Varianten fiir den Fall n # 29 — 1.

4.7 Spline-Interpolation

Motivation: Bei groflen Werten von n fithrt die Polynominterpolation zu stark oszillierenden
Interpolationspolynomen, da p, € C°°(I). Das Problem tritt besonders dann auf, wenn die Stiitz-
stellen vorgegeben sind. Daher verwendet man hiufig stiickweise polynomielle Funktionen, d.h.

P|[ eP,

Ti—1,24]

mit r» < n. Die Interpolationsbedingung p(z;) = y; fiihrt zu p € C°(I), aber p ist i.a. nicht in
C*>(I), sondern p € CY(I). Die Parameter (r,q) sind geeignet zu wihlen:
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A A
Y1
Y,
Yo -
Yy
—
% by P P tox

Abbildung 4.5: Beispiel 4.34: Treppenfunktionen

pi(x) : x € (xg,x1]

po(x) : x € (x1,29]
P|[:ci,1,:ci] G PT? p(x) =

pn(x) MRS (wn—laxn]

p; € P, hat die Interpolationsbedingungen p;(x;—1) = yi—1, pi(z;) = vi <= plag) = yk, k =
0,...,n.

Notation: A = (xzg,...,x,) ist eine Zerlegung von I = [a,b] mit o = a, x, = b, z;—1 < x; (1 <
i <n).

Mit h; := x; — x;—1 > 0 bezeichnen wir die Léange des Teilintervals I; := (x;—1,x;), Iy := {a}, i =
1,...,n. Die Feinheit der Zerlegung ist gegeben durch:

h = max h;.
1<i<n

Fiir r,q € N definieren wir den Raum der Splines durch

SR = {P e C(I)

P|1i::piEIP’Tf1'ir1§i§n}

Gegeben: Zerlegung A, Daten g, ...,y, und r,q € N.

Gesucht: Py € qu mit Pa(zr) = yg, k=0,...,n.

Beispiel 4.34

r = 0: Die einzig mogliche Interpolation durch stiickweise konstante Funktionen ist gegeben durch
Pa(z) = y; fiir x € I; bzw. p;j(x) = y;. Fiir ¢ > 0 ist das Problem nicht 16sbar.

Abbildung 4.5 zeigt die entstandene Treppenfunktion. In diesem Fall ist Pa nicht stetig!

r = 1: Es soll gelten: p; € Py und p;(x;—1) = yi—1, p(x;) = y;.
Abbildung 4.6 zeigt die eindeutig bestimmten Funktionen p; definiert durch p;(z) = y; + %(m —
x;). Damit gilt: Pa € SXO.
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r = 3: Annahme: y;, = f(z;) mit f € C*(I)

(i) Fall: Wahle fiir i = 1,...,n Werte x;; € I; fiir j = 1,2 und definiere p; als Interpolationspo-

lynom zu (-1, yi—1), (Ta1, f(xi1)), (@i2, f(zi2)), (Tit1, f(@it1)) = pi € P3und Pa € 520-
Nach Satz 4.4 gilt:

|f(2) = Pa()] |f () = pi(x)| = fO (&) b fir @ e I

(FRl I

(ii) Fall: Wihle p; € Py durch Hermiteinterpolation zu (z;—1,vi-1), (zi—1, f'(zi=1)), (2, yi),
(zi, f'(2;)) = Pa€SX und|[|f — Pall < 05| fD]|

IA

Frage: Existiert ein Pa € SZZ?

Bemerkung: Sei n > r, dann ist das Interpolationsproblem in S)? fiir ¢ > r i.a. schlecht gestellt
(d.h. nicht 16sbar):

Freiheitsgrade: p; € P, fiihrt auf (r 4+ 1) Koeffizienten, also: n(r + 1) Freiheitsgrade.

Anzahl der Bedingungen:

Auf I1 : 2 Interpolationsbedingungen
Is : 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingungen in x;
I, : 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingungen in x,,_;

— 2n+q(n—1) =n(q+ 2) — ¢ Bedingungen.

Ist ¢ > 7 so folgt: 2n+q(n —1) > 2n+r(n—1) =n(r+1)+n—r >n(r+1). Firn—r >0
existieren also mehr Bedingungen als Freiheitsgrade und das Problem ist i.A. nicht 16sbar.

Spezialfall: ¢ = r — 1 (Eigentliche “Spline-Interpolation”)

Bedingungen: n(qg+2) — ¢ = n(r + 1) — ¢, d.h. es miissen noch ¢ = r — 1 Freiheitsgrade zusitzlich
festgelegt werden.

A N T S S

Abbildung 4.6: Beispiel 4.34: Gerade
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4.7.1 Kubische Spline-Interpolation
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Gegeben: A = (xg,...,x,) Zerlegung des Intervalls I = [a, b] und Daten yq,...,y, € R.

Gesucht: Pp € Siz mit Pa(z;) = y; (0 <i<n)und eine der Bedingungen a) bis d):

a) PX(a) = M,, PX(b) = M, fiir M,, M, € R gegeben.
Im Fall M, = M, = 0 spricht man von natiirlichen kubischen Splines.

b) p'(a) = ga, P'(b) = g fiir ga, gp € R gegeben.

c) Pa sei periodisch fortsetzbar in C*(R), d.h. yg = y,, und p'(a) = p'(b), p"(a) = p"(b).

d) not-a-knot-Bedingung: PA\[I oy € Ps, PAI[I o € P53, d.h. die Zusatzbedingungen werden

verwendet, um die Spriinge in P’ fiir # = x1, © = x,_1 zu eliminieren.

Satz 4.35 (Existenz und Eindeutigkeit)

Zu gegebener Zerlegung A und Daten vg,...,y, existiert genau ein Pa € 522 mit p(xg) = g,

welches eine der Bedingungen a), b), c), oder d) erfiillt. Im Fall ¢) muss gelten: yo = y,.

Beweis: Idee: Stelle LGS fiir die Momente M; := PX(z;) auf. Da pf linear auf I; = (z;_1, ;] ist,

muf gelten: p’f(z) = % (Mj(x —xj-1) + Mj_l(azj —x)).

Durch zweimalige Integration folgt fiir geeignete Integrationskonstanten a;,b; € R:

T+ xi—
pi(2) = o= (Mj(a — 2j-1)° + My (25 — 2)°) + b <$ - %) +aj.

Aus den Interpolationsbedingungen p;(x;j—1) = yj—1, pj(z;) = y; folgt:

vi-t = gy Mihd = bizhy + aj,
1 1
Yy = Wijh?—’—bj?hj—i_aj'

Dies ist ein 2 x 2 LGS fiir a;, b; mit der Losung

(%) aj = %1 (y; +yj-1) — %%hf (Mj + Mj—1),
bj = 12 (yj — yj-1) — 5N (Mj — M;_1)
Damit hingen die p; nur von den Momenten My, ..., M, ab.

Es bleiben noch die n — 1 Bedingungen p'(z;) = pj,(z;) fir j=1,...,n - 1:
Aus (%) und (*x) folgt: p;(a:) = ﬁ (Mj (x — xj_1)2 — M (z; — x)z)—i—h% (yj —yj—1)—

Daher ist p’;(z;) = p;(z;) dquivalent zu

M ( a+1+h) shist (M1 — Mj) — ghy (M; = Mj_1) = == (g — 95) — 75 (45

] - 1 - 17
bzw
ThiMi_1 + % (hj + hjy1) My + thiMj = ylag, xj] — ylzj_1, 2]

Lhs (M — M;_+).

— yj-1) fiir
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yloj,wjp1]—ylri—1—z;]
Tjp1—Tj—1

Mit der zweiten dividierten Differenz ylz;_1,2;,2j41] =
hj + hjy1 folgt:

und LTjtl — Tj—-1 =
pi M1+ Mj + NjMjq = 3y[zj1, 5, To41]

o — h; o hivr
mit f1j = 2(hj+hjv1)’ Aj = 2(hjthj1)”

Wir erhalten ein (n — 1) x (n — 1) LGS fiir die (n+1) Momente My, ..., M,.
Fall a) My = M,, M, = M.
Dies fiithrt auf das (n — 1) x (n — 1) LGS fiir My,..., M,_; der Form

3y[$07 X1, QJ‘Q] - ,ulMa

M,
3ylz1, z2, 23
A : = [ ]
M. :
el By['mn—%xn—l»xn] - /\n—le
mit
1 N\ 0
A= M2
B )\n—2
0 Hn—1 1

A ist regulédr nach dem folgenden Lemma 4.36, da p1; +A; =1/2 <1und A\ <1, prp—1 < 1.

Die Félle b),c),d) fithren analog auf einfach strukturierte LGS mit regulidren Matrizen, d.h. p1,...,p,

eindeutig duch (), (xx) festgelegt

Lemma 4.36
Sei A € R™" ¢ine tridiagonale Matrix, d.h.

ar € 0
. . b2
A = tridiag(b;, a;, ¢;) =
.. o Cp—1
0 b, ap

Es gelte: |a1| > |c1| > 0 und |a,| > |by| > 0 und |a;| > |b;i| + |ci|, b; #0, ¢; #0, 2<i<n-—1.
Dann gilt:
(i) A ist reguldr.

(i) A = LR mit L = tridiag(b;, a;,0) und R = tridiag(0,1,7;) mit a; = a1, 11 = clal_l und fiir

. —1
2<i<n: a;=a;—byi-1, Vi =ca; .

Daher kann Az = b in O(n) Operationen gelost werden.

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben
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Lemma 4.37
Die Spline-Interpolation mit kubischen Splines und einer der Zusatzbedingungen a), b), ¢) oder d)
kann mit O(n) Operationen gelost werden.

Beweis: a) folgt aus 4.35, 4.36.
b), ¢), d): (siehe z.B. Schaback,Werner: Numerische Mathematik, Berlin, Springer, 1992.)

Historisch: Interpolation durch biegsamen Stab (engl: spline) und Brett mit Nigeln bei (2, yk).

(1)
1+( ()

Funktionen y mit y(zx) = yg. Fiir den Fall kleiner erster Ableitungen entsprlcht dies ndherungsweise
// 2
f y'(t)%dt.

Der Stab hat minimale Kriimmung, d.h. die Funktion minimiert f >dt iiber alle glatten

Satz 4.38 (Minimierungseigenschaft kubischer Splines)
Sei A = (zg,...,zy) eine Zerlegung von I = [a,b] und yo,...,y, € R gegeben. Sei Pa € SZZ ein
kubischer Spline mit Pa(zx) = yx und einer der Bedingungen a), b), oder c):

a) PX(a) =0, PX(b) =0,
b) Pi(a) = ga, PA(b) = g,

c¢) Pa periodisch fortsetzbar in C?(R).

Dann gilt fiir alle f € C?(a,b) mit denselben Interpolationsbedingungen, d.h. mit f(z3) = y, und
b
a), b) oder ¢) und [ |7 < oo

b b
/!f”(a;)‘zdmZ/wg(m)Fdx.

Beweis: Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.39 (Holladay Identitit)
b
Sei f € C?*(a,b) mit [ /"> < 0o und Pa € 522, dann gilt:

b

JE / 7 / G

a

~2 ([(f’(w) ~ PAENPA@], ~ S [(F(@) ~ PAG) L @)L ) .
Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen benutzt:
9@, = 9(b) - g(a),

[g(z)]" = lim g(z) — lim g(x). Beachte : P} ist unstetig!

—t
T=Ti 1 I/Il SC\Z‘i,l
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Beweis: Es ist

b b b
f‘f// P// — f‘f//‘2_2ff//PX+f’P”2
ab 2 ba 2 b
_ I — ‘P” —2 [(f" - //
e
= [l f\P\ —22 (f" = pi)pi-
a Ii
— ——
=:A;
Mit partieller Integration folgt fiir A;:
z;
xz
A = [ (" =pDpl =1 = pilia, - f - pi)py’
Ti—1 Ti—1

— (= P, — 1~ T ff(f—pi)pg‘*)

Toxig

Es ist pl(-4) =0, da p; € P3 und

> 1= i, e > (= PAIPALEL,,
- ; [(F' (1) — P (@) P () — (F/ (i1 — PA(mi-1)) Pl (1)
(F/(0n) — PA () PL (2 >—f’<xo>—P’A<xo>>Px<aso>
[(f'(x) — Ph () PL ()]’
— ;A - [<f'<x>—P'A<x>>Pg<x>]2:a—é [(f(2) — pale)pl" @),

Also folgt die Holladay Identitdt.

Beweis: (Fortsetzung des Beweises von Satz 4.38)
In den 3 Fillen a), b), ¢) verschwindet der Term 2(---) in der Holladay Identitit =— 0 <

b b b

2 2 2
J1f7 = PEE = [P = [IPLP.
a a a

Satz 4.40 (Fehlerabschitzung)

Sei A eine Zerlegung von I mit h < Kh; (1 <i <n) fiir ein K > 0. Sei f € C*(a,b) mit ‘f(4)| <L
fir z € (a,b).

Sei Pa € S%* mit Pa(xy) = f(z1) und Ph(a) = f'(a), PA(b) = f'(b).

Dann gilt fiir £ =0,1,2,3: |fO(z) — PV (2)| < 2LKKL.
Also insbesondere
|f(z) — Pa(z)] < 2LKh*.
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Beweis: (Ohne Beweis. Siehe z.B. Stoer, Bulirsch. Numerische Mathematik 1. Berlin, Springer
2007.)

rr—1

Basiswahl fiir den Splineraum S : B-Splines

Ziel: Konstruktion einer einfachen Basis von Sgr_l mit

(a) positiven Basisfunktionen fiir numerische Stabilitiit,

(b) moglichst kleinem Triiger.

Definition 4.41 (B-Splines)

Sei (t;),cq eine monoton nicht-fallende Folge mit linjlE t; = +00. Dann sind die B-Splines

B : R — R vom Grad k € N rekursiv definiert durch

o 1 << tiv1
Bio(2) _{ 0 : sonst

und
Biy = wi(2)B;g—1(x) + (1 — wiz16(x))Bit1 k—1(2)
mit .
it <l
- — ti+k_tz
wl’k(x> { 0 : sonst
Beispiel:

Die Abb. 4.7 zeigt 6 verschiedene Beispiele, die bei den B-Splines auftreten kénnen.
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(k=0)
1 B0 1
Bi+1,0
| I = ———
tl ti+1 tl t|+1
(k=1)
1 B. 1

—> I

t; i+2 ti+3 ti

Lap =t
an dieser Stelle
1 unstetig
Bi+1,l§

—> I =
+3 4 L=ty .4

Abbildung 4.7: B-Splines

Satz 4.42 (Eigenschaften der B-Splines)
Sei (t;);cz, eine monoton nicht-fallende Knotenfolge, wie in Definition 4.41. Dann gilt:

() Biklitt;01) €EPx Vi,j €Z,k €N,
(ii) supp(Bix) C [ti,tizry1], falls t; < tiipy1 und Byp = 0, falls t; = ¢ 41,
) B

ik >0, > Big(x) =1, ¥z €R (Zerlegung der 1).
€L

(iii

k,k—1

(iv) Falls Vie Z: t; <tj11, dannist By, € C*=1 und (Bik),. bildet eine Basis von Sy

Beweis: (Ohne Beweis)

1€Z

Beispiel Ein Vergleich der angesprochenen Interpolationen fiir f(x) = ﬁ ist in Abb. 4.8 darge-
stellt. Die Spline-Interpolation ergibt hier das beste Ergebnis.
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1I(c%+1.)

05 1 1 1 1

Polynomielle mit gleichméflig verteilten Stiitzstellen

12

LIc%+1) ——

0.2 1 1 1 1

Tschebyschev-Interpolation

LU(xx+1) ——
09 F

0.8 -
0.7
0.6 -
05 -
04
0.3
0.2

0.1

Trigonometrische Interpolation

LU(xx+1) ——
—_— i
|
o ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5

Spline-Interpolation

-0.5

0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

-0.1

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015
0

Fehler der Interpolation

Fehler der Interpolation

Abbildung 4.8: Unterschiede einiger Interpolationen
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Kapitel 5

Numerische Integration

Ziel: Approximation von

fir f € C*(a,b) und fiir eine gegebene Gewichtsfunktion w € L'(a, b).

Ansatz: Approximiere I(f) durch eine Summe

mj—l

L(f) =30 > (@)

§j=0 1=0

Definition 5.1 (Quadratur)
Eine Funktional I, : C*(a,b) — R der Form

L(f) =YY fO))!

j=0 1=0
heifft Quadraturformel mit den Stiitzstellen x; € [a,b] und den Gewichten w! € R. Dabei

istme€Nundm; € {1,....k+1} undn+1=> m;.
j=0

Die Quadratur heifit exakt fir P, (beziglich w), g.d.w.

I(p)=1(p)VpeP,

R(f) = I(f) = I.(f)

st das zu I,, gehorende Fehlerfunktional.

Bemerkung: Fiir die allgemeine Definition der Quadratur vergleiche mit der Definition der Her-
mite Interpolation. Im folgenden betrachten wir meistens Quadraturen der Form

I,(f) = Zwlf(a:l), d.h.m; =1.
1=0

107
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Abbildung 5.1: Beispiel 5.1

Beispiel 5.2 (w=1)
Die Abbildung 5.1 verdeutlicht diese Beispiele:
(i) Mittelpunktregel: Io(f) = (b — a) f (“52).
(i) Trapezregel: Ii(f) = ¥5% (f(a) + f(D)).
(iii) Simpsonregel: Ir(f) = b_T“ (f( )+4f (i) + f(b ))

Satz 5.3
Gegeben seien w € L'(a,b) und paarweise disjunkte Stiitzstellen zg, ..., z,. Dann existiert genau
eine Quadraturformel der Form
n
j=0

welche exakt ist auf P,,. Dabei sind die Gewichte gegeben durch

b

;= / w(z) LD (z)dx,

a

wobei L (z) = H (x ml y die Lagrange Polynome sind.
l#a

Beweis: I, exakt auf P,

— I,(p)=1(p) VpeP,

— IL,(L})=1I(L}) fur { =0,...,n; da Iy, I linear und L} Basis von P,
b

— [w(z)L](z) = Z w; L (x;) = wy, da L (x5) = ;.
a 7=0

O

Bemerkung: Es ist I,,(f) = I(p,), wobei p,, € P,, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom
u ($07 f(ﬂfo)), ey ($n7 f($n)) ist:
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n n b
In(f) = lgowlf(xl) = l;)fw(x)L7($)f($l)dx
b n b
= [w(@) Y L @) f () de = [w(@)pn(z)dz = I(py)
a 1=0 a
pn(T)

Definition 5.4

Fine Quadraturformel I,(f) = > wif(z;) zu gegebenen Stiitzstellen a < xy < 11 < ... <

1=0
r, < b und Gewichtsfunktion w € L*(a,b) heifit Interpolationsquadratur, wenn sie auf

P,, exakt ist. Nach Satz 5.3 ist sie eindeutig.

n

Satz 5.5
Seien g, ..., 2, € [a,b] und w € L'(a,b) gegeben mit den Symmetrieeigenschaften

(i) #j—a=0b—z,—; (0 <j<n) (Symmetrie bzgl. 4t?)
(ii) w(z) =w(a+b—z) (z € [a,b]) (gerade Funktion bzgl. “TH’)

Dann gilt w,—; = w; (0 < j < n), d.h. die Interpolationsquadratur ist symmetrisch. Falls n gerade
ist, so ist I,, exakt auf P, 1.

- n - -
Beweis: Sei I,(f) :== Y wn—jf(x;). Dann gilt I,,(p) = I,(p) V p € P,. Damit ist aber I,, exakt auf
7=0
P, und nach Satz 5.3 gilt I, = I,, und folglich w,_; = w;.
a+b

Sei nun n = 2m und damit z,, = %~ wegen i). Sei p, € P, das Interpolationspolynom zu
(o, f(20)),- .-, (zn, f(zy)) und sei gp+1 € Pp11 das Hermite Interpolationspolynom zu (xg, f(zo)),

s (xm—ly f(l'm—l)), (xmv f(mm))> ($m, f’(l’m)), (l'm+17 f($m+1))> cee (mnv f(mn)) Mit

_ f'(@m) = ph(2m)
H (xm - xl)
i

und N(z) = [[(z — ;) € Ppy1 definiere
=0
Gn+1(x) = pp(z) + N ().
Dann ist Gut1 € Ppy1 und Gui1(x;) = pn(x) + cN(z;) = f(z;) + 0. Weiter folgt
(qum—i-l(xm) = p;(azm) +c H (T — 1) = f/(xm)-
=0
l#m

Wegen der Eindeutigkeit der Hermite Interpolation gilt daher ¢,+1 = ¢n+1-

m—1 m—1

Es gilt wegen i): N(z) = ll:[() (v —m) (z — <F2) ll:[o (x—(a+b—x;)) und somit folgt N(a+b—z) =
(=1)"IN(2) = —N(2).
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Wegen ii) gilt damit:

b Tom b
[ w(z)N(z)dz = [ w(@)N(z)dz + [ w(z)N(x)dz
matb )N (@)de — [ w(atb—tN(a+b— t)dt

= [w@N@)dz+ [ wt)(-N(#)dt =0.

a

b b
Wir erhalten: [ ¢yi1(2)w(z)dz = [ pp(z)w(z)de = I(p,) = I,(f), da p, Interpolationspolynom zu

f.

Sei nun f € P11 = f = quy1 und daher In(f) = I(Qn+1) = I(f)

O

Satz 5.6 (Fehlerabschitzung)
Sei I, eine Interpolationsquadratur (1.Q.) auf P,(a,b) mit Gewichtsfunktion w = 1. R,(f) =
I,(f) — I(f) sei das zugehorige Fehlerfunktional. Dann gilt:

(nt1)
() |Ra(f)] < %(b —a)"*2 fiir alle f € C"Y(a,b), falls n ungerade ist,

(n+2)
(il) |Rn(f)] < HJC(TH( —a)"*3 fiir alle f € C"*2(a,b), falls n gerade ist.

Beweis:

(i) Esist I,(f) = I(pn), wobei p,, € P, das Interpolationspolynom zu den Daten (z;, f(x;)), i =
0,...,n ist.

b b
= |Ru.(f)l = J(f=pu)| < [If (z)| dz
b n
Satz 4.4 (n+1) (¢,
S [T (= — )| da
fln+1) "
< H(HT)U( b—a)**?

(ii) Aus dem Beweis vom Satz 5.5 folgt: I,,(f) = I(gn+1). Dann folgt die Behauptung mit Satz
4.19

O

Bemerkung:

(a) Die Abschiitzungen lassen sich leicht verallgemeinern auf den Fall w € L'(a, b).

(b) Die Abschitzung | [] (z — 21)| < (b—a)"*! kann fiir gegebene g, . .., z,, deutlich verbessert
k=0
werden zu | [ (z — 21)| < K(b—a)"™! mit K < 1.
k=0
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Satz 5.7 (Koordinatentransformation)
. no
Sei I,(f) = > wrf(tx) mit ¢, € [—1,1] eine 1.Q. auf dem , Einheitsintervall“ [—1, 1]. Dann wird

k=0
durch

= wif(wr)
k=0

b—a . b—a b+a
D) Wk, T = tk-i-

2 2
eine 1.Q. auf dem Intervall [a, b] definiert.

mit

Wk =

Gilt fiir das Fehlerfunktional R,, zu I,, die Abschitzung |R.(f)| < K H f (m)H 2mtl so gilt fiir R,
2 It |Ry(f)| = K || £ (b — a)™*L.

Beweis: Sei p € P,, und p(t) = p(x(t)) mit x(t) := bg_“t + b+Ta.

Da x(t) linear ist, gilt p € P, und

2
—1
= > B —pt)
ki(]
= kz wpp(zr) = In(p)
=0

Dabher ist I,, exakt auf P, und I,,(f) = b_T“In(f) mit f(t) = f(z(t)).

Es ist dann f/(t) = 2/(t) f'(x(t)) = 552 f/ (x(t)) und weiter f0)(t) = (252)"™ £ (x(1)).
Also folgt

H]E(m) 2—m m Hf(m HOO
b 1 A
= IR = ff(w)dw—fn(f)‘Z b—[fl f(t)dt—fn(f)”
_ b=a|f (f)‘ Kom+1
= (b am“Hf(m o & 5
Bemerkung:

(a) Es reicht also aus I.Q.en auf [—1, 1] zu konstruieren. Zu —1 <ty < ... < t, < 1 wird durch

die 1.Q. auf [~1,1] zu P, definiert. Mit (wj, z;)}_, wie im Satz 5.7 wird dann die 1.Q. auf
[a, b] definiert.
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(b) Da fiir jede 1.Q. I,,(1) = (b — a) gilt, muss ) wi = (b — a) gelten.
k=0

(c) Wie bei der Polynominterpolation treten Probleme fiir grofe Werte von n auf, wie z.B. nega-
tive Gewichte. Daher geht man dazu iiber, Quadraturen auf Teilintervallen aufzusummieren:

b N @i
/f(x)deZ/f(a:)da: a=ap<...<an="»
a =la;_,

Satz 5.8 (Zusammengesetze Quadraturen)

Sei I,(f) = éod)kf(tn) eine 1.Q. auf [—1,1] mit ‘]%n(f)

)| 2™l Zua <b, N eN

setze aj ;== a+1H, 1 =0,...,N mit H := b_T“.

Dann ist
N n

Z cu < tk—1)+a+lH>

eine Quadraturformel mit der Abschat ung
[Ru(f)] = [I(f) = In(f)] < K || f)| (b —a)H™.

Beweis: Wir wenden Satz 5.7 auf [a;_1, q;] an:

= I(f) = k"z_‘o Ui o f (U + )
N n
= LS unf (s —1)+a+1H).

k=0

N
Also gilt I,(f) = 3. IL(f) und es folgt:
=1
) Satz 5.7 (m) N 41
|Bn(f)l < \R Vo< KM Y (= a)™

l

I
A

I=
- KHj(m [ NH H™
i

[m]

5.1 Newton-Cotes Formeln

e Die Newton-Cotes Formeln sind 1.Q.en mit dquidistanten Stiitzstellen zp = a+ kh, h = b_T“.

e Als offene Newton- Cotes Formeln bezeichnet man 1.Q.en zu dquidistanten Stiitzstellen x; =
a+ (k+1)h, h=; +2, d.h. die Randpunkte a, b sind keine Stiitzstellen.

(a) n =1 (Trapezregel)

b
b—
To = a, v1 = b, wozfmdx:T, wl—T,
a
. D,

1).

x —al|zr — b

_6) _ ||f12||oo(b_a)3‘

=

>

=

I IA
<

=
AQ%@-
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(b) n =2 (Simpson-Regel)

Zusammengesetze Newton-Cotes Formeln

(a) Zusammengesetze Trapezregel (Satz 5.8, n=1, h=H)

MZ

T(f) =%
[Ru(f)] <

(b) Zusammengesetze Simpson-Regel (Satz 5.8, n =2, h = %,aji :=a + th)

N

N-1
[f(a+1h—h)+ f(a+1h)] :g<f(a)+2 l; f(a+lh)+f(b)>,
oo (b — ayn2.

xll

N—-1 N
Su(f) ="t <f(a) £2F floa) +43 Jlaan) + f<b>>,

Ra()] < Wl — apnt,

Bemerkung: Bei den Newton-Cotes Formeln bleiben die Gewichte bis n = 6 positiv. Dei den
offenen Newton-Cotes Formeln nur bis n = 2.

5.2 Gaufl-Quadraturen

Idee: Wir suchen eine Quadratur @,,, welche fiir P,,, mit moglichst grolem m exakt ist. Dies ist
nicht moglich fiir m = 2n + 2 (Gegenbeispiel konstruierbar). Aber fiir m = 2n + 1 wird dies mit
der GauB-Quadrature (G.Q.) erreicht.

Definition 5.9 (Gauf3-Quadraturen)
Seiw € L'(a,b) gegeben. Eine Quadraturformel Q,, : C([a,b]) — R, Qu.(f) := > wif(xr)

k=0
heifst Gau3-Quadratur, falls Q,, exakt ist auf Po, 1.
Satz 5.10 . .
Sei w € L'(a,b) und eine Quadratur Q,(f) := . wif(zx) gegeben. Setze p,y1(v) := [[ (z — x1).
k=0 k=0

Dann sind dquivalent:

(i) @ ist GauB-Quadratur.

b
(ii) @ ist Interpolationsquadratur und [ w(z)pp41(z)g(z)de =0V g € P,

a
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Beweis: (1) = (ii)“: Sei q € P,,. Dann ist

b
[ @i @@ = Quiona) Zwk pusi (o) alan) = 0.

=0 nach Def

,(11) = (i)“: Sei p € Pgy,+1. Mit Polynomdivision gilt: p = gp,41 + r mit ¢,r € P,. Damit folgt

b‘ b
Je@p@ds = [w@)(g@)pu (@) +r(z))d
=0
Vor.:(ii) 0+ f )dl
= 0+ Qn(r)
= Qn (anrIQ) + Qn('r)
= Qn(p) O

Definition 5.11

(i) Eine Funktion w € L*(a,b) heifit zuléssige Gewichtsfunktion, falls gilt w > 0 und
b
Jw(xz)dx > 0.

a

(i1) Ist w eine zulissige Gewichtsfunktion, so wird durch

(p,q), = / w(z)p(z)g(z)dx

ein Skalarprodukt auf P, definiert.

Satz 5.12
Sei w eine zulédssige Gewichtsfunktion. Dann liefert die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonali-
sierungsverfahren definierte Folge (pn),cn

- xn+17p'
Poti(z) = 2" — Z %pi(x)apo =1
i—0 DisDPi)

das eindeutig bestimmte normierte Polynom p € P, der Form

n

(%) p(x) = H(x—a;k) 2, €C,0<k<n
k=0

mit

(xx) (0,q), =0 VqeP,.
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AuBerdem ist {po,p1,...,pn+1} eine Orthogonalbasis von P, beziiglich (-, )

w*

Beweis: (Induktion iiber n)
n =0 : klar.
n—1 — n:Sei{po,...,pn} eine Orthogonalbasis von P,. Setze
- {p € Poys ( (pg), =0 Vqe IP’n} — dim(Bl) =1.
Da (*) verlangt, dass der Koeffizient vor z"*! gleich 1 ist, gibt es genau ein p € P, 1, welches (%)

und (s*) erfiillt. Nach Konstruktion ist p = pp41, da (pp+1,pk), =0 V0 <k <n.

Also folgt (pp41.9), =0 YqeP, _

Satz 5.13
Sei w eine zuléssige Gewichtsfunktion. Dann gilt: die Nullstellen xg, ..., x, von p,41 aus Satz 5.12
sind reell, einfach und liegen im Intervall (a,b).

Beweis: Wir setzen:
q(x) =1, k= —1, falls es keine reelle Nullstelle ungerader Vielfachheit von p,4; in (a,b) gibt,

q(xz) = [ (z — z;) andernfalls, wobei z;, 0 < j < k alle solche Nullstellen sind.
=0

Zu zeigen: k = n und somit ¢ = py41.

Annahme: k& < n: Nach Definition hat p := p,4+1¢ kein Vorzeichenwechsel in (a,b). Da k < n, folgt
q € P, und somit (pn4+1,9), =0 = wppt1q = 0 (fast iiberall) und somit w = 0 (fast {iberall).
Dies ist ein Widerspruch zur Definition von w.

m]
Satz 5.14
Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann gibt es genau eine G.Q. @, fiir w, ndmlich die, deren
Stiitzstellen xg,...,z, die Nullstellen von p,y1 aus Satz 5.12 sind und deren Gewichte definiert
sind durch
b
wj = /w(l‘)LJ($)d$

a

mit

Li(z) == L[ —(%:Zkk))
k5

=}

Es gilt w; >0 V j.
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Beweis: Folgt aus den Sédtzen 5.10, 5.12, 5.13 und aus dem Satz 5.3.

Noch zu zeigen: w; >0 V j: Da L? € Py, ist, folgt:

b n
0< /w(x)L?(x)dx = Qn([g) = Zwkl}g(xk) =w; 4
2 k=0

Satz 5.15 (Deutung der GauB3-Quadratur als Interpolationsquadratur)
Seien p das eindeutige bestimmte Polynom in Py, 1 mit den Eigenschaften p(z;) = f(z;), p'(z;) =
f(x;) fir i = 0,...,n und z; die Nullstellen von p, ;1. Dann gilt:

Qn(f) = Qn(p) = I(p).

Beweis: (Ubungsaufgabe)

Folgerung 5.16
. . . (2n+2)
Fir f € C2n+2(a, b) gibt es ein £ € (a,b) mit I(f) — Qn(f) = f(2n7+2)(§) (Prnt1, Pnt1),

Beweis: (Ubungsaufgabe)

Bemerkung: Die G.Q.en sind fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen konvergent bei
Graderhshung, d.h. [I(f) — Q.(f)] " =" 0.

Beispiel 5.17

1. Gauf-Legendre-Quadratur
w(z) =1, [-1,1].

Es gilt p,(x) = % (x), wobei P,(x) die Legendre-Polynome sind mit Py(z) =
1, Pi(z) =z, und
2n+1 n
P, = P,(z) — —
@) =2 @) - P @)

Es gilt: 1(f) = Qu(f) = 22" 3555 e/ 2 (6).

Firn=1 Qi(f)=f <—%) +f <%> (,,2-Punkt-GauB-Quadratur®).

n=2: Quf) =5 (5 (-/2) +870 +57 (\/2)).

Die G.Q. auf [a, b] erhélt man durch Koordinatentransformation (vgl. 5.7).



5.2. GAUSS-QUADRATUREN 117

2. Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur
w(z) =v1-— x2_1, [—1,1].

pn(x) = %Tn(x) und 7}, die Tschebyscheff-Polyome 1. Art mit
To(x) =1, T (z) = = und
Thi1(z) = 22T, (z) — Th1(7),
= T,(z) = cos(narccos(z)).
Nullstellen von py41 : a:gn) = cos (2791—“77) 7=0,...,n.

Gewichte: w§") = NLH

Fehler: I(f) — Qn(f) = mf(znm)(ﬁ).

3. Gauf3-Laguerre-Quadratur

w(x)=e"", [0,00).
pn(z) = (=1)"L,(x) und L,, Laguerre-Polynome mit

Lo(x) =1, Li(z) =1 —x und
Loy1(z) = (1 +2n — 2) Ly (z) — n?Ly_q(z).

Fehler: I(f) — Qn(f) = &£t (2(:4!_);!]0(2"4_2)(5)-
4. GaulB3-Hermite-Quadratur
w(x) = e (—00,00).
pn(x) = 2"H,(x) und H,, die Hermite Polynome mit
Hy(z) =1, Hi(z) = 2z und

Hy1(x) = 22H,(x) — 2nH,_1(x).

Fehler: 1(f) = Qu(f) = zmy /"2 ().
5. Gauf3-Jacobi-Quadratur
a,f>—1, wx)=(1—-2)1+2)%[-1,1].
pn(z) = Jp (2, B) und J,(z, o, §) sind die Jacobi-Polynome, definiert durch

ki
In(z, 0, ) == _ 1 ((:E2 —1)"w(z)) .

T 2nlw(x) da

Definition 5.18 (Zusammengesetze Gauf3-Quadraturen)
Zua <b, N€N setzea:=a+1H, | =0,...,N mit H := b_T“ Sei Q' (f),n € N eine
Gauf-Quadratur auf [a;_1, @], dann ist durch

N

Qn(f) = Z Qn(f)

eine zusammengesetzte GaufS-Quadratur definiert.
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Beispiel: (Zusammengesetze 2-Punkt G.Q. mit n =1, w = 1)
Setze h = b_T“, a;=a+lh fir I =0,...,N. Dann ist die zusammengesetze 2-Punkt G.Q. gegeben

durch

=

Qn(f) = (flaj+ 1)+ flaj —h'))

| >

<.
Il
o

mit b =4 (1= &),
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5.3 Romberg Verfahren

Idee: Anwendung der Richardson Extrapolation auf eine zusammengesetze Quadraturformel, d.h.

a(h) = Tu(f)

wobei hj = ho27% gewihlt wird (Romberg Folge). Besonders geeignet ist die zusammengesetze
Trappezregel T}, (f), da sie eine asympotische Entwicklung in h? erlaubt, d.h. ¢ = 2 in Satz 4.23.
Um dies zu beweisen, fithren wir zunéchst die Bernoulli Polynome ein.

Definition 5.19 (Bernoulli Polynome/ Zahlen)
Die durch By(t) = 1 und ZBy(t) = Bj_i( ka t)dt = 0,k > 1, definierten Polynome
heiffen Bernoulli Polynome. Es ist also

1 1 11
3 By(t) = =t* — ~t +

Bo(t) — 1, Bl(t) — t - 2 2 E,

Die Bernoulli Zahlen sind gegeben durch

Lemma 5.20 (Eigenschaften der Bernoulli Polynome)
Fiir die Bernoulli Polynome gilt:

(i) Br(0) = Bg(1) fur k > 2,

(ii) Bp(t) = (=1)¥By(1 —t) fiir k > 0,

(iii) Bak41(0) = Bogy (3) = Baws1(1) = 0 fiir k > 1.

Beweis: (ohne Beweis)
Satz 5.21 (Euler-MacLaurin’sche Summenformel)
; 2 . b= -
Sei f € C*™(a,b), m € Nund h:= >-¢, n € N. Dann gilt:
b 1

Tn(f) = / ¥

a

h2k BQk (f(Zk 1) ( ) — f(2k—1)(a)) —|—O(h2m).
k=1
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Beweis: Sei ¢ € C?™(0,1) beliebig. Dann gilt mit B} = By, B1(0) = 3, B1(0) = —3:

,0} o(t)dt = [ Bo(t)e(t)dt

1
3 (p(1) +¢(0)) — [B2(t)90 (t)]t—o + ,OfB2(t)90”(t)dt

P2 L (p(1) +¢(0)) — Ba(0) (¢/(1) — £'(0)) + [Bs()¢" (1), fB
%,_/
B =0 5.20.727
= 2 (p(1) —(0)) —7:213%(0) (=1 (1) — (k=1 )+fB2m (1)) (1)t

Setze ¢;(t) := hf(xj—1 +th), 1<j <n,dann gilt:
1 Tj
° fgpj dt = f f(x)dx
o D) = HFO-D 0,y + th),
o (1) = hf(z;) = p;j+1(0),

o V(1) = 0).

Daher gilt:
b n Tj n 1
[f@)de = > [ fla)de= 3 [o;(t)dt
a j=lx; 1 7j=10
n n m—1
= 250 +ei() = X X Ba(0) (970 1) - o7 7V(0))
Jj=1 ) j=1 k=1
+ 30 [ Bom(D)®™ (8)at
j=10
= S0+ f) - £ Ba) (670 - o7 (0)
+ Zn: lezm(t)h2m+lf(2m ( L+ th)d
j=10
= Tu(f) =S Bupl0) (FHED(B) — D (a)) 2
k=0
+h*™ | h f) }Bgm(t)f@m) (zj_1+ (h))dt] .
j=10

Der letzte Term ist O(h?™), falls [-] durch eine Konstante unabhingig von h abgeschiitzt werden
kann. Wir erhalten

< h 21 1 Bamloo 1] (2m) |
‘7:
= n-h-||Bamllo - [ FE™])
(b—a) || Boml o - || F&™ HOO = konstant.

Boy (8) f@™) (z;_1 (h))dt

Ct—=r

hy:

j=1

O
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Bemerkung: Die Summenformel zeigt die assymptotische Entwicklung und dass die Trapezregel
auch ohne Extrapolation sehr gut fiir die Integration periodischer Funktionen geeignet ist.
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5.4 Fehlerdarstellung nach Peano

Ziel: Wir wollen das Fehlerfunktional R,,, definiert durch R, (f) = I(f) — I,(f) als Integral dar-
stellen, um einen abstrakten Zugang zu Fehlerdarstellungen zu erhalten.

Definition 5.22

Ein lineares Funktional R : C**'(a,b) — R heifit zuldssig, falls es entweder aus
einer Auswertung f¥)(zo), zo € [a,b], 0 < v < k, aus einem gewichteten Integral
bo

Jw(z)fP(z)dx, ag,by € [a,b], 0 < v < k oder aus einer endlichen Linearkombination
ao

solcher Funktionale besteht.

Beispiel 5.23
(i) Fehlerfunktionale von Quadraturformeln sind zuléssig, R, (f) = I(f) — L.(f).

(i) Fehlerfunktionale von finite-differnzen Approximationen: R(f) = £ (b f (@) _ g (x0) fir z, €
[a,b].

Bemerkung: Im folgenden tauchen Funktionen K € C**1((a,b)?) auf. Fiir ¢ € [a,b] ist K(t,) €
C*+1(a,b) und v(t) := R(K(t,-)) ist eine Abbildung von [a,b] — R. Analog wird durch w(z) :=
b b

[ K(t,z)u(t)dt eine Funktion w € C*1(a,b) definiert und es ist R | [ K(t, ')u(t)dt> = R(w) € R.

Lemma 5.24
Fiir ein nach Definition 5 21 zulassiges Funktional gilt die Vertauschungsregel
b
R (f K (t, Yu( ) fR u(t)dt fiir alle K € CF+1 ((a, b)2> , u€ C%a,b).

b
Beweis: Seien w(z) = [ K(t,z)u(t)dt und v(t) = R(K(,")).

a

b
Zu zeigen: R(w) = [ v(
a

Wegen der Linearitéit des Integrals reicht es 2 Félle zu untersuchen:

(i) R(f) = f"(x0),

bo

(i) R(f) = [ w(z)f®de.

ag

b b b
Zu (i): R(w) = & [ K(t,x)u(t)dt = [ KV (t, 2)u(t)dt = [o(t)u(t)dt.
Zu (ii): analog.

Lemma 5.25
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( N {(a;t)l Cox >t
x—t)y = .

0 : sonst

Sei

Dann gilt fiir f € C*¥*'(a,b):

f(@) = (Pf) (@) + (K(), £4)

it (Pef)(o) = 3 1952 € By wnd Kilt.a) = o — .
=

Beweis: Taylorentwicklung mit Integralrestterm:

f@) = 3 O@ES 4 [ R e gy

Satz 5.26 (Fehlerdarstellung nach Peano)
Sei R ein nach Definition 5.22 zulissiges Funktional auf C**1(a,b), welches auf dem Raum der
Polynome Pj, identisch verschwindet, d.h. R(p) =0 V¥ p € P;. Dann gilt fiir alle f € C**+1(a, b):

b
= / K (&) f* 0 (1)dt

mit K(t) := 4R ((- —t)%). K(t) heifit Peano Kern von R und ist unabhéngig von f.

Beweis: R(f) "2 R((Pef) + (Ki( @), fE0) T2 R(Pf) + R (fb Kilt, -)f'(’”l)(t)dt)

V2 R ) P fK FED (B

O

Folgerung 5.27
Seien die Voraussetzungen von Satz 5.26 erfiillt, so gilt:
Hat der Peano Kern K (t) fiir f € [a, b] kein Vorzeichenwechsel, so gilt: V ¢t € C"*1(a,b), 3£ € [a, b]
mit

1
(n+1)!

( n+1)

R(f) = f"(¢)

Beweis:
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b
Anwenden auf 2" ergibt R(2"*1) = (n + 1)! [ K(¢)dt.
a
b

R In+1
= [E#dt =T

b

= B(f) = (") [ Kinat = Fo 0O .

Beispiel 5.28 (Anwendung auf die Simpsonregel)

Es ist

1
1

RU) = Rald) = (-1 + 370)+ 570~ [ i
el

Esgilt R(p) =0 VpePs, dh.k=n=3,a=—1,b=1 in Satz 5.26. Also folgt

1

Rmz/KwNWw

-1

mit
1 1 2 1 1
K =GR (- 01) = 5 (-1- 0%+ S0 + -0 - § [ titdn
-1
Fir t € [-1,1] gilt:  (-1—1¢)% =0, (1-t)3=(01-1)3
—t3 . —1<t<0 ! L
3 _ = = 3 _ _+\3 _ 1 _1\4
(—t)+—{0 L 0<i<1 _fl(:n t)+dx—%f(:17 t)°de = 7(1 —1t)*

(1 —t)3(1+3t) : 0<t<1
K(—t) : —1<t<0

= K(t) >0 furt e [-1,1].

Mit Folgerung 5.27 gilt also

1
R(f) = f(4)(f)iR(:p4):f(4)(£)% (;‘1+§'0+§'1/$4dx)
21
— ()~
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Definition 5.29 (Experimentelle Konvergenzordnung (EOC))
Sei f € C*(a,b) und I : C*(a,b) — R ein Funktional, I), eine Quadraturformel, die I auf
einer Zerlegung der Feinheit h approzimiert. Gelte hy > ho.

Die experimentelle Konvergenz EOC (en, —.p,) (engl. experimental order of
convergence) fiir den Fehler e, := |I(f) — I(f)] ist definiert durch

EOC (ep, — 1) == %.

log <Z—;)

Bemerkung: Fiir h — 0 verhilt sich der Fehler wie h”, wobei p vom angewandten Verfahren
abhéngt. Mit der EOC hat man die Moglichkeit, p numerisch zu bestimmen.

Beispiel 5.30 (Fehler der Approximierung der Integration)
1 1

Gegeben seien I = [0,1] und f(z) := -4, g(z) = 3/z. BEs gilt [ Z5dz =n(2), [3/zdz = 1.
0 0

Die Abbildung 5.2 ziegt das Verhalten des Approximationsfehlers von 4 Verfahren: Trapezregel
(rot), Simposon-Regel (griin), zwei-Punkt Quadratur (blau) und Romberg Verfahren (lila). Typ 1
ist der Fehler im Vergleich zu der Anzahl der Funktionauswertungen, im Prinzip ein Maf fiir den
Berechnungsaufwand. Typ 2 ist der Fehler im Vergleich zu h, d.h. zu der Unterteilung bei den
zusammengesetzen Quadraturen. Typ 8 ist die EOC im Verhéltnis zu h.
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