
Die Gauss-EliminationSatz 1 Sei A eine (n, n)-Matrix, deren Hauptabshnittsmatrizen Aj regulärsind. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung A = LR, wobei L eine linkeDreieksmatrix mit ljj = 1 für j = 1, . . . , n und R eine rehte Dreieksmatrixist.Satz 2 Sei A eine (n, n) Matrix. Dann existieren eine Permutationsmatrix
P , eine linke untere Dreieksmatrix L mit ljj = 1, j = 1, . . . , n und einerehte obere Dreieksmatrix R derart, dass

PA = LR (1)gilt. (1) heiÿt LR-Zerlegung von A und ist in 1
3n3+O(n2) Operationen bereh-nebar. Ist A regulär, so ist auh R regulär und die Gausselimination liefertdie eindeutige Lösung des Gleihungssystems Ax = b. Lineare Gleihungs-systeme Ax = LRx = b werden dann durh Lösung der Systeme Ly = bund Rx = y berehnet, was 1

2(n2 − n) bzw. 1
2(n2 + n) Rehenoperationenbenötigt. So kommen wir zur Lösung von Ax = b auf insgesamt 1

3n3 +O(n2)Operationen.Hier behandeln wir nur den ersten Satz, wir berehnen die Gausseliminationohne Pivotsuhe. Sei also vorausgesetzt, dass alle Hauptabshnittsmatrizen
Aj der Ausgangsmatrix A regulär sind.Sei allgemein die Matrix A und der Lösungsvektor b durh
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gegeben.Beispiel:
A =





3 4 5
−2 4 6
1 2 3



 = A(1), b =





−22
−44
−16



 = b(1)Allgemein gilt im j. Shritt:Nah dem Algorithmus von Gauss wird aij

ajj
-fahe der Gleihung j vonGleihung i subtrahiert.
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1. Shritt:Zunähst am Beispiel:Subtrahiere das −2
3 -fahe von Zeile I von Zeile II:
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3Nun allgemein:Berehne für alle Zeilen i = 2, . . . , n
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Wir überprüfen diese Formeln an unserem Beispiel: Berehne (2) für j =
1, i = j + 1, . . . , n, also i = 2, 3:
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Damit berehnen wir a
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ik

nah (3) für i = 2, 3, k = 2, 3:
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3Seien nun die ersten j − 1 Shritte berehnet, dann haben die Matrix A(j)und der Vektor b(j) die Gestalt
|A(j)|b(j) =
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Nun muss A(j+1)|b(j+1) berehnet werden. Dazu werden für alle Zeilen i mit
i = j + 1, . . . , n die Werte
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(5)der Matrix Lj+1 berehnet und dann für diese Zeilen und alle Spalten k =
j + 1, . . . , n die neuen Matrixelemente für A(j+1):
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. (6)Weiterhin muss auh der Vektor b in allen Zeilen i = j + 1, . . . , n analog zuden Berehnungen der Matrix A modi�ziert werden:
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Damit erhält man nah n− 1 Shritten die Matrix
|A(n−1)|b(n−1) =
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nDie Matrix L wird durh die berehneten lij gebildet! Es werden keine Ma-trixprodukte LA berehnet! Alle Berehnungen, die im Programm durhge-führt werden müssen, sind mit den Gleihungen (5), (6) und (7) gegeben!Berehnungen am Beispiel: Es wird der j = 2. Shritt durhgeführt, nah (5)gilt für i = j + 1, . . . , n, also hier i = 3:
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10Damit folgt für k = j + 1, . . . , n und für i = j + 1, . . . , n, also hier k = 3 und
i = 3
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.Das Gleihungssystem wird dann durh das so genannte Rükwärtseinset-zen gelöst: Für j = n, n − 1, . . . , 1 berehnet man die Komponenten xj desLösungsvektors x durh
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Programmerläuterung:Hier werden nur die relevanten Zeilen des Codes erläutert. Die Eingabe derMatrizen et. sei vorausgesetzt!Wir haben n− 1 Shritte, welhe wir mit j bezeihnen. Im j. Shritt werdenfür i = j + 1, . . . , n die Werte
lij =

a
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jjberehnet. Dies wird im j. Shritt nur für i = j + 1, . . . , n gemaht, da dieersten j Zeilen ja unverändert bleiben! Dann müssen die neuen Zeilen undSpalten der Matrix A berehnet werden. Die ersten j Zeilen bleiben wie ge-sagt unverändert. In den ersten j Spalten werden alle Elemente unterhalbder Zeile j zu 0 berehnet. Dies mahen wir aber niht im Programm. ImProgramm werden nur die Werte neu berehnet, die noh für weitere Bereh-nungen notwendig sind - für das aktuelle i, also in der i. Zeile sind dies dieElemente
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1kfür k = j +1, . . . , n, also die Spalten j +1, . . . , n. Alle weiteren Elemente aijvon A, die sih theoretish zu 0 berehnen würden, werden mit den Werten lijübershrieben. So kann Speiherplatz gespart werden. Da wir die Matrix injedem Shritt aktualisieren, also die Ausgangsmatrix immer wieder mit denneuen Werten übershreiben, müssen wir den Index (j) niht weiter beahten.Weiterhin muss noh der Vektor b im j. Shritt aktualisiert werden. Die ersten

j Zeilen bleiben unverändert, für i = j + 1, . . . , n gilt:
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 , j = n, . . . , 1kann man erkennen, dass wirklih nur auf die Elemente aij von A zugegri�enwird, für die j ≥ i gilt!Es ergibt sih also der folgenden Matlab-Code:% uebershreibe die Matrix A in jedem Shritt mit den neuen% Werten, berehne nur die Werte, die wirklih ~= 0 sind.% Der Algorithmus setzt keine Werte von A auf Null! Da% hinterher beim Ruekwaertseinsetzen nur noh auf die5



% Elemente in der rehten oberen Dreieksmatrix zugegriffen% wird, ist dies niht notwendig!!!% In die linke untere Eke von A wird in Zeile (*) die% Matrix L geshriebenfor j=1:N-1 % Shrittefor i=j+1:N % Veraenderung der ZeilenA(i,j)= A(i,j)/A(j,j); % (*), Berehnung l_ijfor k=j+1:N % Veraenderung der SpaltenA(i,k)=A(i,k)-A(i,j)*A(j,k);endb(i) = b(i) - A(i,j)*b(j); % Veraenderung bendend% Ruekwaertseinsetzenfor j=N:-1:1summe = 0; % Initialisierung der Summefor k=j+1:N % Berehnung der Summesumme = summe + A(j,k) * x(k);endx(j) = (b(j)- summe) / A(j,j);endErläuterung zum Rükwärtseinsetzen:Eine Summe ∑N
k=1 vk kann in Matlab auf zwei Varianten berehnet werden.Zum einen verfügt Matlab über den Befehl sum. Ist v = (v1, v2, . . . , vn)t,so liefert sum(v) die gewünshte Summe. Dies können wir ebenso mit einerfor-Shleife realisieren. Dazu wird ein Skalar s zu Beginn gleih 0 gesetztund dann werden die einzelnen Komponenten von v hinzu addiert:s=0;for k=1:Ns = s + v(k);endliefert das gleihe Ergebnis wie sum(v).Ahtung! for-Shleifen sollten eigentlih vermieden werden! Sie sind sehrzeitaufwendig! Da wir aber hier niht wirklih über alle Spalten summieren,sondern für jedes j einen anderen Beginn der Summe haben (und die anderenElemente von A niht auf 0 gesetzt wurden), können wir hier die for-Shleifeniht umgehen. 6


