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Kapitel 1

Einleitung

Partielle Differentialgleichungen (partial differential equations - PDEs) gehoren zu den am
héufigsten auftretenden mathematischen Modellen realer Prozesse. Verschiedenste Prozesse
wie Warmeleitung, Ausbreitung von Wasser- oder Schallwellen, Strémungen, Dynamik von
biologischen Populationen werden heute mit PDEs modelliert, und immer neue Anwendung
wie die Preisbestimmung von Finanzprodukten oder Gldttung von Bildern und Computer-
graphiken kommen dazu.

In den wenigsten Féllen ist die analytische Losung dieser Gleichungen moglich, und eine
numerische Losung wird nétig. Dazu ersetzt man die Gleichungen durch Gleichungssysteme
in R™ (Diskretisierung), mit moglichst grossem n um die (unendlichdimensionale) Differen-
tialgleichungen sinnvoll approximieren kénnen. Nach der Diskretisierung verbleibt noch die
Aufgabe, das endlichdimensionale Problem numerisch zu lésen, was meist eine weitere Heraus-
forderung wegen der Grosse der Gleichungssysteme darstellt. In dieser Vorlesung werden wir
uns sowohl mit verschiedenen Diskretisierungsverfahren als auch mit der effizienten Losung
der diskretisierten Probleme befassen. Wie auch bei der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen ist meist eine Unterscheidung nach Typ notwendig, da sich die unterschiedlichen
Eigenschaften elliptischer, parabolischer, und hyperbolischer Gleichungen auch in der Nume-
rik niederschlagen. Im folgenden werden wir fiir drei einfache Beispiele die Grundprobleme
darstellen.

1.1 Beispiele der Numerik partieller Differentialgleichungen

1.1.1 Elliptische Probleme: Poisson Gleichung

Wir beginnen mit der einfachsten Form einer elliptischen Differentialgleichung, ndmlich einem
Randwertproblem fiir die eindimensionale Poisson-Gleichung.

0%u
—@(x) = f(x), z € (0,1),u(0) =0,u(l) =0. (1.1)

Streng genommen ist (1.1) nicht einmal eine partielle, sondern nur eine gewohnliche Differen-
tialgleichung, aber dennoch (oder gerade deswegen) ist dieses Problem gut geeignet um die
Grundziige der Numerik elliptischer Randwertprobleme darzustellen.

Der erste Schritt in den meisten Diskretisierungsverfahren (und wir werden hier nur solche
behandeln) ist die Auswahl eines geeigneten Gitters auf dem gegebenen Gebiet, d.h. auf dem
Intervall (0,1) im Fall von (1.1). Die einfachste Wahl ist ein reguléres Gitter mit den Punkten



xj=7j/(n+1),j=0,...,n+ 1. Als Gitterfeinheit h bezeichnen wir den maximalen Abstand
zwischen benachbarten Punkten, d.h. h = %H
Die erste Diskretisierungsart, die wir diskutieren werden, sind finite Differenzen, d.h., wir
versuchen v durch eine Funktion u” zu approximieren, die wir in den Gitterpunkten berechnen,
h

d.h, wir suchen einen Vektor (u;-‘)j:07,,,7n+1 wobei uj = uh(azj). Wir sehen sofort, dass wir

durch die Randbedingungen zwei Werte sofort berechnen konnen, namlich uff = u"(0) = 0
und ul 11 = u(1) = 0. Also eliminieren wir diese zwei Unbekannten und suchen nur nach
dem Vektor Uj, = (u;l)jﬂn

Um nun die Werte von u? an den inneren Gitterpunkten zu berechnen, konstruieren
wir finite Differenzen mittels Taylorentwicklung. Fiir eine glatte Funktion ¢ gilt ja (beachte

h=xjp —aj=xj—xj1)

1 1

o(zjr) = @(x;)+ ¢ (x;)h+ 590"(%')712 + 690'"(%‘)h3 + O(h?)
1 1

o(rj1) = @(xj) — ¢ (z;)h + 5@"(%‘)’12 - 590m<“7j>h3 +O(h").

Addieren wir diese Gleichungen und dividieren durch h?, so erhalten wir die Formel

#' () = 35 (plag 1) = 20(e)) + ol 1) + O,

Daraus erhalten wir den klassischen Differenzenquotienten zur Approximation der zweiten
Ableitung, d.h.,
a2uh 1 h h h

und wir ersetzen (1.1) durch die diskretisierte Version

1 )
—ﬁ(ugﬂ - QU? +u?_1) = f(z;) = fj, j=1,...,n. (1.2)

Mit der Matrix Kj € R**"

2 -1 0 O 0 0
-1 2 -1 0 0 O
. 0o -1 2 -1 0 0
Ky = 2 . (1.3)
0O 0 0 O -1 0
0O 0 0 0 2 -1
0O 0 0 O -1 2

und dem Vektor Fj, = (f(z;))j=1,...,» konnen wir (1.2) in der Form
KUy, = F. (1.4)

schreiben.

Wir sehen sofort, dass n gross und damit A klein sein muss, damit die obige Taylorent-
wicklung und Approximation sinnvoll ist. Damit erhalten wir ein grosses lineares Gleichungs-
system. Wir beobachten die folgenden Eigenschaften der Systemmatrix Kp:



e Die Matrix Ky, ist dinnbesetzt, d.h. nur ein kleiner Teil der Eintrége ist von Null ver-
schieden. Wie wir sehen werden, ist diese Eigenschaft kein Zufall, sondern tritt bei
allen Verfahren die wir kennen lernen auf. Der Grund dafiir ist die Lokalitdt der Diffe-
rentialoperatoren, es ist intuitiv einleuchtend dass Funktionswerte in weiter entfernten
Gitterpunkten fiir den Wert der Ableitung unbedeutend sind (und dies fithrt dann zu
den Nulleintrégen in der Systemmatrix).

e Die Matrix K} ist symmetrisch. Dies ist ein Resultat der Symmetrie des Differential-
operators (sieche unten).

e Die Matrix Kj, ist positiv definit (siehe unten). Dies ist ebenfalls kein Zufall, sondern
ein Resultat der Elliptizitdt der Gleichung.

e Die Matrix Kj, ist monoton (siehe Kapitel 2), d.h. aus Fj, > 0 folgt U, = K,:th > 0.
Dies ist eine Konsequenz aus dem Maximumprinzip (Monotonie) fiir elliptische Diffe-
rentialgleichungen und wird in diesem Fall durch die Diskretisierung erhalten (was nicht
fiir jede Diskretisierung der Fall ist).

Wir sehen also, dass das Gleichungssystem (1.4) viel Struktur aufweist, die wir auch bei
der numerischen Losung verwenden kénnen. Die Diinnbesetztheit kann z.B. speichertechnisch
ausgenutzt werden, man muss nur die Indizes und Werte der Nichtnullelemente speichern. Wir
werden spéter sehen, dass auch andere strukturelle Eigenschaften fiir die effiziente Losung von
(1.4) wichtig sind.

Wihrend die Losung von (1.4) ein Problem der numerischen linearen Algebra ist, verblei-
ben noch die klassischen Probleme der numerischen Analysis:

e Existenz und Eindeutigkeit: Existiert die diskrete Losung u” (bzw. Uy) und ist sie ein-
deutig ?

e Stabilitit: Bleibt die Losung u” fiir h — 0 beschriinkt (in einem noch zu klérenden Sinn)
?

o Konsistenz: Ergibt sich ein kleines Residuum, wenn man die Losung u der Differen-
tialgleichung in das diskretisierte Problem einsetzt, bzw. konvergiert dieses Residuum
gegen Null fiir h — 0?7

e Konwergenz: Konvergiert fiir h — 0 u” gegen die kontinuierliche Lésung u (in einem
noch zu kliarenden Sinn) 7

h

e Fehlerabschdtzung: Konnen wir die Fehler v — " sinnvoll abschétzen als Funktion von

h (in einer passenden Norm) ?

All diese Probleme werden wir im Laufe dieser Vorlesung behandeln. Fiir unser spezielles Bei-
spiel ergibt sich natiirlich Existenz und Eindeutigkeit sofort aus der positiven Definitheit der
Systemmatrix. Weiter sehen wir aus dem obigen Argument fiir den Differenzenquotienten (an-
gewandt auf ¢ = u) sofort die Konsistenz, falls u glatt genug ist. Dies ist im eindimensionalen
Fall sofort durch die Eigenschaften von f nachpriifbar: f € C* impliziert v € C*+2. Im mehr-
dimensionalen steckt hinter solchen Aussagen allerdings die komplizierte Regularitdtstheorie
fiir Losungen partieller Differentialgleichungen.



Als alternative Methode zur Diskretisierung betrachten wir finite Elemente (FE). Die
Grundidee einer FE Methode ist die Berechnung einer Nidherungslosung als Linearkombina-
tion gegebener Basisfunktionen

n
h th
=2 ujoj(@)
j=1

wobei die Funktionen d)? einen lokalen Tréager haben. Die Basisfunktionen werden ebenfalls
mit einem Gitter assoziert und erfiillen iiblicherweise die Bedingung

O (k) = Ojk

mit dem Kronecker-Symbol 4§, das durch d;; = 1 und 6;, = 0 fiir k¥ # j definiert ist.
Man sieht leicht, dass unter dieser Bedingung die Werte u;‘ tatsdchlich die Funktionswerte
an den Gitterpunkten sind, d.h. u”(z;) = u . Um die Werte uh durch direktes Einsetzen
von uy, in die Differentialgleichung zu bestlmmen, brauchte man sehr glatte Funktionen gb;l
und hétte ein sehr schlecht konditioniertes Gleichungssystem zu 16sen. Deshalb geht man zur
schwachen Formulierung der Differentialgleichung iiber, die man durch Multiplikation mit
einer Testfunktion, Integration und anschliessender partieller Integraton erhilt. Im Fall von
(1.1) ist die schwache Formulierung gegeben durch die Variationsgleichung

L ou
02w ao= [ st (15)

fiir alle hinreichend glatten Testfunktionen . Zur Diskretisierung verwendet man nun einen
Ansatz fiir v" wie oben und wihlt die Basisfunktionen go? als natiirliche Testfunktionen.
Damit erhélt man die diskrete Variationsgleichung

L oul agok B
; %( x)—= / f(z k=1,...,n. (1.6)

Durch Einsetzen der Linearkombination fiir u erhalten wir

Lo
Z/ % dacu /f (pk k=1,...,n.

Definieren wir wieder eine Systemmatrix K und einen Vektor F}, in diesem Fall

- 1% ¢} _< ' h )
Kh_<0 oo ()7 E () de . - by = /Of(w)soj(x) dx P

= dyeeey

dann lisst sich das diskrete Problem wieder in der Form (1.4) schreiben.
Wir sehen wieder, dass die Matrix K, diinnbesetzt sein wird, denn fiir grosse Werte von
|7 — k| werden sich die Tréger von <p§-‘ und wZ nicht iiberschneiden und damit gilt entweder

ag;] (x) = 0 oder iﬂf(m) = 0. Dies wird noch deutlicher fiir die klassische Wahl stiickweise

linearer Ansatzfunktionen

T falls @ € [z, 2]
Pl(x) = HHZL falls 2 € [, 2j41] (1.7)
0 falls |x — x| > h



Diese Ansatzfunktionen sind nicht C', wie wir aber noch sehen werden geniigt es die Ablei-
tungen stiickweise in den Teilintervallen zu definieren. Wir erhalten dann

oh 3 1 falls « € [z;_1, z]
8—;(30) =4 —5 fallsx € [z;,241]

0 falls |z —z;|>h

Man berechnet leicht die Systemmatrix (Ubung) als

2 -1 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0

. o -1 2 -1 ... 0 0
Ki=p| 0 o (1.8)

0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 2 -1

0 0 0 0 -1 2

d.h. Kj aus (1.3) und (1.8) unterscheiden sich nur um einen Faktor h. Diese unterschiedliche
Skalierung ist eine Konsequenz der Integration, die bei der Definition der schwachen bzw. FE
Losung verwendet wurde. Der Unterschied zur Diskretisierung mit finiten Differenzen wird
deutlicher an der rechten Seite, die dort aus Punktauswertungen bestand, im Fall der FE
Diskretisierung aber aus lokalen (gewichteten) Mittelwerten. Dadurch kann die FE Methode
auch leicht fiir unstetige (oder sogar distributionelle) rechte Seiten angewandt werden.

Die Eigenschaften der Systemmatrizen resultierend aus finiten Differenzen bzw. finiten
Elementen sind sehr &hnlich, manche Figenschaften sind aber im FE Fall viel leichter nach-
zupriifen. So sieht man sofort (auch ohne Berechnung) die Symmetrie von Ky, da ja

1 890?

ol [t oy 3@?
. on (v) 5" (z) de = | —(2)—7=

(Kn)jr = . N (z) o

(z) dz = (Kn)k;

gilt. Weiter sieht man sofort die positive Definitheit, da fiir einen Vektor V' € R™ \ {0} gilt

n 1 8@h a(ph
V-(KiV) = > ok 87;(@87;(90) dx
k=1 0
RS 8@? Dy,
1 n ol 2
_ ¥
_ /O ;v] L) | du>o0.

Auch die Stabilitdt der finiten Elemente Diskretisierung ist leicht nachpriifbar. Man be-



achte, dass

2

ouy? YRR

1
= /uh(x)f(z:) dx
0

< \/ / @) do \/ / @) de,

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung in L?([0, 1]) fiir die letzte Zeile verwendet haben.

Die Poincare-Ungleichung
1 1 1 a(p 2
2
der < - — d
[t i< [(F@) a

fiir Funktionen mit Randwerten ¢(0) = ¢(1) = 0 liefert dann die Stabilitdtsabschétzung

1 L/ ouh 2 1
[wtwras g [(Grw) as g [P an

Also erhalten wir eine von h unabhingige Schranke an die L?-Norm sowohl von u” als auch
h
von S
oz

1.1.2 Parabolische Probleme: Die Wirmeleitungsgleichung

Als Beispiel fiir ein parabolisches Problem betrachten wir die eindimensionale Warmeleitungs-
gleichung
ou 0%u
E(x,t) - @(azjt) = f(x,t), w(z,0)=up(z),u(0,t) =u(l,t) =0, xze€(0,1),te(0,T).
(1.9)

Nun haben wir ein Anfangs-Randwertproblem im Raum-Zeit Zylinder zu l6sen und benétigen
neben der Orts- auch noch eine Zeitdiskretisierung. Dabei stellt sich sofort die Frage nach
der Reihenfolge der Diskretisierung: Soll zuerst im Ort und dann in der Zeit diskretisiert
werden oder umgekehrt (man nennt diese beiden Zugénge horizontale bzw. vertikale Lini-
enmethode). Man koénnte auch direkt in der Raum-Zeit diskretisieren, z.B. durch geeignete
mehrdimensionale finite Elemente. In den meisten Féllen fithren alle Zugénge aber auf dhnli-
che Diskretisierungen, so dass wir uns hier auf die vertikale Linienmethode beschrinken, d.h.
wir diskretisieren zuerst im Ort.

Bei einer finiten Differenzen Diskretisierung im Ort suchen wir nun die Werte u;L(t) an den
Gitterpunkten z; fiir jeden Zeitpunkt. Da wir den selben Differentialoperator diskretisieren,
erhalten wir sofort (mit der obigen Notation) das semi-diskrete Problem

auy,

() + KaUn(t) = FU(0), - Un(0) = (u0(2))s=1,.n (1.10)



d.h. ein Anfangswertproblem fiir ein System gewdéhnlicher Differentialgleichungen.
Bei einer finiten Elemente Diskretisierung starten wir von der schwachen Form der Warme-
leitung

1 U U 1
[ S te(e) + G @ do = [ flate() da

und machen fiir u”

wieder einen Ansatz als Linearkombination (mit zeitabhingigen Koeffi-
zienten) der @?, die wir auch als Testfunktionen beniitzen. Damit erhalten wir ein diskretes

System der Form

1
M, GO+ Kue) = ). U0) = ([ wlo)gl@)) (111)
j=1,..n

wobei wir nun zuséitzlich eine Massenmatrix M}, erhalten, definiert durch

4 1 0 0O ... 0 O
1 4 1 0O ... 0 O
0 1 4 1 ... 0 0
h
e
0 0 O o ... 1 0
O 0o o 0 ... 4 1
0 0 O o ... 1 4

Man tiiberpriift wieder leicht, dass My, symmetrisch und positiv definit ist. Zumindest fiir
theoretische Zwecke konnen wir deshalb M;l anwenden und erhalten mit K; = M,:lKh
sowie Fj, = M}:IFh wieder ein analoges System von gewoOhnlichen Differentialgleichungen

wie in (1.10) (durch Anwendung von M;l/ ? von links und rechts kann auch die Symmetrie
erhalten werden) . Deshalb beschrinken wir uns im folgenden auf die Zeitdiskretisierung von
(1.10).

Zur Zeitdiskretisierung fithren wir ein Gitter auf dem Intervall (0,7") ein, zur Vereinfa-
chung wieder ein regulidres Gitter mit Punkten tp = k7,k = 0,...,m, und Zeitschrittweite
T = % Nun approximieren wir Uy wieder durch Werte an den diskreten Zeitpunkten, d.h.
wir suchen Uy -(ti). Die Zeitableitung konnen wir wieder mit einem Differenzenquotienten
berechnen. Dafiir haben wir nun mehrere Moglichkeiten, wobei die einfachste ein Vorwiérts-
differenzenquotient ist, d.h.

D (1)~ (Unr(th41) — Ui (1) (112)

dt
Durch Einsetzen erhalten wir das Vorwdrts-Euler Verfahren, eine explizite Zeitdiskretisierung
der Form

Unr(tk1) = Unr(tk) — 7 (KpUn 7 (tk) — Fa(tr)),  Un-(0) = Un(0). (1.13)

Bei der expliziten Diskretisierung ist keine Losung eines Gleichungssystems nétig, in jedem
Schritt kénnen wir die diskrete Losung direkt durch Anwenden der Matrix K; aus dem
vorherigen Zeitschritt bestimmen. Dadurch ist in diesem Fall die Existenz und Eindeutigkeit
der diskreten Losung klar. Nicht klar ist jedoch die Stabilitdt der diskreten Losung. Zur



Vereinfachung untersuchen wir dabei den Fall Fj, = 0. Seien A, j = 1,...,n die Eigenwerte
von K und sei ¥ eine Orthogonalmatrix bestehend aus Eigenvektoren, sodass

YTK,Y = diag (\)).
Definieren wir nun V* = ZTUh,T (tx), dann erhalten wir die Differenzengleichung
VL= V¥ — 7 diag (A\) V7,

oder komponentenweise

‘/jk+1 — (1 _ T)\])‘/]k

Daraus koénnen wir die Losung als
V] =1 -7\

berechnen. Stabilitét erhalten wir nur fiir |1 — 7| <1, da sonst ij geometrisch anwéchst.
Da Kj, positiv definit ist, sind alle A; positiv und damit 1 — 7A; < 1. Weiter muss aber
gelten 1 —7X; > —1, oder als Schranke fiir die Zeitschrittweite 7 < % (fiir alle j). Aus der

Skalierung in (1.3) erwarten wir, dass der grosste Eigenwert von K, von der Ordnung h~2 ist
(dies ldsst sich auch beweisen). Also erhalten wir eine Schranke der Form 7 = O(h?), d.h. die
Zeitschrittweite muss sehr klein im Vergleich zur 6rtlichen Gittergrosse sein.

Eine Alternative zur expliziten Zeitdiskretisierung ist die Wahl eines Riickwirts-Differenzen-
quotienten

dU, 1

— 2 (t5) = = (Un,r () = Unr (1)) (1.14)
Mit dieser Wahl erhalten wir das Rickwdrts-Euler Verfahren, eine implizite Zeitdiskretisierung
der Form

Uh77(t/§) + TKhUh,T(tk) = Uh,T(tk_l)TFh(tk), UhJ(O) = Up(0). (1.15)

Im Gegensatz zu expliziten Verfahren erfordert die implizite Diskretisierung die Losung eines
linearen Gleichungssystems in jedem Zeitschritt. Die Systemmatrix I4+7K}, hat analoge Eigen-
schaften wie im elliptischen Fall. Wiirde man die obige Diskretisierung aus einer horizontalen
Linienmethode herleiten, so sieht man, dass in jedem Zeitschritt eine Ortsdiskretisierung der
elliptischen Gleichung

0%u”
o
Ox2
gelost wird. Damit ist natiirlich der numerische Aufwand in jedem Schritt eines impliziten
Verfahrens ungleich hoher als in einem Schritt eines expliziten Verfahrens. Dies kann allerdings
in den meisten Féllen durch eine grossere Zeitschrittweite kompensiert werden. Fiithren wir

fiir £y, = 0 eine analoge Diagonalisierung wie im expliziten Fall durch, so erhalten wir die
Rekursion

u (x,tg) — (,tg) =u" (z,tp—1) + 7f(x, tg)

1+ 72V =V

mit der Losung
k 1 0

Vie ——V-.
J ( 1+7 )\])k J
Danun 147X; > 1 gilt, erhalten wir sogar geometrischen Abfall der ij (was die Wirmeleitung

ohne Quelle natiirlich besser approximiert) und damit insbesondere Stabilitit unabhéngig von
der Zeitschrittweite.

10



1.1.3 Hyperbolische Probleme: Die Transportgleichung

Als einfaches Beispiel fiir hyperbolische Probleme (wie alle Differentialgleichungen erster Ord-
nung) betrachten wir die lineare eindimensionale Transportgleichung

%(l’,t} + %(m,t) =0, wu(z,0)=up(z), u(0,t)=0, =€ (0,1),te€(0,7). (1.16)

Wegen der einfacheren Darstellung beschrdnken wir uns auf finite Differenzenverfahren zur
Ortsdiskretisierung, diese sind auch die haufigst verwendeten fiir hyperbolische Probleme.
Wie schon zuvor bei der Zeitdiskretisierung haben wir verschiedene Moglichkeiten bei der
Wahl der Differenzenquotienten fiir den Operator erster Ordnung g—g(x, t). Bei der Wahl eines
Vorwértsdifferenzenquotienten erhalten wir das semidiskrete Verfahren

dul 1
S0 = (s — (1) (117)
bei einem Riickwirtsquotienten
du” 1
Sy =~ — Ly (1) (118)
und bei einem zentralen Differenzenquotienten
dul? 1
ditj(t) = _%(U?H - U?ﬂ(t))' (1.19)
In Matrixform erhalten wir in jedem Fall
dUp,
—(t)=D t
It (t) nUn(?)
mit den Matrizen
1 -1 0 O 0 0
0 1 -1 0 0 0
) 0 0 1 -1 0 0
Dr==| 0 0 1 0 0
h h . ’
0 0 0 O -1
0O 0 0 O 1
-1 0 0 O 0 O
1 -1 0 0 0 O
1 1 -1 0 0 O
Di: - 7 . . )
0O 0 0 O -1 0
0O 0 0 O 1 -1
und
-1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0
D 1 1 0 -1 0 0
h= o o
0O 0 0 O -1
0O 0 0 O 1 0



Man sieht sofort, dass beim Vorwérts- und beim zentralen Differenzenquotienten Probleme
mit den Randbedingungen auftreten, da der Wert von u/ 11, d.h. von ul(1) benstigt wiirde.
Beim Riickwértsdifferenzenquotienten hingegen geniigt es den Wert von ug = u"(0) = 0
einzusetzen, was der gegebenen Randbedingung entspricht.

Im Fall des Riickwartsdifferenzenquotienten kénnen wir das semidiskrete Problem explizit

16sen. Wegen u) = 0 erhalten wir fiir u} die Differentialgleichung

dul 1
L) = —ub, wd(0) = uo(ar)

mit der Losung uf(t) = e_%uo(:nl). Die weiteren Gleichungen konnen wir ebenfalls explizit
16sen und erhalten induktiv

ub(t) = e iuo(xi)(jii)! <Z>]_ .

i=1
Man sieht sofort die Stabilitdt des Verfahrens in der Supremum-Norm, es gilt

j—1

J j—i i
1 t 1/t
ult(t)] < e E 1 [uo(Ti)| <h> < m?X\UO(%NB_% ) a (h) < max |ug(w;)| < [[uo]|co-
1=

(j —1)! — il

Bei einem Vorwiértsdifferenzenquotienten erhalten wir hingegen
1t 1/ "7 [t s
h % —j =5 h
W) = Teh S ol (—h) - [Tl i
i=j

und sehen sofort dass wir durch den Faktor ek einen in der Zeit wachsenden Anteil erhalten,
der fiir Instabilitéit des Verfahrens sorgt. Beim zentralen Differenzenquotienten erhélt man in
dhnlicher Weise Instabilitét.

Der Grund fiir die Stabilitdt des Vorwirtsdifferenzenquotienten liegt in der Ausbreitung
der Charakteristiken der hyperbolischen Gleichung (1.16). Die charakteristischen Gleichungen
sind gegeben durch

dt dx

— =1, — =1

dr dr
und somit erhélt man Charakteristiken als Geraden der Form = = ¢ + c¢. Entlang der Charak-
teristiken gilt in diesem Fall sogar %u(m(v‘),t(ﬂ) = 0, d.h. die Losung ist konstant. Gehen
wir vorwérts in der Zeit, dann wird die Information entlang der Charakteristiken also von
links nach rechts ausgebreitet. Dieser Sichtweise entspricht der Riickwértsdifferenzenquotient,
da er zur Berechnung des Wertes am Gitterpunkt z; nur Werte links dieses Gitterpunkts ver-
wendet. Der Vorwérts- und zentrale Differenzenquotient verletzen hingegen die Kausalitét, da
sie zur Berechnung des Wertes in x; auch auf den rechten Gitterpunkt x;;; zugreifen. Man
sieht in diesem Beispiel, dass die Charakteristiken bei hyperbolischen Problemen von grosser
Bedeutung fiir die Konstruktion stabiler Verfahren sind. Wollen wir die Analysis also auf eine
allgemeinere Gleichung, etwa

)

ou ou
E(m,t) + U(:c,t)%(x,t) =0, wu(x,0)=up(x), (1.20)
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verallgemeinern, so berechnen wir zuerst die Charakteristiken

dt dx (2,1)
— =1,— =v(z,t).

dr dr

Hier kénnen wir wieder ¢ = 7 setzen und erhalten also fl—f = v(z,t). Fiir die Ausbreitungs-
richtung der Charakteristiken ist dann nur das Vorzeichen von v entscheidend. Ist v positiv
verwenden wir wie oben den Riickwirtsdifferenzenquotienten, andernfalls den Vorwértsquo-

tienten. In Kurzform erhalten wir so das Upwind- Verfahren

du” hyh

ut —ul_
d—tj +max{v(xj,t),0}%

h h
+ min{v(z;, 1), 0}# =0.

Im allgemeinen ist es nicht moéglich, die semidiskreten Probleme wie oben zu 16sen, weshalb
auch eine Zeitdiskretisierung notwendig ist. Hierzu wéhlen wir wieder Gitterpunkte t; = k7
auf der Zeitskala, mit kleinem Zeitschritt 7. Wir bezeichnen die Werte der diskreten Losung
am Ort z; und zum Zeitpunkt ¢, mit u? - Nun haben wir wieder mehrere Moglichkeiten
fiir die Wahl des Differenzenquotienten in der Zeit. Der Einfachheit halber wéhlen wir den
Vorwirtsdifferenzenquotienten und erhalten wir das Vorwiérts-Euler Verfahren

U?,k+1 - U?k U?k - u?—l,k
_l’_ =
T h

das die explizite Berechnung der Werte im néchsten Zeitschritt als

h _ T\, h T h
Uiy = (1 — E)uj,k + 7, =1k

erlaubt. Aus dieser Formel sehen wir auch die Stabilitdt des Verfahrens abhiingig von A = 7.
Fiir A <1 ist die Losung im néchsten Zeitschritt Konvexkombination von Werten im letzten
Zeitschritt und Maximum und Minimum kénnen deshalb im Verlauf der Zeit nicht grosser
werden. Durch Riickeinsetzen der Zeitschritte erhalten wir

k
n —iyi
k= ( ; > (1= N Nug(z;-4)
=0
mit ug(zy) = 0 fiir £ < 0. Um die Stabilitédt abzuschitzen verwenden wir fiir A <1
ujel <D < ; ) (1= A)FN max [ug(2j—i)| = [[uolloo-
=0

Fiir A > 1 kénnen hingegen Instabilitdten auftreten, da man ein geometrisches Wachstum mit
Faktor > 1 erhalten kann. Sei z.B. der Anfangswert so, dass ug(xo) = 1 und wup(z;) = 0 fiir
J > 0 gilt. Dann ist uZ = \*, dieser Wert wiichst also in der Zeit stark an und das Verfahren
ist deshalb instabil. Man nennt die Beschréankung A < 1 die CFL (Courant-Friedrichs-Levy)
Bedingung. Fiir die allgemeinere Gleichung (1.20) wird Stabilitéit analog durch die CFL-
Bedingung A < ||v[|s erreicht.

Die CFL-Bedingung kann auch beziiglich der Charakteristiken interpretiert werden, da
ja auch das diskrete Verfahren eine analoge Eigenschaft hat. Im diskreten Fall wird ja die
Information entlang der Geraden mit Steigung A fortgepflanzt, im stetigen Fall entlang der
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Charakteristiken mit Steigung 1. Die CFL-Bedingung impliziert also, dass die ”diskreten
Charakteristiken” nicht steiler sind als die kontinuierlichen, d.h. die Information wird im
numerischen Verfahren nicht schneller fortgepflanzt als in der Differentialgleichung.

Beziiglich des zentralen Differenzenquotienten kann das Upwind-Verfahren auch als Ver-
fahren mit kiinstlicher Diffusion dargestellt werden

h h h h h h h
Ujpy1 — Ujk n Uik —Ujiorgk R Ui — 22U Uug gy
T 2h 2 h?

Der Differenzenquotient auf der rechten Seite ist eine Diskretisierung der zweiten Ableitung
und damit approximieren wir die Differentialgleichung

ou Ou hd*u

o or 2027
d.h. wir erhalten kiinstliche Diffusion mit Koeffizienten % Da der Diffusionskoeffizient von h
abhéngt, sollte dieser zusétzliche Effekt mit kleiner werdender Gittergrosse verschwinden.
Abschliessend koénnen wir noch den Fehler bei der numerischen Approximation untersu-
chen und nehmen dazu an, dass die Losung der Transportgleichung v € C? erfiillt. Definieren
wir den punktweisen Fehler als 6?, g = u? e — u(zj,tg), so gilt

i = (L= Nel+ el |+ (1= N (ul), te) — u(wj, tepr)) + Mulzjo1, i) — u(@y, ter1)).

Nun erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

0
w(@y, te) — w(@j, ter) = —%(a:j,tk)T +0O(?)
0 0
w1, te) — u(wj, thyr) = ——az (zj,tp)h — —81: (zj,ti)T + O(T% + h?)

und damit

(1 = M) (ulzj, te) — w(zj, tey1)) + Mu(zj—1, te) — w(zj, tet1))
= —(1 — A)T?Z(xj,tk) — AT?:(.CCj,tk) — Ahaj($j,tk) + O(T2 + )\]’LZ)

Oz
= -7 @(:L‘j,tk) + gZ(xj,tk) +O(T2 + )\hz).

=0
Fiir den maximalen Fehler in jedem Zeitschritt e} = max; |e§‘, .| erhalten wir dann die Abschéitzung
chi1 < e+ OB +77)

und nach Riickeinsetzen
el <ef+Ckr(h+7).

Da in jedem Fall k = O(7~!) gilt, folgt eine Fehlerabschitzung erster Ordnung

ep <ep+C(h+7).
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Kapitel 2

Finite Differenzen

Im folgenden werden wir uns mit der Diskretisierung von Differentialoperatoren durch finite
Differenzen (FD) beschéftigen. Um die Analysis einfach zu halten, werden wir die meisten
Argumente nur im linearen Fall durchfithren, d.h., der Differentialoperator hat die Form

0%u
Lu = o) =— Q 2.1
u |§<:ka (x) 5o T € (2.1)

wobei a = (aq,...,aq) € Ng ein Multiindex ist, und wir die iiblichen Schreibweisen

d
_ o .0 (2 aq
\a]—g o, % =M ry?
i=1

benutzen. () kann hier sowohl ein Ortsgebiet bei stationdren oder ein Orts-Zeitgebiet bei in-
stationdren Problemen bezeichnen. Zur Erweiterung auf nichtlineare Probleme - falls méglich
- werden wir an einigen Stellen kurz die wesentlichen Ideen erldutern. Wir werden im Rest
der Vorlesung immer annehmen, dass  C R? ein Gebiet mit stiickweise C'-Rand ist.

2.1 Differenzen-Schema

Die Grundidee eines finiten Differenzen-Schemas ist die Approximation der Ableitung durch
Differenzenbildung auf einem Gitter. Im Falle einer eindimensionalen Funktion kann man die
erste Ableitung etwa durch

ou ~u(x+h) —u(x)
= Dtu(x) = Y

ou ~u(z) —u(x —h)

9 D u(z) = N

du . uw+h)—u(s—h)
g~ Drule)= 2h ’

fiir kleines h > 0, approximieren. Man nennt D+ Vorwérts- , D~ Riickwiirts- und D€ zentralen
Differenzenquotienten. Da alle drei Quotienten im Grenzwert h — 0 gegen die Ableitung
konvergieren, sollte man fiir A hinreichend klein eine gute Approximation erhalten.
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Im Falle einer glatten Funktion u erhélt man eine quantitative Aussage durch Betrachtung
des Restglieds bei der Taylor-Entwicklung. Es gilt nach dem Mittelwertsatz fiir ein £ € (x, 2+
h)

ou 1 0%u
h) — h+
u(e+ ) = ul@) = SE@)h+ 5 55 (6

und damit

ou h 0%u 0%u h . 0%u
+ _ — = — _— = —||——=
D) ~ Gl = 315 (En)| < 5 IS (©) = S5 s

Da wir dieses Argument fiir beliebiges « anwenden kénnen, gilt auch

8u h, 0%*u

1D*u(e) = 5 @lloo < 51155 o

Also machen wir bei der Approximation der ersten Ableitung mit einem Vorwérts-Differenzenquotienten
einen Fehler erster Ordnung in h, man spricht deshalb von einer Konsistenzordnung eins (siehe
Definition 2.2 unten).

Fiir den Riickwartsdifferenzenquotienten erhalten wir durch voéllig analoge Argumente
ebenfalls Ordnung eins, fiir den zentralen Differenzenquotienten hingegen verwenden wir

) 10%u 193
u(e +h) —ule) = S (@h+ 5 55 @h* + £ o (€0

und 0 19?2 193
u(e = h) = ule) = =5 (@)h+ 5 55 (@) = S (€

und erhalten 5 o3 53
c _Ou_ 1 (0% ou 2
Doulo) - 5t = 35 (Gt + Gl ) 2

D.h., der zentrale Differenzenquotient erreicht Konsistenzordnung zwei.
Die natiirliche Approximation fiir die zweite Ableitung mit Werten an drei Gitterpunkten
ist

u(z + h) —2u(z) + u(x — h)
D?u(x) = 72 .
In diesem Fall verwenden wir den Mittelwertsatz in der Form
6u 19%u 193 1 0*u

u(w £ ) — u(x) = 50 @)+ 5o (@h? £ LS L@+ ()

und erhalten e o o
U 1 U U
D*u(z) — == = — | =—; — ——(£.) ) B2,
(0) - 5 = 7 (a6 - it

also wiederum Konsistenzordnung zwei.

Um allgemeine Differentialoperatoren durch finite Differenzen zu approximieren verwendet
man im allgemeinen die Differenzenquotienten fiir erste, zweite, oder hohere Ableitungen als
Grundzutaten. Dies passiert auf einem Gitter

Gh:{xEQ]x:(x;l,xi,...,x;ld), 1<75 <N;}, (2.2)

im einfachsten Fall auf einem reguldren Gitter :v;l =2t + (ji — 1)h.
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2.2 Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz

Im Allgemeinen approximieren wir einen Differentialoperator L durch einen diskreten (finite
Differenzen) Operator Lj. Ein Differentialoperator der Ordnung k ist dann eine Abbildung
L : Ck(Q) — C%Q), wihrend die diskrete Approximation nur auf einem Gitter GJ, definiert
ist. d.h. L, : G, — RY mit N = NiNy...N,;. Auf dem Gitter definieren wir eine Norm
II||n, die optimalerweise die gewiinschte kontinuierliche Norm approximiert fiir ~ — 0. Durch
Interpolation erhiilt man aus den Werten am Gitter auch eine Funktion @" € C*(Q) bzw.
einen erweiterten diskreten Operator Ly, : C¥(Q) — C%(Q), sodass (Lpa)|a, = Ln(ula, ) gilt.

Zur Definition von Konsistenz konnen wir nun entweder Lj, oder f/h verwenden. Im ersten
Fall fithrt dies auf diskrete Konsistenz:

Definition 2.1 (Diskrete Konsistenz). Sei L : C*(Q2) — C%(Q) ein Differentialoperator
der Ordnung k und Ly, eine diskrete Approximation auf einem Gitter G},. Die Approximation
heisst diskret konsistent, falls

[Ln(ulc,) = (Lu)lay, ln — 0 (2.3)
gilt. Die Konsistenzordnung der Approximation ist m, falls
[Ln(ule,) = (Lu)la, l[n < CR™ (2.4)
fiir alle u € CF™(Q) gilt.

Definition 2.2 (Konsistenz). Sei L : C*(Q2) — C%() ein Differentialoperator der Ordnung
kund Ly, : C*(Q) — C°(Q) eine diskrete Approximation. Die Approximation heisst konsistent
in der Norm ||.||, falls

|Lyu — Lu|| — 0 (2.5)

gilt. Die Konsistenzordnung der Approximation ist m, falls
|Lpu — Lul| < Ch™ (2.6)
fiir alle u € C¥™(Q) gilt.

Oben haben wir gesehen, dass Vorwiérts- und Riickwértsdifferenzenquotienten Konsistenz-
ordnung eins, und der zentrale Differenzenquotient Konsistenzordnung zwei hat. Andererseits
haben wir im Fall der Transportgleichung (1.16) gesehen, dass der zentrale Differenzenquotient
kein stabiles Verfahren liefert und es giinstiger sein kann, ein Verfahren niedrigerer Ordnung
zu wihlen. Neben der Konsistenz benttigen wir also noch ein Stabilitdtskonzept um die Giite
einer numerischen Approximation zu bewerten.

Definition 2.3 (Diskrete Stabilitéit). Sei Ly : G, — RY die diskrete Approximation eines
Differentialoperators. Dann heisst Ly, diskret stabil, wenn Lgl existiert, fiir A > 0 hinreichend
klein und ||L;!|| gleichméssig in i beschrinkt ist.

Analog kénnen wir kontinuierliche Stabilitét definieren.

Definition 2.4 (Stabilitét). Sei Ly : Qk(Q) — C%(Q) die Approximation eines Differential-
operators. Dann heisst Ly, stabil, wenn L, ' existiert fiir A > 0 hinreichend klein und || L,
gleichméissig in h beschrankt ist.
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Eine der groben Faustregeln in der numerischen Approximation ist, dass Konsistenz und
Stabilitéit zusammen Konvergenz implizieren. Dies ist auch mit unserer Definition von Kon-
sistenz und Stabilitat der Fall.

Satz 2.5. Sei Ly, : C*(Q) — C%Q) eine stabile und konsistente Approzimation eines Dif-
ferentialoperators L : C*(Q) — C%(Q). Sei u die Lisung der Differentialgleichung Lu = f
und @y, die Losung von Lyiy, = fh, sodass fh — f fiir h — 0. Dann ist die Approzimation
konvergent, d.h. up, — u fiir h — 0.

Proof. Durch Subtraktion der Gleichungen erhalten wir

Ly(u— ) = (L, — Lyu+ (f — fa)

und wegen der Stabilitét folgt
o= anll = 123 (B = Lyt £ = fidll < 12 (1B = yull + 17 = ful)

mit ||L; !|| gleichmissig beschriinkt. Wegen der Konsistenz folgt ||(Ls — L)u| — 0 und da
Ilf — fnl — 0 folgt die Konvergenz ||u — @"| — 0. O

Eine dhnliche Aussage gilt auch beziiglich der Konsistenzordnung, die sich bei einer sta-
bilen Approximation direkt in die Konvergenzordnung iibersetzen lisst:

Korollar 2.6. Sei Lj, : C*(Q) — C%(Q) eine stabile und konsistente Approzimation eines
Differentialoperators L : C*(Q) — CY(Q) mit Konsistenzordnung m. Sei u die Lisung der
Differentialgleichung Lu = f und @, die Losung von Ly, = fp, sodass lfn — fll = O(R™)
fiir h — 0. Dann gilt eine Fehlerabschdtzung der Form

lu = an < Ch™
fiir eine Konstante C' > 0.

Proof. Aus der obigen Abschitzung

= @nll < WEM (2w = Dyl + £ = full)
erhalten wir direkt die Fehlerabschétzung aus der Stabilitdt und Konsistenzordnung. O

Man sieht aus der Definition der Konsistenz sofort, dass eine direkte Ubertragung auf
nichtlineare Gleichungen moglich ist. Die Stabilitédt hingegen #dndert sich stark, da wir keine
lineare Operatornorm der Inversen mehr definieren kénnen. Man ersetzt deshalb das obige
Stabilitdtskonzept meist durch a-priori Abschétzungen fiir die diskreten Losungen.

Bei der Anwendung dieser Konvergenzaussagen auf spezifische Gleichungen ist vor allem
die Wahl der richtigen Normen entscheidend. Bei finiten Differenzen wahlt man meist die Su-
premumsnorm, da diese auch der punktweisen Approximation der Ableitungen entspricht. Im
néchsten Kapitel werden wir dies im Fall elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung
durchfiihren.
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2.3 Approximation elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung

Im folgenden diskutieren wir die Analysis von finite Differenzen Schemata fiir elliptische
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Der Prototyp einer solchen Gleichung hat die Form

d 0%u ) du
Lu=— Z j(x )8x oz, +Zb 9 — +c(z)u = f(z), x e Q. (2.7)

i,j=1 i=1

Die Gleichung ist elliptisch, wenn fiir alle z € Q gilt: ¢(z) > 0 und A(z) = (a;j(x)) ist eine
symmetrische positiv definite Matrix ist. Wir werden uns auf uniform elliptische Gleichungen
beschranken, d.h. es gibt ein ag € Ry, sodass gilt:

A(z) — apl ist positiv definit fiir alle x € Q.

In solchen Fillen ist der kleinste Eigenwert von A(x) durch ag nach unten beschriankt. Zusétz-
lich zur Gleichung benétigen wir noch Randbedingungen. Auf disjunkten Teilen des Ran-
des von € gelten entweder Dirichlet- Randbedingungen u = gp, Neumann-Randbedingungen

gz = gy oder Robin- Randbedlngungen -+ au = gg.

2.3.1 Finite Differenzen Schema

Zur Konstruktion eines finite Differenzen Schemas starten wir wieder mit einem Gitter, der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass Q = (0,1)¢ gilt und das Gitter regulir ist, d.h.

Ghn = { (i1h,izh,... igh) | i; € (0,...,n+1) }

mit n+1 = % Jedem Gitterpunkt ordnen wir einen eindeutigen Multiindex (i1, 42, . . ., ig) zu
Die einfachste Approximation zweiter Ableitungen erhalten wir wie oben mit einem (2d+1)-
Punkte Stern, d.h. zur Approximation der zweiten Ableitung im Punkt (i1,i9,...,iq) ver-
wenden wir den Punkt selbst, sowie alle Punkte der Form (i1,...,i; £1,...,4q), d.h. alle
Multiindizes in denen genau ein Index um den Wert eins geindert wurde. Die zweite Ablei-
tung beziiglich der j-ten Variable konnen wir dann durch

*u Lo h h
02 (i1h,igh, ... iqh) ~ 72 (Uzl, i eia — 2y i ,zd+ui1,..‘,ijfl,...,id)
J
approximieren. Analog kénnen wir erste Ableitungen auf dem (2d 4+ 1) Punkte Stern appro-
ximieren mit den drei Differenzenquotienten, die wir oben beschrieben haben. Wegen der
hoheren Konsistenzordnung ist die bevorzugte Wahl im allgemeinen der zentrale Differenzen-
quotient

0.2 (i b i) ~ B h h
Jaxj (21 ;121 ..., 1q ) o Dt (Uz'l,...,z‘j+1,...,z'd_uil,...,irl,...,z‘d)

Hier ist Bj i, €ine geeignete Approximation von b;(i1h,izh, ..., igh). Falls b; keine glatte

Funktion 1st kann die richtige Wahl von BJ i, €in nichttriviales Problem sein, das wir
allerdings hier nicht im Detail diskutieren Wollen Bei konvektionsdominanten Problemen

(d.h. relativ grossen Werten von b;) ist aber wie bei der Transportgleichung auf die Stabilitét
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zu achten, und aus analogen Griinden sollten dann keine zentralen Differenzenquotienten
verwendet werden, sondern eine Approximation der Form

ou” ; 1
. Chli ; ~ B h h
(b] O (i1h,igh, ... igh) ~ max{ il,“.,id70}ﬁ (ui1,...,ij,,..,id - uil,...,ijfl,...,id> +
j
min{ B’ O}l ull —ull
11 4eeylq’? h 11,..505+1,.. g U15eeyijyeenyld |

Den Term nullter Ordnung kann man einfach durch ¢;, . ; du?l i approximieren.

Durch dieses Vorgehen erhiilt man an allen inneren Gitterpunkten eine Differenzenglei-
chung an Stelle der urspriinglichen Differentialgleichung. Es verbleiben noch die Randpunkte,
d.h. i; = 0 oder ¢; = n + 1. Hier benttigt man eine geeignete Approximation der Randbe-
dingung. Der einfachste Fall ist dabei die Dirichlet-Randbedingung, die wir exakt mit der

Formel
h

uil:-nﬂ:jy-naid — g[)('l]_h7 7/2h, ey Zdh)

in den Randgitterpunkten (d.h. fir zumindest ein j gilt i; = 1 oder i; = d) auswerten. Im Fall
einer Neumann oder Robin Randbedingung muss zusétzlich die Normalableitung approximiert
werden, und zwar durch einen geeigneten einseitigen Differenzenquotienten. Fiir ¢; = 0 wihlen
wir dazu einen negativen Vorwirtsdifferenzenquotienten, d.h.

oul . . . oul . . . 1 h h
%(Zlhv 12h7 ce 707 ey ldh) = _8715']‘(@1}% ZQha v 707 v 7Zdh) ~ E (uil,...,o,...,id - ui1,...,1,...,id> :
Diese Wahl ist natiirlich, da wir fiir einen Riickwiéirts- oder zentralen Differenzenquotienten ja
einen Wert bei z; = —h bendtigen wiirden, der nicht zur Verfiigung steht. Analog verwenden
wir fiir 4; = n + 1 einen Riickwirtsdifferenzenquotienten

auh . . . auh . . . 1 h h
%(7’1}% /L?h7 sy 1) ceey Zdh) = aTj(Zlhu /LQhﬂ RN 17 oo )Zdh) ~ E (uil,...,n+1,...,id - uil,...,n,“.,id) .

Abschliessend bemerken wir, dass Verallgemeinerungen der Differenzenverfahren auf allge-
meinere Gebiete und Gitter méglich sind, allerdings mit erheblichen Komplikationen verbun-
den sind. So muss z.B. der Rand im Fall eines allgemeinen Gebiets entsprechend approximiert
werden, was meist durch Wahl zusétzlicher Gitterpunkte passiert.

2.3.2 Maximumprinzipien und Monotonie

Elliptische und parabolische Differentialgleichungen zweiter Ordnung erfiillen sogenannte Ma-
ximumprinzipien, die implizieren, dass die Maxima bzw. Minima von Losungen am Rand an-
genommen werden. Man unterscheidet zwischen schwachen (Maxima / Minima werden sicher
am Rand angenommen) und starken (Maxima / Minima werden nur am Rand und nicht im
Inneren angenommen).

Satz 2.7 (Starkes Maximumprinzip). Sei Lu < 0(> 0) mit L wie in (2.7). Dann gilt
u < 0(>0) oder u hat kein lokales Mazimum (Minimum) im Inneren von §Q.

Proof. Wir nehmen an es existiert ein Maximum von u, dass in einem Punkt T im Inneren
von 2 angenommen wird, mit «(Z) > 0. Dann gilt wegen der notwendigen Bedingungen fiir
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lokale Maxima, dass Vu(Z) = 0 gilt und die Hessematrix ( 6226“1 j) negativ semidefinit ist. Also

folgt

d 0*u
et}

ij=1
Da die negative Hessematrix von u in T und auch A(Z) positiv semidefinit sind, folgt mit
dem unten stehenden Lemma 2.8 die Ungleichung Lu(Z) > 0 und somit ein Widerspruch zu
Lu < 0.
Im Fall Lu > 0 erhalten wir die entsprechende Aussage iiber Minima durch Anwendung
des ersten Teils auf —u. O

Es bleibt noch das Lemma {iber positiv definite Matrizen zu beweisen:

Lemma 2.8. Seien A, B € R™? symmetrisch und positiv semidefinit. Dann gilt

d
A:B:= ZAZJBUZO
1,j=1

Proof. Fiir symmetrische Matrizen existiert eine Spektralzerlegung in der Form

d
B = Z )\kvkvg,
k=1

mit den Eigenvektoren v; € R? und den Eigenwerten A;j € R. Weiter gilt wegen der positiven
Semidefinitheit A\; > 0. Benutzen wir die Notation v; = (vji)k=1,. 4, dann ist

d
B;; = Z Ak UkiVkj
k=1
und
Z AUB” = Z )\kA”vmka Z)\kvk Avk
i,j=1 i,7,k=1
Da A positiv semidefinit ist, folgt U,?Avk > 0 fiir alle k, und mit A\x > 0 folgt die Aussage. [
Im Weiteren wollen wir Maximumprinzipien eher fiir den Fall Lu > 0 oder Lu = 0

anwenden, als fiir den Fall strikter Positivitat. Deshalb beweisen wir eine schwéchere Version
der obigen Aussage:

Satz 2.9 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Lu < 0(> 0) mit L wie in (2.7). Dann gilt
u < 0(> 0) oder u nimmt sein globales Mazimum (Minimum) am Rand von € an.

Proof. Wir nehmen an, v nimmt sein globales Maximum in einem inneren Punkt T € ) an
und u(z) > 0. Da A posmv semidefinit ist, gilt entweder A = 0 oder es existiert ein Index
j, sodass Aj;(T) = e; TA@)e; > 0 (da ja sonst vTA(Z)v < 0 fiir alle v € R? gilt). Dann
betrachten wir die Funktionen uf(z) = u(x) + eexp(A(z; — 7;)). Dann gilt

(

(Lu)(z) = (Lu)(z) — e(Najj(z) — Abj(x) — c(x)) exp(A(z; — T5))
< —e()\Qajj(:U)—)\bj(m) c(x)) exp(A(z; — Tj))
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und bei geeigneter Wahl von A (hinreichend gross) kénnen wir erreichen, dass (Lu€)(x) in
einer Umgebung von = (unabhéngig von €) negativ ist.

Man sieht sofort, dass u® gleichméssig gegen u konvergiert. Da bei gleichméssiger Kon-
vergenz globale Maxima gegen globale Maxima konvergieren, gibt es ¢ — ¥, sodass u® in x¢
ein Maximum annimmt und dort positiv ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu Satz 2.7, da
Lu® < 0 in einer Umgebung von z¢ gilt. O

Aus dem Maximumprinzip folgt sofort die Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet-Problems,
da ja fiir zwei Losungen uy und us die Differenz u = uy — uo die Gleichung Lu = 0 erfiillt
sowie u = 0 am Rand. Damit folgt 0 < u < 0in 2, d.h. v = 0.

Das starke oder schwache Maximumprinzip kann in einigen Varianten bewiesen werden.
Unter anderem sehen wir aus dem Beweis von Satz (2.7), dass im Fall ¢ = 0 die Losung
u kein Maximum bzw. Minimum im Inneren annehmen kann. Eine Variante existiert auch
im Fall ¢ < 0 (in dem sich die Gleichung eher hyperbolisch als elliptisch verhélt). Dort gilt
dann die Aussage, dass v an einem Maximum (Minimum) im Inneren nicht negativ (positiv)
sein kann. Abschliessend kénnen wir noch die urspriingliche Annahme der strikten Elliptizitét
fallen lassen, wie wir sofort sehen geniigt die positive Semidefinitheit von A. Damit kénnen
wir die Maximumprinzipien auch auf parabolische Gleichungen wie die Warmeleitungsglei-
chung (eine Zeile und Spalte von A identisch null) oder Gleichungen erster Ordnung wie die
Transportgleichung (A = 0) anwenden.

Eine weitere interessante Folgerung aus dem Maximumprinzip ist Stabilitdt in der Supremum-
Norm, die wir im folgenden Satz formulieren

Satz 2.10. Sei L ein elliptischer Differentialoperator wie in (2.7). Dann existiert eine Kon-
stante C' > 0, sodass fiir Losungen u von

Lu=f 1in(Q, u=g auf 0

die Stabilitdtsabschdtzung

[ulloo < Cmax{||floc, [lglloc } (2.8)
gilt.
Proof. Der Beweis benutzt wieder das Maximumprinzip. Sei v eine Funktion, sodass Lv > 1

in Q und v > 1 auf 9€2. Dann gelten fiir

ut = Fmax {[|flloo; llglloo} v,
die Ungleichungen
L(u—uy) <0, L(u— —u) <0.

Da sowohl v —u als auch u— —u am Rand nichtpositiv sind, gilt nach dem Maximumprinzip

u— < u < ug in €.

Also folgern wir

sup lu(z)] < Cmax {[| flloo, lglloc}

wobei C' = sup,.cq [v(x)|.
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Um den Beweis abzuschliessen, miissen wir noch eine passende Funktion v finden. Sei

v(z) = a — Gexp(A Z(xj

fiir ein & € 2. Dann gilt

Lv—ﬁZaﬂ)\ + b)) exp)\z ) + cv.

Durch passende Wahl von «, § und A (hinreichend gross) kénnen wir erreichen, dass v > 1
und Lv > 1 gilt (wegen a;; = e;‘-FAej > Amin(A) > ag > 0). O

2.3.3 M-Matrizen und diskrete Monotonie

Im folgenden betrachten wir die finite Differenzen Diskretisierung und ihre Analyse etwas
genauer im vereinfachten Fall A(x) = a(x)I mit einer skalaren Funktion a. Zur einfacheren
Notation schrinken wir uns auch auf den Fall d = 2 ein, alle Argumente sind aber nicht
dimensionsabhéngig und fiir beliebiges d analog (mit grosserer Schreibarbeit). Wir nehmen
an, dass Q = (0,1)? gilt und verwenden ein regulires Gitter

1
n+1

Gy ={ (ih,jh) | i,7j=0,1,...,n+1,h = }.
Die Gesamtanzahl der Gitterpunkte ist dann (n+1)2, bzw. der inneren Gitterpunkte ist N =
n?. Die dusseren Gitterpunkte 7,5 € {0,n + 1} kénnen wir aus der Dirichlet-Randbedingung
sofort eliminieren.

Entsprechend der obigen Diskussion von Differenzen-Schema analysieren wir eine Diskre-
tisierung auf einem Fiinf-Punkte Stern der Form

s
h%f (dugj — Wijp1 — Ui1j — Wij—1 — Ui—15) +

b1.44 bo;

o (Wi = wim1) + 2 (g1 — uij1) + cigui = fij (2.9)

oder nach Umordnung

@ i by @i by
( thg + Cz]) Ujj — <h“§ - ;;LJ) (Wit1j + wij41) — (hg + ;;;) (wi-1j — uij—1) = fij. (2.10)
Sammeln wir die Werte u;; und f;; wieder in einem Vektor Uj, bzw. F},, z.B. in der Form

(Un)it(j—1)n = Uijs (Fn)it(i—1yn = fij

und definieren eine geeignete Matrix Kp, so kénnen wir das System wieder in der Standard-
form

KpUp = F, (2.11)

schreiben. Fiir k =i 4 (j — 1)n erhalten wir die Diagonalelemente

(Kp)ek = 4-2 + ¢ Cij

h2
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und die Nebendiagonalelemente

(Kn)kk+1 = —%4—6;’;5,
(Kn)ee1 = _%_”;}?,
(Kh)kk—n = —%_%.

Wir sehen sofort, dass das Hauptdiagonalelement positiv ist, und fiir A hinreichend klein sind
die Nebendiagonalelemente negativ. Weiter ist die Matrix (schwach) diagonaldominant, d.h.
es gilt
(Kn)ii = > [(Kn)il-
J#i
Mit dieser Eigenschaft konnen wir ein diskretes Maximumprinzip herleiten:
Proposition 2.11. Sei A € RM*N so, dass A;; <0 firi # j und
0# Ay > =Y Ay
J#
gilt, und sei x € RN die Losung von Ax =b mit b < 0. Dann gilt x < 0.
Proof. Wir nehmen an z; > 0 . ist das Maximum von . Dann gilt
Ajjxj = bj — ZAjkxk < — ZAjkwj < Ajj.%’j,
k] k#j
und diese Ungleichungskette liefert einen direkten Widerspruch, da A;; # 0 ist. O
Wir koénnen wiederum die Aussage auf den Fall b; = 0 erweitern:
Satz 2.12. Sei A € RVM*Y so, dass A;; <0 firi # j und
0# Ay > — Z Aij
J#i
qgilt, A! exzistiert, und sei xz € R die Lésung von Az =b mit b < 0. Dann gilt x < 0.

Proof. Wir wenden Proposition 2.11 auf 2¢ = A~ an, mit b5 =bj —e < 0. Dann gilt 2° < 0
oder ¢ nimmt sein Maximum am Rand an. Da z€ fiir ¢ — 0 gegen x konvergiert, und die
Eigenschaft sich im Grenzwert nicht verindert, folgt die Aussage. O

Das Maximumprinzip hat eine interessante Eigenschaft der inversen Matrix G), = K, !
zur Folge, diese hat ndmlich nur nichtnegative Eintrdge. Um dies zu sehen, verwenden wir
nichtnegative Randwerte fiir die diskrete Losung. Damit gilt fir U, = K, LB, automatisch
Up < 0 falls Fj, < 0. Wenden wir das Maximumprinzip speziell fiir die rechte Seite F} =
(fj) = (=d;) an, dann folgt

0> (U"); = (Gn)ij(Fn)j = —(Gh)ir-
k
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Da wir 7 und k beliebig wihlen konnen, folgt die Nichtnegativitdt von Gj,. Eine Matrix mit
nichtpositiven Nebendiagonalelementen und einer nichtnegativen Inverse nennt man auch M-
Matriz (siche [3]). Das M steht dabei fiir die Monotonie, denn eine M-Matrix A hat die
Eigenschaft, dass aus f > g auch M~1f > M~1g folgt (wie wir durch Anwendung von M !
auf g — f sofort sehen). D.h. die Ordnung der Vektoren bleibt unter Anwendung von M !
erhalten.
Wir sehen aus der Definition von K}, dass die Nebendiagonalelemente nur unter der
Bedingung
20,,']‘ > max{]bl7ij\, ‘b27ij|}h, W Z,j (2.12)

nichtpositiv sind. Dies kann im konvektionsdominanten Fall ein Problem sein, d.h. falls a;; re-
lativ klein ist im Vergleich zu b, weil man dann sehr feine Gitter verwenden miisste. Wie schon
erwihnt ist es dann giinstiger einen einseitigen Differenzenquotienten analog zu verwenden,
um Stabilitdt zu erreichen (um den Preis einer niedrigeren Konsistenzordnung).

Analog zum kontinuierlichen Fall (deshalb dieses Mal ohne Beweis) erhalten wir aus der
M-Matrix Eigenschaft eine diskrete Stabilitét:

Korollar 2.13. Sei Kj, die Systemmatriz der Differenzendiskretisierung, Fj, die rechte Seite,
zﬁnd Uy, die Losung von KUy, = Fy,. Weiters sei (2.12) erfillt. Dann existiert eine Konstante
C unabhdingig von h, sodass die Abschdtzung

max |(Un);] < C’mjax (Fn)j < C (I lloo + llglloo) (2.13)
gilt.

2.3.4 Fehleranalyse

Mit den Resultaten der vorangegangenen Kapitel 1 ist es nun relativ einfach eine Fehler-
analyse bzw. Fehlerabschéitzungen herzuleiten. Wie schon oben allgemein diskutiert sind die
wichtigsten Zutaten dabei die Konsistenz und Stabilitdt, wobei wir in diesem Fall nur die
diskreten Varianten verwenden miissen.

Wir beginnen mit der Konsistenz fiir die Approximation des Differentialoperators

d

(Lu)(z) = —a(z)Au(x) + > bi(x)

=1

ou
&Ti

+ c(x)u, x e Q. (2.14)

durch den Differenzenoperator

G
(Lpu)ij = ﬁ (duij — U1 — i1 — Wij—1 — Ui—15) +

ba is
(Wit1j — Ui—15) + 27}7 (Wijp1 — Uij—1) + Cijuij (2.15)

b1,i;
2h

mit u;; = u(ih, jh).
Die Konsistenzordnung kénnen wir direkt abschétzen:

Proposition 2.14. Sei p € C*(Q), und L, Ly, definiert durch (2.14), (2.15). Dann existiert
eine Konstante C' > 0, nur abhdngig von ¢, sodass

(L) (ih, jh) — (Lug)i| < CR?

gilt.
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Proof. Analog zum eindimensionalen Fall in Kapitel kénnen wir den Fehler der Ordnung h?
beim zentralen Differenzenquotienten fiir die ersten und zweiten Ableitungen durch Taylor-
Entwicklung abschétzen. O

Nun haben wir die Stabilitdt aus Korollar 2.13 und die Konsistenzordnung aus Proposition
2.14, in Kombination erhalten wir daraus eine Fehlerabschétzung:

Satz 2.15. Sei u € C*(Q) die Losung der Differentialgleichung Lu = f mit dem Operator
L definiert in (2.14). Weiters sei u” die Losung der Differenzengleichung Lyu® = f*, wobei
fi}; = f(ih,jh), und die Diskretisierung erfille (2.12). Dann gilt eine Fehlerabschitzung der
Form

max |u(ih, jh) — u"(ih, jh)| < Ch?, (2.16)

/L?J
mit einer Konstante C unabhdingig von h.
Proof. Sei V' = (u;5) = (u(ih, jh)), dann gilt
Ly(u—u") = Lyu — f* = Lyu — (Lu)(ih, jh) =: rp,(ih, jh).

Aus Proposition 2.14 folgt
max |ry (ih, jh)| < C1h?
Z?]

mit einer Konstante C| nur abhéngig von u, und aus Korollar 2.13 folgt

max [u(ih, jh) — u" (ih, jh)| < Cy max |ry(ih, jh))|.
1,7 4,7

Die Kombination dieser beiden Abschétzungen liefert (2.16). O
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Kapitel 3

Finite Elemente

In diesem Kapitel befassen wir uns genauer mit der Diskretisierung von partiellen Differen-
tialgleichungen mit Finite Elemente (FE) Methoden. Der Fokus liegt dabei wieder auf ellip-
tischen Gleichungen, da finite Elemente meist zur Ortsdiskretisierung verwendet werden. Die
Erweiterung auf den ortsabhéngigen Teil einer parabolischen ist dann z.B. im Rahmen einer
horizontalen Linienmethode vollig klar, da ja dort in jedem Zeitschritt elliptische Probleme
gelost werden miissen. Zumindest teilweise lassen sich die hier vorgestellten Konzepte auch
auf hyperbolische Probleme iibertragen, eine genauere Diskussion dieser Probleme wiirde aber
den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.

3.1 Schwache Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Wir beginnen mit der schwachen Formulierung elliptischer Randwertprobleme in Divergenz-
form und den dazugehorigen funktionalanalytischen Grundlagen. Der Einfachheit halber be-
trachten wir vor allem Gleichungen zweiter Ordnung, werden an einigen Stellen aber auch die
Erweiterung auf héhere Ordnung diskutieren. Das Randwertproblem in einem Gebiet Q € R
besteht aus der Gleichung

—V - -(AVu)+cu=f—-V-h in (3.1)
mit den Randbedingungen

u = gp auf T'p (3.2)
(AVu)-n = gn auf I'y,

wobei 02 = I'p U 'y gelten soll. In der obigen Formulierung nehmen wir wieder an, dass
A(z) fiir alle z € Q positiv definit mit minimalem Eigenwert grosser gleich ag > 0 ist, sowie
dass die skalare Funktion ¢ nichtnegativ ist.

Wir leiten zunéchst die schwache Formulierung des Randwertproblems (3.1)-(3.3) her.
Dazu multiplizieren wir (3.1) mit einer Testfunktion v und integrieren iiber 2. Die beiden
Divergenzterme auf der linken Seite konnen wir mit Hilfe des Gauss’schen Integralsatzes
umformen und erhalten so

/Q((AV)U'VU+CUU) dx/

(AVu) - nv dJ:/(fv+h-Vv) dx/ h-nv do.
oN Q onN
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Nun schrinken wir uns auf Testfunktionen ein, die auf I'p verschwinden, und setzen auf I'
die Randbedingung ein, woraus wir die Identitét

/Q (AV)u - Vo + cuv) dx = /Q(fv +h- Vo) dx + /F (gn — h-n)v do. (3.4)

N

erhalten. Wir sehen, dass wir es auf der linken Seite mit einer Bilinearform

B(u,v) := / ((AV)u - Vo + cuv) dx (3.5)
Q
und auf der rechten Seite mit einem linearen Funktional der Testfunktion,
£(v) ::/(fv—i—h-Vv) dx—l—/ (gn —h-n)v do (3.6)
Q Ty

zu tun haben.

Funktionalanalytisch machen Bilinearformen und lineare Funktionale nur auf geeigneten
Vektorrdumen Sinn. Deshalb dringt sich sofort die Frage nach einer geeigneten Wahl von
Réumen fiir die schwache Formulierung der Gleichung auf. Wie wir im folgenden sehen werden,
fithrt dies in natiirlicher Weise auf die sogenannten Sobolev-Raume.

3.1.1 Sobolev-Riume
Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer kleinen funktionalanalytischen Erinnerung:

E1 Ein normierter Raum X ist ein Vektorraum (d.h. fiir z,y € X und «, 5 € Rist az+ 0y €
X) mit einer Norm, d.h. einer Abbildung ||.|| : X — R, sodass ||z|| > 0 fiir  # 0 und
die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||z|| + ||y|| gilt.

E2 Ein Banachraum X ist ein vollstdndiger normierter Raum, d.h. die Haufungspunkte
jeder Folge (x,) C X liegen wieder in X.

E3 Ein Hilbertraum X ist ein Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt erzeugt
wird, d.h. ||z|| = y/(x,x). Das Skalarprodukt (.,.) : X x X — R ist eine bilineare und
symmetrische Abbildung, sodass (z,x) > 0 fiir  # 0 gilt.

E4 Eine Bilinearform B : X x X — R ist eine in jeder Komponente lineare Abbildung. Ein
Skalarprodukt ist ein Beispiel einer Bilinearform. Die Bilinearform B ist stetig, wenn
B(z,y) < C||z|/|ly| fir alle z,y € X gilt, mit einer fixen Konstante C.

E5 Ein lineares Funktional £ : X — R ist eine lineare Abbildung nach R. Das lineare
Funktional heisst stetig, wenn ¢(z) < C||z|| fiir alle 2 € X gilt, mit einer fixen Konstante

C.

E6 Der Dualraum X* eines normierten Raumes X ist der Raum aller stetigen linearen
Funktionale auf X. Mit

II4] = sup ()] = sup W(x)|=inf{C>0]|lz)<C|z|,VxeX}
cex\foy 12l zex o<1

ist X* wieder ein normierter Raum. Falls X Banach-(Hilbert-)raum ist, dann ist auch
X* Banach-(Hilbert-)raum.
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E7 In einem Hilbertraum gilt der Riesz’sche Darstellungssatz: Jedem linearen Funktional
¢ € X* kann ein eindeutiges Elements x; € X zugeordnet werden, sodass

Ux) = (zg, ) VeeX

gilt. Natiirlich gilt auch die Umkehr, fiir jedes y € X ist ¢,(z) = (y,z) ein lineares
Funktional. Damit ldsst sich (durch ¢ <> xy) der Raum X* mit X identifizieren.

Die ersten unendlichdimensionalen Banach- und Hilbertraume, die man iiblicherweise be-
trachtet, sind die Lebesque-Rdume LP(Q2). Fiir 1 < p < oo gilt

LP(Q)—{u:QHR]umessbar,/|u]pda?<oo},
Q

wobei hier das Lebesgue-Integral verwendet wird. Die Norm in LP(S2) ist gegeben durch

1/p
el = ( [ d:c) .
[9]

Auf einem beschriankten Gebiet gilt klarerweise LP(€2) C L7(Q) fiir p > g, auf unbeschrénkten
Gebieten gilt keine solche Inklusion.
Der Dualraum von LP(2) (1 < p < oo) kann mit LP+(Q) identifiziert werden, wobei
+ L =1 gilt. Die linearen Funktionale sind dann von der Form

1
p D=
l(u) = / wv dx
Q

fir ein v € LP*. Mit der Holder-Ungleichung iiberzeugt man sich leicht von der Stetigkeit
solcher linearer Funktionale, es gilt ja

1/p 1/p*
)| =1 [ o] < ( [ da:) ( JNE dx) — ully el
Q Q (9]

Im Fall p = 1 erh&lt man aus der obigen Rechnung p, = co. Der entsprechende Lebesgue-
Raum ist -

LP(Q) ={ u:Q — R | u messbar ,esssup |u(z)| },

x

wobei dass essentielle Supremum definiert ist als

esssup |u(z)| = inf{ N | N Nullmenge }sup |u(x)|.

x x

Die Norm in L*°(2) ist definiert durch

|u|loo = esssup |u(z)|.
X

Die Umkehrung des Dualraums gilt aber nicht, der Dualraum von L*°(€2) ist echt grosser als
LY(9).
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Fiir partielle Differentialgleichungen benétigt man Verallgemeinerungen der Lebesgue-
R#Aume in denen auch Ableitungen vorkommen. Dazu definiert man zunéchst die distributio-
nelle Ableitung, wieder iiber lineare Funktionale. Die distributionelle Ableitung ist im allge-
meinen ein Funktional auf C§°(2), dem Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager in 2. Man identifiziert w mit der Ableitung x%-v wenn

/890 de, Vel

gilt. Diese Definition ist konsistent mit der klassischen Definition einer Ableitung, denn in
diesem Fall kann man durch partielle Integration (und Ausnutzen der Tatbache dass ¢ kom-
pakten Tréiger hat, also am Rand verschwindet) zeigen, dass w(p) = [, ¢5= 8:v dz gilt. Nun
kann man testen, ob w ein stetiges lineares Funktional auf einem Lebesgue-Raum LP+(€2)
ist. Wenn ja, dann konnen wir das lineare Funktional als Element des Dualraums mit einem
v € LP(Q) identifizieren und man spricht von v = 8—“, als schwache Ableitung. Diese Uber-
legung ist auch die Basis fiir die Definition von Sobolevraumen. Man definiert mittels der

distributionellen Ableitung

0
WP(Q) = { u e LP(Q) | aTU cIP(Q),j=1,....d}. (3.7)
J
WP ist ein normierter Raum mit Norm
d 1/p

ou
ullip = HUIIp+ZH%IIp - (3-8)

j=1

Man verwendet iiblicherweise die Notation
1/p

ul1p = Z H*Hp : (3.9)

fiir die Halbnorm betreffend die ersten Ableitungen (|ul; , = O fiir u konstant). Die Konvergenz

einer Folge u,, — u in der Norm von WP (Q) impliziert die Konvergenz u,, — v in LP(Q) und

5% — v in LP(Q). Weiters gilt fiir glatte Testfunktionen

—/u&pd:c:lim<—/ 8@ dx)zhm(/goalmd:p):/govjdx

0 al'] &r] 0 (91'] 0

und somit folgt v; = 6,8 im obigen Sinne. Damit gilt aber auch u € WP(€). Also ist W1P(Q)
vollstdndig und damit eln Banachraum.

Fiir p = 2 erhélt man wie im Falle der Lebesgue-Raume sogar einen Hilbert-Raum, iibli-
cherweise mit der Bezeichnung H'(2) := W12(2). Das Skalarprodukt in H!(Q) ist gegeben

durch
d
Oou Ov
(u,v)1 .—/Q uv+287%6)—3:J dz,
7j=1

30



also die Summe aus L2-Skalarprodukten der Funktion und ihrer Ableitungen. Wie wir sehen
werden, ist der Hilbert-Raum H'(Q) der wichtigste bei der Analysis linearer Gleichungen.
Sobolevraume fiir p # 2 verwendet man meist bei nichtlinearen Gleichungen.

Durch Iteration der obigen Definitionen kann man analog hoherere distributionelle Ablei-
tungen als

Hlal
o [ 0 vpearm
und Sobolevrdume hoherer Ordnung als

(9‘O‘|u

WEP(Q) = {u e LP(Q] 5= € LX(Q), |a| <k}

definieren. Wiederum erhilt man damit Banachridume mit der Norm
1/p

| > 15 12

la|<k

und definiert die Halbnorm

1/p

olely
|ulkyp = Z Ha?IIp .

laf=k

die auf Polynomen vom Grad kleiner oder gleich k — 1 verschwindet. Im Fall p = 2 ist
H*(Q) := W"2(Q) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

Die schwache Formulierung partieller Differentialgleichungen héherer als zweiter Ordnung
fithrt in natiirlicher Weise zu einem Sobolevraum mit £ > 1.

Der Dualraum von H'(£2) wird iiblicherweise mit H~1(£2) bezeichnet. Per Definition gilt ja
die Einbettung H'(2) < L?(2). Damit definiert jedes Element 1) € L?() ein stetiges lineares
Funktional u — [, u) dz auf H'(Q). Also folgt H1(Q) C L*(Q) c H' (). Umgekehrt ist
H(Q) aber auch Hilbertraum und somit kann der Dualraum H~1(£2) wiederum mit H'(Q)
identifiziert werden. Fiir ein lineares Funktional w € H () bedeutet diese Identifizierung
ein Element v € H'(Q) zu finden, sodass

(v,0) =w(p) VeoeH (D)
gilt. Schreiben wir das Skalarprodukt aus, dann erhalten wir die Variationsgleichung
/(vgp—FVv-Vgo) dxr = w(p) Ve HY(Q).
Q
Man erkennt, dass die Bilinearform auf der rechten Seite genau der schwachen Formulie-

rung des Differentialoperators —Awv + v entspricht. D.h., durch Anwendung des Riesz’schen
Darstellungssatzes in H' () losen wir eigentlich eine elliptische Differentialgleichung zweiter
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Ordnung mit rechter Seite in H (). Diese Sichtweise werden wir im nichsten Kapitel auf
die Analysis schwacher Losungen allgemeinerer Gleichungen iibertragen.

Neben der Differentialgleichung in 2 haben wir immer auch Randbedingungen benétigt.
Da Funktionen in Sobolev-Rédumen iiber Lebesgue-Riume definiert werden, stellt sich sofort
die Frage, ob bzw. in welchem Sinn die Auswertung von Funktionen aus H'() definiert
werden kann (der Rand ist ja eine Nullmenge). Dies geschieht durch sogenannte Spursitze,
die jeder Funktion in einem Sobolevraum einen distributionellen Randwert zuordnen, obwohl
die Punktauswertung am Rand keinen Sinn ergibt. Fiir glatte Funktionen u, ¥ und ¢ mit

g—i = 1) auf 99 gilt ja nach dem Gauss’schen Integralsatz

/ m/)da:/ u@j dU:/V-(quo) dx:/(uAngrVu'Vgp) dzx.
0 oo On Q Q

Die rechte Seite kann auch sinnvoll auf Funktionen in H'(Q) erweitert werden, und damit
erhéilt man sofort auch die distributionelle Definition eines Randwerts auf 0¢2, die sogenannte
Spur (die man implizit auch immer mit dem Randwert gleichsetzt). Man kann zeigen, dass
die Spur einer Funktion in H!(Q2) immer einer Funktion in L?(df2) entspricht. Es gilt sogar
mehr, die Spur ist ein Element des (fraktionalen) Sobolevraums H'/2(9Q) — L?(99Q). Wie
der Exponent 1/2 schon nahelegt, ist H'/?(D) immer ein Zwischenraum zwischen L?(D)
und HY(D), es gilt L?*(D) — HY?(D) — H'(D). Im Rahmen der Interpolationstheorie
von Hilbert-Réumen (cf. [4]) kann man H'/2(D) tatsichlich als Interpolation von L?(D)
und H!'(D) betrachten. Wir gehen hier nicht weiter auf dieses fortgeschrittene Thema ein,
erwahnen aber die Interpolationsgleichung

[ull iz = Vllwll 2 lfull g

Zum Abschluss dieser Diskussion liefern wir noch eine genaue Formulierung des Spursatzes:

Satz 3.1 (Spursatz). Sei I' C 99 ein Teil des Randes mit positivem Maf und 02 stiickweise
Lipschitz. Dann egistiert ein stetiger linearer Operator T : H'(Q) — HY?(I"), sodass

Tu = ulp Vu € C(Q)

gilt. Der Operator T ist surjektiv, d.h. fiir jedes v € HY?(T) existiert ein u € H'(Q) mit
Tu=nv.

Der Spursatz besagt, dass es eine Erweiterung der Randwerte von stetigen Funktionen auf
Funktionen in H'(£2) gibt, und der Raum H'/?(T") genau aus diesen Randwerten besteht. Eine
Erweiterung der Spur ist auch auf Sobolevraume H”(Q) moglich, es ist dann T : H*(Q) —
Hk1/ 2(T) ein stetiger surjektiver Operator. Grob gesagt verliert man also beim Auswerten
der Spur immer eine halbe Differentiationsordnung. Zur einfacheren Notation werden wir im
Folgenden immer u fiir die Randwerte schreiben, damit aber eigentlich die Spur T'u assoziieren.

Neben den Randwerten von u (Dirichlet-Werte) haben wir auch die Normalableitungen %
(Neumann-Werte) in den Randbedingungen verwendet. Da nun eine Ableitung mehr auftritt,
konnte man vermuten, dass g—z € H'/?71(9Q) definierbar ist. Dies ist auch tatsichlich der
Fall, wenn man H~Y2(I') als Dualraum von H'/?(T") definiert (analog zur Definition von
H~1(Q)). Wir haben ja fiir glatte Funktionen nach dem Gauss’schen Integralsatz

auvda::/(Vu'Vv—i-Auv) dx:/
Q

(Vu - Vo +ww) dr — / (—Au+u)v dx.
oq On Q

Q
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Die rechte Seite ist zunichst ein Skalarprodukt auf H'(Q), also auf Funktionen dieser Klasse
auch sinnvoll definiert, und im zweiten Term kann man —Au +u € H~(Q) wieder zu einem
stetigen linearen Funktional auf H!() erweitern. In dieser Sichtweise definiert also % ein
stetiges lineares Funktional auf den Spuren von Funktionen in H'(f2), nach dem Spursatz
also genau in H~'/2(Q). Die Neumann-Randbedingung kann also in diesem Sobolev-Raum
verstanden werden, und somit sollte man fiir Neumann-Daten auch gy € H~'/?(Ty) fordern.

Ein anderes interessantes Problem ist die Einbettung von Sobolev-Réumen in Réume ste-
tiger Funktionen oder Hélder-Rdume. Im eindimensionalen Fall haben wir ja gesehen, dass
Funktionen in H'(f2) immer auch stetig sind, und sich die Supremumsnorm durch ein Viel-
faches der H'-Norm abschitzen lisst. In so einem Fall spricht man von einer Einbettung des
Raumes H'(Q) in C(9). Solche Einbettungen sind aber immer dimensionsabhingig, was an
einfachen Beispiel deutlich wird. Betrachten wir z.B. Funktionen der Form u(x) = |z|* auf

der Einheitskugel in R? und mit a € R . Dann gilt (in Polarkoordinaten)

1
/u(:c)2 dx:/ ]az\%‘da::Sd/ r2erd=lar,
Q Q 0

wobei Sy die Oberfliche der Einheitssphire in R? ist. Da man Funktionen der Form r° genau
fir 3 > —1 integrieren kann, folgt u € L?(Q) fiir o > —g. Der Gradient von u ist gegeben
durch Vu = ax|z|*2 und es gilt

1
/ \Vul? do = 2a/ |$\2a_2d:n:/ rletd=3qy.
Q Q 0

Damit ist der Gradient integrierbar fiir o > %d. In Raumdimension 1 folgt damit o > 0, was
mit unserem vorigen Resultat iiber die Stetigkeit von H'-Funktionen auch iibereinstimmt.
Fiir Raumdimensionen d > 1 ist auch a < 0 moglich, und da u(z) in diesem Fall in x = 0
unstetig ist, gibt es auch unstetige (sogar unbeschrinkte) Elemente von H'(£2). Um eine
Einbettung in C(€2) zu erreichen, muss man dann zu einem W!P(Q) mit hsherem p oder zu
einem H*(Q) mit hoherem & iibergehen. Allgemein gilt folgendes Resultat:

Satz 3.2 (Einbettungssatz fiir Sobolevriume). Sei Q@ C RY ein glattes, beschrinktes
Gebiet, und kp > d. Dann gilt die Einbettung W*P(Q) c C(Q). Fiir (k — j)p > n gilt weiters
die Einbettung WHP(Q) C CI(Q).

Der Einbettungssatz gibt nicht nur Auskunft iiber die Stetigkeit von Funktionen in So-
bolevraumen, sondern auch iiber die Stetigkeit von Ableitungen. Man kann sich fiir eine
Differentialgleichung zweiter (oder hoherer) Ordnung anhand der jeweiligen Raumdimension
ausrechnen, wie gross k bzw. p sein miissten, um aus einer Losung in einem Sobolevraum
durch Einbettung wieder eine stetige Losung zu erhalten.

Aus den obigen Funktionen der Form w(z) = |z|* sehen wir auch, dass Funktionen in
Sobolevraume auch in Lebesgue-Rdumen mit héherem Exponenten liegen. Es gilt z.B. u €
HY(Q) fiir a > l%d. Umgekehrt ist u € LP(Q) fiir pa+d > 0. Setzen wir die untere Schranke
fiir v ein, so folgt die Bedingung pa + d > 0 sicher aus p(1 — d) + 2d > 0, oder dquivalent
p < d%dl. Man beachte, dass dQle =2+ % > 2 gilt, in Raumdimension 1 gelangt man sogar
bis zu p = co. Allgemein gilt folgendes Resultat:

Satz 3.3 (Einbettung von Sobolev- in Lebesgueriume). Sei Q C RY ein beschrinktes
Gebiet, und ¢ < q. = df—f;k. Dann gilt die Einbettung W*P(Q) C L(Q), diese ist sogar
kompakt fiir q < q.
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Einbettung von Sobolev in Lebesgue-Raume lésst sich direkt (durch Einbettung der ent-
sprechenden Ableitung) zur Einbettung von Sobolevraume W*P(Q) in W4(Q) mit m < k
verallgemeinern. Die einfachste (und unten auch verwendete) Folgerung ist die kompakte
Einbettung WHP(Q) — Wme(Q).

In manchen Fillen ist es wichtig dquivalente Normen zur obigen Sobolevraum-Norm zu
verwenden, in dem man die Halbnorm mit anderen Halbnormen als der LP-Norm der Funktion
kombiniert. Solche Normen sind von der Form

1/p

ulll = | fuly, + > fitw? ] (3.10)
j=1

wobei f; ein System von Halbnormen ist. Beispiele dafiir sind

1/p
ulll = (ruv;,p+r [ dm|p) ,

1/p
alll = (ru|£,p+ [ dx) .
Ly

In diesen Fillen gilt der Normierungssatz von Sobolev:

oder

Satz 3.4. Sei f; : WFP(Q) — R ein System von Halbnormen, sodass
0< filw) < Cillullky ¥ ueWHP(Q)

gilt. Weiters soll fiir jedes Polynom v # 0 vom Grad kleiner oder gleich k — 1 eine Halbnorm
i existieren, sodass fi(v) # 0. Dann sind die Normen |||, und ||.||| wie in (3.10) dquivalent,
d.h. es existieren Konstante a, 3 > 0, sodass

ol [ulll < Jullkp < Blllulll ¥ ue WHP(Q).

Proof. Es gilt nach den obigen Voraussetzungen an f;:

Nl = lulkp + > fiw) < lullkp + Y CPllulh, < (1+ > CO)Jull},

und mit a := (1 + Y CP)~V/7 folgt die erste Ungleichung.
Die zweite Ungleichung beweisen wir indirekt durch Widerspruch. Wir nehmen an, es
existiert keine solche Konstante 3. Dann existiert eine Folge u,, € WP (Q) sodass

lunllkp > nllluall]-

Un
lTunlk.p
[Un|kp < 2. Da vy, uniform beschréinkt in W*? ist, existiert (wegen der Kompaktheit der Ein-

bettung) eine konvergente Teilfolge v,/ in W*~1P(Q), deren Grenzwert wir mit v bezeichnen.
Da aber die Ableitungen der Ordnung k gegen Null konvergieren (|v, |, < %) muss fiir den
Grenzwert auch |v|;, = 0 gelten, d.h. alle Ableitungen der Ordnung k verschwinden. Damit
ist v ein Polynom mit Grad kleiner gleich k — 1. Wegen f;(v,) < 2 folgt fi(v,) — 0. Es gilt
aber auch wegen Dreiecksungleichung und Annahmen an f;

|fi(vn) — fi(v)] < fi(vn —v) < Cillvp —v[kyp — 0,

Wir definieren nun v,, := . Dann gilt [[vp|lgp = 1 und |||vn|| < 1. Insbesonders folgt
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und damit muss f;(v) = 0 gelten fiir alle i. Aus den Annahmen iiber die f; folgt dann aber
sofort v = 0. Dies ist aber ein Widerspruch wegen

0= llvllkp = lim [lvp gy = 1.
O
Konsequenzen aus dem Normierungssatz von Sobolev sind unter anderem die Poincare-

Ungleichung und die Friedrichs-Ungleichung. Die Poincare-Ungleichung ergibt sich fiir k = 1
mit der Seminorm fi(u) = | [ u dz|, d.h. es gilt

1/p
wmpchAumw+wn) .

Insbesonders folgt fiir Funktionen mit Mittelwert Null die Abschéitzung
lullip < Clulf -

Friedrichs-Ungleichungen erhélt man fiir & = 1 mit der Wahl fi(u)? = [; |u|? do, und es folgt

1/p
\WmmSC<Ahﬁd0+Wﬁ» .

Fiir Funktionen mit homogenen Dirichlet-Randwerten auf I'p lisst sich wiederum die H!-
Norm durch die Halbnorm abschétzen. Diese Funktionen fasst man meist in einem eigenen
Unterraum zusammen, mit der Notation

H&(Q) ={ue Hl(Q) | u=0auf I'p },

und verwendet darin wiederum das Skalarprodukt von H'(f2). Da die Spur stetig ist, kann
eine Folge in H}(2) nur Hiaufungspunkte mit verschwindender Spur auf I'p haben. Folglich
ist H}(2) abgeschlossen, also selbst ein Hilbertraum.

3.1.2 Schwache Lésungen

Aus der obigen Theorie der Sobolevrdume kénnen wir nun die schwache Formulierung in
Funktionenriumen angeben. Dazu suchen wir uns zuniichst eine beliebige Funktion in H'()
mit der Spur gp auf I'p (so eine Funktion existiert nach dem Spursatz fiir gp € H'/?(I'p)),
die wir wieder mit gp bezeichnen. Dann kénnen wir eine Losung u € gp + H{ () suchen,
sodass

B(u,v) = {(v) Vv e HH Q) (3.11)

gilt. Wir sehen sofort, dass es geniigt A € L>®(;R¥?) und ¢ € L>®(Q) zu fordern, um
Stetigkeit der Bilinearform B zu erhalten. Es gilt ja

Blu,v) = \/(AVqu—i—cuv) de| < max{nA”oo,Hcyoo}/(wu.vuy +uo]) da
Q Q

und das Integral kénnen wir mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung durch ||u||1 2||v||1,2 abschétzen.
Die Anforderung an ¢ kénnte sogar noch abgeschwiicht werden auf ¢ € L4(Q) fiir dimensions-
abhéingiges ¢ < 0o, da man ja durch Einbettungssitze u,v € LP(€2) mit p > 2 erhélt (und die
entsprechenden Normen kénnen durch die H!-Norm abgeschétzt werden).

Unter den iiblichen Elliptizitdtsannahmen A(z) > «f und ¢ > 0 kann man die Koerzivitdt
der Bilinearform zeigen. Dazu zuerst die passende Definition:
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Definition 3.5. Eine Bilinearform B : X x X — R auf einem Hilbertraum X heisst koerziv,
wenn eine Konstante v > 0 existiert, sodass

Blu,u) = y[ul?  VueX
gilt.

Wir sehen, dass
Bwﬂyi/mvwvu+m%dxzwmm+/}ﬁdm
Q Q

Gilt ¢(z) > ¢ auf einer Menge von positivem Maf}, dann sehen wir sofort, dass fi(u) =

. fQ cu? dz die Bedingungen des Sobolev’schen Normierungssatzes erfiillt, und damit kénnen
wir Koerzivitdt mit einer Konstante « abhéngig von ¢ und « zeigen.

Im Fall ¢ = 0 kann man immer noch Koerzivitiat erhalten, ndmlich durch die Randbedin-
gung. Ist I'p eine Menge von positivem Maf3, so kénnen wir mit &« = u — gp das Problem als
Variationsgleichung fiir @ in H}(Q) schreiben (mit gleicher Bilinearform und geéinderter rech-
ter Seite). Dann verwenden wir einfach die Friedrichs-Ungleichung, die auf H}(€2) impliziert,
dass

lul1,2 > Cllull1,2
gilt, da ja das Randintegral verschwindet.

Um auf der rechten Seite ein stetiges lineares Funktional zu erhalten, wiirde es geniigen,
dass h € L2(Q;RY), gy € H™'/?(T'y), und f € L"(Q) gilt, mit dimensionsabhéngigem r < 2
(wieder erhalten aus passenden Einbettungssitzen).

Wir finden nun folgende Situation: wegen der Stetigkeit und Koerzivitit gilt

cllull* < B(u,u) < Cllul,

d.h. B definiert ein #quivalentes Skalarprodukt auf H'(Q). In H'(Q) mit dem neuen Ska-
larprodukt B gibt es nach dem Riesz’schen Darstellungssatz wieder ein eindeutiges Element
u € H'(Q), dass das lineare Funktional darstellt, d.h. eine schwache Losung u € H'(£2) von
(3.11).

Damit haben wir direkt die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung gezeigt,
allerdings ist dieser Beweis {iber den Riesz’schen Darstellungssatz nicht konstruktiv. Deshalb
geben wir noch einen zweiten Beweis an, der auch gleichzeitig die Konvergenz einer einfachen
iterativen Methode zur Losung der Variationsgleichung liefert.

Satz 3.6 (Lax-Milgram Lemma). Sei B : X x X — R eine symmetrische, stetige und
koerzive Bilinearform, d.h. es existieren Konstante ¢,C € R, sodass

B(u,v) < C|lul||vl VuveX (3.12)
und
B(u,u) > cf|ul? VueX. (3.13)
Dann existiert fiir jedes £ € X* eine eindeutige Losung . € X der Variationsgleichung
B(u,v) = {(v) VoveX. (3.14)

Die Fixpunktiteration (Richardson-Verfahren)
(W v) = (W v) — 7(B(uF,v) — £(v)) VoveX (3.15)

liefert eine konvergente Folge u*t' — 4 fir T < %
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Proof. Wir betrachten den Fixpunktoperator A : X — X, in schwacher Form definiert durch
(Au,v) := (u,v) — 7B(u,v) VoveX.
Weiters erhalten wir eine rechte Seite f € X, definiert durch
(f,v) =T7L(v) VoelX.
Dann kénnen wir die Fixpunktiteration auch als
uF = Auk — f

schreiben, und erhalten sofort die Losung
k—1
uf = AR =N Alf.
j=0
Fiir [|A|| < 1 konvergiert diese Neumann’sche Reihe gegen
e .
i=-) Af=A-D7"f
j=0

also folgt (A — I)a = f, bzw. in schwacher Form
(U,v) — TB(t,v) — (4,v) = —7L(v) VovelX,

was dquivalent zu (3.14) ist.
Wir miissen also nur mehr die Operatornorm von A abschétzen. Dazu verwenden wir
zunichst, dass A ein selbst-adjungierter Operator ist, d.h. es gilt

(Au,v) = (Av,u) Vou,veX,

was man wegen der Symmetrie von B sofort sieht. Wegen der Stetigkeit der Bilinearform ist
A beschrénkt, und aus 7C < 1 folgt

(Au,u) = (u,u) — 7B(u,u) > |lul|*(1 — 7C) > 0.
Es gilt dann auch fiir u,v € X, dass
0 < (A(u—v),Au—v)) = (Au,u) + (Av,v) — 2(Au,v).

Also folgt

[All= sup  (Au,v) <
lul<tjlvl<t

| =

<sup (Au,u) + sup <Av,v>) = sup (Au,u).

ull<1 [vll<1 lull<1
Wegen der Koerzivitit folgt aber
(Au,u) = (u,u) = 7B(u,u) < [lul]® = Tel|ul]?,

und damit [[A|| <1—7c< 1. O
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Wir haben nun Existenz, Findeutigkeit einer Losung sowie bereits die Konvergenz einer
iterativen Methode nachgewiesen, es fehlt nur noch die Stabilitdt der Losung. Diese erhalten
wir sehr direkt aus der Koerzivitét:

Satz 3.7. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.6. Dann gilt die Stabilititsabschdtzung
. 1
lall < = llel (3.16)
Proof. Sei u € X die Losung von (3.14). Dann erhalten wir mit der Testfunktion v = u:
cllall < B(a,a) = £(a) < [|e]llal,

was direkt (3.16) impliziert. O

Wir sehen, dass die Stabilitéitskonstante indirekt proportional zur Koerzivitdtskonstante
c und proportional zur Norm der rechten Seite ist. Die Konstante C' aus der Stetigkeitsbedin-
gung kommt hier nicht vor, sie ist aber in der Norm der rechten Seite versteckt, da man ||¢||
immer als relative Grosse zu B sehen sollte. Skaliert man die Bilinearform (durch Division
durch C) so, dass die Norm von B eins ergibt, dann ist die effektive Koerzivititskonstante
%, diese Grosse ist analog zur Konditionszahl einer Matrix.

Da wir die Bedingungen des Lax-Milgram Lemmas fiir die schwache Formulierung von
(3.1)-(3.3) oben unter verniinftigen Bedingungen an die Daten nachgepriift haben, erhalten
wir nun sofort die Existenz, Eindeutigkeit, und Stabilitédt fiir die elliptische Differentialglei-
chung zweiter Ordnung.

3.1.3 Variationsprinzip

Wir werden nun noch kurz ein Variationsprinzip diskutieren, das die Variationsgleichung mit
einer Energieminimierung in Beziehung setzt. Dazu definieren wir die (quadratische) Energie

B(u) = %B(u, ) — (). (3.17)

Nun berechnen wir die Richtungsableitungen des Energiefunktionals in eine beliebige Richtung
v e X, d.h.

/ T 1
E'(u)v = 161%1 - (E(u+ev) — E(u))

Wegen der Bilinearitét von B und der Linearitit von ¢ folgt

1
E(u+ev) = §B(u—|— ev,u + €v) + £(u + ev)

2
= %B(u, u) + eB(u,v) + 53(1),1)) + £(u) + el(v)

62
= E(u)+ e(B(u,v) —£(v)) + EB(U, v)

und im Grenzwert erhalten wir

E'(u)v = B(u,v) — £(v).
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Betrachten wir die Optimalitidtsbedingung erster Ordnung fiir ein Minimum E’(u)v = 0
fiir alle v € X, so erkennen wir wieder die Variationsgleichung, durch die wir also einen
stationdren Punkt des Energiefunktionals berechnen. Nun betrachten wir noch die zweite
Ableitung, also

E"(u)(v,w) = leif{]li (E'(u+ ew)v — E'(u)v) .
Es gilt
E'(u+ ew)v = B(u + ew,v) — £(v) = B(u,v) + £(v) + eB(w,v) = E'(u)v + eB(v,w).
Also erhalten wir E”(u)(v,w) = B(v,w), und damit gilt wegen der Koerzivitit

E"(u)(v,v) = B(v,v) > ¢|jv]|* > 0.

Damit erwarten wir natiirlich, dass E konvex und die Lésung der Variationsgleichung damit
ein Minimum des Energiefunktionals ist. Dies beweisen wir im né&chsten Satz:

Satz 3.8. Die Lisung i € X der Variationsgleichung (3.14) ist das eindeutige Minimum des
Energiefunktionals E in X und umgekehrt.

Proof. Sei 4 die eindeutige Losung von (3.14). Dann gilt

B) = Bt (v—a)i+ (v i)~ i+ (0 —0)
1. . . . R w1 R .
= §B( ,u)—E(u)+B(u,v—u2r—€(v—u)+§B(U—u,v—u)
=0

1
= E(u)+ §B(v — U, v — 1)
c
> B(@)+ v —ul?,

Daraus folgt fiir v # 4 die Ungleichung E(v) > E(a), d.h. 4 ist das eindeutige Minimum.
Ist umgekehrt @ Minimum von E, so ist 4 auch stationérer Punkt, d.h. E'(u)v = 0 fiir
alle v € X und wie wir oben gesehen haben ist diese Bedingung genau (3.14). O

Wollen wir das ganze auch direkt auf konvexen Teilmengen C' C X und g € X anwenden,
d.h. die Energie F iiber C' minimieren, dann folgt aus der selben Rechnung wie oben, dass @
ein Minimum ist, falls

B(a,v—1u) —l(v—1u) >0 Vvel

gilt. Damit erhélt man eine sogenannte Variationsungleichung. Dies konnen wir auch fiir den
Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen anwenden, d.h. fiir C' = gp + H}(€2). In diesem
Fall ist das Minimum @ € gp + HJ (2) durch die obige Variationsgleichung fiir v € gp + H3(Q)
charakterisiert. Es gilt dann v — @ € H}(2) und wir konnen offensichtlich jedes Element in
HZ(Q) durch geeignete Wahl von v erhalten. Damit erhalten wir

B(tu,w) —£(w) >0 Y w e Hi(Q).

Da wir im Unterraum Hg(Q) auch —w als Testfunktion wihlen kénnen, wird aus der Unglei-
chung eine Gleichung, d.h. wir erhalten genau die Variationsgleichung mit Testfunktionen in
HE(Q) wie auch oben gewihlt.
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Zum Abschluss geben wir noch den quadratischen Teil der Energie im Fall der partiellen
Differentialgleichung (3.1) an, ndmlich

B(u,u) = /(AVu - Vu + cu?) dx.
Q

Die Minimierung von E impliziert auch, dass eine gewichtete L?-Norm des Gradienten und
der Funktion klein werden, deshalb ist es auch nicht iiberraschend, dass genau diese Norm in
der Stabilitédtsabschidtzung kontrolliert werden kann. Aus dem Variationsprinzip kénnte man
die Stabilitédt aus der Eigenschaft

%B(u, u) < E(u) + £(u) < B(0) + £(u) = £(u)

mit anschliessender Verwendung der Koerzivitiat und Stetigkeit von £ herleiten.

3.2 (Galerkin-Approximation

Nachdem wir die Grundlage fiir die Theorie schwacher Losungen nun detailliert diskutiert
haben, wenden wir uns nun dem eigentlich Zweck dieses Kapitels zu, ndmlich der Diskreti-
sierung der Variationsgleichung. Dazu betrachten wir die so genannte Galerkin-Methode, d.h.
wir wihlen einen endlichdimensionalen Teilraum X" € X und suchen eine Losung u” € X"
der Variationsgleichung

B(u",v) = £(v) voveXxh (3.18)

Die Diskretisierung mit der Galerkin-Methode schrinkt die gesamte Varationsgleichung (Loésung
und Testfunktion) auf einen endlich-dimensionalen Teil ein. Es ist einfach zu zeigen, dass
(3.18) #quivalent zur Minimierung der Energie E iiber dem Teilraum X" ist.

Wir nehmen an die Dimension von X" ist gleich N, und {¢;};=1,. n~ ist eine Basis von
X" Beziiglich der Basis konnen wir «” in der Form

N
u' = Z UJhS"J
j=1

entwickeln, mit einem Koeffizientenvektor U* € RY. Durch Verwendung der speziellen Test-
funktionen v = ¢y, in (3.18) erhalten wir dann das N x N Gleichungssystem

N

> UI'B(pj or) = Llpr)  k=1,...,N,
j=1

fiir den Koeffizientenvektor U”. Mit der Setzung

(Kn)jk := B(gj, vr), (Fh)j = U(pj) (3.19)

fur die Matrix Kj, € RV*N und die rechte Seite Fj, € RN konnen wir die diskrete Variati-
onsgleichung #dquivalent als K,U" = Fj, schreiben. Fiir die spezielle Form von B und ¢ im
Fall der schwachen Formulierung von (3.1)-(3.3) sehen wir, dass N2 Gebietsintegrale berech-
net werden miissen, um die Matrix K}, aufzustellen, sowie zumindest N Integrale um Fj zu
berechnen. Dies kann einen enormen Rechenaufwand bedeuten, der das Verfahren ineffizient
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machen wiirde. Deshalb entstand die Idee der finiten Elemente, d.h. von Ansatzfunktionen
¢; mit lokalem Tréger. Durch die lokalen Tréger verschwindet in den meisten Féllen eine der
beiden Funktionen in der Integration von B(yj, ¢r) und die Matrix K}, wird folglich diinnbe-
setzt. Bei den nicht verschwindenden Integralen muss nur iiber einen (kleinen) lokalen Tréger
integriert werden, was den Rechenaufwand weiter senkt. Wir werden die exakte Konstruk-
tion (Knoten-basierter) finiter Elemente im n#chsten Abschnitt genauer diskutieren. Zuvor
sammeln wir noch einige allgemeine Resultate zur Analysis der Galerkin-Diskretisierung:

Satz 3.9 (Existenz, Eindeutigkeit, Stabilitét). Es gelten die Voraussetzungen von Satz
3.6 und X" C X sei ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann besitzt die diskrete Variati-
onsgleichung (3.18) eine eindeutige Losung 4" € X" und es gilt die Stabilititsabschitzung

) 1
la" ]l < = el (3.20)

Proof. Da X" mit derselben Norm wie X wieder ein Hilbert-Raum ist (endlichdimensionale
Teilrdume sind immer abgeschlossen), kénnen wir das Lax-Milgram Lemma auch in X" an-
wenden um Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen. Fiir die Stabilitdtsabschéatzung verwenden
wir die Testfunktion v = @ und die Koerzivitit. O

Wir sehen, dass sich Existenz, Eindeutigkeit, und Stabilitdt direkt von der schwachen For-
mulierung der Differentialgleichung auf die Diskretisierung vererbt. Eine weitere interessante
Eigenschaft ist die sogenannte Galerkin-Orthogonalitit, die wir durch Wahl einer Testfunk-
tion v € X" C X sowohl in (3.14) und (3.18) erhalten. Subtrahieren wir die resultierenden
Gleichungen, so folgt

B(a—4"v)=0 VYwveXp. (3.21)

Dies bedeutet, dass der Fehler & — 4" im durch B definierten Skalarprodukt auf den Teilraum
X}, orthogonal steht. Dies ist #quivalent zur Aussage, dass 4" die Projektion von @ auf X" im
durch B definierten Skalarprodukt ist. Um eine Abschétzung im urspriinglichen Skalarprodukt
zu erhalten, verwenden wir in der Galerkin-Orthogonalitit die Testfunktion v — 4" € X" und
addieren links und rechts B(@ — 4", 4). Damit folgt

B(i — 4" 4 —a") = B(a — 4", 4 —v).
Die linke Seite dieser Identitit kénnen wir unter Verwendung der Koerzivitit durch || — "]
nach unten abschitzen, die rechte Seite unter Verwendung der Stetigkeit durch C/||a—a" ||| —
v|| nach oben. Insgesamt folgt also die Aussage

Lemma 3.10. FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 3.9. Dann gilt
~ ~h C ~ h
|t —a"|| < =]t — v VoeX (3.22)
c

und damit auc c
|a—a"| < = inf |4 — ). (3.23)
C yeXh

Wir sehen also, dass bis auf eine multiplikative Konstante der Fehler bei der Galerkin-
Diskretisierung der kleinstmogliche im gewéhlten endlichdimensionalen Teilraum ist. Man
spricht in diesem Fall von einer Approximation optimaler Ordnung, der Fehler des Verfahrens
l&sst sich durch ein Vielfaches des Projektionsfehlers abzuschétzen. Um den Fehler nun weiter
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und auch konkreter abzuschitzen, verwendet man geeignete Elemente v" in Abhingigkeit
von der jeweiligen Struktur der Basisfunktionen ¢; und der exakten Losung 4. Wir werden
spater sehen, dass im Fall finiter Elemente zumeist eine geeignete Interpolierende gewéhlt
wird, da der Interpolationsfehler am leichtesten abgeschétzt werden kann. Vom Standpunkt
in Kapitel 2 gesehen liefert die Koerzivitit genau die Stabilitédt des Verfahrens, wiahrend der
noch abzuschétzende Teil inf, ¢ xn |4 —v|| als Konsistenz bzw. Konsistenzordnung interpretiert
werden kann.

3.3 Finite Elemente

Abstrakt definiert man ein finites Element als Tripel (K, P, X’) mit den Eigenschaften:

(i) K C R?ist ein kompakte Menge mit nichtleerem Inneren und stiickweise stetigem Rand
(das Elementgebiet bzw. Referenzelement).

(ii) P ist ein endlichdimensionaler Raum von Funktionen auf K (der Raum der Formfunk-
tionen)

(i) X = {Xy,..., Xy} sei eine Basis von P’ (die Knoten).

Die Knotenbasis {¢1, ..., ¢n} erhdlt man dann als Basis von P dual zu P’, d.h. X;(¢;) =
dij. Im oben diskutierten eindimensionalen Fall finiter Elemente kann man K = (0,1) als Re-
ferenzelement wihlen, P als den Raum der affin-linearen Funktionen auf K und X entspricht
den Randknoten {0, 1} oder eigentlich genauer den Distributionen X; = § und X5 = §(. —1).
Dann erhilt man als Knotenbasis ¢;(z) = 1 —x und ¢2(x) = x. Durch (lineare) Transformati-
on des Referenzelements (0, 1) auf beliebige Teilintervalle lassen sich dann die Basisfunktionen
auf einem Gitter konstruieren, so wie im ersten Kapitel verwendet.

Fiir das Versténdnis finiter Elemente ist die obige Definition jedoch eher unhandlich. Wir
werden uns deshalb im folgenden stark einschrinken und eine einfachere und weniger allge-
meine Sichtweise verwendet. Unter finiten Elementen versteht man normalerweise stiickweise
polynomiale Ansatzfunktionen auf einem Dreiecksgitter (Tetraedergitter in 3D) mit lokalem
Support. Wir werden uns im folgenden der Einfachheit halber auch auf den zweidimensionalen
Fall einschrianken, analoges Vorgehen ist aber auch in héheren Dimensionen moglich.

Der erste Schritt zur Konstruktion einer finite Elemente Methode ist dann eine Trian-
gularisierung des Gebiets Q (bzw. einer polygonalen Approximation Q) Der Vorteil einer
Triangularisierung gegeniiber rechteckigen Gittern ist die grossere Flexibilitét bei der Appro-
ximation krummliniger Rénder. Wir nehmen also an, es gilt

M
a= (3.24)
j=1

wobei alle T; Dreiecke sind, und 7;N7; fiir ¢ # j Mengen vom MaBNull sind. Die Schnittmenge
T; NT} soll entweder leer sein, genau einen Punkt (Knoten), oder genau eine Kante enthalten.
Damit nehmen wir implizit an, dass es N Knoten P; gibt, die durch Kanten zu Dreiecken
verbunden sind. Jedem Knoten P; lisst sich dann seine Nachbarschaft N (P;) zuordnen als

NP = | T

P; eaTj
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Es ist in dieser Sichtweise (knotenbasierte Elemente) natiirlich, die Freiheitsgrade in die Kno-
ten P; zu legen. Dies passiert in dem man fiir jeden Knoten eine Ansatzfunktion (finites
Element) mit den folgenden Eigenschaften konstruiert:

v e C((Q)
ilp, = 0;
A =0 wg NP (3.25)

vilTy € Pr(T;) T; C N(P)

Hier bezeichnet P (T;) die Menge der Polynome vom Grad kleiner gleich k auf 7). Die einfach-
ste Wahl fiir knotenbasierte Elemente ist & = 1, was stiickweise lineare Elemente liefert. Diese
sind durch die Bedingungen in (3.25) eindeutig festgelegt, da es fiir eine lineare Funktion in
zwei Dimensionen geniigt die Funktionswerte in der Eckpunkten der Dreiecke zu spezifizieren.

In manchen Anwendungen werden auch Elemente vom Grad k = 0 verwendet, allerdings
liefern diese keine stetigen Ansatzfunktionen mehr und sind deshalb als knotenbasierte Ele-
mente ungeeignet. Man interpretiert solche unstetigen Ansatzfunktionen als volumsbasierte
Elemente, der Freiheitsgrad wird dem Elementmittelpunkt zugeordnet. Eine dritte Klasse von
finiten Elementen sind kantenbasierte Elemente, in denen iiblicherweise der Freiheitsgrad den
Kantenmittelpunkten des Dreiecks zugeordnet wird.

Wir werden jedes Dreieck T} als Transformation des Einheitdreiecks

A~

T:={ (v1,22) €[0,1)* |21 + 22 <1}
betrachten, d.h. T; = SJh(T), wobei die Transformation S’Jh natiirlich von der Gittergrosse

h := max diam 7} (3.26)
j

abhéngt. Diese Transformation und ihrer Skalierung kann spéter vor allem zur Abschétzung
des Interpolationsfehlers effektiv verwendet werden.
Der diskrete Teilraum X" ¢ H'(Q), den wir verwenden werden ist gegeben durch

XM= Ulgi | U" e RV }. (3.27)

Wir beginnen mit der Verifikation, dass X" tatsichlich ein Teilraum von H'() ist.

Lemma 3.11. Sei{p;}i—1.. n C C(R) eine Familie von Ansatzfunktionen, die (3.25) erfiillen.
Dann ist X" definiert durch (3.27) ein Teilraum von HY(Q) und {@i}i=1,.. N ist eine Basis
von X".

Proof. Da Polynome beschrinkt sind, gilt offensichtlich ¢; € L>(Q) C L?(Q2). Um die distri-
butionellen Ableitungen zu berechnen betrachten wir fiir ¢ € C§°(Q2) die Funktionale

o

i—— dzx.
o owy,

wi) = -

Setzen wir die spezielle Form von v; ein so folgt

_ O = v
w@) == [ egedr== 3 [ e (e da

TjEN(Pi)
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mit dem Einheitsvektor e;. Mit dem Gauss’schen Integralsatz erhalten wir daraus

wi)= Y (T?g;[jw -/

T;eN(P)

pieg - n da) .

J

Fiir jede Kante E C 07T} gilt entweder E C ON (P;) und damit ;| = 0 oder die Kante trennt
zwei Dreiecke T und T,,. Da die Normalvektoren an 07; und 07} entgegengesetzt orientiert
und ;, ¥ stetig sind, erhalten wir zweimal das selbe Integral iiber FE mit verschiedenen
Vorzeichen. Aus diesen Argumenten sehen wir, dass

Z / pier -n do =0
oT;

TjEN(P;)
gilt. Damit folgt
Dp; i
- ¥ [ = [
T,EN(P Lk Q 0%k

und damit stimmt die distributionelle Ableltung mit den stiickweise Ableitungen in den Ele-
menten iiberein. Da die stiickweisen Ableitungen wieder Polynome sind, folgt auch deren
Beschriinktheit und damit ¢; € W1°(Q) c H'(Q2). Die lineare Hiille der ¢; ist folglich ein
Teilraum von H!(€).

Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen nehmen wir an es gilt

> aipi =0

fiir a; € R. Da alle Ansatzfunktionen stetig sind, folgt damit auch

ak:Zaigpi(Pk):O, kE=1,...,N.

Also sind die ¢; linear unabhéngig. O

3.3.1 Assemblierung von Matrizen und Vektoren

Das erste Problem bei der praktischen Durchfithrung von finite Elemente Methoden ist die
Triangulierung des Gebiets €2 (oder einer sinnvollen Approximation im Fall nichtpolygonaler
Gebiete). Die Erzeugung eines Gitters ist ein nichttriviales informatisches Problem, vor allem
da das Gitter gewisse Eigenschaften erfiillen sollte, wie wir bei der Analysis im n#chsten Ab-
schnitt sehen werden. In jedem Fall liefert ein typischer Gittergenerator Information iiber die
Knoten, Kanten, und die Dreiecksflichen (oft als Elemente bezeichnet), in 3D iiber Knoten,
Kanten, Flichen und Volumen. Diese werden normalerweise global indiziert, und durch ent-
sprechende Zuordnungsvorschriften werden diese Indizes miteinander in Beziehung gesetzt,
z.B. um zu klédren bei welchen Dreieck ein Knoten als Eckpunkt auftritt.

Wir sehen, dass wir zum Aufstellen des diskreten Problems K,U" = F}, Produkte von
Testfunktionen und gegebenen Funktionen integrieren miissen. In den wenigsten Féllen sind
diese Berechnungen analytisch moglich, weshalb man eine geeignete numerische Integrati-
onsformel auf den Dreiecken verwenden sollte. Diese sollte zumindest eine so hohe Ordnung
aufweisen wie die Approximationsordnung des benutzten Ansatzraumes um nicht den eigent-
lichen Fehler des finite Elemente Verfahrens durch den Integrationsfehler zu dominieren (den
Approximationsfehler werden wir im néchsten Abschnitt abschéitzen).
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Neben der Frage der geeigneten numerischen Integration, stellt sich auch die Frage, wie die
Matrix Kp, und der Vektor F}, aufgebaut (assembliert werden sollen). Nach der obigen Defini-
tion scheint ein knotenbasiertes Vorgehen auf den ersten Blick naheliegend. Dabei wiirde man
alle Knoten des Netzes einmal durchlaufen, und die entsprechende Basisfunktion ¢; (also jene
die jeweils im aktuellen Knoten den Wert 1 annimmt) in Produkten mit allen anderen um-
gebenden bzw. mit der rechten Seite zu integrieren. Dies fiihrt zu einem zeilenweisen Aufbau
der Matrix K} und des Vektors Fj,. Dieser Zugang stellt sich jedoch nicht als der effizienteste
heraus. Ein erstes Problem besteht darin, dass man sich zu jedem Knoten alle benachbar-
ten suchen muss, um herauszufinden, welche der Terme B(y;, ¢;) wirklich integriert werden
miissen. Zweitens muss sich dann zu den Knoten auch noch die entsprechenden Elemente (und
die darin liegenden Stiitzstellen fiir die numerische Integration suchen) um die Assemblierung
wirklich durchzufiihren.

Fiir eine effizientere Assemblierung verwendet man deshalb ein elementweises Vorgehen.
Grundlage dafiir ist die Aufspaltung

(Kn)ij = Blpi,pj) = Z/T (AVi - Voj + cpipj).
1, /T

Man kann also auch eine Schleife iiber die Dreiecke (in 3D Tetraeder) durchfithren und die
einzelnen Integrale iiber T' berechnen. Diese kénnen dann jeweils zum aktuellen Matrixeintrag
((K4)ij, initialisiert mit 0) addiert werden. In dieser Reihenfolge ist auch klar, welche Integrale
jeweils fiir dieses Element berechnet werden, ndmlich genau jene mit Basisfunktion in einem
der Randknoten (9 pro Element fiir Dreiecke in 2D). Ein v6llig analoges Vorgehen ist natiirlich
auch fiir die rechte Seite Fj moglich.

Um diese Assemblierung durchzufiihren ist es wichtig eine lokale Abbildung zwischen den
Elementen und Knoten zu speichern, die jedem Element die Indizes seiner Randknoten und
Kanten zuordnet.

3.3.2 Fehlerabschitzungen

Die Grundlage fiir jede finite Elemente Fehlerabschitzung ist die allgemeine Aussage fiir
Galerkin-Approximationen in Lemma 3.10. Nach dieser Aussage geniigt es den Projektions-
fehler fiir die exakte Losung abzuschétzen. Wir werden diese Abschétzung in diesem Abschnitt
exemplarisch in der Dimension d = 2 fiir stiickweise lineare Basisfunktionen durchfiihren, aber
einige allgemeine Grundideen dabei betonen.

Wir bemerken auch, dass in der Praxis nicht wirklich die exakte Bilinearform und das
wirkliche lineare Funktional ¢ verwendet werden, falls z.B. eine numerische Integration durch-
gefithrt oder der Rand approximiert wird. In Wirklichkeit erhélt man dann eine Bilinearform
By, @ X, x X}, sodass

By (u",v) = (0"(v) Vove Xy,

gilt. Man kann aber dieses Variationsproblem als
B(u",v) = £(v) + 4(v) VoveXy,
schreiben, mit dem Restfunktional

i (v) = Bu", v) — By(u",v) + £, (v) — £(v).
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Nun kann man die Galerkin-Orthogonalitit zu
B(a—a" 4 —a") = B(a —a" 0 — v) + rp(v)

modifizieren. Es geniigt dann " quantitativ abzuschiitzen (z.B. mit den bekannten Methoden
fiir numerische Integration) um wieder eine Fehlerabschétzung fiir 4—a" zu erhalten. Als obere
Schranke erhélt man dann die Summe aus Projektionsfehler und einer von r;, abhingigen
Schranke.

Wir wenden uns nun also der Abschétzung des Interpolationsfehlers zu. Wir sehen sofort,
dass der Interpolationsoperator bei stiickweise linearen Basisfunktionen gegeben ist durch

Ihu = Zu(:vj)cpj(x) Vue ).
J
Der Fehler bei der Interpolation ist also v = w— Ipu. Wir nehmen in der Folge an, dass fiir die
schwache Losung der Variationsgleichung die Regularitit @ € H?(Q) gilt, und nach den oben
diskutierten Einbettungssitzen folgt (in Dimension zwei) @ € C'(£2). Der Interpolationsfehler

ist dann natiirlich auch sinnvoll definiert.
Im folgenden werden wir haufig die Transformation ;‘ zwischen Dreiecken 7T und dem

Referenzdreieck 7' verwenden. Nach der Transformationsregel fiir Integrale gilt

/T pla) do = 5 [ @(SHw) d.

h |-
j 0j Ji

wobei 5;-‘ = |det(VS]’~‘)|. Wir berechnen leicht VSJh = O(h) und damit 5}‘ = O(h?). Wir
nehmen nun an, dass

c1h < Amin(VS]) < Amax(VS)) < eah. (3.28)

Damit folgt c%h2 < 5? < c§h2. Fiir Normen auf 7' erhalten wir folgende Transformation:

9 1 by N2
/Tj o(@)? de = /T o(Sh())? dy

sh
5]'
1
[ 1ve@Pds = 5 [ 19SHvasi WP d
Tj j T
Wir betrachten den Interpolationsfehler in T} zuriicktransformiert auf T, dh. p = (u—

Inhu) o th, fiir u € H*(2). Wegen ulp, € H*(T;) und da (Inu)|g; linear ist, folgt ¢ € HQ(j
Also kénnen wir die H2-Norm von ¢ betrachten, bzw. eine weitere Norm

el = /105 + (P2 + 0 (Po)? + o(Ps)2,

wobei P, = (0,0), P, = (1,0) und P3 = (0,1) gilt. Sei fi(¢) = |p(P;)|, dann ist f; eine
Halbnorm auf H? (T) und das System der Halbnormen (f1, fo, f3) erfiillt die Bedingungen des
Sobolevschen Normierungssatz, d.h. fiir eine lineare Funktion (Polynom vom Grad kleiner
gleich eins) auf 7' gibt es immer ein P; mit o(P;) # 0. Folglich ist die Norm |||.||| fiquivalent
zur H?-Norm auf T, d.h. es existiert eine Konstante ~y, sodass

lellie < llellz < Alliell
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gilt.

Nun betrachten wir die Abschitzung niher fiir ¢ = (u — Ipu) o th. Da (Ipu) o S]h immer
noch linear auf T ist, verschwinden alle zweiten Ableitung. Also gilt |¢|ao = |uoS]h|272. Weiter
ist wegen der Interpolationseigenschaft ¢(Py) = (u — Ihu)(Sj’-‘(R)) = 0 (beachte SJ}.‘(PZ-) ist
Eckpunkt des Dreiecks T; und Ipu interpoliert u in den Eckpunkten). Also folgt |||¢||| =
|uo SJ’»‘|272 und damit

lollz < vluo 87|2z.

Nun koénnen wir die Riicktransformation der Normen auf das Dreieck 7} benutzen, es gilt ja

1

Il = [ (o@P + Vo)) do =

/T_ (6 — Tu)? + (V1) (Vu — V(L)) da.

Nun kénnen wir die obigen Abschitzungen fiir die Eigenwerte von S]h benutzen, um weiter
Zu zeigen

1

loll2, > W/T (1 — Tyw)? + R Vu — V(L)) da.
J 74

Analog kénnen wir die Transformation fiir die zweiten Ableitungen ausrechnen. Es gilt

1
uo S}3, = / Y IV (uo S de = / D IVSHV((VSH) V)il da,
’ % 0f Jr; 5
und mit den obigen Abschétzungen folgt

1 1
luoSh3, < C2h25h/T- D IV(VS)) V) do < dc§h45—h /T > IVoul da
J J k J J k

A

1
274 2
= dCQh 57h|u|H2(TJ)
J
Durch Kombination der obigen Abschitzungen erhalten wir also

/ ((u—Inu) + b’ |Vu = V(Iyu)|*) da < ydesh*ful3z o, -
T

J
Nun summieren wir noch iiber die Dreiecke T und folgern (fiir 2 hinreichend klein, sodass
Clh 2 1)

lu— Dl = 3 / ((u— Tyu)? + Eh2|Vu — V(Iu)[?) do
—~ JT.
7 J

IN

1
C%hzZ/T((u—fhu)?+c%h2|vu—vu,,u)\2) dzx
7 J

IN

2
€3,2 2
’ngh § lulfr ()

J

C% 20,12
= yd—5h7ul3s.
51

Ziehen wir nun abschliessend noch die Wurzel und nennen C = \/’yd%, dann haben wir
folgendes Resultat bewiesen.
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Proposition 3.12. Seien B und ¢ wie oben und v € H'(Q) die Losung des Variationspro-
blems
B(u,v) = {(v) Vv e HY(Q),

mit der zusdtzlichen Regularitit v € H?(Q)). Weiter sei (3.28) mit Konstanten c1, co un-
abhdngig von h erfillt. Dann ezistiert eine von h unabhdngige Konstante C > 0, sodass

lu — Inull12 < Clulah (3.29)
gilt.

Aus der Abschétzung des Interpolationsfehlers und der obigen Galerkin-Fehlerabschétzung
konnen wir nun eine quantitative Fehlerabschitzung fiir die finite Elemente Diskretisierung
angeben.

Satz 3.13. Seien die Bedingungen von Proposition erfillt und sei u" € X" die Losung des
diskretisierten Problems

B(u",v) = £(v) Voe X"

wobei X" der Ansatzraum der stiickweise linearen finiten Elemente ist. Dann gilt die Fehler-
abschdtzung

C ccC
lu—utl12 < ~llu = Ipuli2 < = =fulz2h = O(h). (3.30)

Die obige Technik zur Herleitung von Fehlerabschétzungen kann sowohl beziiglich des
Polynomgrads der Elemente, der Ordnung der Appproximation, als auch der Ordnung der
Ableitungen verallgemeinert werden. Wichtig ist immer auf dem Referenzelement eine ent-
sprechende Abschitzung einer Sobolev-Norm durch eine Halbnorm in einem Sobolev-Raum
hoherer Ableitungsordnung zu erhalten. Die unterschiedlichen Skalierungseigenschaften der
Ableitungen bei der Riicktransformation auf die Dreiecke im Gitter liefern dann Abschitzun-
gen beziiglich h.

Man sieht auch, dass die Eigenschaft (3.28) mit Konstanten c¢;, ¢y unabhingig von h
essentiell fiir die Giite der Fehlerabschéitzung ist. Diese Bedingung lésst sich als eine Bedingung
an die Dreiecke im Gitter auffassen, diese sollte (insbesonders mit kleiner werdendem h) nicht
zu weit entarten. Wie wir in der Ubung sehen werden, kann (3.28) auch als Bedingung an In-
und Umbkreisradius, sowie auch an den kleinsten und grossten Winkel im Dreieck interpretiert
werden.

Die Abschitzung (3.30) ist ein Beispiel einer a-priori Abschitzung, d.h. es werden Eigen-
schaften iiber die Losung u a-priori vorausgesetzt, und damit sind auch die Konstanten in der
Abschiitzung nicht explizit berechenbar (z.B. kennt man |u|z 2 nicht, da man ja die Losung
u nicht kennt). Alternativ lassen sich sogenannte a-posteriori Abschitzungen herleiten, bei
denen die Schranken nur von der diskreten Losung u” (die man wirklich berechnet) abhiingen.
Diese Abschitzungen werden dann vor allem zur adaptiven Verfeinerung des Gitters verwen-
det. Wir werden diese Aspekte in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren und verweisen auf
weiterfithrende Lehrveranstaltungen zur Numerik partieller Differentialgleichungen.

3.3.3 Eigenwerte und Kondition von K}

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir noch einmal die Eigenwerte bzw. Konditi-
onszahl der Systemmatrix Kj. Da K} symmetrisch und positiv definit ist, gilt nach dem
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Rayleigh-Prinzip den grossten und kleinsten Eigenwert aus

VITK,V
Amin = _— 3.31
AT (3:31)
VIK,V
Amax = h (3.32)

By VTV

berechnen, sowie die Konditionszahl als k = ﬁ
Wir definieren nun die Funktion v = ) Vjp;, dann gilt

VIKRW = ViViB(gj, k) = B(v,v).
7.k

Wie wir in der Ubung sehen werden, folgt aus (3.28) die Existenz von Konstanten 1 und [,
sodass

2 2
ﬂl/Ude:mE /#mgzﬂ}vﬁgﬁﬁj/ Ude:ﬁg/v2d:1c.
Q 5 I p 7 I Q

Verwenden wir nun noch die Koerzivitdt und Stetigkeit von B, so folgt

P 2
thH’Uuléz < VTth < th HU”1§2'
B2 vll3 VIV T B vl

(3.33)

Wegen der Normabschitzung ||v]|1,2 > ||v||2 folgt

VIE,Y oceollis ey

Amin = Min —————— > m > —h”.
verM\{oy VIV T uexrfoy B2 |lvl3 T B

Die Abschitzung des grossten Eigenwerts ist schwieriger, da wir im Allgemeinen die H'-
Norm nicht durch die L?-Norm nach oben abschitzen kénnen. Deswegen verwenden wir wieder
die Transformation auf das Referenzelement und bezeichnen mit ¢ die transformierte Funkti-
on, die wiederum linear auf dem Einheitsdreieck ist. Da der Raum der linearen Funktionen auf
dem Einheitsdreieck endlichdimensional ist, und alle Normen auf einem endlichdimensionalen
Raum &quivalent sind, existiert eine Konstante o > 0, sodass

el ry < allellizr

fiir alle linearen Funktionen ¢ auf T gilt. Wie oben erhalten wir

- 1
HUHLZ’(T): \/@’UHLQ(TJ-)
J

~ Clh
191l g1y > vl ¢z

(6%
vl 1z < CT}L”UHB(Tj)-

und

und folglich
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Nach Summation iiber die Dreiecke folgt die sogenannte inverse Ungleichung
«
< — . 3.34
follie < =il (3:34)

Nun kénnen wir auch den grossten Eigenwert abschétzen, und zwar als

3 vl2 2
Amax =  IMax M < max £h2H ||152 < 07042'
VERN\{O} V V 'UEXh\{O} ﬁl H’UHQ ﬁlcl

Abschliessend konnen wir nun auch die Konditionszahl abschéitzen durch

Cﬁgoﬁ 1
< —.
= bt h?

Neben den vom FE-Raum abhéngigen Konstanten «, $; und ¢; sehen wir wieder den Quo-
tienten %, der ein Ma#B fiir die Stabilitit des urspriinglichen Problems ist (siehe Stabilitéits-
abschitzung nach Lax-Milgram). Zusétzlich tritt noch der Faktor % auf, der bei kleinem
h fiir eine sehr schlechte Kondition sorgt, und damit auch besondere Sorgfalt bei der Wahl
iterativer Losungsverfahren erfordert wie wir in Kapitel 5 noch sehen werden.
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Kapitel 4

Zeitdiskretisierung

In diesem Kapitel werden wir kurz ein paar Aspekte der Zeitdiskretisierung parabolischer und
hyperbolischer Probleme diskutieren. Bei einer vertikalen Linienmethode hat man nach der
Diskretisierung im Ort (mit Methoden analog zu Kapitel 2) ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen in der Zeit zu diskretisieren, und es werden tatséchlich dieselben Methoden
wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen verwendet. Allerdings ist bei partiellen Differen-
tialgleichungen besondere Vorsicht geboten wegen der Anderung mit der Diskretisierung h.
Vor allem fiir feine Ortsdiskretisierung erhélt man sogenannte steife gewdhnliche Differential-
gleichungen, die besondere Vorsicht beziiglich der Stabilitit erforden. Wir werden uns deshalb
in diesem Kapitel vor allem mit der Stabilitdt der Verfahren befassen.

4.1 Parabolische Probleme

Ein abstraktes parabolisches Problem ist von der Form

ou .
E—Lu—f, inQxT (4.1)

mit Anfangswerten u(0) = ug, wobei L ein elliptischer Differentialoperator (mit Randbedin-
gungen) ist. Wir nehmen an, dass L bzw. die zugehorige Bilinearform B in H™(2) stabil
ist. Im Falle eines Operators zweiter Ordnung gilt dann unter den typischen Voraussetzungen
L : HY(Q) — H~1(Q). Damit sollten natiirlich f und %—? fiir fast alle ¢ sinnvollerweise Ele-
mente in H~'(Q) sein. Ein bisschen Vorsicht ist noch beziiglich der Abh#ngigkeit beziiglich
t geboten. Dazu verwendet man normalerweise sogenannte vektorwertige Sobolevrdume. Wir
definieren

k m m auj m .
HE(0, T3 H™(Q)) = { we H™(Q) | G- € H™(@),5 = 1,....k )

Analog schreiben wir L2(0,7; H™(2)) im Fall k = 0 bzw. H*(0,T; L?(Q)) im Fall m = 0.
Natiirlich kénnen wir den Raum auch fiir m negativ in der iiblichen Weise definieren.
4.1.1 Schwache Formulierung

Um eine Idee fiir die schwache Formulierung zu erhalten, multiplizieren wir wieder mit einer
Testfunktion v und integrieren, zunéchts nur beziiglich x. Dann gilt

ou
(E,v) —i—/ﬂ(—Lu)v dx = /qu; dx.
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Bis auf den Teil mit der Zeitableitung kénnen wir alle Terme analog zur schwachen Formu-
lierung im elliptischen Fall behandeln und erhalten

ou

<8t v) + B(u,v) = £(v).

Fir $¢ € H~™(Q) und v € H™(Q). Um eine Idee iiber die Zeitabhéingigkeit zu erhalten,

setzen wir wieder v = u und integrieren iiber die Zeit. Dann gilt

IO+ [ Blu.u) ds = Fluld+ [ (Gu) + Blu).u) ds

t
= [ fus) ds + g uol
0

Ist nun B koerziv in H™(£2), dann folgt

1 t t 1
SO e [ Tt ds < o [ 1120 s+ 5 [ Iuts) 1 ds + Slunl

und da ¢t < T beliebig ist, folgt

1 T
sup (b3 < ¢ [ 171 ds + ol

und
T 2 1 T 2 1 2
/ lu(s)|2,5 ds < = / 1£12 00 ds + ~luol3-
0 ¢ Jo c

Damit folgt u € L>(0,T; L*(Q) (mit der offensichtlichen Definition dieses Raums) und u €
L2(0,T; H™(2) mit jeweiliger Stabilititsabschitzung.

Eine Abschétzung fiir die Zeitableitung erhélt man mit der Testfunktion v = (—L)*l%ﬁ
(man beachte dass unter den iiblichen Elliptizitéitsvoraussetzungen —L ein regulérer linearer
Operator von H™ () nach H~"(Q) ist). Es folgt dann

10u 10u

o (O ) O (L (1) O = (0

B(Uﬂ}) + <u7 E> = <a7 (_L) ot

und mit der Koerzivitét folgt nach Zeitintegration

t 1 ¢ 1
o [ I ds OB < 3 [ 112 ds+ 5 [ 1ol ds+ ol

Damit erhalten wir eine Stabilitdtsabschidtzung fir v = (—L)~ 1‘?91; € L*(0,T; H™(R)). Da
(—L)~! ein stetiger Operator von H—m(Q) nach H™(Q) ist, folgt also a“ € L?(0,T; H-™(R)).

Eine verniinftige schwache Losung des parabolischen Problems mlt Anfangswert ug €
L?(92) sollte also

u € L*(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H™(Q)) N HY(0,T; H~Y(Q))

erfiillen. Eine analoge Stabilitéit sollte man dann auch vom diskretisierten Problem erwarten.
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4.1.2 Maximumprinzip

Ist up € L>°(£2) und der Operator L zweiter Ordnung, dann kann man auch wieder Maxi-
mumprinzipien anwenden und daraus eine Losung u € L*°((0,7") x ) mit entsprechender
Stabilitatsabschiatzung erwarten. Das Maximumprinzip gilt analog zum elliptischen Fall, sogar
noch mit einigen Erweiterungen:

Satz 4.1. Sei L ein Operator zweiter Ordnung wie in Kapitel 2 mit ¢ = 0. Weiter sei u €
C(0,T;C?(2)) N CL(0,T;C(Q)) so dass

(?;Z—Lu<0(>0) in Q x (0,7)

gilt. Dann nimmt u kein Mazimum (Minimum) in Q x (0,T] an.

Proof. Angenommen ein Maximum wird in (z,t) € £ x (0,7") angenommen. Dann gilt dort
%(x,t) = 0 und wie in Kapitel 2 Lu(z,t) < 0. Dies ergibt bei Einsetzen in die Gleichung
einen Widerspruch. Im Fall eines Maximums (x,7") wiirde ein Randmaximum beziiglich der
Zeit vorliegen und damit gilt zumindest %(m, t) > 0 und wegen der Maximalitdt im Ort gilt
Lu(z,t) < 0. Einsetzen in die Gleichung fiithrt auch hier zu einem Widerspruch. O

Analoge Aussagen lassen sich natiirlich auch fiir ¢ > 0 zeigen, einige wie z.B. die Erhaltung
von Positivitét sind sogar fiir negatives ¢ moglich. Dazu verwendet man die Transformation
oty mit o hinreichend gross. Es gilt niimlich

ou at OV
E—Lu—e <8t—|—av—Lv>

v=e

und fiir @ > — max c ist der Koeffizient niedrigster Ordnung fiir v sicher positiv. Damit kann
man Maximumprinzipien fiir v anwenden, und da u dasselbe Vorzeichen wie v hat auch wieder
aus Positivitit oder Negativitéit von u schlieflen.

4.1.3 Ortsdiskretisierung

Wir betrachten nun ein im Ort diskretisiertes Problem. Dazu wenden wir entweder direkt
finite Differenzen (mit zeitabhéingigen Werten an den Gitterpunkten) oder finite Elemente
(mit zeitabhéngigen Koeffizienten) fiir die schwache Formulierung

<%,v> +/Q(Lu)v do = /va dx.

m Fall finiter Differenzen fithrt dies auf ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

duh

— K,Uh=FE,  UMo0)=Up. (4.2)
Bei einer finite Elemente Diskretisierung im Ort erhilt man
au* h h h

mit der Massenmatrix
My = (o103} = | pi(@)es(o) da.
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Die Matrix K} (und auch Mj,) ist unter den iiblichen Annahmen symmetrisch positiv
definit. Damit kann man (fiir theoretische Zwecke) die Matrix K}, diagonalisieren. Es existieren
eine orthogonale Matrix S; und eine Diagonalmatrix Y, sodass SgKhSh = Y gilt. Wir
definieren nun V" = S,?U h_ dann folgt

dvh h h h

e + XV = Gy, V0) =1V, (4.4)
mit G, = ST Fj, und V' = STUY. Analog zu Kapitel 1 folgt [|U"|| = ||[V"|, d.h. L?-Stabilitst
kann auch beziiglich V" untersucht werden. Bei einer finite Elemente Diskretisierung kann
man analog vorgehen, wenn man zuerst von links und rechts mit (M, Y 2) multipliziert (so
eine Matrix existiert, da M}, symmetrisch positiv definit ist) und danach die Diagonalisierung
anwendet.

4.1.4 Zeitdiskretisierungen: Explizit, Implizit und Mehrschritt

Wir fithren nun drei verschiedene Zeitdiskretisierungen durch Differenzenquotienten in der
Zeit ein. Wir bezeichnen dazu mit U, ,? T die diskrete Losung zum Zeitpunk t; = k7. Die erste
Wahl ist das explizite Fuler-Verfahren

UlT = Up” + 1(—KpUpT + Fr(ty). (4.5)
Die erste Alternative dazu ist das implizite Fuler-Verfahren
U££1+TKhU££1 :U]];’T+7'Fh(tk+1). (4.6)

Ein drittes interessantes Verfahren erhilt man aus dem Mittelwert der beiden obigen Formeln:
das sogenannte Crank-Nicholson Verfahren
-

5 (Eh(tk) + Fu(ter1)). (4.7)

R he T e rrh
Upia + §KhUk3:1 =Uy" - 2 KU T+

Bei einer finite Elemente Diskretisierung im Ort sehen alle drei Verfahren genauso aus, es
werden nur die Terme, die aus der Zeitableitung resultieren, mit M} multipliziert.

Wir sehen sofort, dass diese Verfahren eigentlich nur drei Beispiele eines allgemeineren
Verfahrens mit Parameter 0 € [0, 1] sind

UM+ 0K UET = U™ — (1= )T KR U™ + 7((1 = 0)Fy(t) + 0F (tks))). (4.8)

Fiir 8 = 0 erhalten wir das explizite Euler-Verfahren, fiir = 1 das implizite Euler-Verfahren,
und fiir § = % das Crank-Nicholson Verfahren. Andererseits kann man dieses Verfahren fiir
0 € (0,1) als Mehrschrittverfahren, wiederum zusammengesetzt aus explizitem und implizitem
Euler-Verfahren interpretieren, d.h. man berechnet eigentlich einen Zwischenschritt U,f_’:l_e

mit Zeitschrittweite (1 — 6)7 explizit und danach U, ,?J:l implizit mit Zeitschrittweite 67
h,T h,T h,T
Uiice = Uy + Q=07 (=KyU." + Fa(tr)) (4.9)

UM+ 0rERUY = UM+ 07 F (tega). (4.10)
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4.1.5 Konsistenz

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Konsistenz der Zeitdiskretisierung. Sei U"
Losung des semidiskreten Problems (4.2) und U, ,? T Losung des voll diskretisierten Problems
(4.8). Aus einer Taylor- Entwicklung erhalten wir (man beachte in der zweiten Gleichung die

zusitzliche Approximation ddtg (tge1) = dt2 (tk) + O(7))
dUh 2 d2Uh
— (7

dt (t)+ 5 2 dt?

duh 72 d2Uh
UM(tri1) — UM (tr) ZTW(tkH) 5 g (W) + O %).

U (tpsr) = UM(tk) = 7 (tr) +O(7°)

Nun multiplizieren wir die erste Gleichung mit 1 , die zweite mit % und addieren sie. Damit
erhalten wir

h h 277h
SO0 (th1) — UM ) = (1= ) (1) — 65 (1) = 21— 20) (1) + O().

Nun setzen wir noch (4.2) ein und erhalten

%(Uh@k-i-l) —UMte)) + (1 = O)KpU" (tg) + 0K, U (th41)

T d2Uh

= (1=0)Fp(ty) + 0Fn((tg41) + 5(1 —20)—5- 12 (t) + O(?).

Also ist der Fehler bei Einsetzen von U" in das voll diskrete Verfahren
d2Uh
dt?
Wir sehen also, dass explizites und implizites Euler-Verfahren einen Fehler erster Ordnung

O() liefern. Das Crank-Nicholson Verfahren (und jedes Verfahren mit der Wahl 6 = +O(7))
liefert eine Fehler zweiter Ordnung O(72), also eine hohere Konsistenzordnung.

T -20)

5 ( (te) + O(7?).

4.1.6 Stabilitat

Im folgenden werden wir uns der Stabilitédtsanalyse der obigen zeitdiskretisierten Verfahren
widmen. Dies werden wir in drei verschiedenen Versionen durchfiihren: beziiglich L?-Stabilit:it
mittels Diagonalisierung der Matrix K}, beziiglich L*°-Stabilitdt mittels M-Matrix Techni-
ken fiir finite Differenzen und beziiglich H'-Stabilitit mittels Variationstechniken fiir finite
Elemente.

L2-Stabilitit

Wie auch schon im Kapitel iiber finite Elemente Methoden diskutiert, ist die L?-Norm einer
Funktion u” auf einem Gitter proportional zu h%multipliziert mit der euklidischen Norm des
Vektors U" von Funktionswerten am Gitter. Deshalb fithren wir hier die Stabilitéitsanalyse
beziiglich der euklidischen Norm des Vektors U,? T durch.

Wie oben verwenden wir die Diagonalisierung S}:LFK rSp = Xp, gilt. Wir definieren wieder
Vi = SgU ,? 7, und erhalten das diagonalisierte Verfahren

Vi1 + 075, Ve = Vie + (1 — 0)72, Vi + 07Gr1 + (1 — 0)7Gy, (4.11)
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mit Gy, = S}TL’F h(tr). Da Xj eine Diagonalmatrix aus den Eigenwerten ;. Damit kénnen wir
(Vie+1); aus der Iterationsformel

I—7(1—=0))\ T

V1)) = Vi)j +
(k—H)j 1+7’9)\j (k)]+1—|-7'9)\j

(0(Grt1) + (1 = 0)(Gr)j)-
Entscheidend fiir die Stabilitdt oder Instabilitdt des Verfahrens ist der Faktor dieser geome-
trischen Reihe. Das Verfahren wird stabil genau dann, wenn

< 1*’7’(1*9))\]‘ <1
1+7’9>\j -

fiir alle j gilt. Die rechte Ungleichung ist wegen der Positivitit der Eigenwerte A; offensichtlich
fiir beliebige Werte 7 und 6 € [0, 1] erfiillt. Die linke Ungleichung ist dquivalent zu

1—|—’7’9>\j2—1—|—7'(1—9))\j

bzw.
2> (1-20)7);.

Wir sehen fiir 6 > %, dass die rechte Seite nichtpositiv und damit immer kleiner 2 ist. Fiir
diese Werte von 6 (und damit auch fir das implizite Euler und Crank-Nicholson Verfahren)
gilt also unbedingte Stabilitét.

Fiir 0 < % erhalten wir nur bedingte Stabilitit mit der Einschriankung

2
T < .
(1 — 2«9) man )\j

Nun erinnern wir uns, dass fiir Kp resultierend aus der Ortsdiskretisierung eines elliptischen
Differentialoperators zweiter Ordnung der maximale Eigenwert max; A\; von der Ordnung %
und damit ist die Zeitschrittbeschrinkung von der Form 7 = O(h?), eine meist zu starke
Einschrinkung. Damit wird auch das explizite Euler Verfahren weniger attraktiv, denn es
ist zwar jeder Zeitschritt sehr einfach durchzufithren, man benétigt aber wegen der kleinen
Wahl von 7 sehr viele Zeitschritte im Vergleich zu einem impliziten oder zum Crank-Nicholson
Verfahren.

L*>-Stabilitat

Eine speziell fiir Ortsdiskretisierungen mit finiten Differenzen sehr interessante Untersuchung
ist die Stabilitédt in der Supremumsnorm, die wir ja auch im elliptischen Fall durchgefiihrt
haben. Wir beschrinken uns dabei der Einfachheit halber auf # = 1 und 8 = 0, d.h. explizites
und implizites Euler-Verfahren.

Wir nehmen an, dass die Ortsdiskretisierung wie in Kapitel 2 eine M-Matrix K, liefert.
Damit ist natiirlich auch die Matrix Ay = I + 7K}, eine M-Matrix (die Nebendiagonalterme
bleiben gleich und negativ, die Diagonalterme werden sogar grosser). Also gilt fiir das implizite
Euler Verfahren

Ul?—fl = A,;lU]?’T + TAgth(tk-i-l)-

Wegen der M-Matrix Eigenschaft gilt ein Maximumprinzip und damit Stabilitét fiir Agl:

h, - h,
U oo < 1AL T Nloo + 71 Fn (tg1) oo)
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wobei fiir A,:l als passende Norm zur Supremumsnorm der Vektoren die Zeilensummennorm
IB]| = max > |Bij]
J

verwendet wird. Die spezielle Gestalt der Matrix Aj als summe einer M-Matrix und der
Einheitsmatrix liefert aber sogar noch mehr, ndmlich die Konstante eins fiir HA,:lH in der
Stabilitdtsabschéitzung, wie wir im folgenden Lemma sehen werden:

Lemma 4.2. Sei B = (I + C)~! fiir eine M-Matriz C € R™*". Dann gilt

|B| = rnlaxz |By;| < 1.
J

Proof. Sei G € R™ beliebig und V' = BG, also (I + C)V = G. Wir nehmen an es gelte
Vi>Gi und V, >V

fiir alle 7 € {1,...,n}. Dann folgt aus der /—ten Zeile des Gleichungssystems

(I+Cop)Vi=Gy— ZCjer-
i

Wegen der Nichtpositivitit der Nebendiagonalelemente in der M-Matrix Cj, und der Eigen-
schaften der Zeilensummen einer M-Matrix folgt

(I+Co)Vy < Go =) CieVi < G+ CuV.
J#L
Also folgt V; < Gy, ein Widerspruch zur Annahme V; > Gy. Damit muss gelten

max V; < max G, min V; > min Gj,
(3 1 K3

wobei man die zweite Ungleichung durch Anwendung des selben Arguments auf —G und —V
erhélt. Insgesamt ist also

1G]loo = max |G;| > max |Vi| = max |(BG);| = max| Y Bi;Gj.
i i i i -
J

Diese Ungleichung gilt fiir beliebiges G € R, also wéhlen wir G so, dass G, = sign(By;) gilt,
wobei der Index k so gewéhlt ist, dass

Z | Bij| = m?XZ | Bijl-
J J
Somit gilt
12 [|Glloe = mgX!ZBijGjl > IZBijj\ = Z | Bl = mgXZ | Bij|
J J J J
und wir erhalten die gewiinschte Abschitzung. O
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Aus dieser FEigenschaft der Matrix Ay, folgt die Abschéitzung
h,T h,T
U1 lloo < 10U Moo + Tl Fh (r41) [l oo-

Summieren wir iiber k in dieser Ungleichung (k =0,..., K — 1), dann folgt

K

h, h,
1UE Moo < 105 Moo + 7> I1Fn(t) oo
k=1

Die Norm der Losung lésst sich also wieder durch die Norm von der Daten (Anfangswert und
rechte Seite) abschétzen. Fiir h — 0 und 7 — 0 sollte (unter geeigneten Annahmen and wug
und f) gelten
h,T
1Ug

oo = |[uo|oo

und . .
7Y NFuti)llo = [ 1F(t)lloo dt,

mit 7' = lim K7. Also wird die Stabilitdtsabschdtzung auch unabhéngig von A und 7.
Fiir das explizite Euler Verfahren gilt
UM = (I = TKR)UST + TFy ().

Die Nebendiagonalelemente der Matrix I — 7K}, sind nun nichtnegativ, die Diagonalelemente
nur unter der Bedingung 7(K}3);j; < 1. In diesem Fall ist die Zeilensummennorm

I = 7EKlloo = max 3 (1 = 7Kn)js| = 1 = 7min }_(Kp)j; < 1.
j J

Also folgt Stabilitdt in der Supremumsnorm, es gilt
h, h,
HUk-':lHOO < ||Uk THoo + 7| Fp (th) [ oo-
Beachtet man, dass (K});j; = O( h—lg) gilt, so folgt wieder bedingte Stabilitit mit Zeitschritten
= O(h?).
H'-Stabilit&t

Wir erinnern noch einmal an das allgemeine Verfahren im Fall einer finite Elemente Diskre-
tisierung im Ort.

MU, + 0T KRUYT, = MUP™ — (1= 0)r KR U + 7((1 — 0) Fy(tg) + 0F (te1))). (4.12)
Hier ist M}, die Massenmatrix und K} die Steifigkeitsmatrix, d.h.
(Mp)i; = (@i, pj) = /Q%'ﬂpj dx

(Kn)ij = B(eig;)

mit der selben Bilinearform B resultierend aus der schwachen Formulierung wie im elliptischen
Fall. Die rechte Seite berechnet sich wieder aus



Man beachte, dass man auch leicht zeitabhéingigkeit von M} und K} hier einbauen kénnte
(etwa wegen zeitlich verénderlicher Koeffizienten in der parabolischen Differentialgleichunge),
was wir der Einfachheit halber aber ignorieren.

Wie schon im Fall elliptischer Gleichungen kann man auch zeitdiskretisierte parabolische
Probleme der Form (4.12) in eine schwache Formulierung iiberfithren und Variationsprinzipien
herleiten. Wir definieren dazu wieder die Funktion

up™ =Y (U 05 (4.13)
J
Dann gilt
(MAULT): =3 (M) (URT); = i, o) (URT); = (pinuy ™),
7 J
und

h, h, h, h,
(KnUp )i = Y (Kn)ig(U ")y =Y Blei, 0)(URT); = Bl up ™).
J J
Mit der obigen Definition der rechten Seite (und unter Ausnutzung der Symmetrie des Ska-
larprodukts und der Bilinearform) kénnen wir also (4.12) dquivalent als

(w1 00) TOTBu i) = (T i) = (L= )T Bl ™, 00) 7 (L= 0) Lt 1) + 0L(tr415 1)),
fir i = 1,...,n schreiben. Da die Funktionen ¢; eine Basis von X" bilden, gilt dann wieder
(gl v) + 0T Bugly,0) = (T, 0) — (1= )7 B(uy™,v) + 7((1 = 6)£(tk; v) + 0Lty 113 v))

fiir alle v € X",

Zur Vereinfachung werden wir bei der folgenden Stabilitdtsuntersuchung annehmen, dass
£ nicht von der Zeit abhéingt. In diesem Fall hat die parabolische Gleichung eine dissipative
Struktur, da das Energiefunktional

B(u) = %B(u, w) — ()

in der Zeit nicht zunimmt. Um dies (formal) zu sehen verwendet man in der schwachen Form
v = (% o und erhélt

_Ou Ou ou ou, 2 dt
=2 4 B, 2y e 2y = T )

Mit Integration iiber die Zeit liefert

E(u(S)) < /‘Hlﬁﬁ+E(6D=EW@%

d.h. das Energiefunktional nimmt in der Zeit ab, solange %7; # 0 gilt.

In Analogie zum kontinuierlichen Fall verwenden wir auch in der schwachen Formulierung
des diskretisierten Problems die zeitliche Verédnderung v = uZ o uk " als Testfunktion (zur
Vereinfachung der Notation lassen wir den Index h, 7 im folgenden weg):

(v,v) + 07 B(ug41,v) = —(1 — 0)7B(ug, v) + 74(v).
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Einsetzen der Definition von v liefert
[0l|* + 07 B(upr1, upr1) — (1 — 0)7B(up, up)) + (20 — 1) B(upy1, ur) — 70 (tp1) + 70(ug) = 0.

Eine einfache Umstellung der Terme und Division durch 7 liefert

Sl Bluger) — Blu) = —(0 = 5)(Blunsa, ) — 2Bnkgr, ) + Blugs ug)) + 200 — 1) Blug, w)

= —(0— %)B(v,v) +2(0 — 1) B(ug, ug).

Wegen der Koerzivitit folgt B(v,v) > c||v||% > 0 und B(ug,ux) > cllugl|3 > 0, wobei |||
die Norm des entsprechenden Sobolev-Raumes bezeichnet (etwa ||.||1 2 fiir einen Differential-
operator zweiter Ordnung). Wegen 6 < 1 folgt

1 1
;IIUH2 + E(upsr) < Eug) — (0 = 5)B(v,v)
und fiir 6§ > % erhalten wir direkt die ”"Energiestabilitéat”

B(ugt1) < [ol* + Eugt1) < E(uy).

Fir 6 < % sind wieder zusétzliche Bedingungen notig, um Stabilitét zu erhalten. In diesem
Fall kann man die Stetigkeit der Bilinearform fiir die Abschéitzung (mit n := % —0>0)

1
—lloll* + E(ukir) < Eur) +1B(v,v) < E(ug) +nC|lv][F.
Energiestabilitéit folgt, falls
1
2 2
ol - ol
also wieder eine inverse Ungleichung gilt. In dem in Kapitel 2 untersuchten Fall (Differen-
tialoperator zweiter Ordnung, Sobolevraum H(2) und stiickweise lineare Ansatzfunktionen)
gilt eine inverse Ungleichung der Form

2 2

o325 o1l

also folgt die Energiestabilitit mit der schon bekannten Bedingung

T < h? = O(h?).

nCp3?
Abschlieflend betrachten wir die Energiestabilitidt noch etwas niher. Aus dem Nichtanstieg
des Zielfunktionals folgt

E(uy) < BE(ug-1) < ... E(ug),
und damit
cllugllt < Blug, ur) < 2B(uo) + 20(ug) < 2B (uo) + 2/1€||||us |z
bzw. dquivalent
e(lluellin — <) < 2B(uo) + €]
Damit erhalten wir wieder eine Stabilitdtsabschitzung

2c

1 1
ol < 20+ 2 o) + S0

d.h. wieder eine uniforme Abschitzung der Norm von u; abhéngig von den Daten (Anfangs-
wert und Linearform).
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4.1.7 Hyperbolische Probleme

In diesem Abschnitt diskutieren wir noch kurz die Zeitdiskretisierung hyperbolischer Proble-
me. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den o¢rtlich eindimensionalen Fall. Wir
untersuchen hyperbolische Systeme erster Ordnung in der Form

Ou _0u

ot 0z’
wobei nun v : 2 x Ry — RP und C : Q x Ry — RP*P gymmetrisch ist. Eine Transformation
hyperbolischer Gleichungen auf eine solche Form ist in grosser Allgemeinheit moglich. Bei-

spiele dafiir sind die in Kapitel 1 untersuchte Transportgleichung, die einfach dem skalaren
Fall des obigen Systems entspricht, oder die Wellengleichung

Pv 0%

=,
ot? 0z?

mit einer positiven Wellenzahl c. Im letzeren Fall erhilt man die Transformation auf ein

System erster Ordnung mit den Variablen u' = % und u? = c%, es gilt dann

oul v 23721) ou?

ot o2 Sz “oz
or _ po_ o
ot ozt Ox

Die Matrix C hat fiir die Wellengleichung also die Form

o:<gg).

C ist eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten =+c.
Durch geeignete Wahl einseitiger Differenzenquotienten im Ort (siehe auch die Diskussion
zur Transportgleichung in Kapitel 1) kann man eine Ortsdiskretisierung der Form

— = L,Uu"
dt i

mit Knotenwerten U” € R™ und einer schief-symmetrischen Matrix L, € R™*™ erreichen,
d.h. (Lp)ij = —(Ln)ji bzw. L:,f = —Lj,. Wir illustrieren dies fiir den Fall der Wellengleichung
und nehmen 0.B.d.A. an, der Vektor U" bestehe zuerst aus den n Gitterwerten von u! und
danach den n Gitterwerten von u?. Sei v;(t) = (U"(t)); und w;(t) = (U"(t));. Wir wihlen
fiir die Ortsableitung von v einen Vorwérts- und fiir jene von w einen Riickwértsdifferenzen-
quotienten. Dann gilt

dv; dw;
= = clwi—wi), = = (v = vy),

Die Matrix Lj; hat dann die Form

T
Ly = 0 c— Dy ’
CD+ 0

wobei D die Matrix fiir den Vorwértsdifferenzenquotienten (siehe Kapitel 1) ist.
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Schiefsymmetrische Matrizen liefern ein Gegenstiick zu symmetrischen Matrizen: ihre Ei-
genwerte sind nicht reell, sondern rein imaginér. Dies sieht man aus der Identitét

My =uw Lyu = - Ly = —(Lu)Hu = —Xullu,

fiir einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor w. Eine schiefsymmetrische Matrix Ly,
kann komplex diagonalisiert werden. Mit einer Matrix @ (sodass Q7Q = QQY = I) und
einer Diagonalmatrix i3 bestehend aus den Imaginérwerten Eigenwerten \; gilt:

L, = QxQ.

Also kénnen wir mit der Transformation V" = Q¥ U" das ortsdiskrete hyperbolische Problem
zZu

dvh

—— =xyh
dt
diagonalisieren, und damit erfiillt jede Komponente die skalare Differentialgleichung
dvh
‘ h
EaR

deren Losung durch _
V(@) = et VI0)

gegeben ist. Wegen |e?9t| = 1 (dies folgt aus der Euler-Formel e’ = cosa + isina) gilt
|th(t)| = \V]h(O)| und damit auch

U ()] = VP (1) = [V™0)| = [U"(0)],

d.h. Erhaltung der Euklidischen Norm von U” in der Zeit.
Zur Zeitdiskretisierung betrachten wir nun explizites und implizites Euler-Verfahren. Beim
impliziten Euler-Verfahren berechnen wir einen Zeitschritt aus

h h h
U1 — TLnUgyq = Uy
Die Diagonalisierung liefert dann
h : h h
Vi = 1i2Vi, = V'
Komponentenweise erhalten wir

1

——(V);.
l—iTUj( i)

(th+1)j =

Wegen |1 —itoj| = 4/1+ 72(7]2- > 1 folgt [(Vi 1);] < [(V{);] und daraus resultiert wieder die
undbedingte Stabilitéit des Verfahrens.
Beim expliziten Euler-Verfahren berechnen wir einen Zeitschritt aus

Uk, = U+ TLRUP.
In diesem Fall ist nach der Diagonalisierung

Vi, =V 4+ misvl,
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komponentenweise erhalten wir
h . h
(Vi) = A +ito;) (Vi)

Der Verstérkungsfaktor ist in diesem Fall 14i70; und fiir o # 0 gilt |1+i70;| = /1 + 0']2. > 1

und damit wird dieses explizite Verfahren instabil. Bei einem System aus mehreren Gleichun-
gen haben wir aber auch noch andere Moglichkeiten ein explizites Verfahren zu konstruieren.
Wir schreiben dazu die Matrix L als Summe einer rechten oberen und einer linken unteren
Dreiecksmatrix, d.h. (wegen der Schiefsymmetrie)

L, = Ry, — R}.
Nun koénnen wir ein explizites Verfahren auch als
Ul +TRIUL, = Ul + TRyU}.

Man beachte, dass man in diesem Fall keine Matrix zu invertieren muss, denn R’ ist ei-
ne untere Dreiecksmatrix. Man kann also schrittweise die Komponenten von U1£L+1 explizit
berechnen. Die Update-Formel kann als

Uty = (I+7RE) ™I+ 7Ry)U}!

geschrieben werden, und fiir die Stabilitdt untersuchen wir wieder die Eigenwerte der Matrix
I+ 7RI+ 7R}). Sei A Eigenwert dieser Matrix mit Eigenvektor V, dann gilt
h

MV 4+7RIV) =V 4+ 7R,V.

Wir untersuchen nun der Einfachheit halber wieder den Fall der Wellengleichung, in dem wir
V = (V1,V2) mit V; € R™ schreiben kénnen und

0 ¢cD
mit der Wellenzahl ¢ und der Matrix D fiir einen einseitigen Differenzenquotienten. Zur ein-
facheren Notation schreiben wir C' = r¢D. Es gilt

I o\ ' (I 0
cT 1 \-ct I
und damit erfiillt die Losung des Eigenwertproblems die Gleichung
1 C
AV_(—CT I—C’TC>V

bzw. mit p = A — 1 folgt uV; = CV, und damit aus der zweiten Gleichung
p2Vo = —(1+ p)CTCVy = —NCTCVs.
Damit ist “—; Eigenwert der negativ definiten Matrix —C7C und es gilt

(A=1)% ==
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fiir ein v € R (Eigenwert von C7C). Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

2

vy 1
A= — 14 Z/~% —4~2,
B) B Y 2

Fiir 42 < 4 ist die Wurzel imaginsir und damit gilt

2 4

AP =)+ - =1,

d.h. das Verfahren wird stabil. Die Bedingung ~v < 2 kann man wieder zu h und 7 in Beziehung
setzen, da ja 72 Eigenwert von 72¢2DTD ist. Wegen der Skalierung der Matrix fiir einen

Differenzenquotienten ist damit héchstens v ~ %°. Die Stabilitétsbedingung lautet also

h

r=0(),

die sogenannte CFL-Bedingung (nach Courant, Friedrichs, Levy). Man erkennt dass diese Be-
dingung wesentlich weniger restriktiv ist als im parabolischen Fall, weshalb im hyperbolischen

Fall bevorzugt explizite Verfahren der obigen Form benutzt werden.
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