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. Betrachten sie das Vorwirts- und Riickwérts Euler Verfahren fiir die 6rtlich eindimen-
sionale Warmeleitungsgleichung mit finite Differenzen Diskretisierung wie im Skriptum.
Zeigen sie folgendes diskrete Maximumprinzip:

min Uy, - (t) < minUp - (tg41) < max Up (tpy1) < max Uy (),

wobei mit min Uy, -(tx) bzw. max Uy, -(t;) das minimale bzw. maximale Element des
Vektors Uy, (1) bezeichnet ist.

. Implementieren sie das Vorwérts-Euler Verfahren fiir die 6rtlich eindimensionale Wérme-
leitungsgleichung wie im Skriptum. Testen sie das Verfahren mit den Anfangswerten
uo(x) = sinmx und up(z) = sin6mz, fir verschiedene Gittergrossen h = 0.01 und
h = 0.001. Wihlen sie bei den Tests zunichst den Zeitschritt 7 = 0.25h? und erhéhen
sie in kleinen Schritten bis zu 7 = h2. Ab wann sind Instabilitéiten sichtbar ?

. Wir betrachten die Warmleitungsgleichung

ou
T Au teRy,ze)
mit der homogenen Neumann-Randbedingung g—g = 0 auf 002 und der Anfangsbedin-

gung u(x,0) = ug(x). Zeigen sie, dass die Losungen dieser Gleichung folgende Eigen-
schaften erfiillen:

(i) Erhaltung des Mittelwerts: Fiir alle ¢ > 0 gilt

/Qu(:n,t) d:)::/Quo(x) da.

(ii) Energiedissipation: Fiir alle ¢t > 0 gilt

/Qu(x,t)2 dr < /Quo(x)2 dz.

iii) Abfall der Dissipationsrate: Fiir alle t > 0 gilt
(iif) g
/ Ve, )2 dz </ Vuo(2)? da.
Q Q
(iv) Entropiedissipation: Fiir alle ¢ > 0 gilt

/ (u(z,t)logu(x,t) —u(z,t)) dr < / (up(z) log up(z) — up(z)) dx.
Q Q



4. Implementieren sie das Vorwérts-Euler Verfahren mit Upwind Schema fiir die 6rtlich
eindimensionale Transportgleichung wie im Skriptum. Testen sie das Verfahren mit den
Anfangswerten ug(z) = sin 7z und

wowy— {1 fire <025
71 0 sonst

fiir verschiedene Gittergrossen h = 0.01 und h = 0.001. Wahlen sie bei den Tests
zunéchst den Zeitschritt 7 = 0.5h und erhohen sie in kleinen Schritten bis zu 7 = 2h.
Ab wann sind Instabilitdten sichtbar ? Vergleichen sie die numerische Losung mit der ex-
akten Losung, die wir aus der Methode der Charakteristiken erhalten und interpretieren
sie die Resultate fiir die beiden verschiedenen Anfangswerte.



