Kapitel 1

Einleitung

Partielle Differentialgleichungen (partial differential equations - PDEs) gehoren zu den am
h#iufigsten auftretenden mathematischen Modellen realer Prozesse. Verschiedenste Prozesse
wie Warmeleitung, Ausbreitung von Wasser- oder Schallwellen, Strémungen, Dynamik von
biologischen Populationen werden heute mit PDEs modelliert, und immer neue Anwendung
wie die Preisbestimmung von Finanzprodukten oder Glittung von Bildern und Computer-
graphiken kommen dazu.

In den wenigsten Féllen ist die analytische Losung dieser Gleichungen moglich, und eine
numerische Losung wird notig. Dazu ersetzt man die Gleichungen durch Gleichungssysteme
in R™ (Diskretisierung), mit moglichst grossem n um die (unendlichdimensionale) Differen-
tialgleichungen sinnvoll approximieren kénnen. Nach der Diskretisierung verbleibt noch die
Aufgabe, das endlichdimensionale Problem numerisch zu 16sen, was meist eine weitere Heraus-
forderung wegen der Grosse der Gleichungssysteme darstellt. In dieser Vorlesung werden wir
uns sowohl mit verschiedenen Diskretisierungsverfahren als auch mit der effizienten Losung
der diskretisierten Probleme befassen. Wie auch bei der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen ist meist eine Unterscheidung nach Typ notwendig, da sich die unterschiedlichen
Eigenschaften elliptischer, parabolischer, und hyperbolischer Gleichungen auch in der Nume-
rik niederschlagen. Im folgenden werden wir fiir drei einfache Beispiele die Grundprobleme
darstellen.

1.1 Beispiele der Numerik partieller Differentialgleichungen

1.1.1 Elliptische Probleme: Poisson Gleichung

Wir beginnen mit der einfachsten Form einer elliptischen Differentialgleichung, ndmlich einem
Randwertproblem fiir die eindimensionale Poisson-Gleichung.

0%u
—@(x) = f(x), x € (0,1),u(0) =0,u(l) =0. (1.1)

Streng genommen ist (1.1) nicht einmal eine partielle, sondern nur eine gewthnliche Differen-
tialgleichung, aber dennoch (oder gerade deswegen) ist dieses Problem gut geeignet um die
Grundziige der Numerik elliptischer Randwertprobleme darzustellen.

Der erste Schritt in den meisten Diskretisierungsverfahren (und wir werden hier nur solche
behandeln) ist die Auswahl eines geeigneten Gitters auf dem gegebenen Gebiet, d.h. auf dem
Intervall (0,1) im Fall von (1.1). Die einfachste Wahl ist ein reguléres Gitter mit den Punkten



xj=7j/(n+1),7=0,...,n+ 1. Als Gitterfeinheit h bezeichnen wir den maximalen Abstand
zwischen benachbarten Punkten, d.h. h = n+_1

Die erste Diskretisierungsart, die wir diskutieren werden, sind finite Differenzen, d.h., wir
versuchen u durch eine Funktion u” zu approximieren, die wir in den Gitterpunkten berechnen,

d.h, wir suchen einen Vektor (u?)j:07___7n+1 wobei u? = u”(z;). Wir sehen sofort, dass wir

durch die Randbedingungen zwei Werte sofort berechnen kénnen, nimlich uff = u”(0) = 0
und ul,; = u(1) = 0. Also eliminieren wir diese zwei Unbekannten und suchen nur nach
dem Vektor Uj, = (U?)]:ln

Um nun die Werte von u;L an den inneren Gitterpunkten zu berechnen, konstruieren
wir finite Differenzen mittels Taylorentwicklung. Fiir eine glatte Funktion ¢ gilt ja (beachte

h = l‘j+1 — :Ej = :Ej — :Ej_l)

1 1

plzjnn) = olzy) + ¢ (@)h+ 50" (@)h* + 2" (@)h* + O(h")
1 1

o(xj—1) = o) — ¢ (xj)h + 590"(%')712 - 690/"(%')/13 +O(hY).

Addieren wir diese Gleichungen und dividieren durch h2, so erhalten wir die Formel

#"(53) = 7 (Plas) — 20(25) + ol 1)) + O().

Daraus erhalten wir den klassischen Differenzenquotienten zur Approximation der zweiten
Ableitung, d.h.,

82Uh 1 h h h

W(iﬂj) ~ ﬁ(uﬁl = 2uj + uj )
und wir ersetzen (1.1) durch die diskretisierte Version

1 .
—ﬁ(ugﬂ_l — 2u? —i—u?_l) = f(z;) :== f;, j=1,...,n. (1.2)

Mit der Matrix K, € R™*"

2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
) 0 -1 2 -1 0 0
Kj = 2 . (1.3)
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 2 -1
0 0 0 0 -1 2

und dem Vektor Fj, = (f(z;))j=1,....n» konnen wir (1.2) in der Form
KUy, = F,. (1.4)

schreiben.

Wir sehen sofort, dass n gross und damit h klein sein muss, damit die obige Taylorent-
wicklung und Approximation sinnvoll ist. Damit erhalten wir ein grosses lineares Gleichungs-
system. Wir beobachten die folgenden Eigenschaften der Systemmatrix Kp:



e Die Matrix Ky, ist dinnbesetzt, d.h. nur ein kleiner Teil der Eintrége ist von Null ver-
schieden. Wie wir sehen werden, ist diese Eigenschaft kein Zufall, sondern tritt bei
allen Verfahren die wir kennen lernen auf. Der Grund dafiir ist die Lokalitéit der Diffe-
rentialoperatoren, es ist intuitiv einleuchtend dass Funktionswerte in weiter entfernten
Gitterpunkten fiir den Wert der Ableitung unbedeutend sind (und dies fithrt dann zu
den Nulleintrégen in der Systemmatrix).

e Die Matrix K}, ist symmetrisch. Dies ist ein Resultat der Symmetrie des Differential-
operators (siehe unten).

e Die Matrix K, ist positiv definit (sieche unten). Dies ist ebenfalls kein Zufall, sondern
ein Resultat der Elliptizitat der Gleichung.

e Die Matrix K}, ist monoton (siehe Kapitel 2), d.h. aus Fj, > 0 folgt Up, = K,_Lth > 0.
Dies ist eine Konsequenz aus dem Maximumprinzip (Monotonie) fiir elliptische Diffe-
rentialgleichungen und wird in diesem Fall durch die Diskretisierung erhalten (was nicht
fiir jede Diskretisierung der Fall ist).

Wir sehen also, dass das Gleichungssystem (1.4) viel Struktur aufweist, die wir auch bei
der numerischen Losung verwenden kénnen. Die Diinnbesetztheit kann z.B. speichertechnisch
ausgenutzt werden, man muss nur die Indizes und Werte der Nichtnullelemente speichern. Wir
werden spéter sehen, dass auch andere strukturelle Eigenschaften fiir die effiziente Losung von
(1.4) wichtig sind.

Wihrend die Losung von (1.4) ein Problem der numerischen linearen Algebra ist, verblei-
ben noch die klassischen Probleme der numerischen Analysis:

e Eristenz und Bindeutigkeit: Existiert die diskrete Losung u” (bzw. Up) und ist sie ein-
deutig ?

e Stabilitit: Bleibt die Losung u” fiir h — 0 beschriinkt (in einem noch zu klérenden Sinn)
?

e Konsistenz: Ergibt sich ein kleines Residuum, wenn man die Losung u der Differen-
tialgleichung in das diskretisierte Problem einsetzt, bzw. konvergiert dieses Residuum
gegen Null fir h — 0 ?

e Konvergenz: Konvergiert fiir h — 0 u” gegen die kontinuierliche Lésung u (in einem
noch zu kldrenden Sinn) ?

h

e Fehlerabschitzung: Konnen wir die Fehler v — u" sinnvoll abschétzen als Funktion von

h (in einer passenden Norm) ?

All diese Probleme werden wir im Laufe dieser Vorlesung behandeln. Fiir unser spezielles Bei-
spiel ergibt sich natiirlich Existenz und Eindeutigkeit sofort aus der positiven Definitheit der
Systemmatrix. Weiter sehen wir aus dem obigen Argument fiir den Differenzenquotienten (an-
gewandt auf ¢ = u) sofort die Konsistenz, falls u glatt genug ist. Dies ist im eindimensionalen
Fall sofort durch die Eigenschaften von f nachpriifbar: f € C* impliziert u € C**2. Im mehr-
dimensionalen steckt hinter solchen Aussagen allerdings die komplizierte Regularitiatstheorie
fiir Losungen partieller Differentialgleichungen.



Als alternative Methode zur Diskretisierung betrachten wir finite Elemente (FE). Die
Grundidee einer FE Methode ist die Berechnung einer Nidherungslosung als Linearkombina-
tion gegebener Basisfunktionen

n
h 4 h
=2 o)
j=1

wobei die Funktionen qﬁ? einen lokalen Trager haben. Die Basisfunktionen werden ebenfalls
mit einem Gitter assoziert und erfiillen iiblicherweise die Bedingung

O (xk) = Gk

mit dem Kronecker-Symbol 4§, das durch 6;; = 1 und d;;, = 0 fiir k¥ # j definiert ist.
Man sieht leicht, dass unter dieser Bedingung die Werte u;‘ tatséchlich die Funktionswerte
an den Gitterpunkten sind, d.h. uh(:nj) = u . Um die Werte uh durch direktes Einsetzen
von uyp, in die Differentialgleichung zu bestlmmen, bréuchte man sehr glatte Funktionen gb?
und hétte ein sehr schlecht konditioniertes Gleichungssystem zu 16sen. Deshalb geht man zur
schwachen Formulierung der Differentialgleichung iiber, die man durch Multiplikation mit
einer Testfunktion, Integration und anschliessender partieller Integraton erhélt. Im Fall von
(1.1) ist die schwache Formulierung gegeben durch die Variationsgleichung

L ou
(w2 = [ s (15)

fiir alle hinreichend glatten Testfunktionen (. Zur Diskretisierung verwendet man nun einen
Ansatz fiir v” wie oben und wihlt die Basisfunktionen 4,0;? als natiirliche Testfunktionen.
Damit erhélt man die diskrete Variationsgleichung

L ouh agpk

Durch Einsetzen der Linearkombination fiir u erhalten wir

Lo
Z/ % &pk d:ru / flx k=1,...,n.

Definieren wir wieder eine Systemmatrix K und einen Vektor F}, in diesem Fall

1 9l Al 1
K;, = < ; a—;(x) E?xk( x) da:>jk_1 n, F, = </0 f(a:)gp?(a;) dx)j:h“’n,

yv="Lyeeey

dann lasst sich das diskrete Problem wieder in der Form (1.4) schreiben.
Wir sehen wieder, dass die Matrix K, diinnbesetzt sein wird, denn fiir grosse Werte von
|7 — k| werden sich die Tréger von 90;-‘ und 902‘ nicht tiberschneiden und damit gilt entweder

a(;ox] () = 0 oder ﬂ(x) = 0. Dies wird noch deutlicher fiir die klassische Wahl stiickweise

linearer Ansatzfunktionen

L falls @ € (21, 7]
¢i(w) = § BT falls ¢ € [, 214 (1.7)
0 falls | — a;| > h



Diese Ansatzfunktionen sind nicht C!, wie wir aber noch sehen werden geniigt es die Ablei-

tungen stiickweise in den Teilintervallen zu definieren. Wir erhalten dann

o6
o

(z) =

1
R
0

falls « € [z;_1, z]

3 falls @ € [z, 2j41]

falls | — z;] > h

Man berechnet leicht die Systemmatrix (Ubung) als

> =

-1 0
2 -1
-1 2
0 0
0 0
0 0

0 O
0 0
0 O
-1 0
2 -1
-1 2

d.h. K}, aus (1.3) und (1.8) unterscheiden sich nur um einen Faktor h. Diese unterschiedliche
Skalierung ist eine Konsequenz der Integration, die bei der Definition der schwachen bzw. FE
Losung verwendet wurde. Der Unterschied zur Diskretisierung mit finiten Differenzen wird
deutlicher an der rechten Seite, die dort aus Punktauswertungen bestand, im Fall der FE
Diskretisierung aber aus lokalen (gewichteten) Mittelwerten. Dadurch kann die FE Methode

auch leicht fiir unstetige (oder sogar distributionelle) rechte Seiten angewandt werden.

Die Eigenschaften der Systemmatrizen resultierend aus finiten Differenzen bzw. finiten
Elementen sind sehr #hnlich, manche Eigenschaften sind aber im FE Fall viel leichter nach-

zupriifen. So sieht man sofort (auch ohne Berechnung) die Symmetrie von Kj, da ja

(Kn)jr =

1 8@5—‘
. o Wy

A

(z) dx

_ [M o
Ox

0

(@)

o¢}

(z) dz = (Kp)k;

gilt. Weiter sieht man sofort die positive Definitheit, da fiir einen Vektor V € R™ \ {0} gilt

V- (KpV) =

2

Auch die Stabilitidt der finiten Elemente Diskretisierung ist leicht nachpriifbar. Man be-



achte, dass

2

o yEY

0
1 1
uh(x x x o
< \//0\ @) d WO ()2 da,

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung in L2([0, 1]) fiir die letzte Zeile verwendet haben.

Die Poincare-Ungleichung
! 2 o
dr < d
| e ds 4/<ax<>) :

fiir Funktionen mit Randwerten ¢(0) = ¢(1) = 0 liefert dann die Stabilitidtsabschéitzung

/|u ()2 d _4/ (%"; (@)2 dwﬁ%/01|f($)|2dx.

Also erhhalten wir eine von h unabhingige Schranke an die L?-Norm sowohl von u” als auch
von G-

1.1.2 Parabolische Probleme: Die Wirmeleitungsgleichung

Als Beispiel fiir ein parabolisches Problem betrachten wir die eindimensionale Warmeleitungs-
gleichung

2
g?(x t) — g Z(x t) = f(z,t), u(z,0)=mwup(z),u(0,t) =u(l,t) =0, xe€(0,1),t€(0,T).
(1.9)
Nun haben wir ein Anfangs-Randwertproblem im Raum-Zeit Zylinder zu l6sen und benétigen
neben der Orts- auch noch eine Zeitdiskretisierung. Dabei stellt sich sofort die Frage nach
der Reihenfolge der Diskretisierung: Soll zuerst im Ort und dann in der Zeit diskretisiert
werden oder umgekehrt (man nennt diese beiden Zugéinge horizontale bzw. vertikale Lini-
enmethode). Man konnte auch direkt in der Raum-Zeit diskretisieren, z.B. durch geeignete
mehrdimensionale finite Elemente. In den meisten Fillen fiihren alle Zugéinge aber auf dhnli-
che Diskretisierungen, so dass wir uns hier auf die vertikale Linienmethode beschranken, d.h.
wir diskretisieren zuerst im Ort.
Bei einer finiten Differenzen Diskretisierung im Ort suchen wir nun die Werte u?(t) an den
Gitterpunkten z; fiir jeden Zeitpunkt. Da wir den selben Differentialoperator diskretisieren,
erhalten wir sofort (mit der obigen Notation) das semi-diskrete Problem

auy,

— (&) + KpUn(t) = FMt),  Un(0) = (uo(25))j=1,..n (1.10)



d.h. ein Anfangswertproblem fiir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen.
Bei einer finiten Elemente Diskretisierung starten wir von der schwachen Form der Wéarme-
leitung

L ou ou
E(%ﬂ‘ﬁ(iﬂ) + o

xr

1
@5t do = [ flotypta) do

und machen fiir u” wieder einen Ansatz als Linearkombination (mit zeitabhéngigen Koeffi-
zienten) der 4,0?, die wir auch als Testfunktionen beniitzen. Damit erhalten wir ein diskretes
System der Form

0
h

1
M)+ K00 = P, 00 = ([ wloed@) (111)
j=1,..n
wobei wir nun zusétzlich eine Massenmatrix My, erhalten, definiert durch
4 1 0 0 ... 0 O
1 4 1 0 ... 0 0
o 1 4 1 ... 0 O
M, =
o 0o 0 0 ... 1 0
o o 0 0 ... 4 1
o 0o 0 0 ... 1 4

Man tiberpriift wieder leicht, dass M}, symmetrisch und positiv definit ist. Zumindest fiir
theoretische Zwecke konnen wir deshalb M;l anwenden und erhalten mit K;, = M;lKh
sowie Fj, = M;th wieder ein analoges System von gewdohnlichen Differentialgleichungen
wie in (1.10) (durch Anwendung von M;l/ ? von links und rechts kann auch die Symmetrie
erhalten werden) . Deshalb beschriinken wir uns im folgenden auf die Zeitdiskretisierung von

(1.10).
Zur Zeitdiskretisierung fiihren wir ein Gitter auf dem Intervall (0,7") ein, zur Vereinfa-
chung wieder ein regulidres Gitter mit Punkten ¢, = k7,k = 0,...,m, und Zeitschrittweite

T = % Nun approximieren wir Uy wieder durch Werte an den diskreten Zeitpunkten, d.h.
wir suchen Uy, ;(t;). Die Zeitableitung konnen wir wieder mit einem Differenzenquotienten
berechnen. Dafiir haben wir nun mehrere Moglichkeiten, wobei die einfachste ein Vorwérts-
differenzenquotient ist, d.h.

dUy, 1

W(tk) ~ = Unr(ti+1) = Unr () - (1.12)

Durch Einsetzen erhalten wir das Vorwdrts-Euler Verfahren, eine explizite Zeitdiskretisierung
der Form

Unr(tks1) = Unr(te) — 7 (KpUnr(tr) — Fr(te)),  Unr(0) = Un(0). (1.13)

Bei der expliziten Diskretisierung ist keine Losung eines Gleichungssystems ndétig, in jedem
Schritt kénnen wir die diskrete Losung direkt durch Anwenden der Matrix Kj aus dem
vorherigen Zeitschritt bestimmen. Dadurch ist in diesem Fall die Existenz und Eindeutigkeit
der diskreten Losung klar. Nicht klar ist jedoch die Stabilitdt der diskreten Losung. Zur
Vereinfachung untersuchen wir dabei den Fall Fj, = 0. Seien A;, j = 1,...,n die Eigenwerte
von Kj, und sei 3 eine Orthogonalmatrix bestehend aus Eigenvektoren, sodass

YTK,Y = diag (\)).



Definieren wir nun V¥ = ETUh,T(tk), dann erhalten wir die Differenzengleichung
VEFL = vE 1 diag (\)V7,

oder komponentenweise

VI = (1 -V

Daraus kénnen wir die Losung als
V=1 -7\

berechnen. Stabilitét erhalten wir nur fir |1 — 7| < 1, da sonst ij geometrisch anwéchst.
Da K;, positiv definit ist, sind alle A; positiv und damit 1 — 7A; < 1. Weiter muss aber
gelten 1 —7); > —1, oder als Schranke fiir die Zeitschrittweite 7 < )\—2] (fiir alle j). Aus der

Skalierung in (1.3) erwarten wir, dass der grosste Eigenwert von K von der Ordnung h~? ist
(dies lisst sich auch beweisen). Also erhalten wir eine Schranke der Form 7 = O(h?), d.h. die
Zeitschrittweite muss sehr klein im Vergleich zur ¢rtlichen Gittergrosse sein.

Eine Alternative zur expliziten Zeitdiskretisierung ist die Wahl eines Riickwérts-Differenzen-

quotienten
dUp,

P (14) e L Une (1) ~ Unrlti) (1.14)

Mit dieser Wahl erhalten wir das Riickwdrts-Euler Verfahren, eine implizite Zeitdiskretisierung
der Form

Unr(tk) + TKpUp - (tk) = Unr(te-1)7EFn(tk),  Un7(0) = Ur(0). (1.15)

Im Gegensatz zu expliziten Verfahren erfordert die implizite Diskretisierung die Losung eines
linearen Gleichungssystems in jedem Zeitschritt. Die Systemmatrix I+7Kj;, hat analoge Eigen-
schaften wie im elliptischen Fall. Wiirde man die obige Diskretisierung aus einer horizontalen
Linienmethode herleiten, so sieht man, dass in jedem Zeitschritt eine Ortsdiskretisierung der
elliptischen Gleichung
2’LLT
ul(x,tg) — TW(az,tk) =u" (x,tg—1) + 7f(x, )

gelost wird. Damit ist natiirlich der numerische Aufwand in jedem Schritt eines impliziten
Verfahrens ungleich hoher als in einem Schritt eines expliziten Verfahrens. Dies kann allerdings
in den meisten Féllen durch eine grossere Zeitschrittweite kompensiert werden. Fiithren wir
fiir Fy, = 0 eine analoge Diagonalisierung wie im expliziten Fall durch, so erhalten wir die
Rekursion

(14 72V =V

mit der Losung
1
Vi=——_ V0
J (1 + T )\j)k J
Danun 1+7X; > 1 gilt, erhalten wir sogar geometrischen Abfall der ij (was die Warmeleitung
ohne Quelle natiirlich besser approximiert) und damit insbesondere Stabilitdt unabhéngig von
der Zeitschrittweite.

10



1.1.3 Hyperbolische Probleme: Die Transportgleichung

Als einfaches Beispiel fiir hyperbolische Probleme (wie alle Differentialgleichungen erster Ord-
nung) betrachten wir die lineare eindimensionale Transportgleichung

%(m,t) + %(z,t) =0, wu(z,0)=ug(x), u(0,t)=0, ze€(0,1),te(0,7T). (1.16)

Wegen der einfacheren Darstellung beschrinken wir uns auf finite Differenzenverfahren zur
Ortsdiskretisierung, diese sind auch die haufigst verwendeten fiir hyperbolische Probleme.
Wie schon zuvor bei der Zeitdiskretisierung haben wir verschiedene Moglichkeiten bei der
Wahl der Differenzenquotienten fiir den Operator erster Ordnung %(w, t). Bei der Wahl eines
Vorwartsdifferenzenquotienten erhalten wir das semidiskrete Verfahren

du™ 1
ZL0) = — (g — (1) (1.17)
bei einem Riickwartsquotienten
dul 1
S0 =~ (h — (1) (118)
und bei einem zentralen Differenzenquotienten
du® 1
d—tj(t) = _%(U?H - U?—1(t))- (1.19)
In Matrixform erhalten wir in jedem Fall
dUy,
——(t) = DyUL(t
(1) = DyUL()
mit den Matrizen
1 -1 0 0 0 0
O 1 -1 0 0 O
) 0 O 1 -1 ... 0 O
Dr==-|0 0 0 1 ... 0 0
O T
0O 0 O 0 1 -1
0 0 O 0 0 1
-1 0 0 O 0 O
1 -1 0 0 0 O
1 1 -1 0 0 0
Dh - 7 . . )
0 0 0 O -1 0
0 O 0 O 1 -1
und
0 -1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0
De 1 0 1 0 -1 0 O
h — ﬁ L
0 0 O 0 0 -1
0O 0 O 0 1 0



Man sieht sofort, dass beim Vorwérts- und beim zentralen Differenzenquotienten Probleme
mit den Randbedingungen auftreten, da der Wert von u/* +1, d-h. von ul(1) benstigt wiirde.
Beim Riickwirtsdifferenzenquotienten hingegen geniigt es den Wert von ug = u"(0) = 0
einzusetzen, was der gegebenen Randbedingung entspricht.

Im Fall des Riickwértsdifferenzenquotienten kénnen wir das semidiskrete Problem explizit
l6sen. Wegen ug = 0 erhalten wir fiir u}L die Differentialgleichung

—(t) = ——uy, u7(0) = ug(x

o ()= —pui 1(0) = uo(z1)
mit der Losung uf(t) = e_%uo(azl). Die weiteren Gleichungen kénnen wir ebenfalls explizit
16sen und erhalten induktiv

uh(t) = e Zuom)ﬁ <%>]_ ,

Man sieht sofort die Stabilitdt des Verfahrens in der Supremum-Norm, es gilt

J j—i Jj—1 i
h _t 1 t ot 1/t
O] < F Y el = <5) < maug (e F 3+ (E < mise ()] < oo
i=1 i=0

Bei einem Vorwiirtsdifferenzenquotienten erhalten wir hingegen
1 t " 1 t i_j t . t—s
h t —j t=s p
uj(t) = et Zuo(l’i)ﬂ <_ﬁ> —/0 (s =t)" Ve m upyy(s) ds
i=j

und sehen sofort dass wir durch den Faktor e% einen in der Zeit wachsenden Anteil erhalten,
der fiir Instabilitéit des Verfahrens sorgt. Beim zentralen Differenzenquotienten erhélt man in
dhnlicher Weise Instabilitét.

Der Grund fiir die Stabilitdt des Vorwértsdifferenzenquotienten liegt in der Ausbreitung
der Charakteristiken der hyperbolischen Gleichung (1.16). Die charakteristischen Gleichungen
sind gegeben durch

dt dz

— =1, — =1,

dr dr
und somit erhélt man Charakteristiken als Geraden der Form = = ¢ + c¢. Entlang der Charak-
teristiken gilt in diesem Fall sogar d%u(m(T),t(T)) = 0, d.h. die Losung ist konstant. Gehen
wir vorwérts in der Zeit, dann wird die Information entlang der Charakteristiken also von
links nach rechts ausgebreitet. Dieser Sichtweise entspricht der Riickwiértsdifferenzenquotient,
da er zur Berechnung des Wertes am Gitterpunkt z; nur Werte links dieses Gitterpunkts ver-
wendet. Der Vorwirts- und zentrale Differenzenquotient verletzen hingegen die Kausalitét, da
sie zur Berechnung des Wertes in x; auch auf den rechten Gitterpunkt x;q zugreifen. Man
sieht in diesem Beispiel, dass die Charakteristiken bei hyperbolischen Problemen von grosser
Bedeutung fiir die Konstruktion stabiler Verfahren sind. Wollen wir die Analysis also auf eine
allgemeinere Gleichung, etwa

ou ou
ot (x¢t)+v(x>t)ax($v ) 07 U(ZE,O) u0($)7 ( 0)
verallgemeinern, so berechnen wir zuerst die Charakteristiken
dt dx
—=1—= t).
dr “dr vz, ?)
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Hier kénnen wir wieder ¢ = 7 setzen und erhalten also ‘fl—f = v(z,t). Fiir die Ausbreitungs-

richtung der Charakteristiken ist dann nur das Vorzeichen von v entscheidend. Ist v positiv
verwenden wir wie oben den Riickwirtsdifferenzenquotienten, andernfalls den Vorwiértsquo-
tienten. In Kurzform erhalten wir so das Upwind- Verfahren

d—tj + max{v(xj,t),O}]TH + min{v(xj,t),O}% =0.

Im allgemeinen ist es nicht moglich, die semidiskreten Probleme wie oben zu 16sen, weshalb
auch eine Zeitdiskretisierung notwendig ist. Hierzu wéhlen wir wieder Gitterpunkte ¢, = k7
auf der Zeitskala, mit kleinem Zeitschritt 7. Wir bezeichnen die Werte der diskreten Losung
am Ort z; und zum Zeitpunkt ¢, mit u?k Nun haben wir wieder mehrere Moglichkeiten
fiir die Wahl des Differenzenquotienten in der Zeit. Der Einfachheit halber wéahlen wir den
Vorwértsdifferenzenquotienten und erhalten wir das Vorwérts-Euler Verfahren

u?,k—i—l - U?k U?k - u?—l,k

T + h

das die explizite Berechnung der Werte im néchsten Zeitschritt als

=0,

h T\, h T h
Uikar = (L= 2)ufp + pui
erlaubt. Aus dieser Formel sehen wir auch die Stabilitit des Verfahrens abhéingig von A = 7.
Fiir A <1 ist die Losung im néichsten Zeitschritt Konvexkombination von Werten im letzten
Zeitschritt und Maximum und Minimum koénnen deshalb im Verlauf der Zeit nicht grosser
werden. Durch Riickeinsetzen der Zeitschritte erhalten wir

ulty, = f: ( ; ) (1= NP N ug (54

=0

mit ug(xg) = 0 fiir £ < 0. Um die Stabilitét abzuschétzen verwenden wir fiir A <1

k
n —iyi
<3 () 0N w1 = e

Fiir A > 1 kénnen hingegen Instabilitdten auftreten, da man ein geometrisches Wachstum mit
Faktor > 1 erhalten kann. Sei z.B. der Anfangswert so, dass ug(x¢) = 1 und ug(z;) = 0 fiir
J > 0 gilt. Dann ist uZ = \¥, dieser Wert wichst also in der Zeit stark an und das Verfahren
ist deshalb instabil. Man nennt die Beschréinkung A < 1 die CFL (Courant-Friedrichs-Levy)
Bedingung. Fiir die allgemeinere Gleichung (1.20) wird Stabilitdt analog durch die CFL-
Bedingung A < [|v[|o erreicht.

Die CFL-Bedingung kann auch beziiglich der Charakteristiken interpretiert werden, da
ja auch das diskrete Verfahren eine analoge Eigenschaft hat. Im diskreten Fall wird ja die
Information entlang der Geraden mit Steigung A fortgepflanzt, im stetigen Fall entlang der
Charakteristiken mit Steigung 1. Die CFL-Bedingung impliziert also, dass die ”diskreten
Charakteristiken” nicht steiler sind als die kontinuierlichen, d.h. die Information wird im
numerischen Verfahren nicht schneller fortgepflanzt als in der Differentialgleichung.

Beziiglich des zentralen Differenzenquotienten kann das Upwind-Verfahren auch als Ver-
fahren mit kiinstlicher Diffusion dargestellt werden

h h h h h h h
Uikl ~ Uik Uik~ Yonk bk — 2ujy +uj g
T 2h 2 h2 ’
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Der Differenzenquotient auf der rechten Seite ist eine Diskretisierung der zweiten Ableitung
und damit approximieren wir die Differentialgleichung

ou n ou h 0%u
ot  Oxr 20z’
d.h. wir erhalten kiinstliche Diffusion mit Koeffizienten % Da der Diffusionskoeffizient von h
abhingt, sollte dieser zusétzliche Effekt mit kleiner werdender Gittergrosse verschwinden.
Abschliessend koénnen wir noch den Fehler bei der numerischen Approximation untersu-

chen und nehmen dazu an, dass die Losung der Transportgleichung u € C? erfiillt. Definieren
wir den punktweisen Fehler als egﬁ p = u? p — w(xj, ty), so gilt

i = (L= Nef+ el |+ (1= N (ulay, te) — u(zj, tepr)) + Mulzjot, tr) — ulzy, te)).

Nun erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

0
u(xjatk) - u(xjytk+1) = —a—j(xj,tk)T + O(T2)
0 0
w(zj—1,te) — w(zj, tpr1) = __Z?Z (2, te)h — _81: (2, tr)T + O(T% + h?)

und damit

(1 =M (u(zj, tg) — ulz), trr1)) + Mu(zj—1,tx) — ul(zj, tgy1))

P B o
- A)Ta—";(g;j,tk) _ Afa—j(a;j,tk) — )\ha—Z(xj,tk) + O+ Ah?)
ou ou
= =7 (@i t) + 5 (w5, t) +0O(12 + Ah?).
=0

Fiir den maximalen Fehler in jedem Zeitschritt e = max; |e§-‘7 «| erhalten wir dann die Abschétzung
efy <ep+CAR? +72)

und nach Riickeinsetzen
e <eh+ Ckr(h+ 7).

Da in jedem Fall £ = O(7~1) gilt, folgt eine Fehlerabschitzung erster Ordnung

eﬁ < eg—l—C’(h+7').
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