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Kapitel 1

Einf�uhrung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die numerische L�osung von partiellen Di�erentialglei-

chungen. Keine vorherigen Kenntnisse �uber partielle Di�erentialgleichungen oder deren

Anwendungen werden vorausgesetzt. Wir ho�en, dem Leser einen �Uberblick �uber dieses

gro�e Gebiet zu geben, indem eine beschr�ankte Auswahl von beispielhaften Methoden

und Problemen detailliert behandelt wird.

1.1 Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

Das einfachste Beispiel einer partiellen Di�erentialgleichung ist eine Gleichung mit nur

einer Ver�anderlichen. In diesem Fall sprechen wir von einer gew�ohnlichen Di�erentialglei-

chung. Eine allgemeine gew�ohnliche Di�erentialgleichung erster Ordnung wird in Glei-

chung (1.1) dargestellt:

F (u(t); _u(t); t) = 0 ; t 2 G � R1

u : G �! Rn

F : Rn � Rn �G �! Rn :

9>>=>>; (1.1)

In Gleichung (1.1) ist F eine vorgeschriebene Funktion, eine Abbildung von

Rn � Rn � G �! Rn . G ist ein Teilgebiet von R1 . Eine L�osung u von Glei-

chung (1.1) ordnet jedem t 2 G einen Vektor u(t) zu.

Die Gleichung (1.1) ist sehr allgemein. Eine spezielle Form von (1.1) wird in Gleichung

(1.2) gegeben.

_u(t) = f(u(t); t) ; t 2 (a; b)

u 2 C1[(a; b);Rn ] :

)
(1.2)

Gleichung (1.2) unterscheidet sich von Gleichung (1.1) in folgender Weise:
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1. Es ist angenommen worden, da� die Gleichung (1.1) f�ur _u(t) gel�ost werden kann,

damit die Gleichung F = 0 nach der Form _u = f aufgel�ost werden kann, wo f

bekannt ist.

2. Statt eines allgemeinen o�enen Gebiets G aus R1 wird ein o�enes Intervall (a; b)

betrachtet.

3. Zuletzt sind einige Voraussetzungen �uber die Di�erenzierbarkeit von u gemacht

worden, und zwar, da� u stetig di�erenzierbar ist.

Die Gleichung (1.2) hat im allgemeinen mehrere L�osungen. Betrachten wir z.B. die lineare

Gleichung mit n = 2 :

_u1(t) = u2(t)

_u2(t) = u1(t)

)
(1.3)

Aus Gleichung (1.3) l�a�t sich leicht erkennen, da� die erste Komponente u1(t) eine

gew�ohnliche Di�erentialgleichung zweiter Ordnung erf�ullt:

�u1(t) = u1(t) (1.4)

Hieraus folgt, da� die allgemeine L�osung von Gleichung (1.3) von zwei Parametern � und

� abh�angt, wie in Gleichung (1.5) dargestellt.

u1(t) = �et + �e�t

u2(t) = �et � �e�t

)
(1.5)

Durch geeignete Wahl von � und � in Gleichung (1.5) l�a�t sich jede L�osung von Gleichung

(1.3) bestimmen. Es gibt zwei M�oglichkeiten, die h�au�g vorkommen.

1. Man kann die Werte von u, d.h. von den zwei Komponenten u1 und u2, an der Stelle

t = a festlegen:

u1(a) = �1 ;

u2(a) = �2 ;

)
(1.6)

wobei �1 und �2 vorgeschriebene Konstanten sind. Dies hei�t eine Anfangswertauf-

gabe oder ein Anfangswertproblem f�ur Gleichung (1.3).

2. Man kann den Wert von u1 an der Stelle t = a und u2 an der Stelle t = b festlegen:
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u1(a) = �1 ;

u2(b) = �2 ;

)
(1.7)

wobei �1 und �2 wieder zwei vorgeschriebene Konstanten sind. Dies hei�t ein Rand-

wertproblem oder eine Randwertaufgabe f�ur Gleichung (1.3).

Walter [1976] ist eine Einf�uhrung in die klassische Theorie gew�ohnlicher Di�erential-

gleichungen. Neuere Gesichtspunkte werden in Wiggins [1990] und in den dort zitierten

B�uchern beschrieben.

1.2 Partielle Di�erentialgleichungen

Jetzt werden wir die vorherigen �Uberlegungen f�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

auf den Fall von partiellen Di�erentialgleichungen �ubertragen. Es sei G ein Gebiet des

Rm . Ein Punkt aus G wird mit x = (x1; : : : ; xm) bezeichnet. Auf G sei ein Vektor u

mit n-Komponenten u1; u2; : : : ; un de�niert. Die Komponenten von u seien p-mal stetig

di�erenzierbar. F sei eine Abbildung von R` �! Rn , wobei

` = m+ n

"
1 +

m

1!
+ : : :+

m(m+ 1) : : : (m+ p� 1)

p!

#
: (1.8)

Gesucht wird u , so da� u die folgende partielle Di�erentialgleichung erf�ullt:

F (x;u; Du; : : : ; Dpu) = 0 ; x 2 G ; (1.9)

wobei Du; : : : ; Dpu die partiellen Ableitungen von u darstellen. Die partielle Di�erential-

gleichung (1.9) ist der gew�ohnlichen Di�erentialgleichung (1.1) formal �ahnlich. Dennoch

sind partielle Di�erentialgleichungen theoretisch und numerisch wesentlich schwieriger zu

behandeln als gew�ohnliche Di�erentialgleichungen.

1. Der numerische Aufwand steigt mit der Anzahl der Dimensionen sehr rasch. Dies

l�a�t sich leicht einsehen. Wenn wir z.B. eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung auf

dem Intervall [0; 1] l�osen wollen, k�onnen wir 1.000 St�utzpunkte im Intervall nehmen

und die L�osung auf diesen St�utzpunkten mit einer modernen Rechenanlage schnell

berechnen. Wenn wir eine partielle Di�erentialgleichung auf einem Einheitsw�urfel

in d-Dimensionen betrachten und in jeder Richtung 1.000 St�utzpunkte nehmen,

dann gibt es insgesamt 103d St�utzpunkte. Aus diesem Grunde wurde es erst in den

letzten Jahren m�oglich, Probleme in 3 oder mehr Dimensionen mit annehmbarer

Genauigkeit numerisch zu l�osen, und die numerische L�osung von partiellen Di�eren-

tialgleichungen ist ein Grund f�ur die Entwicklung von sog. Super-Computern mit

sehr gro�er Leistungskapazit�at.
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2. Das allgemeine Gebiet in einer Dimension ist ein Intervall und dies hat sehr einfa-

che topologische Eigenschaften. Bei Problemen in h�oheren Dimensionen ist es n�otig,

viel kompliziertere Gebiete zu betrachten. Man braucht nur daran zu denken, wenn

man die W�armeverteilung in einem Dieselmotor berechnen will. Die topologischen

Komplikationen eines Dieselmotors mit seinen verschiedenen Brennkammern lassen

sich leicht vorstellen. Man kann deshalb einsehen, da� die Betrachtung von relativ

komplizierten R�andern immer sehr gro�e Schwierigkeiten f�ur partielle Di�erential-

gleichungen mit sich bringt.

3. Die Theorie von partiellen Di�erentialgleichungen ist viel komplizierter als die von

gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen. Fragen �uber Existenz, Eindeutigkeit und Dif-

ferenzierbarkeit der L�osung sind oft nicht leicht zu beantworten. Diese Schwierigkei-

ten spiegeln sich wider in der Theorie f�ur numerische Methoden, weil es nat�urlich

einen engen Zusammenhang gibt zwischen numerischen Methoden einerseits und

der Existenz- und Eindeutigkeitstheorie andererseits. Viele Existenzs�atze st�utzen

sich sogar auf einfache numerische Methoden.

4. Die mathematische Theorie von und die numerischen Methoden f�ur partielle Di�e-

rentialgleichungen verlangen eine enge Verkn�upfung mit den jeweiligen Anwendun-

gen, so da� auch diese Bestandteil der Vorlesung sind.
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Kapitel 2

Einige einfache L�osungsmethoden

2.1 Die Methode der Trennung der Ver�anderlichen

Betrachte die partielle Di�erentialgleichung

F (x; u;Du;D2u; : : : ; Dpu) = 0 mit x = (x; y) 2 R2 (2.1)

Man macht den Ansatz, da� die L�osung u(x; y) als ein Produkt von zwei Funktionen X(x)

und Y (y) darstellbar ist, wobei X und Y nur von x bzw. y abh�angig sind:

u(x; y) = X(x) Y (y) (2.2)

Man setzt 2.2 in die Gleichung 2.1 ein und versucht, z. B. durch das Produkt X(x)Y (y)

zu dividieren, die Gleichung auf die Gestalt

�(x;X; _X; �X; : : : ; X(p)) =  (y; Y; _Y ; �Y : : : ; Y (p)) (2.3)

zu bringen, mit

X(k) =
dk

dxk
X(x);

Y (k) =
dk

dyk
Y (y):

Es folgt aus 2.3, da� es eine Konstante � gibt, mit

�(x;X; _X; �X; : : : ; X(p)) = �; (2.4)

 (y; Y; _Y ; �Y : : : ; Y (p)) = �: (2.5)
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Die Gleichungen 2.4 und 2.5 sind gew�ohnliche Di�erentialgleichungen zur Bestimmung

von X und Y .

L�a�t sich z. B. die Gleichung 2.4 in die Gestalt einer linearen Di�erentialgleichung mit

konstanten Koe�zienten,

p(D)X = 0; (2.6)

p(D) :=
pX

k=0

akD
k; (2.7)

schreiben, so ist

X(x) = e�x (2.8)

eine L�osung wenn � eine Nullstelle des Polynoms

p(�) = 0 (2.9)

ist.

Beispiel:

Man betrachtet die Wellengleichung

uxx = uyy:

Der Ansatz

u = XY

f�uhrt zu der Gleichung

�XY = X �Y :

Durch die Division durch XY erh�alt man

�X

X
=

�Y

Y
= �:

Die Gleichung
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�X

X
= �

l�a�t sich als

�X � �X = 0

schreiben, so da�

X(x) = e�x

eine L�osung ist, falls � eine Nullstelle des Polynoms

p(�) := �2 � �

ist.

Es folgt, da�

u(x; y) = X(x) � Y (y)
= [a1e

p
�x + a2e

�p�x] � [a3e
p
�y + a4e

�p�y]
eine L�osung von

uxx = uyy

ist, wobei a1; a2; a3; a4 und � beliebige Konstanten sind.

2.2 Die Methode von Lagrange

Sei

a(x; y; u)ux + b(x; y; u)uy = c(x; y; u) (2.10)

eine quasilineare Gleichung in den zwei unabh�angigen Ver�anderlichen x; y.

Man betrachtet die gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen

dx

a(x; y; u)
=

dy

b(x; y; u)
=

du

c(x; y; u)
(2.11)

und versucht zwei unabh�angige L�osungen dieser Gleichungen

�(x; y; u) = c1 = Konstante

 (x; y; u) = c2 = Konstante

)
(2.12)
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zu �nden.

Seien F (�;  ); f(�) und g( ) beliebige Funktionen. Wird u = u(x; y) durch eine der

Gleichungen

F (�;  ) = 0;

 = f(�);

� = g( )

9>>=>>; (2.13)

de�niert, dann ist u eine L�osung der Gleichung 2.10.

Beispiel

Man betrachtet die Di�erentialgleichung

(y + u)ux + yuy = x� y:

Die entsprechenden gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen sind:

dx

y + u
=
dy

y
=

du

x� y

Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung:

d(x+ u)

x + u
=
dy

y
;

so da�

ln(x + u) = ln y + Konstante;

oder

x + u = Konstante � y

oder

x + u

y
= Konstante:

Man setzt:

�(x; y; u) :=
x + u

y
:

Es gilt auch aus der ersten und zweiten Gleichung:

d(x� y)

u
=

du

x� y
;
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so da�

(x� y) d(x� y) = u du;

(x� y)2

2
=

u2

2
+ Konstante;

(x� y)2 � u2 = Konstante

Man setzt:

 (x; y; u) := (x� y)2 � u2:

Eine L�osung u der Gleichung 2.5 wird durch

 (x; y; u) = f(�);

d. h.

(x� y)2 � u2 = f(
x + u

y
)

f�ur jede beliebige Funktion f de�niert.

Probe

Aus der vorhergehenden Gleichung folgt:

2(x� y)� 2uux = f 0 � 1 + ux

y

oder

ux =
2y(x� y)� f 0

2uy + f 0

und

�2(x� y)� 2uuy = f 0 � yuy � (x + u)

y2

oder

uy =
�2y2(x� y) + (x+ u)f 0

2uy2 + yf 0

Es folgt:

(y + u)ux + yuy = (y + u) � 2y(x� y)� f 0

2uy + f 0
+
�2y2(x� y) + (x + u)f 0

2uy + f 0
:

usw.
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Begr�undung der Methode

Sei � wie in 2.12 de�niert. Dann gilt

�x(x; y; u)dx+ �y(x; y; u)dy + �u(x; y; u)du = 0 (2.14)

wo dx; dy; du die Gleichung 2.11 erf�ullen. Es folgt1:

a(x; y; u)�x + b(x; y; u)�y + c(x; y; u)�u = 0: (2.15)

Ebenfalls gilt:

a(x; y; u) x + b(x; y; u) y + c(x; y; u) u = 0: (2.16)

Aus den Gleichungen 2.15 und 2.16 folgt:

a(x; y; u)����� �y �u

 y  u

�����
=

b(x; y; u)����� �u �x

 u  x

�����
=

c(x; y; u)����� �x �y

 x  y

�����
: (2.17)

Aus der Identit�at 2.13, F (�;  ) = 0, folgt:

F�[�x + �uux] + F [ x +  uux] = 0

F�[�y + �uuy] + F [ y +  uuy] = 0;

so da� ����� �x + �uux  x +  uux

�y + �uuy  y +  uuy

����� = 0

oder ����� �x  x

�y  y

�����+
����� �u  u

�y  y

�����ux +
����� �x  x

�u  u

����� uy = 0;

so da�

����� �y �u

 y  u

����� ux +
����� �u �x

 u  x

�����uy =
����� �x �y

 x  y

����� : (2.18)

1Siehe Bemerkung
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Aus den Gleichungen 2.17 und 2.18 folgt:

a(x; y; u)ux + b(x; y; u)uy = c(x; y; u): 2 (2.19)

Bemerkung

Die Herleitung und Erkl�arung der Gleichungen 2.14 und 2.15 ist nicht einwandfrei.





Kapitel 3

Die Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist eine Erweiterung der Punktmechanik. In der Punktmecha-

nik werden Eigenschaften, wie Masse, idealisierten Massenpunkten zugeordnet. In der

Kontinuumsmechanik dagegen wird so postuliert, da� solche Eigenschaften r�aumlich ver-

teilt sind und durch Dichtefunktionen beschrieben werden k�onnen, so da� z.B. die Masse

eines Volumenelements V durch

Z
V

�(x) dx (3.1)

gegeben wird, wobei �(x) die Dichte im Punkt x ist.

Literatur:

Becker, E. und B�urger, W.: Kontinuumsmechanik. Stuttgart: Teubner, 1975.

Prager, W.: Einf�uhrung in die Kontinuumsmechanik. Basel: Birkh�auser, 1961.

Truesdell, C.: The Elements of Rational Continuum Mechanics. Berlin: Springer, 1965.

Truesdell, C. und Toupin, R.A.: The Classical Field Theories. Handbuch der Physik,

Bd. III/1. Berlin: Springer, 1960.

3.1 Gravitation

Gem�a�dem Newtonschen Anziehungsgesetz �ubt ein Massenpunkt M mit Masse m im

Punkt � eine Anziehungskraft
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F = +

m

j� � xj2 �
� � x

j� � xj
= +
 grad

x

m

jx� �j (3.2)

auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus, wobei 
 eine Konstante ist.

u(x;M) :=
m

jx� �j (3.3)

hei�t die Potentialfunktion des Massenpunktes M(�). (N.B.: u(x;M) ist die Potential-

funktion aus dem letzten Kapitel mit umgekehrten Vorzeichen.)

Sei nun V � R3 ein K�orper mit der stetigen Dichteverteilung �(�). Um das Potential u

von V in einem Punkt x au�erhalb V zu bestimmen, zerlegt man V in hinreichend kleine

Teilgebiete �V und summiert die entsprechenden Potentiale. Es folgt:

u(x) = u(x;V ) :=
Z
V

�(�)

jx� �j d� (x =2 V ) (3.4)

=
Z
V

�(�) '(x; �)d� (3.5)

mit

'(x; �) =
1

jx� �j : (3.6)

F�ur x =2 V ist '(x; �) eine glatte Funktion von x, die die Laplace-Gleichung

�' = r2' = 'xx + 'yy + 'zz = 0 (3.7)

erf�ullt. Es folgt, da� u(x;V ) ebenfalls eine (glatte) harmonische Funktion ist:

uxx + uyy + uzz = 0 (3.8)

(Dies wurde 1782/85 durch Laplace zuerst bewiesen.)

Der K�orper V �ubt eine Anziehungskraft

F = +
 grad u(x;V ) (3.9)
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auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus.

Die o.a. Formeln setzen voraus, da� x =2 V . Aber die Schwerkraft ist auch innerhalb eines

K�orpers, z.B. der Erde, vorhanden. Es ergibt sich dann die Frage, ob diese Formeln auch

f�ur x 2 V g�ultig sind.

De�nition 3.1 Sei D � Rn ; f : D ! R und � 2 (0; 1]. f hei�t

H�olderstetig mit Exponent � auf D, wenn

sup
x;y2D
x6=y

jf(x)� f(y)j
jx� yj� <1 :

H�olderstetige Funktionen sind stetig.

Satz 3.1 (Poisson, 1813) Sei D � Rn ein beschr�anktes Gebiet, n � 3. Sei � : D! R

H�olderstetig mit Exponent � auf D. Sei

u(x) =
Z
D

�(�)

jx� �jn�2 d�

und

!n =
2�n=2

�(n=2)
;

[die Ober
�ache der n-dimensionalen Einheitskugel].

Dann ist u(x) stetig f�ur x 2 Rn und zweimal stetig di�erenzierbar f�ur x 2 Rnn@D,
und

�u(x) =

(
0 ; x 2 RnnD

�(n� 2)!n�(x) ; x 2 D
Insbesondere f�ur n = 3 gilt:

�u(x) =

(
0 ; x 2 R3nD

�4��(x) ; x 2 D
Beweis:

Siehe Gilbarg und Trudinger [1977, Lemma 4.2], G�unter [1957, S. 87], Kellogg [1953, S.

156], Forster [1984, S. 163]. Der Beweis von Forster setzt voraus, da� � 2 C2
0(R

n) ist.

G�unter gibt eine nur stetige Funktion � an, f�ur die eine der zweiten Ableitungen von u

nicht de�niert ist. Dies zeigt, da� man i.A. auf die H�olderstetigkeit von � nicht verzichten

kann. Der Beweis von Kellogg erlaubt bestimmte Unstetigkeiten von �, fordert aber, da�



18 Die Kontinuumsmechanik

V \regul�ar" sei.

Literatur:

Forster, O.: Analysis 3. Braunschweig: Vieweg, 1984.

Gilbarg, D. und Trudinger, N.: Elliptic Partial Di�erential Equations of Second Order.

Berlin: Springer, 1977.

G�unter, N.M.: Die Potentialtheorie und ihre Anwendungen auf Grundaufgaben der

mathematischen Physik. Leipzig: Teubner, 1957. [�Ubersetzung aus der franz�osischen

Ausgabe von 1934.] [In der Institutsbibliothek.]

Kellogg, O.D.: Foundations of Potential Theory. New York: Dover, 1953. [Neudruck der

Ausgabe von 1929.]

3.2 Elektromagnetische Felder

Im Jahre 1785 wurden folgende Gesetze von Coulomb gefunden:

1. Coulombsches Gesetz (elektrostatisches Gesetz).

Seien Q1 und Q2 zwei punktf�ormige elektrische Ladungen mit Koordinaten r1 bzw.

r2. Die Ladung Q2 �ubt die Kraft

F12 = � 1

4��0�r

Q1Q2

jr1 � r2j2
r2 � r1

jr2 � r1j

auf Q1, wobei

�0 = elektrische Feldkonstante (In
uenzkonstante)

�r = relative Dielektrizit�atskonstante

2. Coulombsches Gesetz (magnetisches Gesetz)

Seien p1 und p2 zwei punktf�ormige Magnetpole mit Koordinaten r1 bzw. r2. Der Pol

p2 �ubt die Kraft

F12 = � 1

4��0�1
� p1p2

jr1 � r2j2 �
r2 � r1

jr2 � r1j
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V1

V2
V3

V2

V1

V3

Glüh-
kathode

Elektronenstrahl

Abbildung 3.1: Eine Elektronenkanone

auf p1, wobei

�0 = magnetische Feldkonstante (Induktionskonstante)

�r = relative Permeabilit�at

Es folgt aus den Coulombschen Gesetzen, da� die Theorie der Gravitationspotentiale so-

fort auf die Theorie der elektrischen und magnetischen Kraftfelder �ubertragen werden

kann. (Elektrisches Potential, Magnetisches Potential.) Es gibt sehr viele wichtige prak-

tische Anwendungen, z.B. Elektronenmikroskope, Elektronenr�ohren, Elektronenkanonen

(siehe Abbildung 3.1, wobei V eine harmonische Funktion mit den angegebenen Rand-

werten ist).

Noch allgemeiner sind die Maxwellschen Gleichungen:

rot H =
1

c

@D

@t
+

4�

c
j

rot E = �1

c

@B

@t
div B = 0

div D = 4��

D = �E

B = �H

j = �E

mit
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E = elektrische Feldst�arke

H = magnetische Feldst�arke

j = Stromdichte

� = Ladungsdichte

c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

� = magnetische Permeabilit�at

� = Leitf�ahigkeit

� = Dielektrizit�atskonstante

3.3 Erhaltungss�atze (einfache Form)

Satz 3.2 (Gau�scher Integralsatz) Sei V � Rn eine kompakte Teilmenge mit glat-

tem Rand, n : @V ! Rn der �au�ere Einheitsnormalenvektor und U � V eine o�ene

Teilmenge von Rn . Dann gilt f�ur jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U ! RnZ
V

div F dx =
Z
@V

F � n dS :

Beweis: Forster, Analysis 3, S. 155.

Wir betrachten jetzt eine Materialeigenschaft E, f�ur die ein Erhaltungsgesetz gelte.

Sei

	 := Menge E pro Volumeneinheit, d.h. in einem Volumenelement �V ist �V	 von E

vorhanden.

e := Menge E, die pro Volumeneinheit und Zeiteinheit erzeugt (oder benutzt) wird, d.h.

in einem Volumenelement �V wird in Zeit �t die Menge �V�te von E erzeugt (oder

benutzt).

q := Stromdichte, d.h. durch ein Fl�achenelement �S mit Normalen n 
ie�t in Zeit �t

die Menge �S�tq � n von E.

Sei nun V � Rn eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand und �au�erem Normalenvek-

tor n. Da E erhalten wird, folgt:

@

@t

Z
V

	(x; t)dx =
Z
V

e dx�
Z
@V

q � n dS

Mit Hilfe des Gau�schen Integralsatzes folgt:
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Z
V

 
@	

@t
� e + div q

!
dx = 0 :

Da V eine beliebige Teilmenge von Rn war, gilt

@	

@t
� e+ div q = 0 f�ur x 2 V :

Einige Anwendungen folgen.

3.4 Die Advektionsgleichung

Eine Fl�ussigkeit (z.B. Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit

v. Die Fl�ussigkeit tr�agt einen Schadsto� mit sich, dessen Dichte pro Volumeneinheit u sei.

In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt:

	 = u

e = 0

q = uv

Es folgt:

@u

@t
+ v � gradu = 0 :

3.5 Die W�armeleitungsgleichung

Sei 
 eine Teilmenge von Rm . Wir betrachten die W�armeverteilung in 
 f�ur Zeit t in

einem endlichen oder unendlichen Intervall I. Sei G := 
� I ; u(x; t) die Temperatur an

einem Punkt (x; t) 2 G (siehe Abbildung 3.2).

Der W�armeinhalt an einem Punkt aus G wird mit H(x; t) bezeichnet. H ist die W�arme

[Energie], die ben�otigt wird, um ein Einheitsvolumen des Materials von Null Grad Kelvin

bis zum jetzigen Zustand zu bringen [0�K = �273�C] .

W�arme wird durch chemische Reaktionen, radioaktiven Verfall, Erhitzung mittels

Mikrowellen o.�a. erzeugt, und zwar in einer H�ohe von e(x; t; u;H) W�armeeinheiten pro

Einheitsvolumen und Einheitszeit.

Ist die Temperatur nicht konstant, so entsteht ein W�armestrom. Sei q = q(x; t) die

W�armestromdichte:
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(x; t)

G

Abbildung 3.2:

q(x; t) = (q1(x; t); : : : ; qn(x; t))
T :

D.h. durch das Fl�achenelement im Punkt x mit Ober
�acheninhalt �S und Normalen n


ie�t w�ahrend des Zeitintervalls (t; t +�t) die W�armemenge �H

�H = q(x; t) � n�S�t :
In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt 	 = H. Es folgt:

@H

@t
� e+ divq = 0 :

Es bleibt, die Beziehung zwischen demW�armeinhalt H, der W�armestromdichte q und der

Temperatur u anzugeben. Diese Beziehungen (constitutive equations) sind nat�urlich vom

Material abh�angig. Obwohl ihre Gestalt auf Grund theoretischer �Uberlegungen oft etwas

eingeschr�ankt werden kann, basieren sie letztendlich auf experimentellen Ergebnissen und

sind deshalb teilweise sehr umstritten. In unserem Fall werden wir annehmen, da� der

W�armestrom nach dem Fourierschen Gesetz (Fourier 1822) gegeben ist:

q(x; t) = �K(x; t; u(x; t)) grad
x
u(x; t) ; (3.10)

wobei K eine n � n-Matrix ist mit Komponenten, die von x; t und u abh�angig sind.

Diese Gleichung (3.10) ist sehr allgemein und wird nur erw�ahnt, damit die m�oglichen

Verallgemeinerungen zur Kenntnis genommen werden. Es wird oft angenommen, da� K

von u unabh�angig ist. Ist das Material homogen, dann ist K von x unabh�angig. Ist das

Material isotropisch, dann ist K ein Vielfaches der Einheitsmatrix und Gleichung (3.10)

nimmt die einfache Gestalt an:

q = �k gradu ; [grad := grad
x
] ; (3.11)

wobei k die W�armeleitf�ahigkeit des Materials ist.
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Wir werden uns in Zukunft fast ausschlie�lich mit Gleichung (3.11) besch�aftigen. Es

sollte aber bemerkt werden, da� die Komplikationen, die in Gleichung (3.10) dargestellt

werden, oft in der Praxis vorkommen k�onnen. Es gibt n�amlich in der Natur und

auch in der modernen Industrie viele Werksto�e, die weder isotropisch noch homo-

gen sind und f�ur die die W�armeleitf�ahigkeitsmatrix K von der Temperatur u abh�angig ist.

Der W�armeinhalt H kann auch oft eine komplizierte Funktion der Temperatur u sein. Ein

besonders interessanter Fall ist, wenn u0 die Schmelztemperatur des Sto�es ist, weil dann

H um die latente W�arme (Umwandlungsenthalpie) einen Sprung macht, so da� H nicht

eine eindeutige Funktion von u ist. Diesen Fall (eine freie Randwertaufgabe) werden wir

evtl. sp�ater n�aher besprechen. Im jetzigen Absatz wird allerdings angenommen, da� H

wie folgt de�niert ist:

H = �cu ; (3.12)

wobei c die spezi�sche W�armekapazit�at und � die Dichte bezeichnen; c und � seien

Konstanten.

Durch Ersetzen von H und q durch Gleichungen (3.11) und (3.12) erh�alt man

@u

@t
=

1

�c
div(k gradu) +

e

�c
; f�ur (x; t) 2 G : (3.13)

Die Gleichung

@u

@t
= �u ; (3.14)

die W�armeleitungsgleichung, erh�alt man, falls e � 0 und � = c = k = 1.

Literatur:

Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,

1959.

Grigull, U., Sondner, H.: W�armeleitung. Berlin: Springer, 1979. (In der Inst. Bibl.)

3.6 Gleichungen, die mit der W�armeleitungsgleichung

verwandt sind

3.6.1 Die Di�usionsgleichung

Ist die Konzentration u(x) eines gel�osten Sto�es nicht �uberall gleich, so erfolgt Di�usion

von Stellen h�oherer Konzentration zu Stellen niedriger Konzentration. Die Di�usions-
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gleichung beschreibt diesen Vorgang:

c
@u

@t
= div(D gradu) ; (3.15)

wobei

c = Por�osit�atskoe�zient

D = Di�usionskoe�zient

Die Herleitung der Di�usionsgleichung ist fast identisch mit der Herleitung der W�arme-

leitungsgleichung. Statt des Fourierschen Gesetzes gilt das Ficksche Gesetz (Fick, 1855):

q = �D gradu

Ein Unterschied zwischen der W�armeleitungsgleichung und der Di�usionsgleichung ist,

da� der Di�usionskoe�zient D oft eine nichtlineare Funktion der Konzentration u ist.

Literatur:

Crank, J.: The Mathematics of Di�usion, 2. ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.

Jacobs, M.H.: Di�usion Processes. Berlin: Springer, 1967.

3.6.2 Konvektion-Di�usion

Die Konvektion-Di�usions-Gleichung (englisch: convection-di�usion or advection-

di�usion)

@u

@t
= ��u + v � gradu (3.16)

beschreibt die zeitlichen und �ortlichen �Anderungen der Konzentration u(x; t) eines Stof-

fes, der gleichzeitig di�undiert und durch einen Strom mit konstanter Geschwindigkeit

v getragen wird. Hierbei sei � eine Konstante.

Diese Gleichung ist z.B. f�ur die Berechnung der Luft- und Wasserverschmutzung wichtig.

Die numerische L�osung beinhaltet mehrere Schwierigkeiten, wenn � klein oder v gro� ist.

3.6.3 Reaktion-Di�usion

Die Hodgkin-Huxley-Gleichungen
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cut = R�1uxx + g(u; v; w; z)

vt = �1vxx + g1(u)(h1(u)� v) (3.17)

wt = �2wxx + g2(u)(h2(u)� w)

zt = �3zxx + g3(u)(h3(u)� z) ;

wobei c und R positive, �1; �2; �3 nichtnegative Konstanten sind, beschreiben die �Ubert-

ragung von Information in Nervenbahnen.

�Ahnliche Gleichungen treten auf bei der Modellierung einiger chemischer Reaktionen,

z.B. (Aris [1975, S. 3]):

@u

@t
= �u� �2R(u; v)

@v

@t
= �v + � �2R(u; v)

mit

u = Konzentration des Sto�es

v = Temperatur

R = Reaktionsgeschwindigkeit (bekannt)

� = Thiele-Modulus (Konstante)

� = Praterzahl (Konstante) :

Literatur:

Aris, R.: The Mathematical Theory of Di�usion and Reaction in Permeable Catalysts.

Vol. 2. Oxford, 1975.

Buckmaster, J.D. und Ludford, G.S.S.: Theory of Laminar Flames. Cambridge, 1982.

Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Di�usion Equations. New York: Springer, 1983.

3.6.4 Gasstr�omung in Por�osen Medien

F�ur ein Gas in einem por�osen Medium gilt:

q = �k gradp ;

wobei k eine Konstante und p der Druck ist. Wegen der Erhaltung der Masse ergibt sich:
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div(�q) +
@�

@t
= 0 ;

wobei � die Dichte ist. Wenn

p = c�
 (3.18)

ist, dann folgt:

@u

@t
= �um (m > 1)

= (um)xx + (um)yy + (um)zz (3.19)

mit

m := 1 + 


u := ��

(Siehe Friedman [1982, Seite 589].)

Literatur:

Friedman, A.: Variational Principles and Free Boundary Problems. New York: Wiley,

1982.

3.6.5 Sickerstr�omung

Das Str�omungspotential '(x; t) = '((x; y; z); t) einer Sickerstr�omung gen�ugt der Di�eren-

tialgleichung (Bear [1972, S. 199]):

div(K � grad') = 0

' := z + p=
 (3.20)

q = K � grad'
q bezeichnet dann die Geschwindigkeit der Sickerstr�omung.

Die Gleichung

q = K grad'

hei�t das verallgemeinerte Darcysche Gesetz (Darcy, 1856). Wegen der geologischen

Geschichte des Bodens ist K oft anisotropisch und inhomogen.
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Bei der F�orderung von Erd�ol entstehen folgende Di�erentialgleichungen:

div � [�oK(x)(gradPo � �og)] =
1

�o

@(��oSo)

@t
+ qo

div � [�wK(x)(gradPw � �wg)] =
1

�w

@(��wSw)

@t
+ qw

t > 0 ; x = (x; y; z) 2 


So + Sw = 1 ;

Pcow = Po � Pw = f(Sw)

mit der Anfangsbedingung

Pl(x; y; z; 0) = P o
l (x; y; z) f�ur l = o; w x 2 


und den Randbedingungen

@Pl

@n
= 0 l = o; w f�ur x 2 @
 ; t > 0

Die Indizes o und w entsprechen �Ol bzw. Wasser.

Literatur:

Bear, J.: Dynamics of Fluids in Porous Media. American Elsevier, 1972.

Freeze, J. und Cherry, J.A.: Groundwater. Prentice Hall, 1979.

Hornung, U. undMessing, W.: Por�ose Medien-Methoden und Simulation. Beitr�age zur

Hydrologie, 1984.

Kinzelbach, W.: Groundwater Modelling. Amsterdam: Elsevier, 1986.

Knabner, J.:Mathematische Modelle fuer Transport und Sorption gel�oster Sto�e in

por�osen Medien. Peter Lang, 1991.

Zhu, J.: Using a hypercube to solve inverse problems in reservoir simulations. SIAM News

25, No. 2, March 1992, S. 1.





Kapitel 4

Die Kontinuumsmechanik: die Kinematik

4.1 Die Bewegung eines K�orpers

In der Punktmechanik sind Punktmassen behandelt worden. In der Kontinuumsmechanik

betrachten wir materielle K�orper, d.h. zusammenh�angende Menge von Materiepunkten.

Sei B ein K�orper, dessen Bewegung betrachtet wird. Die Materiepunkte von B werden

mit X bezeichnet, wobei X die r�aumlichen Koordinaten des Materiepunktes zu einem

festen Zeitpunkt darstellt. Die Koordinaten X hei�en materielle Koordinaten. Zu jedem

Zeitpunkt t hat der Materiepunkt X r�aumliche Koordinaten x := x(X; t). Es wird vor-

ausgesetzt, da� die Abbildung

x = x(X; t) = �(X; t)

ein Di�eomorphismus ist, so da� insbesondere f�ur jedes feste t die inverse Abbildung

��1(�; t) mit

X = ��1(x; t)

existiert. (Siehe Abbildung 4.1.)

4.2 Die Ans�atze von Euler und Lagrange

In der Punktmechanik wird die Bewegung einzelner Massenpunkte analysiert. In der

Kontinuumsmechanik kann man ebenfalls der Bewegung eines Materiepunktes folgen,

z.B. die Geschwindigkeit V(X; t) des Materiepunktes X ist

V(X; t) =
@

@t
�(X; t) =

@

@t
x(X; t) :

Diese Betrachtungsweise hei�t auch der Lagrangesche Ansatz.
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zum Zeitpunkt t
Konfiguration des Körpers

Referenzkonfiguration
des Körpers

χ

χ

χ

1

2

3

χ (X,t) = Bewegung des Massepunktes X
X

Abbildung 4.1: Deformation eines K�orpers

In mehreren Anwendungen benutzt man den Eulerschen Ansatz, indem die Eigenschaften

der Bewegung in einem festen Punkt x betrachtet werden. Dann ist z.B.

v(x; t) = V(��1(x; t); t)

die Geschwindigkeit des Materiepunktes X, der sich zur Zeit t an der Position x = �(X; t)

be�ndet.

Sei nun f eine skalare Funktion, die von der Bewegung abh�angig ist. Die materielle oder

substantielle Ableitung Df
Dt

ist de�niert als

Df

Dt
=
df

dt

�����
X konstant

:

Ist f = f(X; t), dann folgt

Df

Dt
=

@

@t
f(X; t) ;

d.h. Df=Dt ist einfach die partielle Ableitung von f in t- Richtung.

Ist f = f(x; t), dann folgt aus x = �(X; t) und f(x; t) = f(�(X; t); t), da�

Df

Dt
=

@f

@t
(x; t) +

X
i

@f

@xi
(x; t)

@�i

@t
(X; t)

=
@f

@t
(x; t) +

X
i

@f

@xi
(x; t) � Vi(X; t)

=
@f

@t
(x; t) +

X
i

@f

@xi
(x; t) � vi(x; t)

=
@f

@t
(x; t) + grad

x
f(x; t) � v(x; t) :
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Falls f eine vektorwertige Funktion ist, ist die De�nition von Df=Dt komponentenweise

zu verstehen.

4.3 Die Bilanzgleichungen

Satz 4.1 (Reynoldsches Transporttheorem) Sei B(t) ein materieller K�orper.

Dann gilt:

d

dt

Z
B(t)

f(x; t)dx =
Z
B(t)

 
Df

Dt
(x; t) + f(x; t) � div v(x; t)

!
dx :

Beweis:

Das Integral �uber B(t) wird mittels der Transformationsformel f�ur mehrfache Integrale

auf ein Integral �uber die Referenzkon�guration B(0) zur�uckgef�uhrt:
d

dt

Z
B(t)

f(x; t)dx =
d

dt

Z
B(0)

f(�(X; t))j detJ(X; t)jdX :

Dabei ist J(X; t) die Jacobimatrix von � bez�uglich X. Da �(X; 0) = X ; � stetig in X

und t und �(�; t) invertierbar f�ur alle t, ist det J immer positiv, und die Betragstriche

k�onnen weggelassen werden. d
dt
und

R
B(0)

k�onnen jetzt vertauscht werden, und man erh�alt

das Ergebnis durch Ableiten des Integranden.

4.3.1 Erhaltung der Masse

Sei B(t) ein materieller K�orper. Es gelte f�ur � : R3 ! R

d

dt

Z
B(t)

�(x)dx = 0 :

Mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt:

D�

Dt
+ �div v = 0

oder

@�

@t
+ div(�v) = 0 :

4.3.2 Erhaltung des linearen Impulses

Das Lex secunda von Newton gibt
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d

dt
(mv) = F : (4.1)

Sei B(t) ein materieller K�orper. In Anlehnung an diese Gleichung setzen wir voraus, da�

der lineare Impuls erhalten wird. Konkret hei�t es

d

dt

Z
B(t)

�(x)v(x)dx =
Z

@B(t)
t � n ds+

Z
B(t)

�(x)b(x)dx :

Die Deutung von t und b wird sp�ater erl�autert. Hier gen�ugt es zu sagen, da� b(x) ein

Vektor ist und t(x) ein Tensor zweiter Stufe, der als 3� 3- Matrix dargestellt werden kann.

Nach Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems folgt:Z
B(t)

�
D

Dt
(�v) + �v div v � div t� �b

�
dx = 0

mit

div t =
3X
i=1

 
@t1i

@xi
;
@t2i

@xi
;
@t3i

@xi

!T
:

Da B(0) und �, damit auch B(t) beliebig sind, folgt

D

Dt
(�v) + �v div v � div t� �b = 0 :

Unter Benutzung der Gleichung f�ur die Erhaltung von Masse folgt:

�
Dv

Dt
� div t� �b = 0 :

(Das erste Gesetz von Cauchy.)

4.3.3 Erhaltung des Drehimpulses

F�ur ein diskretes System von Massepunkten folgt aus den Newtonschen Axiomen, da�

der Drehimpuls erhalten wird:

d

dt

X
i

xi � (mivi) = 0 :

Sei nun B(t) ein materieller K�orper. Hier setzen wir die Erhaltung des Drehimpulses

voraus:

d

dt

Z
B(t)

x� �(x)v(x)dx =
Z

@B(t)
x� t � n ds+

Z
B(t)

x� �(x)b(x)dx
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woraus mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt, da�

D

Dt
(�x� v) + �(x� v) div v � div (x� t)� �x� b = 0 ;

oder

�
D

Dt
(x� v)� div (x� t)� �x� b =

�
D�

Dt
+ � div v

�
x� v = 0 :

Weitere Manipulationen liefern

�x� Dv

Dt
� x� (div t)� (grad x)� t� �x� b = 0 ;

(da Dx
Dt
� v = v � v = 0) und

x�
�
�
Dv

@t
� div t� �b

�
� (grad x)� t = 0 :

In dieser Gleichung verschwindet der erste Term (erstes Gesetz von Cauchy), so da�

schlie�lich

(grad x)� t = 0 :

Es gilt aber

grad x = 1

und, mit Hilfe der Levi-Civita Symbole �ijk,

(grad x� t)i =
3X

j;k=1

�ijktjk ;

so da�

grad x� t =

0BB@
t23 � t32

t31 � t13

t12 � t21

1CCA = 0 ;

d.h., der Tensor t ist symmetrisch.

Dabei sind die �ijk de�niert als8>><>>:
1 ; falls (i; j; k) eine gerade Permutation von (1; 2; 3) ist

�1 ; falls (i; j; k) eine ungerade Permutation von (1; 2; 3) ist

0 ; falls (i; j; k) keine Permutation von (1; 2; 3) ist
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4.3.4 Erhaltung der Energie

d

dt

Z
B(t)

(E +
1

2
v � v)�(x)dx =

Z
@B(t)

(q+ t � v) � n ds

+
Z
B(t)

�(x)(h+ b(x) � v(x))dx

mit

E = spezi�sche innere Energie

q = W�arme
u�

t = Spannungstensor

h = W�armequelle

b = Volumenkraftdichte

Es folgt:

�
DE

dt
� div q� t : grad v � �h = 0

mit

t : grad v :=
nX
i=1

nX
j=1

tij
@vi

@xj
:

Die Bilanzgleichungen sind also:

D�

Dt
+ � div v = 0 (Masse)

�
Dv

Dt
� div t� �b = 0 (linearer Impuls)

t = tT (Drehimpuls)

�
DE

Dt
� div q� t : grad v � �h = 0 (Energie)

Diese Gleichungen m�ussen jetzt durch Materialgesetze (engl. constitutive laws) erg�anzt

werden.

4.4 Die Deutung des Tensors t und Vektors b

Der Vektor b ist eine Volumenkraftdichte, z.B. Schwerkraft. Der Cauchysche Spannungs-

tensor t (Cauchy 1827?) beschreibt die Spannungen innerhalb des materiellen K�orpers.

Oft schreibt man:
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B

B

1

2

S

n

t n

Abbildung 4.2: Kr�afteverh�altnis innerhalb eines K�orpers

t =

0BB@
�x �xy �xz

�yx �y �yz

�zx �zy �z

1CCA
oder

t =

0BB@
�x �xy �xz

�yx �y �yz

�zx �zy �z

1CCA
Die Komponenten �x; �y; �z hei�en Normalspannungen und die Gr�o�en

�xy = �yx = �xy = �yx

�xz = �zx = �xz = �zx

�yz = �zy = �yz = �zy

die Tangential- oder Schubspannungen.

Sei S eine Ober
�ache mit �au�eren Einheitsnormalen n (bzgl. B1) innerhalb eines materi-

ellen K�orpers.

t � n ist die Kraft (pro Einheitsober
�ache), die das Teilgebiet B2 auf das Teilgebiet B1

aus�ubt (siehe Abbildung 4.2).

Es gen�ugt, t � e1 ; t � e2 und t � e3 zu kennen, wobei ei der Einheitsvektor in Richtung xi
ist (siehe Abbildung 4.3).
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Elemente des 

Cauchyschen Spannungstensors

Tetraeder

mit Oberflächen-

kräften

τ13

τ12

σ1

τ21
σ2

τ23

σ3

τ31
τ32

1e

2e

e3

1e

2e

e3

1e

2e

e3

n

-t

-t

t n

-t

Abbildung 4.3: Der Spannungstensor t

4.5 Wellen im elastischen Material

Als Beispiel einer Anwendung der Bilanzgleichung betrachten wir Wellen in einem

elastischen Material (siehe Allen, Herrera und Pinder [1988, S. 35]).

Es wird vorausgesetzt, da� keine Volumenkr�afte vorhanden sind, so da�

�
Dv

Dt
� div t = 0 :

Sei

U := x�X :

U hei�t Verschiebungsvektor.

v =
Dx

Dt
=
DU

Dt
=
@U

@t
+ v � grad U � @U

@t

falls v und grad U klein sind.

Ebenfalls gilt

Dv

Dt
� @2U

@t2
;

so da�

�
@2U

@t2
� div t = 0 :
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Sei

e :=
1

2
(grad U+ (grad U)T ) :

e hei�t Verzerrungstensor.

Dem Hookschen Gesetz (Hooke 1678) zufolge gilt:

t = 2�e+ � spur(e)1 ;

wobei � und � positive Konstanten sind.

Damit liegt ein System von drei partiellen Di�erentialgleichungen f�ur die drei Kompo-

nenten von U vor.

Gilt U2 = U3 = 0, d.h.

U =

0BB@
U1

0

0

1CCA
so folgt

@2U1

@t2
= k

@2U1

@x2

mit k = �+2�
�

, d.h. U1 erf�ullt die eindimensionale Wellengleichung.

Literatur:

Allen, M.B., Herrera, I. und Pinder, G.F.: Numerical Modeling in Science and

Engineering. Wiley, 1988.

Becker, E. und B�urger, W.: Kontinuumsmechanik. Teubner, 1975.

Truesdell, C.: A First Course in Rational Continuum Mechanics. Academic Press, 1977.





Kapitel 5

Die Kontinuumsmechanik: die

Str�omungsmechanik

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden Anwendungen der Bilanzgleichungen in der Str�omungsmecha-

nik behandelt.

D�

Dt
+ � div v = 0 (Masse) (5.1)

�
Dv

Dt
� div t� �b = 0 (linearer Impuls) (5.2)

t = tT (Drehimpuls) (5.3)

�
DE

Dt
� div q� t : grad v � �h = 0 (Energie) (5.4)

5.2 Die Eulerschen Gleichungen

In einer reibungslosen Fl�ussigkeit gilt:

t = �p1 =

0BB@
�p 0 0

0 �p 0

0 0 �p

1CCA (5.5)

wobei p = p(x; t) den Druck bezeichnet. Die Bilanzgleichung (5.1) �andert sich nicht. Die

Drehimpulsgleichung (5.3) wird automatisch erf�ullt. Gleichung (5.2) vereinfacht sich:

Dv

Dt
+

1

�
grad p = b : (5.6)

Diese Vektorgleichung nennt man die Eulersche Gleichung.
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Unter den Voraussetzungen q = 0 und h = 0 nimmt die Energiegleichung (5.4) die Gestalt

DE

Dt
+
p

�
div v = 0 (5.7)

an.

Die Massenbilanz- oder Kontinuit�atsgleichung (5.1), die Eulersche Gleichung (5.6) und

die Energieerhaltungsgleichung (5.7) bilden ein System von f�unf Gleichungen f�ur die sechs

Unbekannten v; �; p; E. Es fehlt noch eine Materialgleichung. Zwei Materialgleichungen,

die oft benutzt werden, sind die allgemeine Gasgleichung

p = RT� (5.8)

mit Konstanten R und T und

p = ��
 (5.9)

mit Konstanten � und 
.

Die Eulerschen Gleichungen werden oft bei der Modellierung von Luftbewegungen einge-

setzt.

5.3 Die Navier-Stokes-Gleichung

(5.5) gilt f�ur reibungslose Fl�ussigkeiten. F�ur z�ahe Fl�ussigkeiten sind Schubspannungen

vorhanden. In Abbildung 5.1 wird die Str�omung einer Fl�ussigkeit zwischen zwei Platten

gezeigt. Die untere Platte ist fest, die obere Platte hat die horizontale Geschwindigkeit

U .

W�are die Fl�ussigkeit reibungslos, bliebe sie in Ruhelage. Ist sie hingegen z�ah, dann haftet

sie an den Plattenw�anden, so da� die Geschwindigkeitsverteilung

u = U y=a (5.10)

nach geraumer Zeit angenommen wird. Die Kraft, die erforderlich ist, um die Bewegung

der oberen Platten aufrecht zu erhalten, ist - nach Newton -

� = �
U

a
= �

@u

@y
(5.11)
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x

y

a

u = U

u = 0

u = Uy/a

Abbildung 5.1: Str�omung zwischen zwei Platten

wobei die Konstante � die Z�ahigkeit beschreibt. Also ist die Schubspannung � ist eine

lineare Funktion der Ableitung @u
@y
.

Es kann gezeigt werden, da� die allgemeinste lineare Beziehung zwischen t und dem

Deformationsgeschwindigkeitstensor

D :=
1

2
(grad v + grad vT ) (5.12)

folgende Gestalt hat:

t = �p1 + � sp(D)1+ 2�D (5.13)

mit Konstanten � und �. Fl�ussigkeiten, die dieses Materialgesetz erf�ullen, hei�en New-

tonsche Fl�ussigkeiten. (Diese Gleichungen sind der Hookeschen Gleichung sehr �ahnlich.)

Ist die Fl�ussigkeit inkompressibel, d.h.

D�

Dt
= 0 ; (5.14)

folgt aus der Massenbilanzgleichung

div v = 0 ; (5.15)

so da�
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sp(D) = div v = 0 : (5.16)

Die Materialgleichung f�ur t wird dann

t = �p1 + 2�D (5.17)

Sei nun

b = 0 ; q = 0 ; h = 0 : (5.18)

Die Bilanzgleichung f�ur den linearen Impuls (5.2) wird

�
Dv

Dt
� div(�p1 + 2�D) = 0 : (5.19)

Es gilt

�
Dv

Dt
= �

@v

@t
+ v � grad v

2 div D = div(grad v + (grad v)T )

= r2v ;

so da�

�
@v

@t
+ v � grad v = �div p+ �r2v : (5.20)

Diese Gleichung hei�t die Navier-Stokes-Gleichung. Komponentweise geschrieben:

�ut + uux + vuy + wuz = �px + ��u

�vt + uvx + vvy + wvz = �py + ��v (5.21)

�wt + uwx + vwy + wwz = �pz + ��w

Hierzu kommt noch die Kontinuit�atsgleichung

div v = ux + vy + wz = 0 : (5.22)
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5.4 Die Theorie von Biot f�ur den wasserdurchtr�ankten

Erdboden

Die Theorie von Biot ist ein Versuch, das Verhalten von wasserdurchtr�anktem Erdboden

zu modellieren. Insbesondere soll die Senkung des Bodens wegen erh�ohten Ober
�achen-

druckes erkl�art werden (engl.: consolidation).

Es wird vorausgesetzt, da� der Boden ein elastisches Skelett ist, das mit Wasser

durchtr�ankt ist. Das Volumenverh�altnis Wasser : Boden wird mit f bezeichnet.

Die Verschiebungsvektoren des Skeletts bzw. Wassers werden mit u bzw. U bezeichnet.

e und E bezeichnen die entsprechenden Verzerrungstensoren:

e =
1

2
(grad u+ (grad u)T )

E =
1

2
(grad U+ (grad U)T )

Der Spannungstensor t besteht nun aus zwei Teilen:

t =

0BB@
�x + � �xy �xz

�yx �y + � �yz

�zx �zy �z + �

1CCA ;

wo �x; �xy; : : : ; �z die Spannungen in dem Skelett sind und � der Wasserdruck ist.

Das Hookesche Gesetz wird verallgemeinert:

t� �1 = 2�e+ �e1+Q�1

� = Qe+R�

mit

e = sp(e) ;

� = sp(E) :

Die folgenden sechs Gleichungen k�onnen dann hergeleitet werden:

��u+ (�+ �+Q)grad e+ (Q+R)grad � = 0

grad(Qe+R�) = b
@

@t
(U� u) :
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5.5 Die Wettervorhersage

Die Wettervorhersage ist ein Beispiel f�ur eine Anwendung komplexer numerischer

Methoden. Es gibt mehrere Modelle, die sich bez�uglich Komplexit�at, Vorhersagezeitraum

und dem geogra�schen Anwendungsgebiet unterscheiden. Stellvertretend f�ur Wetter-

vorhersagemodelle nehmen wir das Vorhersagemodell des Europ�aischen Zentrums f�ur

Mittelfristige Wettervorhersage (EZMW) (siehe Tiedtke [1984]):

1) Einleitung

Das Vorhersagemodell des Europ�aischen Zentrums ist ein rein deterministisches Modell,

bei dem die hydro-thermodynamischen Gleichungen numerisch integriert werden.

Hinsichtlich seiner Struktur unterscheidet es sich deshalb nur wenig von Modellen, mit

denen man Kurzfristvorhersagen (Vorhersagezeit von 2-3 Tagen) erstellt. Unterschiede

bestehen jedoch bez�uglich der Komplexit�at der Modellphysik und der Gr�o�e des

Integrationsgebietes. Zur Modellphysik ist zu vermerken, da� kurzfristige �Anderungen

der atmosph�arischen Str�omung im wesentlichen durch die Umverteilung von kinetischer

und potentieller Energie im Zusammenhang mit dem Auftreten von barokliner und baro-

troper Instabilit�at bestimmt werden. Der Erfolg von Kurzfristmodellen h�angt deshalb in

erster Linie davon ab. diese Umwandlungsprozesse m�oglichst genau zu simulieren. �Uber

l�angere Zeitintervalle gewinnen jedoch irreversible Prozesse (Produktion und Dissipation

von Energie) zunehmend an Bedeutung, so da� die Modellphysik in Modellen zur

Mittelfristvorhersage zwangsl�au�g umfangreicher, aber damit auch rechenintensiver

wird. Das Vorhersagemodell des EZMW ist in dieser Hinsicht eher einem Zirkulati-

onsmodell vergleichbar als einem Kurzfristmodell. Bez�uglich des Integrationsgebietes

ist zu bedenken, da� der Ein
u�bereich f�ur das an einem bestimmten Ort auftretende

Wetter mit Vergr�o�erung des Vorhersagezeitraumes schnell anw�achst. W�ahrend die

Wetterentwicklung in Mitteleuropa bis zu zwei Tagen in den meisten F�allen nur durch

Vorg�ange im Europ�aisch-Atlantischen Raum bestimmt wird, kann sich der Ein
u�der

S�udhemisph�are in Europa bereits innerhalb einer Woche bemerkbar machen. Das Modell

des EZMW erfa�t aus diesem Grund den gesamten Globus.
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2) Modellgleichungen

Im folgenden wollen wir die wichtigsten physikalischen Eigenschaften des Modells an

Hand der Modellgleichungen illustrieren. Die Modellgleichungen (1) bis (6) basieren auf

den Bilanzgleichungen f�ur Impuls, W�arme, Wasserdampf, der Zustandsgleichung f�ur

ideale Gase und der statischen Grundgleichung. Hierbei sind bereits die zwei grunds�atz-

lichen Annahmen gemacht worden, da� Luft sich wie ein ideales Gas verh�alt und da� alle

Zustands�anderungen im hydrostatischen Gleichgewicht verlaufen, was f�ur gro�r�aumige

Bewegungen mit sehr guter N�aherung zutri�t. Die letzte Annahme erlaubt es uns

auch, die Gleichungen im p-System, d.h. mit dem Druck p als Vertikalkoordinate zu

formulieren. Die Gleichungen verkn�upfen die zeitlichen �Anderungen der Zustandsgr�o�en

Wind, Druck, Temperatur, Dichte und Feuchte mit den reversiblen Prozessen wie

Advektion und Energieumformungen (gegeben durch die Terme auf der linken Seite der

Gleichungen und den irreversiblen Prozessen in Verbindungen mit Strahlungstransfer,

Phasenumwandlungen und subskaligen Transporten (Terme auf der rechten Seite

der Gleichungen). Die Existenz der subskaligen Terme beruht, wie in Promet 1'72

ausgef�uhrt wurde, auf der f�ur die numerische Integration notwendigen Diskretisierung

der Gleichungen, wobei die abh�angenden Ver�anderlichen entweder in einem r�aumlichen

Gitternetz oder mit Hilfe endlicher Reihenentwicklungen nach orthogonalen Funktionen

(z.B. Kugel
�achenfunktionen) dargestellt werden. Die Gleichungen (1) bis (6) stellen

das Grundger�ust dar, von dem wir im folgenden ausgehen, wenn wir die wichtigsten

Annahmen zur Simulation der reversiblen und irreversiblen Prozesse diskutieren.

Hydrodynamische Bewegungsgleichung

@vH

@t
+ v � rvH +rH�+ f k� vH = �g @

@p
~� + FM (1)

Erster Hauptsatz der Thermodynamik

cp

 
@T

@t
+ v � rT

!
� �! = Q+ L(C � E)� g

@

@p
H + cpFT (2)

Kontinuit�atsgleichung

rH � vH +
@!

@p
= 0 (3)

Wasserdampf-Bilanzgleichung

@q

@t
+ v � rq = �(C � E)� g

@

@p
W + Fq (4)

Zustandsgleichung idealer Gase

p� R�Tv = 0 (5)
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Statische Grundgleichung

@�

@p
+

1

�
= 0 (6)

Die verwendeten Symbole haben folgende Bedeutung:

T; p; � Temperatur, Druck, Dichte

v 3 dim. Geschwindigkeitsvektor

! = dp
dt

vH horizont. Geschwindigkeitsvektor

q Wasserdampfgehalt (spez. Feuchte)

Tv = T (1 + 0:6077q) virtuelle Temperatur

� = 1
�

f = 2
 sin ' (Coriolisparameter)

� = gz (Gravitationspotential)

g Gravitation

k vertikaler Einheitsvektor

R Gaskonstante trockener Luft

L Kondensationsw�arme

cp spez. W�arme trockener Luft bei konstantem Druck

t Zeit

~� vertikaler Impuls
u� durch subskalige Bewegungen

H vertikaler Flu� f�uhlbarer W�arme durch subskalige Bewegungen

W vertikaler Flu� von Wasserdampf durch subskalige Bewegungen

Q Strahlungsbedingte W�armequelle

FM , FT , Fq �Anderungen der Geschwindigkeit, Temperatur, Feuchte

durch subskalige Transporte in horizontaler Richtung

C;E Kondensations-, Verdunstungsrate
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Kapitel 6

Die Advektionsgleichung ut + cux = 0

6.1 Einf�uhrung

Wir betrachten die Gleichung

ut + cux = 0 (6.1)

Ohne Einschr�ankung kann c � 0 angenommen werden: Ist c < 0, betrachtet man

v(x; t) := u(�x; t); v erf�ullt dann die DGL. vt � cvx = 0.

Diese Gleichung wurde schon in Absatz 3.4 hergeleitet, und zwar in der allgemeineren

Form

@u

@t
+ v � grad u = 0 :

F�ur den Fall n = 1 geben wir eine einfache Herleitung:

Eine Fl�ussigkeit (Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit c in

der Richtung der positiven x-Achse. Die Fl�ussigkeit tr�agt einen Schadsto� mit sich. Die

Dichte (Masse pro L�angeneinheit) des Schadsto�es sei u(x; t). Der Flu� des Schadsto�es

(die Masse, die in einer Zeiteinheit an dem Punkt x vorbei
ie�t) sei q(x; t).

Da die Masse erhalten bleibt, folgt f�ur alle Intervalle V = (x1; x2) , da�

@

@t

Z
V

u(x; t)dx = q(x1; t)� q(x2; t) ; (6.2)

so da�

@

@t

24 1

x2 � x1

x2Z
x1

u(x; t)dx

35+"q(x2; t)� q(x1; t)

x2 � x1

#
= 0 : (�)
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so da�

1

x2 � x1

x2Z
x1

ut(x; t)dx+
q(x2; t)� q(x1; t)

x2 � x1
= 0:

Falls u stetig di�erenzierbar ist, folgt bei Anwendung des Mittelwertsatzes, da� f�ur x2 �!
x1 = x

@u(x; t)

@t
+
@q(x; t)

@x
= 0 : (6.3)

Bemerkung 6.1 Wendet man den Mittelwertsatz auf (*) an,

@

@t
u(�; t) +

q(x2; t)� q(x1; t)

x2 � x1
= 0

so kommt man nicht weiter, da � von t abh�angt.

Es gilt weiter

q(x; t) = c u(x; t) : (6.4)

Aus (6.3) und (6.4) folgt:

@u

@t
+ c

@u

@x
= 0 : (6.5)

6.2 Die allgemeine L�osung

Zur L�osung von (6.1) wird eine neue Variable � eingef�uhrt:

� := x� ct

x = � + ct : (6.6)

Wir betrachten deshalb die Hilfsfunktion

v(�; t) := u(� + ct; t) : (6.7)

Aus (6.1) und (6.7) folgt:

@v

@t
=
@u

@x
� @(� + ct)

@t
+
@u

@t
=
@u

@x
c+

@u

@t
= 0 ; (6.8)
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d.h. v(�; t) ist von t unabh�angig. Sei

'(�) := v(�; t) : (6.9)

Es folgt aus (6.7) und (6.9), da�

u(x; t) = '(�) = '(x� ct) : (6.10)

Umgekehrt sei ' : R �! R ; ' 2 C(1)(R); u(x; t) = '(x� ct) . Dann gilt :

ut + cux = �c'0(x� ct) + c'0(x� ct) = 0 :

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Lemma 6.1 Sei 
 � R2 ein konvexes zusammenh�angendes Gebiet. u(x; t) 2 C1(R �
R) ist genau dann eine L�osung der Gleichung

ut + cux = 0

in 
, wenn es eine Funktion ' 2 C1(R) gibt mit

u(x; t) = '(x� ct) ; (x; t) 2 
 : 2

Bemerkung 6.2 Die L�osung u(x; t) = '(x�ct) kann man auch mit der Methode von

Lagrange herleiten (siehe Anhang A).

6.3 Charakteristiken

Sei � 2 R . Es folgt aus (6.10) oder Lemma 1, da� jede L�osung u(x; t) der Gleichung (6.1)

auf der Kurve C� :

C� : (x; t) 2 R � R : x� ct = � (6.11)

konstant ist:

u(x� ct) = '(�) ; (x; t) 2 C� : (6.12)

Diese Tatsache kann graphisch dargestellt werden (Abbildung 6.1). Die Kurven C� hei�en

Charakteristiken der Gleichung (6.1). Diese De�nition ist im Einklang mit einer anderen

umfassenderen De�nition von Charakteristiken, die sp�ater gegeben wird.
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Abbildung 6.1: Charakteristiken der Gleichung ut + cux = 0
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Abbildung 6.2: Das Anfangswertproblem

6.4 Anfangswert- und Anfangswert-

Randwertprobleme

In Anwendungen wird meistens nach einer L�osung gesucht, die bestimmte Bedingungen

erf�ullt. Aus Abb. 6.1 sieht man, da� f�ur die Gleichung (6.1) zwei sinnvolle M�oglichkeiten

existieren:

6.4.1 Das Anfangswertproblem

(AW ) : u(x; 0) = f1(x) ; x 2 R : (6.13)

Da u(x; t) auf jeder Charakteristik C� konstant ist, folgt (siehe Abbildung 6.2):

u(x; t) = u(x� ct; 0) = f1(x� ct) :
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Abbildung 6.3: Das Anfangswert-Randwertproblem

(c) AW - AWP (15)(b) AW - RWP (14)(a) AWP (13)

Abbildung 6.4: M�ogliche Anfangswert-Randwertprobleme

6.4.2 Das Anfangs-Randwertproblem

(AW ) : u(x; 0) = f1(x) ; x 2 R+ ;

(RW ) : u(0; t) = f2(t) ; t 2 R+ : (6.14)

Die L�osung ist (siehe Abbildung 6.3):

u(x; t) = u(x� ct; 0) = f1(x� ct) ; f�ur x � ct

u(x; t) = u(0; t� x=c) = f2(t� x=c) ; f�ur x � ct :

Die Bezeichnungen Anfangswert bzw. Randwert stehen in Zusammenhang mit der

Identi�kation von x und t als Ortsver�anderliche bzw. Zeitver�anderliche.

Die Probleme werden nochmals in Abbildung 6.4 dargestellt, wobei die Kurven, auf denen

die L�osung u vorgeschrieben ist, fettgedruckt sind.

Das dritte Problem in Abbildung 6.4, n�amlich
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u(x; 0) = f1(x) ; x 2 R�
u(0; t) = f2(t) ; t 2 R+ (6.15)

ist m�oglicherweise widerspr�uchlich, da die Bedingung

f2(t) = u(0; t) = u(�ct; 0) = f1(�ct)

erf�ullt werden mu�. f2 kann hier also nicht frei gew�ahlt werden.

Aus diesem Beispiel geht hervor, da� nur bestimmte Anfangswert- und Randwert-

probleme sinnvoll sind, und da� die sinnvollen Bedingungen von der partiellen

Di�erentialgleichung abh�angig sind. Z.B. f�ur c < 0 w�aren die Kombinationen (a) und (c)

in Abbildung 6.4 sinnvoll und die Kombination (b) m�oglicherweise widerspr�uchlich.

6.4.3 Sachgem�a� gestellte Probleme

De�nition 6.1 Ein Anfangswert- oder Anfangs-Randwertproblem hei�t sachgem�a�

gestellt (engl. properly posed), wenn es folgende Forderungen erf�ullt:

1. Existenz: Es existiert mindestens eine L�osung.

2. Eindeutigkeit: Es gibt h�ochstens eine L�osung.

3. Stetige Abh�angigkeit: Die L�osung u ist von den Daten (z.B. f1 und f2 bei

dem AW-RWP) stetig abh�angig.

Bemerkung 6.3 Diese De�nition ist gewisserma�en unvollst�andig, da folgendes

nicht pr�azise festgelegt wird:

a) der Raum (oder die Menge), in dem (in der) L�osungen liegen m�ussen,

b) der Begri� stetig abh�angig.

Die De�nition mu� deshalb problembedingt erg�anzt werden.

Bemerkung 6.4 Der Begri� sachgem�a� gestellt wurde von Hadamard zuerst ein-

gef�uhrt und wird deshalb manchmal als \sachgem�a� gestellt im Sinne von Hada-

mard" bezeichnet.

Bez�uglich der Gleichung (6.1) gilt:



6.4 Anfangswert- und Anfangswert-Randwertprobleme 55

1. Das Anfangswertproblem (6.13) ist sachgem�a� gestellt.

2. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.14) ist sachgem�a� gestellt.

3. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.15) ist nicht sachgem�a� gestellt.

4. Das Anfangswert-Randwertproblem in Abbildung 6.5 ist sachgem�a� gestellt.

Beispiel 6.1 Als Beispiel eines schlecht gestellten Problems gilt die

R�uckw�artsw�armeleitungsgleichung. Die W�armeleitungsgleichung f�ur die Tem-

peratur u(x; t) in einem unendlich langen Stab am Punkt x 2 R zur Zeit t

ist:

ut = uxx (6.16)

Das �ubliche sachgem�a� gestellte Problem besteht daraus, die Temperatur u(x; t) zur

Zeit t > 0 zu bestimmen, wenn die Temperatur zur Zeit t = 0 vorgeschrieben ist. D.

h. man betrachtet das AWP:

u(x; 0) = f(x); x 2 R
ut = uxx f�ur x 2 R; t 2 R+ :

)
(6.17)

Man kann sich aber fragen, welche Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 die Tem-

peraturverteilung u(x; 1) := f(x) verursachen w�urde. D. h. �nde u(x; 0) = g(x), so

da�

u(x; 1) = f(x); x 2 R
ut = uxx; x 2 R; t 2 R+ :

)
(6.18)

Dieses Problem kann transformiert werden. Sei

s := �t+ 1

v(x; s) := u(x; 1� s)

)
(6.19)

Das Problem lautet dann: Finde v(x; 1), so da� :

v(x; 0) = f(x) ; x 2 R
vs = �vxx ; x 2 R; t 2 R+ :

)
(6.20)

Dieses ist ein AWP f�ur die R�uckw�artsw�armeleitungsgleichung

vs = �vxx: (6.21)
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Abbildung 6.5: Ein AW-RWP f�ur ut + ux = 0

Da� das Problem 6.20 schlecht gestellt ist, erkennt man aus der L�osung

~v(x; s) = � en
2�2t sinn�x:

Es gilt n�amlich

jjf(x)jj1 = jju(x; 1)jj1
= jj~v(x; 0)jj1
= max

x
j~v(x; 0)j = � ;

= � ;

aber

jjg(x)jj1 = jju(x; 0)jj1
= jj~v(x; 1)jj1
= max

x
j� en2�2 sinn�xj

= � en
2�2: 2

6.5 Abh�angigkeits- und Bestimmtheitsbereiche

Aus Abbildung 6.6 sind zwei Folgerungen f�ur das AWP (6.13) ersichtlich:

1. Die L�osung u h�angt im Punkt (x; t) nur vomWert u(x�ct; 0) ab, d.h. der Abh�angig-
keitsbereich (engl.: domain of dependence) des Punktes (x; t) ist der Punkt (x�ct; 0)
.
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Abbildung 6.6: Abh�angigkeits- und Bestimmtheitsbereiche

2. Die Werte von u(x; 0) ,

x1 � x � x2 ;

bestimmen die L�osung im Streifen


 = f(x; t) : x1 � ct � x� ct � x2 � ctg ;

d.h. 
 ist der Bestimmtheitsbereich (engl.: domain of in
uence) der Strecke

I = f(x; t) : t = 0 ; x1 � x � x2g :

6.6 Anwendungen in der Biologie

Advektion wird nur selten allein betrachtet. Die Advektions-Di�usionsgleichung

ut = cux +Duxx;

die sowohl Advektion als auch Di�usion ber�ucksichtigt, hat viele Anwendungen, die wir

sp�ater erw�ahnen (siehe Kapitel 8). Eine m�ogliche Anwendung der Advektionsgleichung

w�are der Transport von Hormonen durch das Kreislaufsystem.

Hormone sind chemische Nachrichtentr�ager, die in spezialisierten Zellen (inkretorischen

Dr�usenzellen) produziert und von diesen in die Blutbahn sezerniert werden. Auf
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dem Blutwege gelangen die Hormone an die Zielorgane und �uben dort eine spezi�sche

Wirkung aus. Nur die Zellen der Zielorgane besitzen Rezeptoren f�ur das entsprechende

Hormon. Sie k�onnen deshalb die chemisch codierte Nachricht des Hormons lesen. (siehe

R. F. Schmidt und G. Thews [Hrsg.], Physiologie des Menschen, 25. Au
., Springer,

1993, Seite 390).

Der Transport der Hormone in einem Blutgef�a� k�onnte durch die Advektionsgleichung

modelliert werden,

ut + cux = 0:

Die Geschwindigkeit c des Blutes ist ortsabh�angig und variiert um einen Faktor von etwa

1000:

Aorta: 33 cm=s = 3; 3 10�1 m=s
Kapillaren: 0; 3 mm=s = 3 10�4 m=s

Der normale Mensch hat etwa 5 l Blut, das im Durchschnitt einmal pro Minute durch

das ganze Kreislaufsystem 
ie�t. Wird der Aussto� eines Hormons zur Zeit t = 0 erh�oht,

kann die Wirkung erst nach einer Zeit

t =
x

c

erfolgen, wo x die L�ange des Blutkreislaufs zwischen der Dr�use und dem Empfangsorgan

ist.



Kapitel 7

Einfache Di�erenzenverfahren f�ur die

Advektionsgleichung ut + cux = 0

7.1 Einf�uhrung

Die ersten numerischen Methoden, die allgemein zur L�osung von Anfangs- und

Randwertaufgaben eingesetzt wurden, waren die Di�erenzenverfahren. Schon um die

Jahrhundertwende wurden einige analytische und numerische Ergebnisse erreicht (Runge

[1908], Richardson [1911], Liebmann [1918]). Die theoretischen Grundlagen wurden u.a.

in der ber�uhmten Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928] gescha�en.

Zwischen etwa 1930 und 1950 wurden Di�erenzenverfahren eingesetzt, um mehrere

wichtige praktische Probleme zu l�osen (Southwell [1940, 1946, 1956]). Ab 1950 nahm die

Anzahl der Anwendungen mit der zunehmenden Verf�ugbarkeit von Computern rasch

zu. Die B�ucher von Collatz [1955] und Forsythe und Wasow [1960] beinhalten zahlreiche

Hinweise auf all diese fr�uhen Entwicklungen.

Die Grundidee des Di�erenzenverfahrens ist, die L�osung u(x; t) einer partiellen Di�e-

rentialgleichung in einer Menge von Gitterpunkten (xi; tj) zu approximieren, indem die

partiellen Ableitungen durch Di�erenzen ersetzt werden. Um die Methode zu beschreiben,

betrachten wir zuerst das Anfangsrandwertproblem f�ur die Advektionsgleichung:

Problem 1: Das Anfangsrandwertproblem:

ut + cux = 0 ; a � x � b ; 0 � t � T

u(x; 0) = f(x) ; a � x � b (7.1)

u(a; t) = �(t) ; 0 � t � T

Die L�osung von (7.1) wird in Abbildung 7.1 dargestellt (siehe Kapitel 6).

Zur numerischen L�osung des Problems 1 mit einem Di�erenzenverfahren wird ein

gleichm�a�iges (N + 1)� (M + 1) Gitter auf G := (a; b)� (0; T ) gelegt:
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u = f b

x

a

u (x,t) = u ((x - c t),0) = f (x - c t)

u = φ
x = a + ct

t

u(x,t) = u(a,(c t - x + a)/c) = ((ct - x + a)/c)φ

Abbildung 7.1: Das ARWP f�ur ut + cux = 0

h = �x :=
b� a

N
;

k = �t :=
T

M
;

xi = a+ ih ; 0 � i � N ;

tj = jk ; 0 � j �M :

Die Menge der Gitterpunkte wird mit Gh;k bezeichnet und in Abbildung 7.2 dargestellt.

Die exakte L�osung u(x; t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine N�aherung

uh;k approximiert:

u(xi; tj)
:
= uh;k(xi; tj) =: u

h;k
i;j

Die Werte

u
h;k
i;0 := u(xi; 0) = f(xi) ; 0 � i � N

u
h;k
0;j := u(0; tj) = �(tj) ; 0 � j �M (7.2)

liegen vor. Ein Di�erenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es erm�oglicht, die �ubri-

gen Werte von uh;ki;j zu berechnen. In den n�achsten Abschnitten werden mehrere Di�eren-

zenverfahren vorgestellt.

7.2 Approximation von Ableitungen durch Di�eren-

zen

Sei u 2 C2(G) . Aus der Taylorreihenentwicklung
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i

x=h

t=k∆

∆

Abbildung 7.2: Das Gitter Gh;k

u(x+ h; t) = u(x; t) + h
@u

@x
(x; t) +

h2

2!

@2u

@x2
(x; t) + : : : (7.3)

folgt

@u

@x
(x; t) =

u(x+ h; t)� u(x; t)

h
+O(h) = D+x(h)u(x; t) +O(h) (7.4)

mit

h D+x(h)u(x; t) := u(x+ h; t)� u(x; t) : (7.5)

Ebenfalls gilt:

@u

@x
(x; t) = D�x(h)u(x; t) +O(h) (7.6)

mit
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D�x(h) :=
u(x; t)� u(x� h; t)

h
(7.7)

und

@u

@x
(x; t) = D0x(h)u(x; t) +O(h2) (7.8)

mit

D0x(h) :=
u(x+ h; t)� u(x� h; t)

2h
(7.9)

Wenn keine Verwirrung m�oglich ist, schreibt man D0 statt D0x(h) usw.

Selbstverst�andlich gelten �ahnliche Formeln f�ur partielle Ableitungen nach t, z.B.

@u

@t
(x; t) = D+t(k)(x; t) +O(k) (7.10)

mit

D+t(k)u(x; t) :=
u(x; t+ k)� u(x; t)

k
(7.11)

7.3 Ein einfaches Di�erenzenverfahren

Sei u 2 C2(G) eine L�osung der Gleichung

ut + cux = 0 : (7:1)

Es folgt aus (7.4), (7.5), (7.10), (7.11), da�

D+t(k)u(xi; tj) + c D+x(h)u(xi; tj) = O(h) +O(k) f�ur 0 � i < N ; 0 � j � M � 1:

(7.12)

Als Approximation zu u(xi; tj) wird u
h;k
i;j genommen, wobei uh;k die L�osung der Gleichung

(7.12) mit rechter Seite gleich Null ist:

D+tu
h;k(xi; tj) + c D+xu

h;k(xi; tj) = 0 (7.13)

oder
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Abbildung 7.3: Das Molek�ul
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Abbildung 7.4: Die Anfangs- und Randwerte

u
h;k
i;j+1 � u

h;k
i;j

k
+ c

u
h;k
i+1;j � u

h;k
i;j

h
= 0 : (7.14)

Im folgenden wird vorausgesetzt, da� der Quotient k=h konstant bleibt:

� :=
k

h
2 R : (7.15)

Statt uh;k gen�ugt es, uh zu schreiben, da k = �h . Die Gleichung (7.14) wird in die folgende

Gleichung �uberf�uhrt:

uhi;j+1 � (1 + c�)uhi;j + c�uhi+1;j = 0 : (7.16)

Die Gleichung (7.16) kann als \Molek�ul" gra�sch dargestellt werden (Abbildung 7.3):

Nun betrachten wir das Problem 1. Einige Anfangs- und Randwerte von u(x; t) sind

vorgeschrieben, und die entsprechenden Werte von uhi;j sind in (7.2) angegeben worden.

uh1;1 � (1 + c�)uh1;0 + c�uh2;0 = 0 :
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x xxxx

x

x

x

x �

x

x

x

x

x

x

(N;M)

Abbildung 7.5: Punkte, wo uh aus ... berechenbar ist

Da die Werte uh1;0 und u
h
2;0 schon bekannt sind, kann uh1;1 berechnet werden. Durch wieder-

holte Anwendung der Gleichung (7.16) kann uh in allen Gitterpunkten berechnet werden,

die in Abbildung 7.5 mit einem Kreuz markiert sind.

In den �ubrigen Gitterpunkten (i; j) kann (7.16) nicht angewandt werden, da uhi+1;j�1 nicht
bekannt ist.

7.4 Ein zweites einfaches Di�erenzenverfahren

Im vorherigen Absatz wurde die Gleichung

ut + cux = 0

durch die Di�erenzengleichung

D+tu
h + c D+xu

h = 0

approximiert. Wird die Ableitung ux durch D�x statt D+x approximiert, dann erhalten

wir folgende Gleichung:

uhi;j+1 � (1� c�)uhi;j � c� uhi�1;j = 0 (7.17)

deren Molek�ul in Abbildung 7.6 gezeigt wird:

Ein wesentlicher Unterschied zu (7.16) besteht darin, da� die Approximation uh sich mit-

tels (7.17) in allen Gitterpunkten berechnen l�a�t, was darauf hindeutet, da� (7.17) m�ogli-

cherweise eine bessere Approximation als (7.16) ist. Dieser Verdacht wird im n�achsten

Abschnitt best�atigt.

7.5 Die Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung

In diesem Absatz beschreiben wir eine sehr wichtige notwendige Stabilit�atsbedingung

f�ur Di�erenzenverfahren. Diese Bedingung hei�t Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung
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Abbildung 7.6: Das Molek�ul II

oder auch CFL-Bedingung in abgek�urzter Schreibweise. Diese Bedingung wurde zum

ersten Mal in der ber�uhmten klassischen Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928]

ver�o�entlicht. Diese Bedingung ist oft die einzige bekannte Bedingung f�ur Stabilit�at.

Der Grundgedanke der CFL-Bedingung ist folgender: Es l�a�t sich in manchen F�allen

feststellen, da� die L�osung einer partiellen Di�erentialgleichung an der Stelle (x; t) von

einigen Anfangs- und Randwerten abh�angig ist. In Kapitel 6 ist der Abh�angigkeitsbereich

f�ur das Anfangswertproblem f�ur die Gleichung

ut + cux = 0

untersucht worden. Es wurde festgestellt, da� der Abh�angigkeitsbereich der L�osung u im

Punkt (x; t) der Punkt (x� ct; 0) ist:

AB(u; (x; t)) = (x� ct; 0) : (7.18)

F�ur eine Di�erenzengleichung ist es auch m�oglich, einen Abh�angigkeitsbereich zu �nden.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Di�erenzengleichung (7.16)

uhi;j+1 � (1 + c�)uhi;j + c� uhi+1;j = 0 :

Die numerische L�osung uhi;j+1 im Punkt (i; j + 1) ist von den Werten der numerischen

L�osung in zwei Gitterpunkten im vorherigen Zeitintervall abh�angig: (i + 1; j) und (i; j).

Durch Wiederholung wird sofort gesehen, da� der Abh�angigkeitsbereich f�ur uh im Punkt

(xi; tj) das Intervall (xi; xi+j) auf der x-Achse ist:

AB(uh; (xi; tj)) = f(x; 0) : xi � x � xi+jg :
Aus den Gleichungen

xi = a+ i h

tj = j k

� = k=h
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folgt

AB(uh; (x; t)) = f(�x; 0) : x � �x � x+ t=�g (7.19)

f�ur (x; t) 2 Gh

F�ur die Gleichung (7.17) ergibt sich �ahnlicherweise:

AB(uh; (x; t)) = f(�x; 0) : x� t=� � �x � xg (7.20)

f�ur (x; t) 2 Gh

Satz 7.1 (CFL-Bedingung) F�ur die Konvergenz eines Di�erenzenverfahrens ist es

notwendig, da� der Abh�angigkeitsbereich der Di�erentialgleichung im Abschlu� des

Abh�angigkeitsbereiches der Di�erenzengleichung beim Grenz�ubergang von h gegen 0

enthalten ist.

F�ur alle (x; t) 2 G gilt dann genauer:

Ist (xh; th) 2 Gh eine Folge von Gitterpunkten mit (xh; th)! (x; t) und � 2 AB(u; (x; t)),

dann gibt es f�ur alle � > 0 ein � > 0, so da�

B�(�) \ AB(uh; (xh; th)) 6= �

f�ur 0 < h < �, wo B�(�) den Kreis mit dem Radius � und dem Mittelpunkt � bezeichnet.

Beweis:

Sei die CFL-Bedingung nicht erf�ullt. Dann gibt es (x; t) 2 G ; � 2 AB(u; (x; t)), eine

Folge f(xh; th)g, (xh; th)! (x; t) und ein � > 0, so da�

B�(�) \ AB(uh; (xh; th)) = �

f�ur alle h > 0, d.h. �Anderungen der Anfangs- oder Randdaten in B�(�) �andern die L�osung

u in (x; t), aber nicht die Approximationen uh in den Gitterpunkten (xh; th).

Es ist deshalb m�oglich, die Anfangs- oder Randwertdaten so zu w�ahlen, da� der Limes

lim
h!0

uh(xh; th)

entweder nicht existiert oder nicht gegen u(x; t) konvergiert.

Beispiel 7.1 Es folgt aus (7.17) und (7.19), da� die Approximation (7.16) die CFL-

Bedingung f�ur das Problem
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ut + cux = 0 ; c > 0 ; t > 0

u(x; 0) = f(x) ; x 2 R (7.21)

nicht erf�ullt.

Beispiel 7.2 Es folgt aus (7.18) und (7.20), da� die Approximation (7.17) die CFL-

Bedingung f�ur das Problem erf�ullt, genau dann, wenn

x� ct 2 [x� t=� ; x]

d.h. genau dann, wenn

c� � 1 : (7.22)

Diese Bedingung hei�t die CFL-Bedingung f�ur das Di�erenzenverfahren (7.17) bzgl.

des Problems (7.21).

Die CFL-Bedingung (7.22) ist nur eine notwendige Bedingung f�ur Konvergenz. Da� diese

Bedingung in diesem Fall auch hinreichend ist, wird in den n�achsten beiden Abschnitten

bewiesen.

7.6 Beweis der Konvergenz bez�uglich jj � jj1
Sei uh(x; y) die numerische L�osung des Anfangsrandwertproblems (7.1), die mit der Dif-

ferenzenapproximation (7.17) berechnet worden ist. Wie oben gezeigt worden ist, ist die

CFL-Bedingung

c� � 1

eine notwendige Bedingung f�ur Konvergenz. In diesem Abschnitt zeigen wir, da� die

CFL-Bedingung in diesem einfachen Fall auch hinreichend ist.

Zuerst werden einige Notationen eingef�uhrt:

ui;j := u(xi; tj) (die exakte L�osung)

ei;j � ehi;j := ui;j � uhi;j (der Fehler)

Satz 7.2 Sei u 2 C2(G) eine L�osung von (7.1), uh eine mit Hilfe von (7.17) berech-

nete Approximation und �c � 1 . Dann gilt:
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juhi;j � ui;jj � (j�t)M2(c+ �)�x=2 ;

wobei

M2 := sup
�G

max
p+q=2

����� @2u

@xp@tq

����� :
Beweis:

Durch Taylor-Entwicklung folgt mit (7.1):

ui;j+1 � ui;j

�t
+ c

ui;j � ui�1;j
�x

= fi;j ; 1 � i � N ; 1 � j �M � 1

mit

fi;j :=
@2u(xi; �)

@t2
� �t
2
� c

@2u(�; tj)

@x2
� �x

2

wobei

� 2 (tj; tj+1) ; � 2 (xi�1; xi) ;

so da�

jfijj � F :=M2 � (�+ c) � �x
2

:

Die Approximation uh erf�ullt die Di�erenzengleichung (7.17)

uhi;j+1 � uhi;j

�t
+ c

uhi;j � uhi�1;j
�x

= 0 :

Aus dieser Gleichung folgt, da� der Fehler ehi;j = ei;j := u(xi; tj) � uhi;j ebenfalls eine

Di�erenzengleichung erf�ullt:

ei;j+1 � ei;j

�t
+ c

ei;j � ei�1;j
�x

= fi;j :

Diese Gleichung wird nun umgestaltet:

ei;j+1 = (1�c�)ei;j+c�ei�1;j+fi;j�t ; 1 � i � N ; 1 � j �M�1 : (�)

Zus�atzlich gilt:

ei;0 = ui;0 � uhi;0 = 0 ; 1 � i � N

und

e0;j = u0;j � uh0;j = 0 ; 1 � j �M :
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Sei

Ej := max
0�i�N

jei;jj :

Es folgt aus (*),

j"i;j+1j � j1� c�j � Ej + jc�j � Ej + F �t = Ej + F �t ;

da 0 < c� � 1, so da�

Ej+1 = max
0�i�N

j"i;j+1j � Ej + F�t

Es folgt sofort durch Induktion unter Ber�ucksichtigung der Gleichung E0 = 0, da�

Ej � j F �t :

Bemerkung 7.1 Diese Methodik wird oft in der Theorie numerischer Verfahren ange-

wandt, und wir werden sp�ater weitere Beispiele in Zusammenhang mit elliptischen und

parabolischen Di�erentialgleichungen kennenlernen.

Es mu� allerdings hier erw�ahnt werden, da� diese Methodik f�ur hyperbolische Di�e-

rentialgleichungen wenig Anwendung �ndet. Der Grund ist, da� die Maximumnorm f�ur

hyperbolische Di�erentialgleichungen ungeeignet ist.

7.7 Zusammenfassung einfacher Methoden

7.7.1 Zeitvorw�arts und Raumvorw�arts

ui;j+1 � ui;j

k
+ c

ui+1;j � ui;j

h
= 0

oder

ui;j+1 = (1 + c�)ui;j � c�ui+1;j

7.7.2 Zeitvorw�arts und Raumr�uckw�arts

ui;j+1 � ui;j

k
+ c

ui;j � ui�1;j
h

= 0

oder

ui;j+1 = (1� c�)ui;j + c�ui�1;j
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7.7.3 Zeitvorw�arts und r�aumlich zentriert

ui;j+1 � ui;j

k
+ c

ui+1;j � ui�1;j
2h

= 0

oder

ui;j+1 = ui;j � c�

2
(ui+1;j � ui�1;j)

7.7.4 Lax-Friedrichs

ui;j+1 � 1
2
(ui�1;j + ui+1;j)

k
+ c

ui+1;j � ui�1;j
2h

= 0

7.7.5 Leap-frog oder Bockspringen

ui;j+1 � ui;j�1
2k

+ c
ui+1;j � ui�1;j

2h
= 0

7.8 Beweis der Konvergenz bzgl. jj � jj2 (Energie-

Methode)

Dieser Abschnitt k�onnte noch verbessert werden. Es w�are vielleicht besser, periodische

Anfangswerte zu betrachten.

Wir betrachten:

Problem 2:

ut + cux = 0 ; t > 0 ; x > 0

u(x; 0) = f(x) ; �1 < x <1

mit f 2 C2(�1;+1) und

f (r) 2 L2(�1;1) f�ur 0 � r � 2 :

Wir m�ochten beweisen, da� die Approximationen uh, die mit dem Di�erenzenverfahren

(7.17) berechnet werden, gegen eine L�osung u konvergieren. Die Existenz von u wird

nicht vorausgesetzt, so da� wir einen konstruktiven Existenzbeweis erhalten. (Allerdings

wird u als Limes einer nicht genau angegebenen Teilfolge uhi de�niert.)

Diese Beweismethode wurde zuerst durch Courant, Friedrichs und Lewy [1928] ange-

wandt. Siehe auch Ladyzhenskaya [1985] und Epstein [1962].
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7.8.1 Notation

In diesem Abschnitt benutzen wir die folgende Notation:

X := `2

fh := ff(ih)g : i 2 Zg 2 X
uhj := fuhi;j : i 2 Zg

�xu
h
j =

( 
uhi+1;j � uhi;j

h

!
: i 2 Z

)

�2
xu

h
j =

( 
uhi+2;j � 2uhi+1;j + uhi;j

h2

!
: i 2 Z

)

�tu
h
j =

( 
ui;j+1 � uhi;j

k

!
: i 2 Z

)

`2 sei der Vektorraum aller reellen Folgen

y = fyig = fyi : i = 0; 1; 2; : : : g

mit

kyk2 :=
" 1X
i=0

jyij2
#1=2

<1 :

L2(0;1) sei der Vektorraum aller reellen Funktionen f(x) ; x � 0, mit

kfk2 :=
24 1Z
0

jf(x)j2dx
351=2 < 0 :

7.8.2 Die Energienorm

Sei u(�; t) 2 C2
0 (�1;+1) \ L2(�1;+1) f�ur t � 0 eine L�osung des Problems 2

Dann folgt:

d

dt

1Z
�1

u(x; t)2dx =

1Z
�1

2uutdx

= �2c
1Z

�1
uuxdx

= LimesA!1
h
�c(u(x; t))2

i+A
�A

= 0 :
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Folglich gilt:

ku(�; t)k22 = ku(�; 0)k22 :

D.h. die Norm ku(�; t)k2 ist konstant.

Bemerkung 7.2 Gilt f�ur die Anfangsdaten

u(�; 0) 2 C2
0(R);

dann folgt mit Hilfe der Beschr�anktheit des Abh�angigkeitsbereiches, da� u(�; t) 2 C2
0(R).

Dieses Ergebnis f�uhrt dazu, da� man versucht zu zeigen, da� die diskrete Energienorm

kuhk2
ebenfalls erhalten bleibt.

7.8.3 Der Existenz- und Konvergenzbeweis

Satz 7.3 Sei f 2 L2(�1; +1); fh 2 X; c > 0, und uh durch (7.17) de�niert. Seien

M0;M1;M2 Konstanten, wof�ur

hkfhk22 � M0

hk�xfhk22 � M1

hk�2
xfhk22 � M2 :

Dann existiert eine Folge fhng ; h0 > h1 > h2; : : : und eine Funktion u, so da�

uhn �! u

und u eine L�osung des Problems 2 ist.

Beweis: (Skizze)

Die Grundidee ist, die sequentielle Kompaktheit der Folgen uh ; �xu
h usw. zu zeigen.

Ist diese vorhanden, dann existieren konvergente Teilfolgen uhi ; �xu
hi und Funktionen

u; ux usw. mit

uhihi �! u ;

�xu
hi �! ux :

Zus�atzlich gilt:
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ux =
@

@x
u

usw.

Der Beweis, da� die Folgen sequentiell kompakt sind, wird mit Hilfe des Satzes von

Arzela-Ascoli und der unten angegebenen Hilfss�atze durchgef�uhrt.

Der Satz von Arzela-Ascoli, der unten angegeben wird, ist eine Verallgemeinerung des

Satzes von Bolzano-Weierstra�:

Satz 7.4 (Bolzano-Weierstra�) Jede beschr�ankte Folge reeller Zahlen enth�alt eine

konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe Forster, Analysis I, S. 31.

De�nition 7.1 Sei A eine Teilmenge eines topologischen Vektorraumes X. A hei�t

sequentiell kompakt, falls jede Folge aus A eine konvergente Teilfolge mit Grenz-

wert in X enth�alt. (Siehe Dunford und Schwartz, I, S. 21.)

De�nition 7.2 Sei 
 � Rn ein Gebiet. Eine Familie F stetiger Funktionen auf 


hei�t gleichgradig stetig, wenn es zu jedem � > 0 ein � > 0 gibt, so da� f�ur jedes �

in F und f�ur je zwei Punkte x1 und x2 aus 
 stets

k�(x1)� �(x2)k < �

gilt.

Satz 7.5 ((Arzela-Ascoli)) Sei 
 eine beschr�ankte Teilmenge von Rn. Eine Teil-

menge A � C(
) ist genau dann sequentiell kompakt, falls:

1. Es existiert M 2 R mit

k�k1 �M ; f�ur alle � 2 A :

2. A ist gleichgradig stetig.

(Siehe Adams, S. 10.)

Hilfssatz 1:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.3. Dann gibt es Konstanten M0;M1 und M2,

so da�
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a) hkuhjk22 � M0;

b) hk�xu
h
j k22 � M1;

c) hk�2
xu

h
j k22 � M2;

d) hk�tu
h
jk22 � M3

Beweis von a):

F�ur v = fvig 2 X sei T der Verschiebungsoperator, Tv := fvi+1g.

Nach Voraussetzung ist fh 2 X, so da� uh0 = fh 2 X. Aus der Gleichung

uhj+1 = (1� c�)uhj + c�T�1uhj

folgt sofort, da� uhj 2 X f�ur alle j und

kuhj+1k2 � (1� c�)kuhjk2 + c�kT�1uhj k2 = kuhjk2 :

Zusammenfassend gilt:

hkuhj k22 � hkfhk22 � M0 f�ur alle j :

Beweis von b):

Sei nun

vhj := �xu
h
j ;

=

( 
uhi+1;j � uhi;j

h

!)
:

Dann gilt:

vh0 = �xfh

und

vhj+1 = (1� c�)vhj + c�vhj�1 :

Wie in a) kann bewiesen werden, da�

hkvhj k2 � hk�xfhk22 �M1 :

Beweis von c): Wie a) und b).
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Beweis von d):

Das Di�erenzenverfahren lautet:

�tu
h
i;j = �c�xu

h
i;j

und somit:

hk�tu
h
jk22 = hc2k�xu

h
j k22 � c2M1 :

Hilfssatz 2:

Sei wh Gitterfunktionen, wh 2 X mit hk�xw
hk22 �M .

Sei ~wh die Erweiterung von wh durch lineare Interpolation.

Dann gibt es eine Funktion w 2 X und eine Teilfolge hr, so da�

~whr �! w f�ur r �!1 :

Beweis:

Sei x; y 2 R, so da� x und y Gitterpunkte sind f�ur gen�ugend klein h. Sei

x = rh ; y = sh ; s > r :

Dann gilt

jwh(y)� wh(x)j =

������
s�1X
j=r

h[�xw
h(jh)]

������
� h

24s�1X
j=r

j�xw
h(jh)j2

351=2 (s� r)1=2

� [hk�xw
hk22]1=2(hs� hr)1=2

� M jy � xj1=2 :
D.h. die Funktionen ~wh sind gleichgradig stetig. Man kann dann den Satz von Arzela-

Ascoli anwenden.

7.9 Das Lax-Wendro�-Verfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir das Lax-Wendro�-Verfahren, das sp�ater in verallge-

meinerter Form diskutiert wird.
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Betrachten wir das Anfangswertproblem

ut + cux = 0 ; t > 0 ; x 2 Rn (7.23)

u(x; 0) = f(x) ; x 2 Rn (7.24)

G := R � R+ (7.25)

Die Taylorentwicklung von u am Punkt (xi; tj) ist:

ui;j+1 = ui;j +�t
@u

@t

�����
i;j

+
(�t)2

2

@2u

@t2

�����
i;j

+O(�t3) : (�)

Es folgt aus der Di�erentialgleichung, da�

@u

@t
= �c @u

@x
@2u

@t2
= �c @2u

@x@t

= �c @

@x

 
@u

@t

!

= �c @

@x

 
�c @u

@x

!

= c2
@2u

@x2
:

Wenn die Terme @u
@t

und @2u
@t2

in der Taylorentwicklung (�) durch �c @u
@x

bzw. c2 @2u
@x2

ersetzt

werden, ergibt sich:

ui;j+1 = ui;j ��t c
@u

@x

�����
i;j

+
(�t)2

2
c2

@2u

@x2

�����
i;j

+O(�t3) :

Zuletzt werden die partiellen Ableitungen nach x approximiert:

@u

@x

�����
i;j

=
ui+1;j � ui�1;j

2�x
+O(�x2)

@2u

@x2

�����
i;j

=
ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j

�x2
+O(�x2) :

Es folgt

ui;j+1 = ui;j � c�t

2�x
� (ui+1;j � ui�1;j) +

+
c2�t2

2�x2
(ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j)

+ O(�t3 +�t �x2 +�t2 �x2)
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�
�

�
�

�
�
�
�� c�

2 (1 + c�)

�
�

�
��1 + c2�2 c�

2 � (1� c�)

��
��
1

Abbildung 7.7: Das Molek�ul des Lax-Wendro�-Verfahrens

Das Lax-Wendro�-Verfahren entsteht, wenn der Term O(�x3 + �t �x2) vernachl�assigt

wird:

uhi;j+1 =
c�

2
� (1 + c�) � uhi�1;j + (1� c2�2) � uhi;j �

c�

2
(1� c�) � uhi+1;j

Das Molek�ul wird in Abbildung 7.7 dargestellt:

Bemerkung 7.3 1. Das Lax-Wendro�-Verfahren ist f�ur jc�j � 1 konvergent, d.h.

die CFL-Bedingung ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. (Diese

Behauptung wird sp�ater bewiesen.)

2. Das Lax-Wendro�-Verfahren hat die Ordnung 2:

eh = O(h2 + k2) :

3. Wenn die L�osung innerhalb des Streifens a � x � b gesucht wird, mu� u(b; t)

auch vorgeschrieben werden, obwohl dies f�ur das analytische Problem nicht

n�otig ist.

7.10 Abschlie�ende Bemerkung zur Stabilit�at

Bei dem Begri� Stabilit�at spielt die Wahl der Norm eine Rolle. Es ist durchaus m�oglich,

da� eine Methode bzgl. einer Norm stabil ist und bzgl. einer zweiten Norm nicht stabil

ist. Trotzdem sind die Aussagen mit nur kleinen Abweichungen gr�o�tenteils gleich.





Literaturverzeichnis

[1] Adams, R. A.: Sobolev Spaces. Academic Press, 1975.

[2] Collatz, L.: Numerische Behandlung von Di�erentialgleichungen, 2. Au
age. Springer

1955.

[3] Courant, R., Friedrichs, K. O. und Lewy, H.: �Uber die partiellen Di�erenzengleichun-

gen der mathematischen Physik. Math. Ann., 100, 32-74, 1928.

[4] Dunford, N., Schwartz, J. T.: Linear Operators. Interscience, 1966.

[5] Epstein, B.: Partial Di�erential Equations. McGraw-Hill, 1962.

[6] Forsythe, G.E., Wasow, W.R.: Finite Di�erence Methods for Partial Di�erential

Equations. New York: John Wiley, 1960.

[7] Gro�mann, Ch., Roos, H.-G.: Numerik partieller Di�erentialgleichungen. Teubner,

1992.

[8] Gustafsson, B., Kreiss, H.-O., Oliger, J.: Time Dependent Problems and Di�erence

Methods. Wiley, 1995.

[9] Kreiss, K.O., Widlund, O.: Di�erence approximations for initial value problems for

partial di�erential equations. Report No. 7, Dept. of Computer Sciences, Uppsala

Univ. Sept. 1967.

[10] Kr�oner, D. Numerical Schemes f�ur Conservation Laws. Wiley + Teubner, 1997.

[11] Ladyzhenskaya, O.L.: The Boundary Value Problems of Mathematical Physics.

Springer, 1985.

[12] Leveque, Randall J.: Numerical Methods for Conservation Laws. Birkh�auser, 1992.

[13] Liebmann, H.: Die angen�aherte Ermittlung harmonischer Funktionen und konformer

Abbildungen. Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-phys. Kl. 1918, S. 385-416.

[14] Quarteroni, A., Valli, A.: Numerical Approximation of Partial Di�erential Equations.

Springer, 1974.



80 LITERATURVERZEICHNIS

[15] Richardson, L.F.: The Approximate Arithmetical Equations with an Application to

the Stresses in a Masonry Dam. Phil. Trans. Roy. Soc., Lond. A Bd. 210 (1911) S.

308-357.

[16] Richtmyer, R. D., Morton, K. W.: Di�erence Methods for Initial-value Problems.

Wiley, Interscience, 1967.

[17] Runge, C.: �Uber eine Methode, die partielle Di�erentialgleichung �u = Constans

numerisch zu integrieren. Z. Math. u. Phys. Bd. 56 (1908) S. 225-232.

[18] Southwell, R.V.: Relaxation Methods in Engineering Science. Oxford, 1940.

[19] Southwell, R.V.: Relaxation Methods in Theoretical Physics. Bd. I, II. Oxford, 1946

und 1956.

[20] Smith, G.D.: Numerical Solution of Partial Di�erential Equations. Finite Di�erence

Methods. Third Edition. Oxford University Press.

[21] Strikwerda, J. C.: Finite Di�erence Schemes and Partial Di�erential Equations.

Wadsworth and Brooks / Cole, 1989.



Kapitel 8

Die W�armeleitungsgleichung

8.1 Einf�uhrung

Die Gleichung

@u

@t
= �u (8.1)

hei�t W�armeleitungsgleichung.

Diese Gleichung wurde in Absatz 3.5 hergeleitet. In Absatz 3.6 wurden die vielen

verwandten Gleichungen kurz erw�ahnt.

Wir betrachten einige einfache analytische L�osungsverfahren und Eigenschaften. Di�e-

renzenverfahren zur L�osung der W�armeleitungsgleichung werden sp�ater behandelt.

Literatur:

Cannon, J.R.: The One-Dimensional Heat Equation. Addison Wesley, 1984.

Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,

1959.

Crank, J.: The Mathematics of Di�usion, 2.ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.

Friedman, A.: Partial Di�erential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.

Grigull,, U.:, Sondner, H.: W�armeleitung. Berlin: Springer, 1979. (in der Inst.Bibl.)

Jacobs, M.H.: Di�usion Processes. Berlin: Springer, 1967.
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Widder, D.V.: The Heat Equation. Academic Press, 1975.

8.2 Analytische L�osungen der W�armeleitungsglei-

chung

Wir betrachten einige L�osungsmethoden f�ur die W�armeleitungsgleichung. Unser Ziel ist,

analytische L�osungen f�ur Modellprobleme zu �nden, mit denen wir sp�ater numerische Er-

gebnisse vergleichen und ein \Gef�uhl" f�ur die W�armeleitungsgleichung entwickeln k�onnen.

8.2.1 Die Methode der Trennung der Ver�anderlichen

Man macht den Ansatz, da� die L�osung der eindimensionellen W�armeleitungsgleichung

ut = uxx (8.2)

als ein Produkt von zwei Funktionen X(x) und T (t) darstellbar ist, wobei X eine nur von

x und T eine nur von t abh�angige Funktion ist:

u(x; t) = X(x)T (t) : (8.3)

Setzen wir (8.3) in die Gleichung (8.2) ein und dividieren durch X und T , dann erhalten

wir:

d2X
dx2

X
=

dT
dt

T
= � ; (8.4)

wobei � weder von x noch von t abh�angig ist und deshalb eine Konstante ist.

Zur Bestimmung von X und T liegen deshalb zwei gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

vor:

X 00 � �X = 0

T 0 � �T = 0 (8.5)

mit allgemeinen L�osungen

X = a exp(
p
�x) + b exp(�

p
�x) ; (8.6)

T = c exp(�t) ; (8.7)
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wobei a, b und c beliebige Konstanten sind. Es sollte beachtet werden, da� �, a, b und

c negative oder sogar komplexe Zahlen sein d�urfen. Da hier das Produkt aus X und T

betrachtet wird, kann o.E. c = 1 angenommen werden.

F�ur jede Konstante � erhalten wir eine L�osung (8.3), wobei X und T durch (8.6) und

(8.7) gegeben sind. Da die W�armeleitungsgleichung linear ist, ist eine Summe dieser

speziellen L�osungen auch eine L�osung der partiellen Di�erentialgleichung.

Zwei Anwendungen werden jetzt gegeben.

Beispiel 8.1 Gesucht wird die L�osung des folgenden Anfangs-Randwertproblems:

ut = uxx ; 0 � x � � ; 0 � t <1 (8.8)

u(x; 0) = '(x) ; 0 � x � � (8.9)

u(0; t) = u(�; t) = 0 ; t > 0 : (8.10)

Diese Aufgabe entspricht dem folgenden physikalischen Problem:

Ein Stab der L�ange � mit konstantem Querschnitt hat zur Zeit t0 = 0 die Temperatur-

verteilung '(x) . Der Stab ist isoliert, so da� der W�armestrom nur in der x-Richtung

statt�ndet. Die Endpunkte des Stabes werden f�ur Zeit t � 0 auf Temperatur 0 gehalten.

Die L�osung wird mit folgendem Reihenansatz gesucht:

u(x; t) =
1X
n=0

CnXn(x)Tn(t) ; (8.11)

wobei Cn Konstanten sind und Xn und Tn f�ur � = �n durch die Gleichungen (8.7) und

(8.8) bestimmt werden. Die Werte von �n werden so gew�ahlt, da� die Gleichung (8.10)

erf�ullt wird, d.h.

Xn(0) = Xn(�) = 0 : (8.12)

Das erfordert:

�n = �n2 ; n = 0; 1; 2; : : : ; (8.13)

so da�
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(
Xn(x) = sin(nx)

Tn(t) = exp(�n2t) (8.14)

Setzen wir (8.14) in (8.11) ein, so erhalten wir:

u(x; t) =
1X
n=1

Cn sin(nx) � exp(�n2t) : (8.15)

Die Funktion u(x; t), die durch Gleichung (8.15) de�niert ist, erf�ullt die W�armeleitungs-

gleichung (8.8) und die Randwertbedingungen (8.10) f�ur jede Wahl der Koe�zienten Cn.

Damit die Anfangswertbedingung (8.9) erf�ullt wird, ist n�otig, da�

u(x; 0) =
1X
n=1

Cn sin(nx) = '(x) ; (8.16)

d.h. die Koe�zienten Cn sind die Koe�zienten der Fourier-Sinusreihe. Aus der Theorie

der Fourier-Reihen erhalten wir:

Cn =
2

�

�Z
0

'(x) sin(nx)dx ; n = 1; 2; : : : : (8.17)

2

Beispiel 8.2 Man sucht eine zeitperiodische L�osung der W�armeleitungsgleichung. Aus

Gleichung (8.7) erkennt man, da� solch eine L�osung erfordert, da� � imagin�ar sein mu�,

d.h. � = i!, wobei i =
p�1 und ! eine reelle Konstante ist. Unter Ber�ucksichtigung der

Identit�at
p
i = (1 + i)

p
2 erhalten wir aus den Gleichungen (8.6) und (8.7)

u(x; t) = a exp

�
x �
r
!

2
+ i(x

r
!

2
+ !t)

�
+ b exp

�
�x
r
!

2
+ i(�x

r
!

2
+ !t)

�
:

(8.18)

Wenn gefordert wird, da� ! > 0 und da� u f�ur positive x beschr�ankt sein sollte, gilt

a = 0. Die Funktion u in Gleichung (8.18) ist eine komplexwertige Funktion. Da die par-

tielle Di�erentialgleichung eine reelle Gleichung ist, sind beide, die reellen und komplexen

Teile von u, L�osungen der W�armeleitungsgleichung. Wenn wir nur den reellen Teil von u

nehmen, dann erhalten wir folgende periodische L�osung:

u(x; t) = b exp

�
�x
r
!

2

�
cos

�
�x
r
!

2
+ !t

�
: (8.19)

Diese L�osung kann benutzt werden, um die Temperaturschwankungen in der Erde infolge

der t�aglichen und j�ahrlichen Temperaturschwankungen an der Erdober
�ache zu analy-

sieren: 2
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Tiefe x(m) Amplitude A(x)(�C:)
0 19.5

1 11.5

2 6.8

3 4.2

4 2.6

Tabelle 8.1:

Beispiel 8.3 (Tychono�, Samarskii, S. 236) Im folgenden soll als Anwendung der

W�armeleitungsgleichung die Ausbreitung von Temperaturwellen im Erdboden betrach-

tet werden. Die Temperatur der Erdober
�ache �andert sich mit einer t�aglichen und einer

j�ahrlichen Periode. Diese Temperaturschwankungen breiten sich von der Erdober
�ache

ins Erdinnere aus. Setzt man den Erdboden als homogen voraus, so ist ein einfaches

Modell durch folgendes Randwertproblem der W�armeleitungsgleichung gegeben:

Gesucht ist eine beschr�ankte L�osung der Gleichung

@u

@t
= a2

@2u

@x2
; 0 � x <1 ; �1 < t ; (8.20)

mit der Randbedingung (an der Erdober
�ache)

u(0; t) = A cos !t : (8.21)

Hierbei beschreibt ! die Periode der Temperaturschwankungen und a2 ist eine Konstante

f�ur die Temperaturleitf�ahigkeit des Bodens. Die Einheit f�ur x sei ein Meter und f�ur t ein

Tag.

Man leitet mit Hilfe eines Separationsansatzes folgende Darstellung der L�osung her (siehe

(8.19)):

u(x; t) = A exp

�
�
r

!

2a2
x

�
cos

�
!t�

r
!

2a2
x

�
: (8.22)

Die Amplitude der Temperaturschwankungen wird also durch die Funktion

A(x) := A exp

�
�
r

!

2a2
x

�
(8.23)

beschrieben. In einer Beobachtungsstation in der ehemaligen UdSSR wurden die j�ahr-

lichen Temperaturschwankungen gemessen. Die Amplitude betrug an der Erdober
�ache

19; 5�C. Weiter wurden folgende Werte gemessen (siehe Tabelle 8.1):

Auf Grund dieser Werte kann man die Temperaturleitf�ahigkeit des Erdbodens bestimmen:
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`n
A(x)

A
= �

r
!

2a2
x (8.24)

Sei

� = �
r

!

2a2
:

Da die Periode einem Jahr entspricht, gilt

! = 2�=365 :

Der Koe�zient � kann aus den Daten in der Tabelle mit Hilfe der Methode der kleinsten

Quadrate berechnet werden Als Ergebnis erh�alt man:

� = 4; 0� 10�3

Da

a2 =
!

2�2
(8.25)

folgt

a2 = 4:1� 10�3cm3=sec: (8.26)

Aus der Identit�at

!t�
r

!

2a2
x = !

 
t� xp

2a2!

!

folgt, da� in der Tiefe x die Jahresschwankungen um xp
2a2!

versp�atet sind.

Z.B. wird die Maximaltemperatur in 4 m Tiefe etw 4 Monate sp�ater als auf der Erdober-


�ache erreicht. 2

Die Methode der Trennung der Ver�anderlichen und insbesondere die L�osung der W�arme-

leitungsgleichung durch Fourier-Reihen ist historisch von gro�er Bedeutung. Es sollte aber

bemerkt werden, da� die Methode der LAPLACEschen Transformation, die wir sp�ater

besprechen, heute viel �ofter in der Praxis benutzt wird, weil es analytische L�osungen zu

gleichen Problemen mit viel weniger Aufwand als die Fourier-Methode geben kann.
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Abbildung 8.1: G(x; 0; t) f�ur �4 � x � 4; 0:01 � t � 2

8.2.2 Die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung

Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

ut = uxx (8.27)

u(x; 0) = f(x) ; x 2 R : (8.28)

Die Funktion

G(x; �; t) :=
1

2
p
�t

exp[�(x� �)2=4t] (8.29)

wird die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung genannt. Sie ist auch als die

Greensche Funktion der unendlichen Geraden bekannt. Die folgenden Eigenschaften

von G lassen sich leicht beweisen:

@G

@t
(x; �; t) =

@2G

@x2
(x; �; t) (8.30)

+1Z
�1

G(x; �; t)d� =
1p
�

+1Z
�1

exp(�s2)ds = 1 (8.31)

Die Funktion G wird in Abbildung 8.1 gra�sch dargestellt. Sp�ater werden wir G mit Hilfe

der Fourier-Transformation herleiten.

Unter Ber�ucksichtigung von Gleichung (8.31) l�a�t sich erkennen, da� G(x; �; t) das fol-

gende physikalische Problem l�ost: Ein unendlich langer Stab be�ndet sich am Zeitpunkt

t = 0 in folgendem Zustand: An der Stelle x = � ist die Temperatur unendlich. Bei

allen �ubrigen Punkten x 6= � ist die Temperatur 0. Alle W�arme ist an der Stelle x = �

konzentriert, und zwar in der H�ohe von einer Einheit.
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Bemerkung 8.1 Die Funktion G(x; �; t) erf�ullt die Randbedingung

G(x; �; 0) = �(x� �) ;

wo �(x) die Diracsche Deltafunktion, eine Distribution, ist. Eine Distribution ist eine

verallgemeinerte Funktion. Mehr dar�uber z.B. in: Schwarz, L.: Theorie des Distributions.

Paris: Hermann, 1973.

Die eben beschriebenen Anfangswertprobleme f�ur G sind nat�urlich physikalisch unreali-

stisch. Sie lassen sich dadurch approximieren, da� sich zur Anfangszeit t = 0 eine Einheit

von W�arme in einer kleinen Umgebung von x = � be�ndet.

Satz 8.1 Sei f 2 C(�1;+1) mit

kfk1 = sup
x2R

jf(x)j <1 :

Dann existiert das Integral

u(x; t) :=

+1Z
�1

G(x; �; t)f(�)d� (8.32)

und stellt eine L�osung u(x; t) des Anfangswertproblems (8.27), (8.28) dar.

Beweis (Skizze):

Der Beweis beruht auf folgenden Bemerkungen:

1. Die Tatsache, da� G ein negatives Exponential enth�alt, bedeutet, da� das Integral

in (8.32) gleichm�a�ig konvergiert und deshalb der Tausch von Di�erentiation und

Integration gerechtfertigt ist.

2. Das Verhalten von G f�ur kleine t, das in Abbildung 8.1 gezeigt wird, n�amlich da� G

nur in der unmittelbaren Umgebung von x = � gro�ist, impliziert, da� u(x; t) gegen

f(x) strebt f�ur t gegen 0.

Durch Benutzung dieser beiden Bemerkungen l�a�t es sich streng beweisen, da� u(x; t),

wie in Gleichung (8.32) angegeben, das Anfangswertproblem (8.27) und (8.28) l�ost.

Bemerkung 8.2 Es folgt aus Gleichung (8.32), da� die Anfangsdaten gegl�attet werden.

Diese Eigenschaft wird bei Mehrgitterverfahren (Gau�-Seidel- Verfahren) und bei der

Bildverarbeitung benutzt.

Literatur:

Rudin, W.: Real and Complex Analysis. McGraw Hill, 1983.
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8.3 Eigenschaften der W�armeleitungsgleichung

8.3.1 Der Abh�angigkeitsbereich

Die L�osung (8.32) l�a�t eine interessante Eigenschaft der W�armeleitungsgleichung bewei-

sen. Wir betrachten den speziellen Fall, wo der Tr�ager von f beschr�ankt ist, z.B.

f(x) = 0 f�ur jxj > 1 :

Zur Anfangszeit t = 0 ist die W�arme auf dem Intervall (�1;+1) konzentriert. Aber es folgt

aus Gleichung (8.32), da� die L�osung u(x; t) f�ur jeden positiven Wert von t �uberall positiv

ist. Das bedeutet, da� sich die W�arme mit unendlicher Geschwindigkeit fortp
anzt. Dies

ist nat�urlich physikalisch unm�oglich. Es bedeutet, da� mindestens in dieser Hinsicht die

W�armeleitungsgleichung der physikalischen Wahrheit nicht entspricht.

Bemerkung 8.3 Es ist z.B. experimentell beobachtet worden (Bertman + Sandifuco,

Scienti�c American [1970]), da� in gefrorenem Helium W�armewellen entstehen k�onnen.

Eine Beschreibung durch eine Wellengleichung w�are hier also angemessener. In den mei-

sten F�allen ist die W�armeleitungsgleichung aber ein gutes Modell f�ur W�armeverteilungs-

probleme.

F�ur das Anfangswertproblem (8.27), (8.28) ist der Abh�angigkeitsbereich der L�osung u im

Punkt (x; t) die ganz reelle Achse R;

AB(u; (x; t)) = R :

Diese Eigenschaft der W�armeleitungsgleichung hat sofort Konsequenzen f�ur Di�erenzen-

verfahren. Wird n�amlich die Gleichung (8.27) durch die klassische explizite Di�erenzen-

gleichung

Dt+u
h(xi; tj) = Dx�Dx+u

h(xi; tj) ;

d.h.

(�) uhi;j+1 � uhi;j

�t
=
uhi+1;j � 2uhi;j + uhi�1;j

(�x)2

approximiert, dann folgt sofort aus der CFL-Bedingung, da� die Approximationen uh

nicht gegen u konvergieren k�onnen, falls

�t = ��x

gilt.

F�ur die Di�erenzengleichung (�) wird deshalb immer vorausgesetzt, da�

�t = �(�x)2

gilt.
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Abbildung 8.2: Das Anfangswert-Randwertproblem in einem Streifen

Bemerkung 8.4 F�ur die W�armeleitungsgleichung laufen - wenn man will - die \Charak-

teristiken" parallel zur x-Achse.

8.3.2 Das Maximumprinzip

Satz 8.2 Sei

G := (a; b)� [0; T ]

@1G := (a; b)� f0g
@2G := fag � [0; T ]

@3G := fbg � [0; T ]

@4G := (a; b)� fTg :

(Siehe Abbildung 8.2)

Eine in �G de�nierte und stetige Funktion u(x; t) , die in G [ @4G zweimal stetig

di�erenzierbar ist und die W�armeleitungsgleichung

ut = uxx

erf�ullt, nimmt ihr Maximum auf dem \parabolischen Rand" R := @1G[@2G[@3G an.

Beweis:

Die Funktion u ist in �G stetig. Sei

M := max
�G

u(x; t) :
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Wir nehmen jetzt an, da� f�ur ein � > 0

(�) max
R

u(x; t) �M � � ;

und zeigen, da� ein Widerspruch entsteht.

Gilt (�), dann folgt, da� es einen Punkt (x0; y0) gibt mit

u(x0; t0) =M ; (x0; t0) 2 G [ @4G :

Dann gilt:

ut(x0; t0) � 0

ux(x0; t0) = 0

uxx(x0; t0) � 0 :

Sei nun v die Hilfsfunktion

v(x; t) := u(x; t) + k(t0 � t) ;

wobei k eine positive Konstante ist. O�enbar ist dann

v(x0; t0) = u(x0; t0) =M

und

k(t0 � t) � kT :

Wir w�ahlen k > 0 nun so, da� kT < �=2 . Dann gilt

max
R

v �M � �=2 :

Da v eine stetige Funktion ist, gibt es einen Punkt (x1; t1), in dem sie ihr Maximum

annimmt. Sicher gilt dann

v(x1; t1) � v(x0; t0) =M ;

so da�

(x1; t1) 2 G [ @4G :

Es gilt auch:

vt(x1; t1) = ut(x1; t1)� k � 0

vxx(x1; t1) = uxx(x1; t1) � 0 :

Die W�armeleitungsgleichung wird deshalb im Punkt (x1; t1) nicht erf�ullt. Damit ist der

gew�unschte Widerspruch gefunden.
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Bemerkung 8.5 Das Maximumprinzip f�ur die W�armeleitungsgleichung ist im Einklang

mit unseren allt�aglichen Erfahrungen mit W�armetransport.

Bemerkung 8.6 Es folgt sofort aus dem Maximumprinzip, da� das in Abbildung 8.2

geschilderte Anfangsrandwert-Problem h�ochstens eine L�osung u besitzt mit

u 2 C(G) \ C(2)(G [ @4G) :

Bemerkung 8.7 Das Maximumprinzip l�a�t sich in mehrerer Hinsicht verallgemeinern.

Siehe z.B. Protter, M., Weinberger, H.F.: Maximum Principles in Di�erential Equations.

Prentice-Hall, 1967.

Satz 8.3 (Maximumprinzip f�ur die inhomogene W�armeleitungsgleichung) u sei

eine L�osung des folgenden Problems:

ut = uxx + f(x; t) ; a � x � b ; 0 � t � T ; (8.33)

wobei u 2 C2((a; b)� (0; T )) \ C([a; b]� [0; T ]): . Dann gilt:

u(x; t) � m+ et ; f�ur a � x � b ; 0 � t � T ; (8.34)

wobei

e := max
G

jf(x; t)j

m := max

�
max
a�x�b

u(x; 0) ; max
0�t�T

u(a; t) ; max
0�t�T

u(b; t)

�
G := (a; b)� (0; T ) :

Beweis:

Falls (8.34) nicht gilt, dann gibt es (x0; t0) 2 �G mit

u(x0; t0) =M + et0 ; M > m : (8.35)

Wir beweisen, da� dies zu einem Widerspruch f�uhrt.

v sei die Hilfsfunktion

v(x; t) := u(x; t)� et+
M �m

4(b� a)2
(x� x0)

2 : (8.36)

Da v stetig ist und aus (8.35) und (8.36) v(x0; t0) =M , gibt es (x1; t1) 2 �G mit
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v(x1; t1) = max
�G

v(x; t) �M : (8.37)

Aber

v(a; t) = u(a; t)� et +
M �m

4(b� a)2
(a� x0)

2 � m(1� �) +M�� et ;

wobei

� =
(a� x0)

2

4(b� a)2
2
�
0;

1

4

�
;

also

v(a; t) < M � et < M ; f�ur 0 � t � T : (8.38)

Auf gleiche Weise folgt:

v(b; t) < M f�ur 0 � t � T ; (8.39)

v(x; 0) < M f�ur a � x � b : (8.40)

Aus (8.37) - (8.40) folgt, da�

(x1; t1) 2 (a; b)� (0; T ] :

Da v in (x1; t1) das Maximum annimmt, gilt

vt(x1; t1) = 0 ; falls t1 < T ;

vt(x1; t1) � 0 ; falls t1 = T ;

vxx(x1; t1) � 0 ;

so da�

[vt � vxx](x1; t1) � 0 : (8.41)

Aber, aus (8.36),

vt(x1; t1) = ut(x1; t1)� e ;

vxx(x1; t1) = uxx(x1; t1) +
M �m

2(b� a)2
;

so da� , mit Hilfe von (8.33),
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[vt � vxx](x1; t1) = [ut � uxx](x1; t1)� e� M �m

2(b� a)2
;

= f(x1; t1)� e� M �m

2(b� a)2
;

� � M �m

2(b� a)2
(8.42)

< 0 :

Die Gleichungen (8.41) und (8.42) enthalten den gew�unschten Widerspruch. Daraus folgt,

da� (8.34) gilt.

8.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir betrachten hier nur ein einziges typisches Problem:

ut = uxx ; (x; t) 2 G := (a; b)� (0; T ) : (8.43)

u(x; 0) = f1(x) ; x 2 (a; b) ;

u(a; t) = f2(t) ; t 2 (0; T ) ; (8.44)

u(b; t) = f3(t) ; t 2 (0; T ) :

Satz 8.4 (Cannon, Satz 6.3.1, S. 62) Seien fk ; 1 � k � 3, stetige Funktionen auf

[a; b] bzw. [0; T ]. Die Vertr�aglichkeitsbedingungen

f1(a) = f2(0) ;

f1(b) = f3(0) ;

seien erf�ullt.

Dann gibt es genau eine Funktion u(x; t) mit:

a) u 2 C( �G) .
b) ut 2 C(G [ @4G) .
c) uxx 2 C(G [ @4G) .
d) Die Anfangs-Randwertbedingung (8.44) wird erf�ullt.
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Bemerkung 8.8 Cannon formuliert und beweist den Satz f�ur Funktionen fk, die nur

st�uckweise stetig sind und die Vertr�aglichkeitsbedingung deshalb m�oglicherweise nicht

erf�ullen.

Bemerkung 8.9 Ladyzenskaja, Solonnikov und Uralceva (Satz 5.1, S. 320) beweisen

einen �ahnlichen Satz f�ur L�osungen aus Sobolewschen R�aumen H`(G) unter der Voraus-

setzung, da� entsprechende Vertr�aglichkeitsbedingungen erf�ullt sind.

Satz 8.5 Seien u und v L�osungen des Anfangswert-Randwertproblems (8.43), (8.44)

mit Daten f1; f2; f3 bzw. g1; g2; g3.

Dann gilt:

ku� vk1; �G � max
1�k�3

kfk � gkk1;@kG
:

Beweis: Maximumprinzip.

Satz 8.6 Das Problem (8.43), (8.44) ist sachgem�a�gestellt.

Bemerkung 8.10 Das R�uckw�artsproblem:

ut = uxx ; a < x < b ; 0 > t > �T
u(x; 0) = f1(a) ; a � x � b

u(a; t) = f2(t) ; t 2 (�T; 0)
u(b; t) = f3(t) ; t 2 (�T; o)

ist nicht sachgem�a�gestellt.

Literatur:
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Lady�zenskaja, O.A, Solonnikov, V.A. und Ural�ceva, N.N.: Linear and Quasilinear

Equations of Parabolic Type. American Mathematical Society, 1968.





Kapitel 9

Numerische L�osung der

W�armeleitungsgleichung durch

Di�erenzenverfahren

9.1 Einf�uhrung

Um die Grundideen ohne unn�otige Komplikationen zu erkl�aren, betrachten wir das

folgende Problem:

Problem 1

ut = cuxx ; a < x < b ; 0 < t < T (9.1)

u(a; t) = u(b; t) = 0 ; t > 0 (9.2)

u(x; 0) = 1� j1� 2xj ; a � x � b (9.3)

mit L�osung (Carslaw, Jaeger, S. 97, Gleichung (14)):

u(x; t) =
8

�2

1X
n=0

1

(2n+ 1)2
cos

(2n+ 1)�
�
x� b�a

2

�
2 � (b� a)

� exp[�c(b � a)�2(2n+ 1)2�2t=4] :

Dieses Problem wird oft als Modellproblem benutzt, d.h., um die E�zienz von ver-

schiedenen numerischen Methoden zu vergleichen, werden sie zur L�osung des Problems

herangezogen.

Zur numerischen L�osung des Problems 1 wird, wie schon in Kapitel 7 f�ur die Gleichung

ut + cux = 0

geschildert, ein regelm�a�iges (N + 2)� (M + 1) Gitter auf

G := (a; b)� (0; T )
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Abbildung 9.1: Das Gitter Gh;k

in �ublicher Weise gelegt:

h = �x :=
b� a

(N + 1)
;

k = �t :=
T

M
; (9.4)

xi = a + ih ; 0 � i � N + 1 ;

tj = jk ; 0 � j � M :

Das Gitter wird in Abbildung 9.1 dargestellt.

Die exakte L�osung u(x; t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine Approxi-

mation uh;k angen�ahert:

ui;j = u(xi; tj)
:
= uh;k(xi; tj) =: uh;ki;j (9.5)

Die Werte

u
h;k
i;0 := u(xi; 0) = 0 ; 0 � i � N + 1

u
h;k
0;j := u(a; tj) = 0 ; 0 � j �M (9.6)

u
h;k
N+1;j = u(b; tj) = 0 ; 0 � j �M

liegen vor. Ein Di�erenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es erm�oglicht, die �ubri-

gen Werte von u
h;k
i;j zu berechnen. uh;k wird als L�osung eines linearen Gleichungssystems

gewonnen. Es gibt keine allgemeinen Vorschriften f�ur die Konstruktion dieses Gleichungs-

systems. Wir werden verschiedene Beispiele betrachten. Es gibt aber einige Faustregeln:

1. Es sollte so viele Gleichungen wie Unbekannte geben, d.h. so viele Gleichungen wie

Gitterpunkte. Es ist �ublich, jede Gleichung einem Gitterpunkt zuzuordnen, und

diese Gleichung sollte entweder die Di�erentialgleichung oder - wenn zutre�end - die

Anfangswertbedingung oder Randwertbedingung am Gitterpunkt approximieren.

Wir sprechen von der Gleichung an einem Gitterpunkt.
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2. Die Di�erenzengleichung an einem Gitterpunkt sollte nur die Werte von uh am Git-

terpunkt selbst und naheliegende Gitterpunkte verwenden. Dies entspricht der Tat-

sache, da� eine partielle Di�erentialgleichung die partielle Ableitung an einer Stelle

enth�alt. Dies ist eine lokale und nicht globale Bedingung. Um festzustellen, ob eine

Funktion u eine partielle Di�erentialgleichung an einer Stelle erf�ullt, gen�ugt es, die

Werte von u in einer Nachbarschaft dieser Stelle zu kennen. Es ist deshalb sinnvoll,

da� sich diese Eigenschaft in den Di�erenzengleichungen widerzuspiegelt. Eine sehr

wichtige Konsequenz ist, da� die Matrix der Di�erenzengleichungen schwach besetzt

ist.

3. Die exakte L�osung u sollte die Di�erenzengleichungen bis auf einen kleinen Fehler,

den sog. lokalen Fehler, erf�ullen, d.h. die Di�erenzengleichungen sollen konsistent

sein. Um die Konsistenz einer Di�erenzengleichung an einem Gitterpunkt zu pr�ufen,

ist es m�oglich, die L�osung u in eine Taylor-Reihe um den Gitterpunkt zu entwickeln,

da - wie in 2) vorgeschrieben - die Di�erenzengleichung nur die Werte von u in den

Nachbarpunkten des Gitterpunktes enth�alt.

9.2 Approximation von Ableitungen durch Di�eren-

zen

Sei v 2 C4(G) . Es gilt:

@v(x)

@x
=

v(x+ h)� v(x)

h
+
h

2

@2v(x)

@x2
+ 0(h2) ;

= D+xv(x) + 0(h) : (9.7)

@v(x)

@x
=

v(x+ h)� v(x� h)

2h
+
h2

6

@3v(x)

@x3
+ 0(h4)

= D0xv(x) + 0(h2) : (9.8)

@2v(x)

@x2
=

v(x+ h)� 2v(x) + v(x� h)

h2
+
h2

12

@4v(x)

@x4
+ 0(h4)

= D+xD�xv(x) + 0(h2) : (9.9)

9.3 Das klassische explizite Di�erenzenverfahren

F�ur das Modellproblem (Problem 1) sind die Werte von u an den unteren und seitli-

chen R�andern des Gebiets durch die Gleichungen (9.2) und (9.3) vorgeschrieben. F�ur die

betro�enen Gitterpunkte erhalten wir sofort die Di�erenzengleichungen (9.6):

u
h;k
0;j = 0 ; 0 < j �M

u
h;k
N+1;j = 0 ; 0 < j �M (9.10)
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Abbildung 9.2: Das klassische Di�erenzenverfahren

u
h;k
i;0 =

b�a
2
�
���a+b

2
� xi

���
b�a
2

; 0 � i � N + 1 : (9.11)

F�ur die �ubrigen Gitterpunkt, die \inneren" Gitterpunkte, brauchen wir Di�erenzenglei-

chungen, welche die partielle Di�erentialgleichung (9.1) approximieren. Der Punkt (i; j)

sei \innerer" Gitterpunkt - siehe Abbildung 9.1.

Beispiel 9.1 (Das klassische Di�erenzenverfahren) Wir approximieren die partielle

Di�erentialgleichung (9.1) durch

D+tu
h;k(xi; tj) = cD+xD�xuh;k(xi; tj) ; (9.12)

d.h.

u
h;k
i;j+1 � u

h;k
i;j

k
= c � u

h;k
i+1;j � 2uh;ki;j + u

h;k
i�1;j

h2
; 0 < i � N ; 0 < j < M :

(9.13)

Die Di�erenzengleichung (9.13) l�a�t sich folgenderma�en umschreiben:

u
h;k
i;j+1 = u

h;k
i;j +

ck

h2

�
u
h;k
i+1;j � 2uh;ki;j + u

h;k
i;j�1

�
; 0 < i � N ; 0 < j �M :

(9.14)

Das System von Di�erenzengleichungen besteht aus den Gleichungen (9.10), (9.11) und

(9.14), wobei jedem Gitterpunkt eine Di�erenzengleichung zugeordnet ist. Es ist sofort

erkennbar, da� alle Werte von uh;ki;j rekursiv berechnet werden k�onnen. Das Molek�ul wird

in Abbildung 9.2 dargestellt, wo vorausgesetzt ist, da�

k = �h2 : (9.15)

Die Gleichung (9.15) kann mit Hilfe der CFL-Bedingung begr�undet werden. Es folgt

n�amlich aus Absatz 8.4.1, da� der Abh�angigkeitsbereich der L�osung u durch

AB(u; (x; t)) = (a; b)
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Abbildung 9.3: Numerische L�osung f�ur � = 5
11

gegeben wird. Genau wie in Absatz 7.5 folgt, da� der Abh�angigkeitsbereich der Approxi-

mation uh;k durch

AB(uh;k; (x; t)) = (a; b) \ (x� th

k
; x+

th

k
)

gegeben wird. Damit die CFL-Bedingung erf�ullt wird, ist es deshalb erforderlich, da�

lim
h;k!0

h

k
=1 : (9.16)

9.4 Stabilit�at und Konvergenz f�ur das klassische ex-

plizite Di�erenzenverfahren

Die L�osung des Problems 1 mit a = 0 ; b = � ; c = 1 und

� =
k

h2
=

5

11
bzw. � =

5

9

wird in den Abbildungen 9.3 und 9.4 dargestellt. Es ist sofort erkennbar, da� die Ergeb-

nisse f�ur � = 5
11

befriedigend, die f�ur � = 5
9
recht unbefriedigend sind.

Die numerischen Ergebnisse des klassischen expliziten Di�erenzenverfahrens f�ur die

W�armeleitungsgleichung, die in Abbildung 9.4 dargestellt sind, zeigen, da� die numeri-

sche Stabilit�at von Di�erenzenverfahren betrachtet werden mu�. Es ist oft schwierig, die

Stabilit�at eines Di�erenzenverfahrens zu untersuchen. Im jetzigen Fall ist es ausnahms-

weise einfach, einen Beweis von Stabilit�at und Konvergenz anzugeben.

Satz 9.1 u sei die L�osung des Modellproblems

ut = uxx ; �1 < x < 1 ; 0 < t � T ;

u(�1; t) = u(+1; t) = 0 ; 0 < t � T ;

u(x; 0) = '(x)
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W rmeverteilung

x

t

u

t

Abbildung 9.4: Numerische L�osung f�ur � = 5
9

mit u 2 C4([�1;+1]� [0; T ]) . uhi;j sei die L�osung des klassischen expliziten Di�eren-

zenverfahrens mit �t = �(�x)2 und � � 1
2
. Dann gilt:

���uhi;j � ui;j
��� � T

"
�t

2
M2 +

(�x)2

12
M4

#
; 0 � i � N ; 0 � j �M ;

wobei

Mp := max
r+s=p

max
(x;t)2G

�����@pu(x; t)@xr@ts

����� :
Beweis:

Der globale Fehler wird mit ei;j bezeichnet:

ei;j := ui;j � uhi;j ; 0 � i � N ; 0 � j � M :

Aus den Gleichungen (9.7) - (9.15) folgt:

ei;j+1 � ei;j

k
�
�
ei+1;j � 2ei;j + ei�1;j

h2

�
= �hi;j ; (9.17)

f�ur 1 � i � N ; 0 < j �M ;

wobei

j�hi;jj � K :=
�t

2
M2 +

(�x)2

12
M4 (9.18)

und

e0;j = 0 ; 0 < j �M

eN+1;j = 0 ; 0 < j �M (9.19)

ei;0 = 0 ; 0 � i � N + 1 : (9.20)
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Sei

Ej := max
0�i�N

jei;jj : (9.21)

Unter Ber�ucksichtigung von (9.19) und (9.20) gilt:

Ej = max
0<i<N

jei;jj ; (9.22)

E0 = 0 : (9.23)

Aus (9.17), (9.18) folgt:

jei;j+1j = jei;j + �ei+1;j � 2�ei;j + �ei�1;j + k�hi;jj ;
� j1� 2�j jei;jj+ �jei+1;jj+ �jei�1;jj+K�t ; (9.24)

� [j1� 2�j+ 2�]Ej +K�t :

Da � � 1
2
, folgt

j1� 2�j = 1� 2� (9.25)

und deshalb, aus (9.22) und (9.23),

Ej+1 = max
1<i<N

jei;j+1j � Ej +K�t : (9.26)

Durch Induktion und mit Hilfe von (9.23):

Ej � jK�t � KT ; 0 � j �M : (9.27)

Der kritische Schritt im Beweis von Satz 9.1 ist in den Gleichungen (9.25) und (9.26)

enthalten. Es ist oft der Fall, da� die Eigenschaften von partiellen Di�erentialgleichungen

sich in den Eigenschaften von Di�erenzen-Approximationen oder Finiten-Elementen-

Approximationen widerspiegeln. Im jetzigen Fall ist es das Maximumprinzip f�ur die

inhomogene W�armeleitungsgleichung.

Bemerkung 9.1 Satz 9.1 zeigt, da� das klassische explizite Di�erenzenverfahren stabil

ist, falls � � 1=2. Da� diese Bedingung auch notwendig ist, wird erst sp�ater bewiesen.

9.5 Implizite Di�erenzenverfahren - Einf�uhrung

In den vorherigen Abs�atzen ist bewiesen worden, da� das klassische explizite Di�eren-

zenverfahren f�ur die W�armeleitungsgleichung nur dann konvergieren kann, wenn

�x

�t
�!1 ; f�ur �x �! 0 :
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In der Tat ist das klassische Di�erenzenverfahren nur dann konvergent, wenn

�t = �(�x)2 ; � � 1

2
: (9.28)

Diese Konvergenzbedingung ist ziemlich einschr�ankend. Sie bedeutet, da� wir f�ur kleines

�x, um eine h�ohere Genauigkeit zu erreichen, den Zeitschritt �t sehr klein w�ahlen

m�ussen. Infolgedessen braucht man in diesem Fall einen sehr hohen Rechenaufwand, und

weil man so viele Zeitschritte benutzen mu�, treten zus�atzlich viel mehr Rundungsfehler

auf. Es lohnt sich deshalb, nach numerischen Methoden zu suchen, bei denen die

Konvergenzbedingungen nicht so einschr�ankend wie (9.28) sind.

�Ahnliche Probleme treten bei der numerischen L�osung gew�ohnlicher Di�erentialgleichun-

gen auf. Wir betrachten diesen Fall zuerst. Als Modellproblem nehmen wir die skalare

lineare Di�erentialgleichung

u0(t) = ��u(t) ; t > 0

u(0) = 1 ; (9.29)

wobei � eine positive Konstante ist. Die L�osung dieses Anfangswertproblems ist

u(t) = exp(��t) : (9.30)

Um das Anfangswertproblem (9.29) zu l�osen, benutzen wir eine Schrittweite h = �t

und setzen tj = j�t. Drei bekannte numerische Methoden f�ur gew�ohnliche Di�erenti-

algleichungen sind das Eulersche Verfahren, das Volle Implizite Verfahren und die

Trapezregel. Sie werden in den Gleichungen (9.31) - (9.33) aufgezeigt.

uhj+1 � uhj

�t
= ��uhj ; (Euler) (9.31)

uhj+1 � uhj

�t
= ��uhj+1 ; (Volle Implizite) (9.32)

uhj+1 � uhj

�t
= ��

2

h
uhj+1 + uhj

i
; (Trapezregel) (9.33)

Das Eulersche Verfahren ist ein explizites Verfahren. Das Volle Implizite Verfahren und die

Trapezregel sind implizite Verfahren. Da aber die Di�erentialgleichung (9.29) linear ist,

ist es in diesem speziellen Fall m�oglich, die numerischen L�osungen explizit zu berechnen.

Die numerischen L�osungen f�ur alle drei Verfahren werden in den Gleichungen (9.34) -

(9.36) gegeben.
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Methode Positive Beschr�ankte

numerische L�osungen numerische L�osungen

Euler �t � 1=� �t � 2=�

Volle Implizite alle �t alle �t

Trapezregel �t � 2=� alle �t

Tabelle 9.1: Stabilit�atsbedingungen f�ur u0(t) = ��u(t)

uhj = (1� ��t)j (Euler) (9.34)

uhj =

�
1

1 + ��t

�j
(Volle Implizite) (9.35)

uhj =

 
1� 1

2
��t

1 + 1
2
��t

!j
(Trapezregel) (9.36)

Die exakte L�osung von (9.29) ist positiv und monoton fallend, weil � positiv ist (siehe

Gleichung (9.30)).

Aus den Gleichungen (9.34) - (9.36) ist leicht festzustellen, f�ur welche Werte von �t

die numerischen L�osungen positiv bzw. beschr�ankt sind. Die Ergebnisse werden in

Tabelle 9.1 aufgef�uhrt.

Die Ergebnisse in Tabelle 9.1 unterst�utzen eine bekannte Faustregel, n�amlich: je im-

pliziter ein numerisches Verfahren f�ur Anfangswertaufgaben ist, umso stabiler ist das

Verfahren.

Wir werden die vorherigen �Uberlegungen jetzt auf die numerischen Verfahren f�ur die

W�armeleitungsgleichung �ubertragen.

Es gibt eine deutliche �Ahnlichkeit zwischen dem Anfangswertproblem f�ur eine gew�ohn-

liche Di�erentialgleichung (9.29) und einer Anfangswertaufgabe f�ur die W�armeleitungs-

gleichung:

ut = cuxx

u(x; 0) = f(x) : (9.37)

In Gleichung (9.29) steht eine Funktion von u auf der rechten Seite der Gleichung. In

Gleichung (9.37) dagegen steht ein Di�erentialoperator auf der rechten Seite der Glei-

chung. Dieser Di�erentialoperator mu� deshalb ausgewertet werden und dies geschieht

durch Di�erenzen in der Ortsvariablen x. Durch diese �Uberlegungen wird der Zusammen-

hang zwischen den drei numerischen Verfahren f�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungen
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in den Gleichungen (9.31) - (9.33) und den folgenden drei Verfahren f�ur die W�armelei-

tungsgleichung klar.

uhi;j+1 � uhi;j

�t
= c

 
uhi+1;j � 2uhi;j + uhi�1;j

(�x)2

!
(Klassische Explizite)

(9.38)

uhi;j+1 � uhi;j

�t
= c

 
uhi+1;j+1 � 2uhi;j+1 + uhi�1;j+1

(�x)2

!
Volle Implizite)

(9.39)

uhi;j+1 � uhi;j

�t
=

1

2
c

 
uhi+1;j+1 � 2uhi;j+1 + uhi�1;j+1

(�x)2

!
(9.40)

+
1

2
c

 
uhi+1;j � 2uhi;j + uhi�1;j

(�x)2

!
(Crank- Nicolson)

Das volle Implizite Verfahren (9.39) und das Crank-Nicolson-Verfahren (9.40) sind

implizite Verfahren. Die Werte der numerischen L�osung am Zeitpunkt (j + 1)�t k�onnen

nicht einzeln berechnet werden. Stattdessen m�ussen alle Werte gleichzeitig berechnet

werden, indem ein lineares Gleichungssystem gel�ost wird. Wie das geschieht und welcher

Rechenaufwand n�otig ist, werden wir in K�urze besprechen.

Weil das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-Verfahren implizit sind, ist

der Abh�angigkeitsbereich von uhi;j die ganze Achse. Das bedeutet, da� die CFL-Bedingung

erf�ullt ist und da� man ho�en darf, da� die beiden Verfahren f�ur alle Werte von �t und

�x stabil sind. Genauere Berechnungen, die wir sp�ater durchf�uhren werden, zeigen, da�

diese Ho�nung berechtigt ist. In diesem Zusammenhang siehe auch Tabelle 9.1.

Wir beschreiben jetzt, wie das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-

Verfahren f�ur das Modellproblem Problem 1 numerisch implementiert werden.

Die Di�erenzengleichungen haben folgende Gestalt: Die numerische L�osung f�ur innere

Gitterpunkte am Zeitpunkt j bildet einen N-Vektor uhj :

uhj := (uh1;j; : : : ; u
h
N;j)

T 2 RN : (9.41)

A sei die N �N -Matrix
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A :=

0BBBBBBBB@

2 �1
�1 2 �1 O

. . .

O �1 2 �1
�1 2

1CCCCCCCCA
2 RN�N (9.42)

Das Volle Implizite Verfahren l�a�t sich dann folgenderma�en beschreiben:

uhj+1 = uhj � c�Auhj+1 + bj+1

bj := �(uh0;j; 0; 0; : : : ; 0; u
h
N+1;j) 2 RN (Volle Implizite) (9.43)

Um die L�osung am Zeitpunkt (j + 1)�t zu berechnen, mu� folgendes Gleichungssystem

gel�ost werden:

(I + c�A)uhj+1 = uhj + bj+1 (Volle Implizite) (9.44)

F�ur das Crank-Nicolson-Verfahren entstehen �ahnliche Gleichungen:

uhj+1 = uhj �
c�

2
Auhj+1

� c�

2
Auhj + (bj + bj+1)=2 (Crank-Nicolson) (9.45)

(I +
c�

2
A)uhj+1 = (I � c�

2
A)uhj + (bj + bj+1)=2 (9.46)

Die L�osung der Gleichungen (9.44) bzw. (9.46) erfordert die L�osung eines Systems von N

linearen Gleichungen. Dies ist aber sehr leicht, weil die zugeh�origen Matrizen (I + c�A)

bzw. (I + c�
2
A) tridiagonale Matrizen sind. Sie sind auch irreduzibel diagonal dominant,

d.h. in jeder Zeile ist der absolute Betrag des Diagonalelements nicht kleiner als die

Summe der absoluten Betr�age der nicht-diagonalen Elemente, und f�ur mindestens eine

Zeile ist diese Ungleichung streng. Es folgt hieraus, da� die betro�enen Matrizen nicht

singul�ar und sogar positiv de�nit sind, so da� die Gleichungen durch das LR-Verfahren

ohne Pivotsuche gel�ost werden k�onnen.

Zur Vollst�andigkeit geben wir die bekannten Algorithmen f�ur die L�osung eines N-

Tridiagonalsystems Tx = b an mit der Bemerkung, da� dieses Verfahren nur O(N) nu-

merische Berechnungen erfordert. Dies bedeutet, da� das Volle Implizite Verfahren und

das Crank-Nicolson-Verfahren ohne gro�en numerischen Aufwand durchf�uhrbar sind.

Tx = b (9.47)
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T :=

0BBBBBBBB@

e1 f1

d2 e2 f2 O
. . .

O eN�1 fN�1
dN eN

1CCCCCCCCA
2 RN�N

b := (b1; : : : ; bN )
T 2 RN

x := (x1; : : : ; xN )
T 2 RN

u1 := e1

mi := di=ui�1
ui := ei �mifi�1

)
i = 2; : : : ; N (9.48)

x1 := b1

xi := bi �mixi�1 i = 2; : : : ; N

xN := bN=uN

xi := (xi � fixi+1)=ui ; i = N � 1; : : : ; 1 :

9.6 Ordnung und Stabilit�at

Der lokale Fehler des Crank-Nicolson-Verfahrens l�a�t sich folgerma�en absch�atzen:

�hi;j = D
k=2
0t u(xi; tj+1=2)� c

2
D+xD�xu(xi; tj � c

2
D+xD�xu(xi; tj+1)

= ut

 
xi; tj +

k

2

!
+O(k2)� c

2
uxx(xi; tj)� c

2
uxx(xi; tj + k)

+ O(h2) (9.49)

= ut

 
xi; tj +

k

2

!
� cuxx

 
xi; tj +

k

2

!
+O(k2) +O(h2)

wobei alle partiellen Ableitungen am Punkt (xi; tj+1=2) ausgewertet werden.

Es folgt aus (9.49), da� das Crank-Nicolson-Verfahren die Ordnung 2 hat, was ein gro�er

Vorteil gegen�uber dem vollen impliziten bzw. expliziten Verfahren ist, die jeweils nur die

Ordnung 1 haben.

Die Ordnung und Stabilit�atsgrenzen f�ur die drei besprochenen Methoden werden in Ta-

belle 9.2 aufgelistet. Die Berechnung der Stabilit�atsgrenzen erfolgt sp�ater.
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Bezeichnung Fehler Stabilit�atsbedingung

Klassische Explizite O(�t+�x2) �c � 1
2

Volle Implizite O(�t+�x2) |-

Crank-Nicolson O(�t2 +�x2) |-

Tabelle 9.2: Vergleich der drei Methoden

9.7 Mehrdimensionale Probleme

In mehreren Dimensionen lassen sich die �niten Di�erenzenapproximation leicht aufstel-

len. In zwei Dimensionen, z.B. ist das Crank-Nicolson Verfahren f�ur die Gleichung

ut = cuxx + duyy (9.50)

uk+1
i;j � uki;j

�t
=

1

2

(
c � u

k
i+1;j + uki�1;j � 2uki;j

(�x)2
(9.51)

+d � u
k
i;j+1 + uki;j�1 � 2uki;j

(�y)2

)
+

+
1

2

(
c � u

k+1
i+1;j + uk+1

i�1;j � 2uk+1
i;j

(�x)2

+d � u
k+1
i;j+1 + uk+1

i;j�1 � 2uk+1
i;j

(�y)2

)

Ist das Verfahren explizit, so ist die Berechnung von uk+1 aus den Daten f�ur uk problemlos.

Bei impliziten Verfahren gibt es allerdings gr�o�ere Schwierigkeiten.

Sei

Auk+1 = b (9.52)

das entsprechende Gleichungssystem. In einer Dimension ist A eine tridiagonale Matrix,

und die L�osung der Gleichung ist sehr einfach. In mehreren Dimensionen ist A immer

noch d�unn besetzt, aber die L�osung der Gleichung (3) ist nicht ganz so einfach. In zwei

Dimensionen z.B. f�ur das Modellproblem:

ut = uxx + uyy; (x; y) 2 G; 0 < t < T

mit G = (0; 1)� (0; 1) und Randbedingungen

u = 0; (x; y) 2 @G; 0 < t < T

u = f; (x; y) 2 G; t = 0

hat die Matrix A die Gestalt:



110Numerische L�osung der W�armeleitungsgleichung durch Di�erenzenverfahren

A =

0BBBBBBBBBB@

B �I
O

�I B �I
. . .

O �I B �I
�I B

1CCCCCCCCCCA
2Mat(N2 �N2)

mit

B =

0BBBBBBBBBB@

4 �1
O

�1 4 �1
. . .

O �1 4 �1
�1 4

1CCCCCCCCCCA
2Mat(N �N)

I =

0BBBBBBBBBB@

1

O

1
. . .

O 1

1

1CCCCCCCCCCA
2Mat(N �N)

mit

�x = �y =
1

N + 1

Die e�ziente L�osung der Gleichung (3) ist nat�urlich sehr wichtig, da sie in jedem Zeit-

schritt durchgef�uhrt werden mu�. Es gibt mehrere M�oglichkeiten. Hier erw�ahnen wir nur

zwei.

9.7.1 Mehrgittermethoden

Die Gleichung (3) hat die gleiche Gestalt wie die Di�erenzenapproximation zu der ellip-

tischen Gleichung

cvxx + dvyy = g

und man kann deshalb die Methoden f�ur elliptische Gleichungen anwenden. Die werden

wir im Teil II dieser Vorlesung behandeln.
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9.7.2 Die ADI Methode

Die ADI Methode (Alternating Direction Implicit) ist eine wichtige Methode zur L�osung

von Problemen, insbesondere auf rechteckigem Gebiet. Wie oben betrachten wir die Glei-

chung

ut = cuxx + duyy (9.53)

auf einem Rechteck

G = (0; 1)� (0; 1):

Die Gleichung (4) schreiben wir in der Form

ut = A1u+ A2u

mit

A1 = c
@2

@x2
; A2 = d

@2

@y2

und benutzen, a la Crank-Nicolson,

uk+1 � uk

�t
=

1

2
(A1u

k + A2u
k)

+
1

2
(A1u

k+1 + A2u
k+1)

+ 0(�t2)

oder

(I � �t

2
A1 � �t

2
A2)u

k+1 = (I +
�t

2
A1 +

�t

2
A2)u

k + 0(�t3)

die jetzt in der Form

(I � �t

2
A1 � �t

2
A2 +

(�t)2

4
A1A2)u

k+1

= (I +
�t

2
A1 +

�t

2
A2 +

(�t)2

4
A1A2)u

k

+
(�t)2

4
A1A2(u

k+1 � uk) + 0(�t3):

Da uk+1 � uk = 0(�t), folgt

(I � �t

2
A1)(I � �t

2
A2)u

k+1 = (I +
�t

2
A1)(I +

�t

2
A2)u

k + 0(�t3):

Seien jetzt A1h und A2h Approximation zu A1 bzw. A2 mit Fehler 0(�x2):

(I � �t

2
A1h)(I � �t

2
A2h)u

k+1

= (I +
�t

2
A1h)(I +

�t

2
A2h)u

k

+0(�t3) + 0(�t�x2):



112Numerische L�osung der W�armeleitungsgleichung durch Di�erenzenverfahren

Wir approximieren uk durch vk mit:

(I � �t

2
A1h)(I � �t

2
A2h)v

k+1 =

(I +
�t

2
A1h)(I +

�t

2
A2h)v

k:

Dieses System k�onnen wir, Peaceman und Rachford folgend, wie folgt l�osen:

(I � �t

2
A1h)v

k+1=2 = (I +
�t

2
A2h)v

k

(I � �t

2
A2h)v

k+1 = (I +
�t

2
A1h)v

k+1=2

woraus die Bezeichnung \ADI" sich erkl�art. Die Matrizen I � �t
2
A1h und I � �t

2
A2h sind

tridiagonale Matrizen, so da� vk+1=2 und vk+1 leicht berechnet werden k�onnen.

9.8 Ein numerisches Beispiel

Als Beispiel betrachten wir ein Problem, das schon in der urspr�unglichen Arbeit �uber

die Crank-Nicolson Methode (Crank und Nicolson [1947]) benutzt wurde.

Das mathematische Problem ist wie folgt:

@u

@t
=

@2u

@x2
� q

@v

@t
; 0 < x < 1 ; t > 0 (9.54)

@v

@t
= ��ve�a=u (9.55)

mit Anfangsbedingung:

u(x; 0) = f1(x) ; 0 � x � 1 (9.56)

v(x; t) = f2(x) ; 0 � x � 1 (9.57)

und Randbedingungen:

@u

@x
(0; t) = H(u(0; t)) ; t � 0 (9.58)

@u

@x
(1; t) = 0 ; t � 0 (9.59)

a; k und q sind bekannte Konstanten und f1; f2 und H sind bekannte Funktionen.

Diese Gleichungen modellieren das Brennen einer Holzplatte, die auf beiden Seiten Flam-

men unterworfen ist (siehe Abbildung 9.5).
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FlammenFlammen

x

y

z

x=0 x=2

Abbildung 9.5: Eine brennende Holzplatte

Problem I Problem II

a 22:500 16:580

q 532 261

� 7:23� 1017 1:62� 1011

H1(u) 0:90(u0 � 1400) 1:1(u0 � 1400) + 0:253f(u0=100)4 � 1920g
Tabelle 9.3: Parameter f�ur die zwei Probleme

Die Ma�e der Platte in y- und z-Richtung sind so gro�, da� das Problem als eindimen-

sional betrachtet werden kann.

In den Gleichungen (9.54) - (9.59) bezeichnet u(x; t) die Temperatur des Holzes und

v(x; t) das prozentuale Gewicht der 
�uchtigen Chemikalien im Holz. Die Gleichung (9.54)

ist die W�armeleitungsgleichung mit einem Term �q @v
@t
, der die W�arme angibt, die durch

das Brennen der freigesetzten Chemikalien erzeugt wird. Nach Vollendung des Prozesses

ist v = 0, und das Holz ist verkohlt.

Zwei S�atze von Parametern wurden benutzt (siehe Tabelle 9.3).

In den Gleichungen (9.54) und (9.55) bezeichnet t nicht die reelle Zeit, da eine Trans-

formation durchgef�uhrt worden ist mit dem Ziel, die Koe�zienten des Termes uxx gleich

1 zu setzen. Der Zusammenhang zwischen der reellen Zeit tR und t ist (Bamford et al.

[1946], S. 179):

tR =
`2c�

K
t

mit
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2` = St�arke des Brettes (cm)

K = 2:9� 10�4

c = 0:55

� = 0:60 ;

so da�

tR =
11

9
103t (9.60)

Um das Problem zu diskritisieren, betrachten wir zuerst das Problem

ut = cuxx + g(u) ; 0 � x � 1 ; 0 < t < T (9.61)

u(x; 0) = f(x) (9.62)

@u

@x
(0; t) = � (9.63)

@u

@x
(1; t) = � (9.64)

Das �ubliche Gitter wird eingef�uhrt mit k = �t und h = �x. Das Crank-Nicolson Verfah-

ren basiert auf

ui;j+1 � ui;j

k

:
=

1

2
cuxx(xi; tj+1)

+
1

2
cuxx(xi; tj) + g(xi; tj+1=2; u) (9.65)

F�ur 1 � i � N werden uxx(xi; tj) und uxx(xi; tj+1) durch die �ublichen Di�erenzen appro-

ximiert:

uxx(xi; tj) =
ui+1;j + ui�1;j � 2ui;j

h2
+O(h2) ; 1 � i < N : (9.66)

F�ur i = 0 gilt:

u(x; t) = u(x0; t) + hux(x0; t) +
h2

2
uxx(x0; t) +O(h3)

= u(x0; t) + h �+
h2

2
uxx(x0; t) +O(h3)

so da�



9.8 Ein numerisches Beispiel 115

uxx(x0; t) =
2u(x1; t)� 2u(x0; t)

h2
� 2�

h
+O(h) (9.67)

Ebenfalls gilt:

uxx(xN ; t) =
2u(xN�1; t)� 2u(xN ; t)

h2
+

2�

h
+O(h) (9.68)

Sei nun A die (N + 1)� (N + 1) Matrix mit

A =

0BBBBBBBB@

2 �2
�1 2 �1 O

. . .

O �1 2 �1
�2 2

1CCCCCCCCA
(9.69)

Dann ist die Crank-Nicolson Approximation zu den Gleichungen (9.61) - (9.64):

uhj+1 = uhj �
c�

2
Auhj+1 �

c�

2
Auhj +

+ kgj+1=2 + ch�(bj + bj+1) (9.70)

mit

uhj = (uh0;j; : : : ; u
h
N;j)

T

� = k=h2

gj+1=2 = (g0;j+1=2; : : : ; gN;j+1=2)
T

bj = (��j; 0; : : : ; 0; �j)T

9>>>>=>>>>; (9.71)

oder

 
I +

c�

2
A

!
uhj+1 =

 
I � c�

2
A

!
uhj

+ kt gj+1=2 + ch�(bj + bj+1) (9.72)

Seien �; � und g von u unabh�angig, dann ist (9.70) ein lineares Gleichungssystem f�ur

uhj+1. Im vorhandenen Fall aber gilt:

�j = H(u(x0; tj))

�j = 0 (9.73)

gi;j+1=2 = �q@v
@t

(xi; tj+1=2)
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Die Approximation von g wird sp�ater ausf�uhrlich erkl�art.

Dies bedeutet, da� sowohl gj+1=2 als auch (bj + bj+1) von uj+1 abh�angen. Wir schreiben

deshalb die Gleichungen (9.72) in folgender Gestalt:

 
I +

c�

2
A

!
uhj+1 = dj + '(uhj+1;u

h
j ) (9.74)

mit

'(�;uhj ) : RN+1 �! RN+1

'(uhj+1;u
h
j ) := k gj+1=2 + c�hbj + bj+1) (9.75)

dj :=

 
I � c�

2
A

!
uhj

Die Gleichung (9.74) ist eine nichtlineare Gleichung f�ur uhj+1, die iterativ gel�ost werden

mu�, D.h. es wird eine Folge fuh;sj+1g berechnet mit

lim
s!1u

h;s
j+1 = uhj+1 (9.76)

Zwei M�oglichkeiten bieten sich an:

a) Einfache Iteration:

u
h;0
j+1 = uhj

 
I +

c�

2
A

!
u
h;s+1
j = dj + '(uh;sj+1;u

h
j ) (9.77)

b) Das Newtonsche Verfahren:

u
h;0
j+1 = uhj

F
0

(uh;sj+1)(u
h;s+1
j+1 � u

h;s
j+1) = �F (uh;sj+1) (9.78)

mit



9.8 Ein numerisches Beispiel 117

F (u) :=

 
I +

c�

2
A

!
u� '(u;uhj )� dj (9.79)

und

F
0

(u) =

 
I +

c�

2
A

!
� '

0

(u;uhj ) (9.80)

(wobei die Jacobimatrix '
0

bez�uglich des ersten Arguments gebildet wird)

oder

"
I +

c�

2
A� '

0

(u
h;s
j+1;u

h
j )

#
u
h;s+1
j+1 = dj + '(u

h;s
j+1;u

h
j )

+

"
I +

c�

2
A� '

0

(uh;sj+1;u
h
j )

#
u
h;s
j+1

Falls, wie in diesem Fall,

'(u; z) = (�0(u0; z); : : : ; �N(uN ; z))
T (9.81)

ist '
0

(u; z) eine Diagonalmatrix

'
0

(u; z) = (�
0

0(u0; z); : : : ; �
0

N(uN ; z))
T (9.82)

d.h. F
0

(u) ist eine tridiagonale Matrix, und die Berechnung von uhj+1 erfolgt sehr schnell.

Es bleibt noch, die Auswertung von bj;bj+1 und gj+1=2 zu besprechen.

Es gilt:

bj + bj+1 = (��j � �j+1; 0; 0; : : : ; 0)
T (9.83)

mit

�j + �j+1 = H(uhj ) +H(uhj+1) (9.84)
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In der Arbeit von Crank und Nicolson wird dies durch

�j + �j+1 = 2H

 
uhj + uhj+1

2

!
(9.85)

ersetzt, was wir ebenfalls machen werden. Die Di�erenz zwischen diesen beiden Aus-

dr�ucken ist kleiner als der Abbruchfehler in der Di�erenzengleichung (9.72).

Zur Berechnung von gj+1=2 benutzt man die Approximation

@v

@t
(xi; tj+1=2)

:
=
vi;j+1 � vi;j

k
(9.86)

Die Koe�zienten � und a k�onnen in der Praxis sehr gro�sein. Deshalb wird vi;j+1

folgenderma�en approximiert:

Aus

@v

@t
= ��ve�a=u (9.87)

folgt

@

@t
ln v = ��e�a=u (9.88)

und

ln
vi;j+1

vi;j
= ��

tj+1Z
tj

e�a=udt

:
= ��k exp

 �2a
ui;j + ui;j+1

!
(9.89)

=: ��k Ei;j+1

und letztendlich die Approximation

vi;j+1 = vi;j exp(�k�Ei;j+1) : (9.90)

Die Approximation (9.90) hat den Vorteil gegen�uber anderen Approximationen zur Glei-

chung (9.87), z.B. der Trapezregel
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vi;j+1 � vi;j

k
= ��

2

h
vi;je

�a=ui;j + vi;j+1e
�a=ui;j+1

i
;

da� selbst dann, wenn � sehr gro�ist, vi;j+1 noch immer positiv ist.
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Kapitel 10

Die eindimensionale Wellengleichung

10.1 Einf�uhrung

Die eindimensionale Wellengleichung ist:

utt � c2uxx = 0 ; t > 0 ; x 2 R1 : (10.1)

Es gibt viele physikalische Anwendungen, z.B.: Schwingungen einer Saite oder Membran,

Akustik, elektromagnetische Wellen. Eine Anwendung der Wellengleichung wurde schon

in Absatz 4.5 besprochen. Hier geben wir noch ein klassisches Beispiel.

Beispiel 10.1 [Schwingungen einer Saite]

(Siehe Tychono�, Samarskii, S. 27.)

Eine Saite der L�ange L wird zwischen den Punkten (0; 0) und (L; 0) aufgespannt (Abbil-

dung 10.1).

Die Saite wird aus dem Ruhezustand ausgelenkt und losgelassen, so da� Schwingungen

auftreten. Um diesen Proze�mathematisch zu beschreiben, werden folgende Vorausset-

zungen gemacht:

1. Die Verschiebung der Saite erfolge in einer Ebene, die (x; u) Ebene. Die Verschie-

bung ist immer senkrecht zur x-Achse. Dann l�a�t sich der Schwingungsproze� durch

eine Funktion u(x; t) beschreiben, welche die vertikale Auslenkung der Saite cha-

rakterisiert.

2. Die Saite sei ein biegsam-elastischer Faden, d.h., die Spannungen in dem Faden

wirken stets in der Richtung der Tangente. Gegen�uber Biegungen leistet die Saite

keinen Widerstand.
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u

x
(L,0)

...schwing...

(0,0)

Abbildung 10.1: Eine schwingende Saite

u

x
x x1 2

α

α

1

2

T

T

Abbildung 10.2: Die Kr�afte, die auf ein Saitenelement wirken

3. Die Gr�o�e der Spannung T (x), welche in der Saite infolge der Elastizit�at entsteht,

kann nach dem Hookeschen Gesetz berechnet werden:

T (x) = E � [L(t)� L0] ;

wobei L(t) bzw. L0 die L�ange der Saite zur Zeit t bzw. die L�ange der unausgedehnten

Saite darstellt und E eine Konstante ist (Young's Modulus).

Da die L�ange
x2Z
x1

q
1 + (ux)2dx � (x2 � x1)(1 + 0(u2x))

wird vorausgesetzt, da� die L�ange sich nur geringf�ugig �andert.

Zur Herleitung der Di�erentialgleichung betrachtet man ein Saitenelement zwischen x =

x1 und x = x2 (Abbildung 10.2):

F�ur die Projektion der Spannung auf die u-Achse und die x-Achse (die wir mit Tu bwz.

Tx bezeichnen) �nden wir

Tu(x) = T0 sin � � T0 tan � = T0ux ;



10.1 Einf�uhrung 123

wobei � der Winkel zwischen der Tangente an die Kurve u(x; t) und der x-Achse ist.

Tx(x) = T (x) cos� =
T (x)q
1 + u2x

� T (x)

Es wird vorausgesetzt, da� es keine Beschleunigung in der x-Richtung gebe, so da�

T (x2)� T (x1) = 0

oder

T (x) � T0:

Zur Herleitung der Gleichung einer transversal schwingenden Saite benutzen wir das zwei-

te Newtonsche Gesetz. Der gesamte lineare Impuls eines Elementes (x1; x2) in Richtung

der u-Achse ist zun�achst gleich
x2Z
x1

ut(�; t)%(�)d� ;

wobei % die lineare Dichte der Saite bezeichnet. Wir setzen nun die �Anderung der Bewe-

gungsgr�o�e w�ahrend der Zeit �t = t2 � t1 gleich dem Impuls der wirkenden Kr�afte, die

von den Spannungen T0ux in den Punkten x1 und x2 sowie von den �au�eren Kr�aften her-

vorgerufen werden. Letztere nehmen wir als stetig verteilt an und bezeichnen sie, bezogen

auf die L�angeneinheit, mit f(x; t). Damit erh�alt man

x2Z
x1

[ut(�; t2) � ut(�; t1)]%(�)d�

=

t2Z
t1

T0[ux(x2; �)� ux(x1; �)]d� +

x2Z
x1

t2Z
t1

f(�; �)d�d� ; (�)

die Gleichung einer transversal schwingenden Saite in Integralform. Um von dieser In-

tegralgleichung zu einer Di�erentialgleichung zu gelangen, setzen wir die Existenz und

Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u(x; t) voraus. Die Gleichung (�) geht dann nach

zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes und dem Grenz�ubergang x2 ! x1 ; t2 ! t1

�uber in

T0uxx = %utt � f(x; t) :

Im Fall konstanter Dichte % schreibt man diese Gleichung gew�ohnlich in der Gestalt

utt = a2uxx + F (x; t)

 
a =

s
T0

%

!
;

wobei

F (x; t) :=
1

%
f(x; t)
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die auf die Masseneinheit bezogene Kraftdichte ist. Wirken keine �au�eren Kr�afte, so er-

halten wir die homogene Gleichung

utt = a2uxx oder uxx � uyy = 0 (t = ay) ;

welche die freien Schwingungen einer Saite beschreibt. Diese Gleichung stellt das

einfachste Beispiel einer hyperbolischen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung dar.

F�ur weitere �Uberlegungen notieren wir, da� die kinetische Energie T und die potentielle

Energie U sich folgenderma�en darstellen lassen:

T (t) =
1

2

LZ
0

�

 
@u

@t

!2

dx ; (10.2)

U(t) =
1

2
T

LZ
0

 
@u

@x

!2

dx : (10.3)

10.2 Die L�osung des Anfangswertproblems der Wel-

lengleichung

Die Charakteristiken sind

x� ct = const

x + ct = const

F�uhren wir

� := x� ct

� := x+ ct (10.4)

als neue Ver�anderliche und

v(�; �) := u(x(�; �); t(�; �)) = u

 
� + �

2
;
� � �

2c

!
(10.5)

als neue unbekannte Funktion ein, dann folgt:

ux = v�
@�

@x
+ v�

@�

@x
= v� + v� ;

ut = v�
@�

@t
+ v�

@�

@t
= �cv� + cv� ;

uxx = v�� + 2v�� + v�� ;

utt = c2 � (v�� � 2v�� + v��) :
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Es gilt:

utt � c2uxx = �4c2v�� = 0 ; (10.6)

d.h.

v�� = 0 : (10.7)

Es folgt aus (10.7), da� v(�; �) = F (�) +G(�) f�ur willk�urliche Funktionen F und G, d.h.

u(x; t) = F (x� ct) +G(x + ct) : (10.8)

Umgekehrt stellt f�ur beliebige di�erenzierbare Funktionen F und G die durch (10.8)

de�nierte Funktion u eine L�osung der Gleichung (10.1) dar. Folglich liefert (10.8) die

allgemeine L�osung der eindimensionalen Wellengleichung.

Das Anfangswertproblem f�ur (10.1) ist:

u(x; 0) = f(x) ; a � x � b ;

ut(x; 0) = g(x) ; a � x � b : (10.9)

[Z.B. wenn u die transversale Verschiebung einer Saite darstellt, ist f die Anfangsver-

schiebung und g die Anfangsgeschwindigkeit.]

Aus (10.8) und (10.9) folgt:

u(x; 0) = f(x) = F (x) +G(x) (10.10)

ut(x; 0) = g(x) = �cF 0(x) + cG0(x) (10.11)

und

f 0(x) = F 0(x) +G0(x) ; (10.12)

so da�

F 0(x) =
+cf 0(x)� g(x)

2c

G0(x) =
cf 0(x) + g(x)

2c
(10.13)

also

F (x) =
f(x)

2
� 1

2c

xZ
0

g(s)ds+ k1

G(x) =
f(x)

2
+

1

2c

xZ
0

g(s)ds+ k2

Aus (10.10) folgt, da� k1 + k2 = 0. Schlie�lich

u(x; t) = F (x� ct) +G(x + ct) =
f(x� ct) + f(x+ ct)

2
+

1

2c

x+ctZ
x�ct

g(s)ds ;

(10.14)

die d'Alembertsche Formel. Der Abh�angigkeitsbereich von u(x; t) ist das Intervall (x�
ct; x + ct).
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Abbildung 10.3: Der Abh�angigkeitsbereich f�ur die eindimensionale Wellengleichung

10.3 Weitere Eigenschaften

Die folgenden S�atze werden z.B. in Smoller, Kapitel 3, bewiesen.

Satz 10.1 (Smoller, S. 23) Eine Funktion u 2 C3(R2) ist eine L�osung der Gleichung

utt = uxx

genau dann, wenn u die partielle Di�erenzengleichung

u(x� ck; t� h) + u(x+ ck; t+ h) = u(x+ ch; t+ k) + u(x� ch; t� k)

erf�ullt f�ur alle h; k > 0. D.h.

u(P1) + u(P3) = u(P2) + u(P4)

mit P1; P2; P3; P4 wie in Abbildung 10.4. Die vier Punkte P1 bis P4 bilden ein cha-

rakteristisches Rechteck, dessen Seiten Charakteristiken sind.

Beweis:

a) Sei u eine L�osung der eindimensionalen Wellengleichung. Es gilt:

u(x; t) = F (x� ct) +G(x+ ct) ;

so da� u eine L�osung der partiellen Di�erenzengleichung ist.

b) Sei u 2 C3(R2) eine L�osung der partiellen Di�erenzengleichung. Man setzt h = 0,

addiert �2u(x; t) zur Di�erenzengleichung, dividiert durch k2 und betrachtet den

Grenz�ubergang k ! 0. 2
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(x-ch, t-k)
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Abbildung 10.4: Ein charakteristisches Rechteck (mit h > k).
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Abbildung 10.5: L�osungsschema f�ur das Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung

Mit Hilfe von Satz 10.1 ist es m�oglich, das folgende Anfangswert- Randwertproblem zu

l�osen (siehe Abbildung 10.5).

utt = c2uxx ; a < x < b ; t > 0

u(x; 0) = f(x) ; ut(x; 0) = g(x) ; a < x < b

u(a; t) = f1(t) ; t > 0

u(b; t) = f2(t) ; t > 0

Man berechnet die L�osung in den Gebieten I bis IV in dieser Reihenfolge.
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Satz 10.2 (Smoller, S. 22) Es gibt h�ochstens eine glatte L�osung f�ur das Problem

utt = c2uxx ; a < x < b ; t > 0

u(x; 0) = f(x) ; a < x < b

ut(x; 0) = g(x) ; a < x < b

u(a; t) = f1(t) _ ux(a; t) = g1(t) ; t > 0

u(b; t) = f2(t) _ ux(b; t) = g2(t) ; t > 0 :

Beweis:

Sei u die Di�erenz zweier glatter L�osungen zu den Anfangs/Randdaten. Dann ist u selber

L�osung mit Anfangs/Randdaten = 0.

Man benutzt das Energieintegral

I(t) :=
1

2

bZ
a

(c2u2x + u2t )dx :

und di�erenziert nach t.

Nach einfachen Manipulationen ergibt sich

dI

dt
= c2

bZ
a

@

@x
(uxut)dx = 0 ;

woraus die Behauptung wegen I(0) = 0 leicht folgt. 2

Satz 10.3 (Smoller, S. 20) Sei u 2 C2 eine L�osung des inhomogenen Anfangswert-

problems

utt � c2uxx = �(x; t) ; x 2 R ; t > 0

u(x; 0) = f(x) ; x 2 R
ut(x; 0) = g(x) ; x 2 R :

Dann gilt:

u(x; t) =
1

2
[f(x� ct) + f(x+ ct)] +

1

2c

x+ctZ
x�ct

g(x)dx

+
1

2c

Z
G

Z
� dx dt

wobei das Gebiet G in Abbildung 10.6 dargestellt ist.

Beweis:
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Abbildung 10.6: Die L�osung des inhomogenen Anfangswertproblems

Man benutzt den Gau�schen Integralsatz der Ebene

Z
G

Z  
@Q

@x
� @P

@t

!
dx dt =

Z
@G

Pdx+Qdt

(siehe z.B. Bronstein + Semendjajew, S. 401) und erh�alt:

Z Z
G

� dx dt =
Z Z

G

(utt � c2uxx)dx dt =
Z Z

G

 
@

@t
ut � c2

@

@x
ux

!
dx dt

=
Z
@G

(�c2uxdt� utdx) (10.15)

Das Randintegral wird nun f�ur jedes der Dreiecksseiten gesondert betrachtet.

Auf I gilt dt = 0, so da�

Z
I

�c2uxdt� utdx = �
Z
I

utdx

= �
x0+ct0Z
x0�ct0

g(x)dx

Auf C2 gilt

dx = �c dt ; dt = �1

c
dx ;

so da�
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Z
C2

�c2uxdt� utdx =
Z
C2

+cuxdx+ cutdt

=
Z
C2

+d(cu)

= cu(x0; t0)� cu(x0 + ct0; 0)

Ebenfalls gilt Z
C1

�c2uxdt� utdx = cu(x0; t0)� cu(x0 � ct0; 0) :

Einsetzen der drei Teilrandintegrale in (10.15) ergibt die Behauptung.

10.4 Das Huygensche Prinzip

Wir betrachten die Wellengleichung in drei r�aumlichen Koordinaten:

L[u] :=

 
@2

@t2
� c2�

!
u(x1; x2; x3; t) = 0 (10.16)

wo � der Laplace Operator ist,

�u := ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 (10.17)

= div grad u: (10.18)

Wir setzten

x = (x1; x2; x3);

so da�

jjxjj =
q
x21 + x22 + x23:

Sei h 2 Cs(R3) und I(x; r) der Durchschnitt von h am Ball mit Radius r und Mittelpunkt

x:

I(x; r) :=
1

4�

ZZ
jjyjj=1

h(x+ ry)dSy (10.19)

wo dSy das 2-dimensionale Fl�achenelement auf der Sph�are @B(x; r) bezeichnet.

Es gilt:

I 2 Cs(R3 ;R+) (10.20)
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und

I(x; 0) = h(x) (10.21)

Weiter:

ZZZ
jjzjj�R

h(x + z)dz =

RZ
0

4�r2I(x; r)dr (10.22)

wo dz = dz1; dz2; dz3. Folglich, f�ur h 2 C2, da der Operator � nur auf x einwirkt,

�

RZ
0

4�r2I(x; r)dr =
ZZZ
jjzjj�R

�h(x + z)dz (10.23)

=
ZZZ
jjzjj�R

div grad h(x + z)dz (10.24)

=
ZZ

jjzjj=R
(grad h(x + z) � ndSz (Gau�) (10.25)

=
ZZ

jjzjj=R

X
i

hxi(x+ z)
zi

R
dSz (10.26)

=
ZZ

jjyjj=1

X
i

hxi(x+Ry) yi R
2 dSy mit (y := Rz)

(10.27)

= R2
ZZ

jjyjj=1

@

@R
h(x +Ry)dSy (10.28)

= 4�R2 @

@R
I(x;R) (10.29)

Di�erenzierung nach R ergibt:

@

@R
�

RZ
0

r2I(x; r)dr =
@

@R

RZ
0

r2�I(x; r)dr (10.30)

= R2�I(x;R) (10.31)

=
@

@R
R2 @

@R
I(x;R) (10.32)

= R
@2

@R2
RI(x;R); (10.33)

so da� I(x; r) die Di�erentialgleichung

�rI(x; r) =
@2

@r2
rI(x; r) (10.34)
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erf�ullt. Sei nun 
r als Operator de�niert:

(
rh)(x) := rI(x; r) =
r

4�

ZZ
jjyjj=1

h(x+ ry)dSy (10.35)

dann gilt:

�(
rh) = 
r(�h) =
@2

@r2
(
rh): (10.36)

Sei nun u(x; t) eine L�osung der AWA f�ur die dreidimensionale Wellengleichung:

u(x; t) = f(x);
@u(x; t)

@t
= g(x) f�ur t = 0 (10.37)

L[u] =

 
@2

@t2
� c2�

!
u = 0; t > 0: (10.38)

F�ur alle r � 0 und t � 0 erf�ullt 
ru die Gleichung:

 
@2

@t2
� c2

@2

@r2

!

ru =

@2

@t2

ru� c2
r(�u) (10.39)

= 
r

 
@2u

@t2
� c2�u

!
(10.40)

= 
rL[u] (10.41)

= 0: (10.42)

Mit Anfangsbedingungen


ru = 
rf;
@

@t
(
ru) = 
rg f�ur r � 0; t = 0 (10.43)

und die Randbedingungen


ru = 0 f�ur r = 0; t � 0: (10.44)

Nun ist die L�osung der eindimensionalen ARWA,

u = f(x); ut = g(x) f�ur x � 0; t = 0 (10.45)

u = h(t) f�ur x = 0; t � 0 (10.46)

@2u

@t2
� c2

@2u

@x2
= 0 , f�ur (x; t) 2 (R+)

2 (10.47)

analytisch bekannt:
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u(x; t) =
f(x+ ct) + f(x� ct)

2
+

1

2c

x+ctZ
x�ct

g(�)d� f�ur x � ct (10.48)

u(x; t) = h

�
t� x

c

�
+
f(x+ ct)� f(ct� x)

2
+

1

2c

x+ctZ
ct�x

g(�)d� f�ur x � ct

(10.49)

Es folgt

(
ru)(x; t) =
1

2
[(
ct+rf)(x)� (
ct�rf)(x)] +

1

2c

ct+rZ
ct�r

(
�g)(x)d� f�ur 0 � r � ct

(10.50)

Nun gilt:

u(x; t) = lim
r!0

1

r
(
ru)(x; t) (10.51)

,so da�

u(x; t) = lim
r!0

1

r
(
ru)(x; t) (10.52)

= lim
r!0

"

ct+rf(x)� 
ct�rf(x)

2r

#
+ lim

r!0

1

c

1

2r

ct+rZ
ct�r

(
�g)(x)d�

(10.53)

=

 
@

@r
(
rf(x))

!
r=ct

+
1

c
(
ctg)(x) (10.54)

=
1

4�

@

@r
r

ZZ
jjyjj=1

f(x + ry)dSy +
1

c
(
ctg)(x) (10.55)

=
1

4�

@

@t
t

ZZ
jjyjj=1

f(x+ cty)dSy +
1

4�
t

ZZ
jjyjj=1

g(x+ cty)dSy (10.56)

Aus dieser Formel folgt:

1. Der Abh�angigkeitsbereich von u(x; t) ist der Ball

B(x; ct) = f(y; o) : y 2 R2 ; jjy � xjj � ctg (10.57)

2. Die L�osung u im Punkt (x,t) wird nur von den Daten auf der Sph�are

S2(x; ct) = fy 2 R3 : jjy � xjjctg (10.58)

beein
u�t.
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Kapitel 11

Charakteristiken und die Klassifkation von

Gleichungen und Systemen von Gleichungen

11.1 Einleitung

F�ur die Advektionsgleichung

ut + c ux = 0 (11.1)

haben die Kurven

x� c t = const (11.2)

eine spezielle Bedeutung. F�ur die Wellengleichung

utt = c2uxx (11.3)

haben die Kurven

x� c t = const

x+ c t = const

)
(11.4)

auch eine spezielle Bedeutung. Sowohl 11.2 als auch 11.4 sind Beispiele von Charakte-

ristiken, die wir jetzt n�aher untersuchen.

Charakteristiken sind Kurven bzw. Ober
�achen, die f�ur eine gegebene Di�erentialglei-

chung de�niert sind. Sie �nden Anwendungen auf bei:

� der Klassi�kation von partiellen Di�erentialgleichungen,
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� der Untersuchung der Frage, welche Anfangs- oder Randwertaufgaben sinnvoll ge-

stellt sind,

� der Konstruktion analytischer L�osungen,

� der Fortp
anzung von Unstetigkeiten der L�osungen und

� der Formulierung und dem Beweis von Existenz- und Eindeutigkeitss�atzen.

Als Beispiel betrachten wir zuerst die Advektionsgleichung

Lu := ut + cux = 0 (11.5)

mit c > 0, die wir in der Form Lu := ux0 + c ux1 schreiben.

� Klassi�kation

Die Advektionsgleichung ist eine hyperbolische Gleichung, da es einen Vektor � =

(�0; �1) 2 R2 gibt mit � 6= 0 und

�x(L; �) := �0 + c �1 = 0:

� Die Anwendung der Charakteristiken

x� c t = const

bei der Theorie der Advektionsgleichung ist schon ausf�uhrlich in Kapitel 6 doku-

mentiert worden.

11.2 Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung

11.2.1 Notation

Sei � 2 Nn+1
0 , � = (�0; :::; �n).

Man setzt:

j�j :=
nP
i=0
j�ij;

�� :=
nQ
i=0

��ii ; f�ur � = (�0; :::; �n) 2 Rn+1 ;

und

D�u := D�0
x0 :::D

�n
xnu =

�
nQ
i=0

D�i
xi

�
u

= @�0

@x�0
0

::: @
�n

@x�nn
u =

�
nQ
i=0

@�i

@x�ii

�
u

mit @0

@x0
R

:= 1:



11.2 Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung 137

Sind mehrere Koordinatensysteme vorhanden, kann man auch zur Verdeutlichung D�
xu,

statt D�u schreiben.

Sei nun

L :=
X
j�j�k

a�(x; u)D
� (11.6)

ein Di�erentialoperator der Ordnung k auf 
 � Rn+1 . Die Koe�zienten a� d�urfen

Funktionen von x; u und Ableitungen D�u sein, mit j�j < k.

Das Hauptsymbol im Punkt x = (x0; : : : ; xn) 2 
 ist de�niert als

�x(L; �) =
X
j�j=k

a�(x; u)�
� ; � 2 Rn+1 : (11.7)

Ein Vektor � = (�0; : : : ; �n) 2 Rn+1 ; � 6= 0, hei�t charakteristisch f�ur L in x, falls

�x(L; �) = 0: (11.8)

Die Menge aller � 2 Rn+1 mit �x(L; �) = 0 bezeichnen wir mit charxL.

Eine Ober
�ache S � Rn+1 , als Nullstellenmenge einer Funktion f : Rn+1 �! R

S = fx 2 Rn+1 : f(x) = 0g; (11.9)

hei�t charakteristisch bez�uglich L in x, falls f�ur den Normalvektor zu S im Punkt x,

n(x) =
gradf

jjgradf jj2 (11.10)

gilt:

n(x) 2 charx(L);

d. h.

X
j�j=k

a�(gradf)
� = 0: (11.11)

Sei S � Rn+1 eine glatte Ober
�ache. Scd ei p 2 S. Es ist m�oglich, neue Koordinaten

�0(x); : : : ; �n(x) so einzuf�uhren, da� in einer Umgebung von p die Ober
�ache S durch
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�0(x) = 0 gegeben wird. Die Ober
�ache wird dadurch auf eine Ober
�ache
P

abgebildet,

wo
P

eine Teilmenge der Ebene H0 � Rn+1 ; �0 = 0, ist.

Die normalen Ableitungen von u im Punkt x 2 S sind durch

@ru(x)

@nr
:=

 
nX
i=0

�i
@

@xi

!r
u

de�niert, wo der konstante Vektor � = (�0; :::; �n) := n(x) der Normalvektor im Punkt

x 2 S ist.

Seien nun die Cauchy Daten auf S,

@ru(x)

@nr
= fr(x); 0 � r � k � 1;x 2 S

gegeben. Es kann gezeigt werden, da� hieraus die Cauchy Daten

@ru(�)

@�r0
; 0 � r � k � 1; � 2X

berechnet werden k�onnen. (Siehe z.B. Bers, John, Schechter, Partial Di�erential Equati-

ons, S. 40 - 43.)

Sei nun u und dessen Cauchy Daten D�u f�ur � = (�0; 0; 0; :::; 0), j�j � k � 1 auf
P

gegeben (Cauchy Daten). Die Ableitungen D
�+

� u mit 
 = (0; 
1; : : : ; 
n) k�onnen

berechnet werden, da
P � H0.

Sei nun

� = (�0; : : : ; �n); mit j�j = k:

Es gilt

@u

@xr
=

nX
i=0

@u

@�i

@�i

@xr

=
@u

@�0
� @�0
@xr

+
nX
i=1

@u

@�i

@�i

@xr

so da�, auf
P
,

D�
x
u =

@ku

@x�00 : : : @x�nn

=
@ku

@�k0
�
 
@�0

@x0

!�0
� � �

 
@�0

@xn

!�n
+ bekannte Terme

=
@ku

@�k0
(grad �0)

� + bekannte Terme
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wobei die bekannten Terme h�ochstens Ableitungen von u nach �0 der Ordnung k � 1

enthalten.

Wir betrachten nun die partielle DGL Lu = 0. Es gilt dann:

X
j�j�k

a�(x; u)D
�
x
u = 0

also

X
j�j=k

a�(x; u)(grad �0)
� � @

ku

@�k0
= bekannte Terme

oder

@ku

@�k0

X
j�j=k

a�(x; u)(grad f)
� = bekannte Terme (�)

Die Bedingung n(x) =2 charx(L), d. h. S sei nicht charakteristisch (bzgl. L), hat somit die

Folge, da� die Ableitung

@ku

@�k0

�����
�2P

berechenbar ist. Durch Wiederholung k�onnen s�amtliche Ableitungen D�
� u auf

P
berech-

net werden.

Umgekehrt zeigt diese Herleitung, da� es ohne weiteres nicht sinnvoll ist, auf Charak-

teristiken Cauchy-Anfangswerte vorzugeben, da die Gleichung (�) in diesem Fall keine

neue Information liefert und statt dessen eine Vertr�aglichkeitsbedingung zwischen den

gegebenen Cauchy Daten beinhaltet.

Beispiel 11.1 F�ur die eindimensionale Wellengleichung

utt � c2uxx = 0

gilt, da� eine Ober
�ache (Kurve) f(x; t) = 0 in R2 charakteristisch ist, genau dann,

wenn  
@f

@t

!2

� c2
 
@f

@x

!2

= 0;

d. h.

@f

@t
= �c@f

@x
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d. h.

f = �(x+ ct);

oder

f =  (x� ct)

mit beliebigen Funktionen �;  .

Deshalb - f�ur die eindimensionale Wellengleichung - sind die Charakteristiken (cha-

rakteristische Kurven oder Ober
�achen):

x� c t = �

x+ c t = �
(11.12)

mit Konstanten �; �.

11.3 Klassi�kation von Gleichungen

Das Hauptsymbol �x(L; �) der Operator

L =
X
j�j�k

a�(x; u)D
�; x 2 
;

wird benutzt, um den Operator L zu klassi�zieren.

11.3.1 Elliptische Gleichungen

Die einfachste De�nition betri�t elliptische Gleichungen. Der Operator L ist elliptisch

falls es keine reellen Charakteristiken gibt, d. h.

De�nition 11.1 Sei

L =
X
j�j�k

a�(x; u)@
�

ein Di�erentialoperator f�ur x 2 
 � Rn . L hei�t elliptisch im Punkt x, falls f�ur alle

� 2 Rn, � 6= 0 gilt

�x(L; �) :=
X
j�j=k

a�(x)�
� 6= 0 :

Bemerkung 11.1 Da es keine bevorzugte Richtung gibt, ist es bei elliptischen Glei-

chungen �ublich, x = (x1; :::; xn) zu setzen statt x = (x0; :::; xn).
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Beispiel 11.2 Die Laplace-Gleichung in Rn ist elliptisch, da

Lu =
nX
i=1

@2u

@x2i
;

�x(L; �) =
nX
i=1

�2i :

Beispiel 11.3 Die biharmonische Gleichung in R2 ,

Lu =
@4u

@x41
+ 2

@4u

@x21@x
2
2

+
@4u

@x42
;

ist elliptisch, da

�x(L; �) = �41 + 2�21�
2
2 + �42

= (�21 + �22)
2 :

Beispiel 11.4 Die Minimal-Ober
�achengleichung

(1 + u2y)uxx � 2uxuyuxy + (1 + u2x)uyy = 0

ist elliptisch, da

�x(L; �) = (1 + u2y)�
2
1 � 2uxuy�1�2 + (1 + u2x)�

2
2 ;

= �21 + �22 + (�1uy � �2ux)
2

Es ist manchmal wichtig, die Elliptizit�atsbedingung genauer zu klassi�zieren. F�ur Di�e-

rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassi�kation n�utzlich:

De�nition 11.2 Sei

L =
X
j�j�2

a�(x; u)@
�

ein Di�erentialoperator zweiter Ordnung f�ur x 2 
 � Rn . L hei�t gleichm�a�ig ellip-

tisch auf 
 (uniformly elliptic), falls eine Konstante a > 0 existiert mit

a
nX
i=1

�2i �
X
j�j=2

a�(x; u)�
� � 1

a

nX
i=1

�2i

f�ur alle x 2 
 .

Beispiel 11.5 Die Gleichung

xuxx + 2ux = 0

ist nicht gleichm�a�ig elliptisch auf 
 = (0; 1) � R1
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11.3.2 Parabolische Gleichungen

Normalerweise werden parabolische Gleichungen nur f�ur Di�erentialgleichungen zweiter

Ordnung de�niert.

De�nition 11.3 Sei

L =
X
j�j�2

a�(x)D
�

und

A = (a�(x) : j�j = 2)

die Matrix der Koe�zienten a�(x), j�j = 2. Dann hei�t L parabolisch falls A sin-

gul�ar ist. 2

Beispiel 11.6 Die W�armeleitungsgleichung

ut � uxx � uyy = 0

ist parabolisch, da

A =

0BB@
0 0 0

0 �1 0

0 0 �1

1CCA
singul�ar ist.

Die folgende erweiterte De�nition ist in Gustafsson, Kreiss und Oliger, S. 2734 zu �nden:

De�nition 11.4 Sei

Lu =
@u

@t
�

2rX
j=0

Pj(x; t; 2x)u+ F

mit x 2 Rd ,
Pj(x; t; @x) :=

X
j�j=j

A�(x; t)
@j

@x�
; � 2 Nd0

und u(x; t) 2 RN .
L hei�t parabolisch, falls f�ur alle ! 2 Rd und alle x0; t0 eine Konstante � > 0 existiert,

so da� die Eigenwerte �j von

P2r(x0; t0; !) =
X
j�j=2r

A�(x0; t0)!
�

die Ungleichung

Re�j � �
dX
i=1

j!ij2r

gilt.
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11.3.3 Hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung

Die De�nition von hyperbolischen Gleichungen ist etwas kompliziert, da es mehrere Spe-

zialisierungen gibt. F�ur k = 2 ist die De�nition am einfachsten:

De�nition 11.5 Sei

L =
X
j�j�2

a�(x; u)D
�;x 2 Rn+1

und

A := (a�(x) : j�j = 2) 2Mat(n + 1; n+ 1;R)

die Matrix der Koe�zienten a�(x), j�j = 2. Dann hei�t L hyperbolisch falls alle

Eigenwerte von A bis auf einen das gleiche Vorzeichen haben, und ein Eigenwert

von A das andere Vorzeichen hat. 2

Beispiel 11.7 Die Wellengleichung

utt � uxx + uyy = 0

ist hyperbolisch, da die Menge der Eigenwerte von

A =

0BB@
1 0 0

0 �1 0

0 0 �1

1CCA
gleich f1;�1;�1g ist. 2

Bemerkung 11.2 Die Gleichung

utt + uxx � uyy � u = 0

ist weder elliptisch noch parabolisch noch hyperbolisch und ist ultrahyperbolisch.

(Renardy and Rogers, Introd. to Partial Di�. Equs., S. 40)

F�ur Gleichungen beliebiger Ordnung k gilt:

De�nition 11.6 Sei

L =
X
j�j�k

a�(x)D
�

hei�t streng (strictly) hyperbolisch in der Richtung n falls

1. �x(L;n) 6= 0
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2. Alle Wurzeln ! der Gleichung

�x(L; � + !n) = 0

seien reell und unterschiedlich f�ur jedes �, das nicht ein Vielfaches von n ist.

Bemerkung 11.3 Die Bedingung, da� L streng hyperbolisch ist, ist eine notwendige

Bedingung daf�ur, da� die L�osungen von Lu = 0 nur m�a�ig wachsen. (siehe Renardy

and Rogers, S. 43).

Um dies einzusehen, betrachte den Fall

Lu =
X
j�j=k

a�D
�u

mit konstanten Koe�zienten a�,

! = �+ i� 2 C ; � 6= 0

� = (0; �1; :::; �n) 2 Rn+1

n = (1; 0; :::; 0) 2 Rn+1

mit

�x(L; � + !n) =
X
j�j=k

a�(� + !n)� = 0:

Dann ist

v(x) := eis(�+!n)�x; s = �1;
eine L�osung der Gleichung Lv = 0. Man w�ahle s, so da� =(s!) < 0. Dann w�achst v

exponentiell mit zunehmendem �0.

11.3.4 Gleichungssysteme: Elliptizit�at nach Agmon, Douglis und

Nirenberg

Systeme von Di�erentialgleichungen treten oft auf. Sie werden allerdings nur selten

in der Literatur behandelt. Insbesondere werden Systeme h�oherer Ordnung kaum in

Lehrb�uchern behandelt. Einige der wenigen Ausnahmen sind die B�ucher von Miranda

[1970, S. 275], Courant und Hilbert [1962, S. 577], Renardy und Rogers [1992, S. 44] und

H�ormander [1963, S. 267]. Sei

u(x) = (u1(x); : : : ; uN(x))
T ;

f(x) = (f1(x); : : : ; fN (x))
T
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f�ur x 2 
 � Rn . Sei Mij ein Di�erentialoperator der Ordnung �ij.

Sei

si 2 Z ; ti 2 Z ; 1 � i � N

mit

�ij � si + tj ;

Mij � 0 falls si + tj < 0 :

Sei Mij(x; �) das charakteristische Polynom von Mij und

M̂ij(x; �) =

(
Mij(x; �) ; falls �ij = si + tj

0 ; falls �ij < si + tj

Das System

NX
j=1

Mij(x) uj = fi ; 1 � i � N

hei�t elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg, falls es m�oglich ist, si und tj so

zu w�ahlen, da�

â(x; �) := det(M̂ij(x; �)) 6= 0 ; x 2 
 ; � 2 Rn :

Sei

a(x; �) := det(Mij(x; �)) ;

r = Grad a ;

R = Der maximale Grad der N! Terme von a

bei der Entwicklung mit der Leibniz-Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden (Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39]), da� die

folgenden Bedingungen f�ur die Elliptizit�at notwendig und hinreichend sind:

1. r = R ,

2. ~a(x; �) 6= 0 f�ur alle � 6= 0, wo bei ~a der Hauptteil von a, d.h. der Teil vom Grade r,

ist.

Beispiel 11.8

ux � vyy = f1 ;

uyy + uy + vxxx + vxy = f2
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Man setze

s1 = 0 ; s2 = 1 ; t1 = 1 ; t2 = 2 :

Es folgt:

a = ~a = â =

����� � ��2
�2 �3

����� = �4 + �4 ; r = 4 ; R = 4 :

Beispiel 11.9 [Cauchy-Riemann-Gleichungen]

ux � vy = 0

uy + vx = 0

Man setze s1 = s2 = 1 ; t1 = t2 = 0 . Es folgt:

â =

����� � ��
� �

����� = �2 + �2 :

~a = a = â ;

r = R = 2 :

Beispiel 11.10

uxx + uyy = 0 :

Setze

u1 := ux ; u2 := uy :

Es gilt:

@u1

@x1
+
@u2

@x2
= 0 ;

@u

@x1
� u1 = 0 ;

@u

@x2
� u2 = 0 :

Mit der Theorie von Agmon et al setze man

s0 = 0 ; s1 = s2 = �1 ;
t0 = 2 ; t1 = t2 = 1 :
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Es folgt:

â(�) =

��������
0 �1 �2

�1 �1 0

�2 0 �1

�������� = �21 + �22

~a = a = â ;

r = R = 2 :

In der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt:

Bedingung L: ~a(x; �) ist ein Polynom vom Grade 2m bez�uglich �. Sei � ; �̂ 2 Rn linear

unabh�angig. Das Polynom q(�) := ~a(x; � + � �̂) hat genau n Nullstellen � mit positivem

Imagin�arteil.

Bemerkung 11.4 Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und

n > 2. Dann ist die Bedingung L erf�ullt. (Siehe Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39],

Miranda [1970, S. 244].)

Bemerkung 11.5 Sei n = 2. Es gebe eine Funktion 
(x) und ein � > 0 mit

Ref
(x)â(x; �)g � �j�j2r f�ur alle � 2 Rn ; x 2 Rn ; � 6= 0 ;

wobei 2r die Ordnung des Di�erentialoperatorsMij ist. Dann ist die Bedingung L erf�ullt

(siehe Miranda [1970, S. 245]).

Bemerkung 11.6 Die etwas komplizierte De�nition ist erforderlich, da man sonst

unerw�unschte Ergebnisse erhalten kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 11.11 F�ur die Laplace-Gleichung

uxx + uyy = 0

kann man das �aquivalente System

ux � v = 0

uy � w = 0

vx � wy = 0

aufstellen. W�urden nur die h�ochsten Ableitungen betrachtet w�are

det A = det

0BB@
�0 0 0

�1 0 0

0 �0 �1

1CCA = 0: 2:
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11.4 Existenz und Eindeutigkeit f�ur das Cauchy Pro-

blem: Die S�atze von Holmgren und Cauchy-

Kowalewskia

Die Grundidee der De�nition von nicht charakteristischen Ober
�achen, n�amlich die

M�oglichkeit alle weiteren Ableitungen zu berechnen, f�uhrt zum ber�uhmten Satz von

Cauchy und Kowalewskia 1:

Satz 11.1 (Cauchy-Kowalewskia:) Seien A� N �N Matrizen und B ein N-Vektor,

deren Koe�zienten analytische Funktionen sind. Sei

(Lu)(x) := L =
X
j�j�k

A�(x; u); D
�u(x);

wobei die Koe�zienten A�(x; u) auch von Ableitungen D�u, j�j < k abh�angen d�urfen.

Sei S � Rn+1 eine analytische nichtcharakteristische Ober
�ache. Seien f� : Rn+1 �!
RN , j�j < k, analytische Funktionen in einer Umgebung von S. Sei x0 2 S. Dann

1Sophie Kowalewskia, die erste Doktorandin in Deutschland
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existiert eine Funktion u : Rn+1 �! RN , als analytische L�osung des Cauchy Problems

in einer Umgebung U von x0, d. h. u ist analytisch in U und

1. Lu = Bx 2 U

2. D�u = f�; x 2 S \ U; j�j < k

Satz 11.2 (Holmgren) Die Voraussetzungen seien wie in Satz 11.1, mit der Ein-

schr�ankung, da� A� = A�(x), die Matrizen A� also nicht von u und dessen parti-

ellen Ableitungen abh�angen d�urfen. Die DGL ist also linear.(Die Cauchy Daten f�

m�ussen auch nicht analytisch sein.) Dann gibt es h�ochstens eine L�osung u in U (u

mu� nicht analytisch sein).

Siehe L. Bers, F. John und M. Schechter [1964, S. 38], Smoller [1983, S. 33]. (Renardy

und Rogers haben auch eine sehr gute Beschreibung dieser zwei S�atze.)

11.5 Hyperbolische Systeme erster Ordnung

Wir betrachten das System

@u

@t
=

dX
�=1

A�(x; t)
@u

@x�
+B(x; t)u+ F (x; t) (11.13)

wobei
u(x; t); F (x; t) 2 Rm
A� ; B 2Mat(m;m;R)

Als Quelle wird GKO (Gusta�son, Kreiss, Oliger, Time Dependent Problems and

Di�erence Methods) oft benutzt.

Mit dem System (11.13) wird eine Matrix P̂ (!) assoziert:

P̂ (!) :=
dP
�=1

A�!�; ! 2 Rd (11.14)

De�nition 11.7 Das System (11.13) ist streng (strictly), symmetrisch (symmetric),

stark(strongly) oder schwach (weakly) hyperbolisch im Punkt x0; t0, falls:

1. (streng hyperbolisch)

P̂ (!) hat einen vollen Satz von reellen Eigenwerten und Eigenvektoren.

2. (symmetrisch hyperbolisch)

Die Matrizen A� sind hermitisch.



150

Charakteristiken und die Klassifkation von Gleichungen und Systemen von

Gleichungen

3. (stark hyperbolisch)

Es existiert eine Konstante K > 0 und f�ur jedes ! eine Transformation T (!) mit

sup(jjT (!)jj2 + jjT�1(!)jj2) � K; jj!jj2 = 1

T�1(!)P̂ (!)T (!) = ^(!);
^(!) = diag(�j(!));

�j(!) 2 R

4. (schwach hyperbolisch)

Die Eigenwerte von P̂ (!) sind reell. 2:

Es kann gezeigt werden, da� die folgenden Zusammenh�ange gelten:

symmetrisch streng

stark

schwach

Abbildung 11.1: Die De�nitionen von hyperbolischen Gleichungen

11.5.1 Anfangs-Randwertaufgaben

(Siehe GKO, S. 359)

F�ur die Advektionsgleichung

ut = aux (11.15)

(d.h. ut + (�a)ux = 0) wissen wir, da� die richtige Wahl der Randwertdaten im Streifen

0 � x � 1 vom Vorzeichen der Konstante a abh�angt:
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1. a > 0.

u(x; 0) = f(x); 0 � x � 1

u(1; t) = gI(t); t � 0
(11.16)

2. a = 0

u(x; 0) = f(x); 0 � x � 1 (11.17)

3. a < 0

u(x; 0) = f(x); 0 � x � 1

u(0; t) = gII(t); t � 0:
(11.18)

Wenn die L�osung u stetig sein soll, so mu� (z.B. f�ur a > 0),

f(1) = gI(0) (11.19)

Wird weiter verlangt, da� u stetig di�erenzierbar sei, so betrachtet man ut und ux. Ist

v := ut z.B., so gilt:

vt = avx

v(x; 0) = ut(x; 0)

= aux(x; 0)

= af 0(x)
v(1; t) = ut(1; t)

= gI
0

(t):

Wenn v = ut im Punkt (1; 0) stetig ist, so gilt

af 0(1) = gI
0

(0) (11.20)

Auf diese Weise kann man auch weitere notwendige Bedingungen f�ur Stetigkeit herleiten.

Sei nun

ut = Aux; 0 � x � 1; t � 0 (11.21)

wo A eine konstante Matrix ist,ein streng hyperbolisches System. Dann gibt es eine

regul�are Matrix S, so da�

S�1AS = ^ =

0BB@
^I

^II
^III

1CCA
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mit

^I =

0BBBBBBBB@

�1

O
. . .

O

�r

1CCCCCCCCA
> 0

^II =

0BBBBBBBB@

�r+1

O
. . .

O

�m�s

1CCCCCCCCA
< 0

^III = 0:

Man setzt

v(x; t) = S�1u(x; t) (11.22)

und stellt fest, da�

vt = ^vx: (11.23)

Sei

v =

0BB@
vI

vII

vIII

1CCA (11.24)

Dann sind geeignete Randdaten bestimmt:

v(x; 0) = f(x); 0 � x � 1 (11.25)

vI(1; t) = gI(t); t > 0 (11.26)

vII(0; t) = gII(t); t > 0 (11.27)
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Beispiel 11.12 Man betrachte das AWRW Problem f�ur die Wellengleichung:

@2u

@t2
=
@2u

@x2
; 0 � x � 1 (11.28)

u(x; 0) = f0(x); 0 � x � 1

ut(x; 0) = f1(x); 0 � x � 1

)
(11.29)

u(0; t) = g0(t); t > 0;

u(1; t) = g1(t); t > 0:

)
(11.30)

Sei

v(x; t) :=

tZ
0

@u

@x
(x; �)d� +

xZ
0

f1(�)ds: (11.31)

Durch Di�erentiation folgt:

vt = ux: (11.32)

Aus 11.28 und 11.32 folgt:

@

@t

 
@u

@t
� @v

@x

!
= 0;

so da�

ut � vx = G(x):

Aus 11.31 erh�alt man:

vx(x; 0) = f1(x) = ut(x; 0);

so da� G(x) � 0. Damit erh�alt man das Gleichungssystem

@

@t

 
u

v

!
= A

 
ux

vx

!
; (11.33)

mit

A =

 
0 1

1 0

!
; (11.34)

und Anfangswertbedingungen,

u(x; 0) = f0(x);

v(x; 0) =
xR
0
f1(�)d �:

(11.35)
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Sei

S := 1p
2

 
1 1

1 �1
!
= S�1; (11.36)

 
~u

~v

!
:= S�1

 
u

v

!
(11.37)

Dann gilt

SAS�1 = ^ :=

 
1 0

0 �1
!

(11.38)

Es folgt:

@

@t

 
~u

~v

!
= ^

 
~ux
~vx

!
(11.39)

Die Anfangsbedingung f�ur ~u und ~v sind bekannt (siehe 11.35 und 11.37).

Die Randwertbedingungen liefern (siehe 11.37),

~u(0; t) + ~v(0; t) =
p
2 u(0; t) =

p
2 g0(t)

~u(1; t) + ~v(1; t) =
p
2 u(1; t) =

p
2 g1(t)

(11.40)

Die Charakteristiken f�ur die Gleichung

~ut = ~ux

haben die Steigung �1, so da� ~u(0; t) aus den Anfangsdaten berechenbar ist, insbesondere,

~u(0; x) = ~u(x; 0) = f0(x); 0 � x � 1 (11.41)

Ebenso

~v(1; x) = ~v(1� x; 0): (11.42)

Aus (11.40), (11.41), (11.42):

~v(0; t) =
p
2 g0(t)� f0(t); 0 � t � 1

~u(1; t) =
p
2 g1(t)� ~v(1� t; 0); 0 � t � 1

(11.43)

mit ~v(1� t; 0) wie in 11.35. Damit sind die erforderlichen Randbedingungen f�ur die Glei-

chung

~ut = ~ux
~vt = �~vx

(11.44)

gegeben.
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Beispiel 11.13 Die Euler Gleichungen f�ur die drei Geschwindigkeitskomponenten

u; v; w einer Fl�ussigkeit mit Dichte � und Druck p sind:

Momentum-Gleichungen

ut + uux + vuy + wuz + 1
�
px = 0

vt + uvx + vvy + wvz + 1
�
py = 0

wt + uwx + vwy + wwz + 1
�
pz = 0

(11.45)

Kontinuit�atsgleichung

�t + (u�)x + (v�)y + (w�)z = 0 (11.46)

und die Zustandsgleichung

p = G(�); (11.47)

a2 :=
dG

d�
= G0(�) > 0 (11.48)

wo, wie es sich sp�ater herausstellen wird, a als Schallgeschwindigkeit bezeichnet werden

kann.

Man betrachtet eine L�osung (U; V;W;R) der Euler-Gleichungen und eine kleine �Anderung

"(u; v; w; �) davon.

Die Momentum-Gleichungen sind dann:

(U + "u)t + (U + "u)(U + "u)x +

+ (V + "v)(U + "u)y +

+ (W + "w)(U + "w)z +

+ 1
(R+"�)

(G(R + "�))x = 0;

(11.49)

mit zwei weiteren Gleichungen �ahnlicher Form. Die Gleichung 11.49 wird jetzt nach "

entwickelt.

Der erste Term ist von " unabh�angig:

Ut + UUx + V Uy +WUz +
1

R
(G(R))x

und dieser Term ist gleich Null, da nach Voraussetzung, (U; V;W;R) eine L�osungder

Euler-Gleichung ist.
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Der n�achste Term ist linear in ". Um dies zu berechnen geht man wie folgt vor. Es gilt

1

R + "�
=

1

R

1

1 + "�=R
=

1

R
(1� "�

R
+ 0("2))

G(R + "�) = G(R) + "� G0(R) + 0("2)

(G(R + "�))x = (G(R))x + "(� G0(R))x + 0("2)

= (G(R))x + "(�x G
0(R) + �(G0(R))x) + 0("2)

so da�

1
R+"�

(G(R + "�))x = 1
R
(G(R))x +

+ "
h
1
R
(�xG

0(R) + �(G0(R))x)� "�
R2 (G(R))x + 0("2)

i
= 1

R
(G(R))x + "

R
a2�x + "F (R; �; Rx) + 0("2):

wo F (R; �; Rx) nicht von der Ableitung von � abh�angt.

Der n�achste Term hat deshalb die Gestalt:

"

"
ut + Uux + V uy +Wuz +

a2

R
�x + F (R; �; Rx; U; V;W )

#
:

Es folgt, da� das linearisierte System f�ur u; v; w und � folgende Gestalt hat:

0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
t

+

0BBBB@
U 0 0 a2

R

0 U 0 0

0 0 U 0

R 0 0 U

1CCCCA
0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
x

+

+

0BBBB@
V 0 0 0

0 V 0 a2

R

0 0 V 0

0 R 0 V

1CCCCA
0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
y

+

+

0BBBB@
W 0 0 0

0 W 0 0

0 0 W a2=R

0 0 R W

1CCCCA
0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
z

+

+C(U; V;W;R)

0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA = 0;

wo C(U; V;W;R) eine bekannt 4� 4 Matrix ist.
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Der Einfachheithalber betrachten wir jetzt den linearen Fall, wo die L�osung nur von x

und t abh�angt. D.h.,

0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
t

+

0BBBB@
U 0 0 a2

R

0 U 0 0

0 0 U 0

R 0 0 U

1CCCCA
0BBBB@
u

v

w

�

1CCCCA
x

= 0

oder

 
u

�

!
t

+ A

 
u

�

!
x

= 0

vt + Uvx = 0

wt + Uwx = 0

mit

A =

 
U a2

R

R U

!
:

Mit  
~u

~�

!
:=

 
u
a�

R

!

folgt  
~u

~�

!
t

+ ~B

 
~u

~�

!
x

= 0;

~B := �
 
U a

a U

!
;

ein symmetrisches System! Die Eigenwerte �+; �� von ~B sind

�U � a; a > 0:

Die richtige Wahl der Randbedingungen ist deshalb von der Geschwindigkeit U abh�angig.

1. �Uberschallstr�omung (U > a)

Dann sind �+; �� < 0 und sowohl ~u als auch ~� sollte bei x = 0 festgeschrieben

werden. Bei x = 1 sollten keine Randbedingungen gegeben werden.

2. Unterschallstr�omung (U < a)

Dann ist �+ > 0 und �� < 0. Es sollte jeweils eine Randbedingung bei x = 0 und

x = 1 gegeben werden.





Kapitel 12

Schwache L�osungen

Ist das Gebiet, auf dem eine Di�erentialgleichung (DGl) zu l�osen ist, \hinreichend glatt"

berandet, d.h. @
 ist von der Klasse Cm f�ur ein m 2 N , so gelten bei elliptischen DGl

Regularit�atsaussagen der Art, da� bei Vorgabe glatter Daten (z.B. Randwerte) auch die

L�osungen gewisse Glattheitseigenschaften erf�ullen.

Bei hyperbolischen DGl ist eine solche Aussage i.allg. falsch. Als Beispiel hierf�ur

betrachten wir den einfachen Fall der Burgers Gleichung in zwei Dimensionen:

Sei (x; t) 2 R2 . Wir suchen die L�osung des Anfangswertproblems.

uux + ut = 0

u(x; 0) = f(x) (12.1)

Sei f(x) 2 C1(R) mit den Eigenschaften

f(x) =

(
1 f�ur x < 0

0 f�ur x > 1

(Siehe Abbildung 12.1.)

Um das Verhalten der L�osung zu studieren, m�ussen wir den Verlauf der Charakteristiken

betrachten. Diese seien hier noch einmal de�niert:

De�nition 12.1 1. Sei L =
P
j�j�k a�(x)@

� ein linearer Di�erentialoperator der

Ordnung k auf 
 � Rn . Das Hauptsymbol (Hauptteil) in x 2 
 ist de�niert als

�x(L; �) =
X
j�j=k

a�(x)�
� (� 2 Rn)

2. Ein Vektor � 2 Rn hei�t charakteristisch f�ur L in x, falls
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-

6f(x)

1

0 1 x

Abbildung 12.1:

�x(L; �) = 0

Die Menge aller � 2 Rn mit �x(L; �) = 0 bezeichnen wir mit charx(L) .

Bemerkung 12.1 L hei�t elliptisch zu x , falls charx(L) = f0g .

De�nition 12.2 Eine Hyperebene S hei�t charakteristisch bez�uglich L in x , falls f�ur

den Normalenvektor n(x) gilt:

n(x) 2 charx(L) :

S hei�t nichtcharakteristisch , falls S an keinem Punkt x charakteristisch ist.

Unsere Gleichung (12.1) ist eine eindimensionale partielle DGL der Form

Lu =
nX
j=1

aj @ju+ bu = f ; (12.2)

wobei aj; b und f C1-Funktionen von x seien. Sei A = (a1; : : : ; an) ein Vektorfeld im Rn

. Dann ist

charx(L) = f�jhA(x); �i = 0g ;
d.h. charx(L) ist die zu A orthogonale Hyperebene. Eine Hyperebene S ist charakteri-

stisch in x genau dann, wenn A(x) tangential zu S in x ist.

Die Integralkurven des Vektorfeldes A(x) hei�en charakteristische Kurven der Gleichung

(12.2). Sie sind L�osungskurven des folgenden Systems gew�ohnlicher DGl:

dx

dt
= A(x), dxj

dt
= aj(x) ; j = 1; : : : ; n (12.3)
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Abbildung 12.2:

Entlang dieser Kurven gilt f�ur die L�osung von (12.2)

du

dt
=
X

(@ju)
dxj

dt
=
X

aj@ju = f � bu : (12.4)

Nehmen wir nun an, S sei nichtcharakteristisch. Dann geht durch jeden Punkt x0 2 S eine

eindeutige Integralkurve von A , n�amlich die L�osung von (12.3) mit dem Anfangswert

x(0) = x0 . Entlang dieser Kurve ist die L�osung der partiellen DGl (12.2) einfach L�osung

der gew�ohnlichen DGl (12.4) mit dem Anfangswert u(0) = f(x0).

Somit ist unser Anfangswertproblem reduziert zu einem Anfangswertproblem f�ur

gew�ohnliche DGl. Dieses Verfahren zur L�osung partieller DGl 1. Ordnung hei�t auch

Charakteristikenverfahren.

Sind die Koe�zienten aj auch von u abh�angig, so wird das Gleichungssystem (12.3)

erg�anzt:

dxj
dt

= aj(x; u); 1 � j � n
du
dt

= f(x; u)� bu:

Wir bestimmen nun die Charakteristiken unseres Modellproblems. Es gilt:

dx

ds
= u

dt

ds
= 1

du

ds
= 0 ) dt

dx
=

1

u
(12.5)

Die Anfangswerte \p
anzen" sich entlang der Charakteristiken fort. Wir haben also die

Situation (siehe Abbildung 12.2):

Im Gebiet A haben die Charakteristiken die Steigung 1, also gilt in A: u � 1 .

In C haben die Charakteristiken die Steigung 1 und es gilt: u � 0 in C .

In dem Bereich B geht u vom Wert 1 �uber in den Wert 0, jedoch schrumpft das Intervall,

indem der �Ubergang statt�nden kann, f�ur t! 1 auf 0 zusammen. In dem Punkt (1,1) ist
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das Problem �uberbestimmt, es kann keine stetige L�osung existieren.

In dem Punkt (1.1) entsteht eine Sto�welle. Da eine L�osung von (12.1) im klassischen

Sinne nicht mehr existieren kann, ist es f�ur weitere Untersuchungen erforderlich, den

L�osungsbegri� zu modi�zieren. Bei der folgenden Betrachtung der schwachen L�osung

wenden wir uns einem einfachen linearen Modellproblem zu:

Sei - wie oben - 
 � R2 . Wir betrachten die folgende DGl 1. Ordnung:

a(x; y)ux + b(x; y)uy = c f�ur (x; y) 2 
 (12.6)

Mit der Bezeichnung aus Def. 11.1 l�a�t sich (12.6) auch schreiben als

Lu = c mit Lu = aux + buy (12.7)

Wir nehmen im folgenden an, da� u klassische L�osung von (12.7) ist, d.h. u ist stetig

di�erenzierbar.

F�ur die De�nition der schwachen L�osung ben�otigen wir sog. Testfunktionen. Als Test-

funktionen w�ahlen wir

' 2 C10 (
) := f 2 C1(
)j supp  kompakt ; supp  �� 
g ;
wobei

supp  = fx 2 
j (x) 6= 0g :
Insbesondere gilt f�ur ' 2 C10 (
) :

dist(supp '; @
) > 0 ;

d.h. ' � 0 in einer Umgebung des Randes @
.

Aus der Gleichung (12.7) folgt nun:

Z



'(Lu� c)dx = 0 8' 2 C10 (
) (12.8)

Wir f�uhren nun den Begri� des adjungierten Di�erentialoperators ein.

De�nition 12.3 Sei L ein Di�erentialoperator der Ordnung k in der o�enen Menge


 � Rn . Ein Di�erentialoperator L� der Ordnung k in 
 hei�t adjungiert zu L, falls

Z



(L�f) � g dx =
Z



f(Lg)dx 8 f 2 Ck(
)8 g 2 Ck0 (
) (12.9)
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Bemerkung 12.2 F�ur den linearen Di�erentialoperator aus Def. 11.1 gilt

L�v =
X
j�j�k

(�1)j�j@�(c�(x)v) :

Als letztes Hilfsmittel ben�otigen wir den Gau�schen Integralsatz:

Satz 12.1 Sei 
 � Rn eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand, n : @
 �! Rn

das �au�ere Einheitsnormalenfeld und U � 
 eine o�ene Teilmenge von Rn . Dann

gilt f�ur jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U �! Rn :Z



div F (x)dx =
Z
@


< F (x); n(x) > d s :

Beweis: Siehe In�ni III

Wir setzen nun

v := (au'; bu') :

Dann gilt:

div v = ('a)ux + u('a)x + ('b)uy + u('b)y

) div v = 'Lu� uL�'

(12:7); (12:9)

Wir wenden nun den Gau�schen Integralsatz an und erhalten:

Z



div v dx =
Z



'Lu� uL�' dx

=
Z
@


'uh
 
a

b

!
; nids = 0 (12.10)

da ' 2 C10 (
) gew�ahlt war.

Aus (12.7) und (12.10) folgt nun:

Z



'c dx =
Z



uL�' dx 8' 2 C10 (
) (12.11)

Ist u klassische L�osung von (12.7), so gilt (12.11) f�ur jede Testfunktion ' 2 C10 (
) . Wir

de�nieren nun:
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Ω
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Abbildung 12.3: Das Gebiet 


De�nition 12.4 u hei�t schwache L�osung von (12.7), falls 8' 2 C10 (
) giltZ



uL�' dx =
Z



'c dx

Bemerkung 12.3 1. Aus der obigen Herleitung folgt, da� eine klassische L�osung auch

schwache L�osung der DGl ist. Die Umkehrung ist nat�urlich nicht immer richtig.

2. Ist u schwache L�osung von (12.7) und u 2 C1(
) , dann ist u klassische L�osung.

Beweis von 2:

Aus (12.11) folgt in (12.10)

R



'(Lu� c)dx = 0 8 ' 2 C10 (
)

) Lu = c ; da ' beliebig 2

Wir betrachten nun das Problem (12.7) in dem Gebiet 
 = 
1[
2 (siehe Abbildung 12.3)

Die Kurve C zerlege 
 in die Teilgebiete 
1 und 
2. Wir nehmen im folgenden an:

1. u ist schwache L�osung von (12.7) in 
 .

2. u sei klassische L�osung in 
nC .

Unser Ziel besteht nun darin, Eigenschaften der Kurve C zu untersuchen.

Da u nach Voraussetzung schwache L�osung von (12.7) in 
 ist, gilt
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Z

1[
2

(uL�'� 'c)dx = 0 8 ' 2 C10 (
) (12.12)

Da u klassische L�osung in 
i ; i = 1; 2 , d�urfen wir den Gau�schen Integralsatz anwenden:

Z

i

uL�'� c' dx =
Z

i

'Lu� c' dx�
Z
@
i

'uh
 
a

b

!
; nids (12.13)

Es folgt mit (12.12):

0 =
Z


1[
2

'(Lu� c)dx�
2X
i=1

Z
@
i

'uh
 
a

b

!
; nids (12.14)

Nach Voraussetzung ist u klassische L�osung in 
i . Dann folgt aus (12.14):

2X
i=1

Z
@
i

'uh
 
a

b

!
; nids = 0 8 ' 2 C10 (
) (12.15)

Da ' 2 C10 (
) gew�ahlt wird, ist in (12.15) nur die Integration �uber die Kurve C durch-

zuf�uhren. Sei s der Kurvenparameter, d.h. Punkte der Kurve lassen sich schreiben als

(x(s); y(s)) . Dann gilt f�ur die Normalen in 
:

ni = �
 

@y
@s

�@x
@s

!

In den Integralen �uber den Rand taucht die �au�ere Normale auf. In unserem Fall gilt:

n1 = �n2
Sei  eine auf 
 de�nierte Funktion und (x(s); y(s)) 2 C . Der Sprung von  auf C wird

erkl�art durch:

[ ](s) := lim
(x;y)!(x(s);y(s))

(x;y)2
2

 (x; y)� lim
(x;y)!(x(s);y(s))

(x;y)2
1

 (x; y)

�  2 �  1 (12.16)

Mit dieser Bezeichnung und den vorangegangenen Bemerkungen k�onnen wir (12.15)

schreiben als

Z
C

'

 
[au]

@y

@s
� [bu]

@x

@s

!
d� = 0 8 ' 2 C10 (
) (12.17)
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Da ' 2 C10 (
) beliebig ist, folgt aus (12.17):

[au]
@y

@s
� [bu]

@x

@s
= 0 (12.18)

Sind a; b stetige Funktionen auf 
 , so erhalten wir die Bedingung

[u]

 
a
@y

@s
� b

@x

@s

!
= 0 auf C (12.19)

Ist u unstetig, d.h. [u] 6= 0 , so gilt

a
@y

@s
� b

@x

@s
= 0 ; (12.20)

d.h. C ist eine Charakteristik.

Zum Schlu�betrachten wir noch ein Beispiel.

Sei

u(x; y) =

(
2 f�ur x� y > 0

1 f�ur x� y � 0

u ist eine schwache L�osung der Gleichung

Lu = ux + uy = 0 ;

denn

1. u ist klassische L�osung der DGl in 
1 und 
2

2. die einzige Unstetigkeit von u ist entlang der Charakteristik C



Kapitel 13

Die Burger-Gleichung

Wir hatten den Begri� der schwachen L�osung bei linearen hyperbolischen Di�erential-

gleichungen (DGl) eingef�uhrt. Die Theorie der schwachen L�osungen ist jedoch insbeson-

dere bei der Betrachtung nichtlinearer DGl von Bedeutung. In der heutigen Vorlesung

besch�aftigen wir uns mit nichtlinearen DGl vom Typ

ax + by = 0 ; (13.1)

wobei a und b zweimal stetig di�erenzierbare Funktionen von x; y und u sind.

Bemerkung 13.1 Die Gestalt von (13.1) wird als Erhaltungsform bezeichnet, da Inte-

gration bzgl. x von x1 nach x2

@

@y

x2Z
x1

b dx = �ajx=x2 + ajx=x1 (13.2)

liefert.

Betrachten wir y als die Zeitvariable, so bedeutet (13.2), da� die zeitliche �Anderung der

Gr�o�e b proportional zur Di�erenz des \Flusses" a in den Endpunkten x1 und x2 ist. Viele

physikalische Erhaltungss�atze lassen sich in dieser Form schreiben (z.B. Masseerhaltung

bei einer str�omenden Fl�ussigkeit).

Anhand eines einfachen (stetigen) Modells f�ur den Verkehrs
u�auf einer Einbahnstra�e

(ohne Abzweigungen) wollen wir Gleichungen vom Typ (13.1) n�aher betrachten:

Wir nehmen an, der Verkehr bewege sich in positiver x-Richtung. Sei �(x; t) die Ver-

kehrsdichte (Anzahl der Autos pro Einheitsl�ange) im Punkt x zum Zeitpunkt t, und sei

q(x; t) die Anzahl der Autos, die pro Einheitszeit den Punkt x passieren.

Die Gesamtzahl der Fahrzeuge im Intervall [x1; x2] ist durch

A =

x2Z
x1

� dx
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gegeben. Also wird die Zu- oder Abnahme der Autos zwischen den Kontrollpunkten x1

und x2 durch

�A =
d

dt

x2Z
x1

� dx =

x2Z
x1

�t dx :

beschrieben. Diese Gr�o�e mu� der Di�erenz von q in x1 und x2 entsprechen, falls kei-

ne Autofabrik an der Stra�e liegt oder eine sonstige Quelle oder Senke im Dichtefeld

vorhanden ist. Es gilt somit f�ur jeden Zeitpunkt t:

x2Z
x1

�t dx = q(x1; t)� q(x2; t) = �
x2Z
x1

qx dx :

Da x1; x2 beliebig gew�ahlt werden k�onnen, mu� gelten:

�t + qx = 0 (13.3)

Um die DGl (13.3) weiter behandeln zu k�onnen, ben�otigen wir eine zus�atzliche Beziehung

zwischen � und q.

Ein \vern�unftiges" Modell f�ur die Verkehrsgeschwindigkeit v ist durch

v(x; t) = c(1� �=�0) ; (13.4)

gegeben, wobei �0 die maximale Dichte der Autos pro Einheitsintervall (d.h. Sto�stange

an Sto�stange) beschreibt. Gleichung (13.4) besagt, da� die Geschwindigkeit v maximal

wird, wenn die Stra�e leer ist (� = 0) und der Verkehr zum Erliegen kommt, wenn � = �0

ist. Die Konstante c ist die (von der kw-Zahl des Fahrzeugs abh�angige) Maximalge-

schwindigkeit.

Die Anzahl der Fahrzeuge, die den Punkt x pro Zeiteinheit passieren, ist dann gegeben

durch

q = � � v = �c(1� �=�0) : (13.5)

Wir setzen

u := c(1� 2�=�0) :

Dann gilt

ut = �2c

�0
�t

qx = c�x(1� 2�=�0) = u�x : (13.6)

Damit erhalten wir:

�t + qx = �ut�0
2c

+ u�x

) �t + qx = ��0
2c

(ut + uux) : (13.7)
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Aus (13.3) ergibt sich dann die DGl

ut + uux = 0 : (13.8)

Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Burger Gleichung

ut + uux = �uxx

aus der Gasdynamik, wenn die Viskosit�at � verschwindet.

Bemerkung 13.2 Die einzigen C1-L�osungen von Gleichung (13.8) sind Funktionen, die

f�ur alle t > 0 in x-Richtung monoton wachsend sind (bei festem t).

Beweis: Sei u 2 C1 und sei (x0; t0) ; t0 > 0 beliebig. Wir betrachten die eindeutige

L�osungskurve der DGl

dx

dt
= u(x; t) x(t0) = x0 : (13.9)

Diese Kurve ist eine Charakteristik von (13.8), denn es gilt

du(x(t); t)

dt
= ux

dx

dt
+ ut = uxu+ ut = 0 : (13.10)

u ist entlang von Charakteristiken konstant, also hat wg. (13.10) jede Charakteristik

eine konstante Steigung, d.h. die Charakteristiken sind Gerade mit der Geschwindigkeit

(= reziproke Steigung) u.

Angenommen u w�achst nicht monoton f�ur t � 0. Es gibt also x1 < x2 mit

u(x1; t) > u(x2; t) :

Dann ist die Steigung der Charakteristiken in x1 kleiner als die in x2, die Geraden

schneiden sich in einem Punkt f�ur t > 0. Dies kann aber nicht sein, da nach Voraussetzung

u 2 C1 gew�ahlt war.

Beispiel 13.1 (s. Kapitel 11 (\Schwache L�osungen"))

Physikalisch relevante Probleme erf�ullen die Bedingung aus der Bemerkung nicht. Be-

trachten wir unser Verkehrsmodell: Falls u(x1; t) < u(x2; t) 8t > 0 gelten soll, so hei�t

das

�(x1; t) > �(x2; t) f�ur x1 < x2 ;

d.h. die Dichte des Verkehrs nimmt f�ur gr�o�er werdendes x ab, ein Verkehrsproblem wg.

verstopfter Stra�en entf�allt.
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Abbildung 13.1:

Wenn wir die interessanten Probleme behandeln wollen, ist der klassische L�osungsbe-

gri� sinnlos. Wir sind also gezwungen, den L�osungsbegri� zu verallgemeinern und die

schwachen L�osungen zu betrachten.

Zur Bestimmung der schwachen L�osung von (13.8) betrachten wir die Gleichung in ihrer

Erhaltungsform: �
1

2
u2
�
x

+ ut = 0 : (13.11)

Allgemeiner k�onnen wir die Erhaltungsform schreiben als

(f(u))x + ut = 0 : (13.12)

Wie in Kapitel 12 wird zur Bestimmung der schwachen L�osung (13.12) mit einer Test-

funktion ' 2 C10(
) multipliziert und integriert. Mit Hilfe des Gau�schen Integralsatzes

erhalten wir: Z



f(u)'x + u'td� = 0 : (13.13)

Wir nennen eine Funktion u, die (13.13) erf�ullt, eine schwache L�osung von (13.12).

Wir nehmen nun an, u sei eine schwache L�osung von (13.12) und u sei stetig di�erenzierbar

au�erhalb einer Kurve C. In Analogie zu Kapitel 12 erhalten wir dann

Z
C

'

 
[f(u)]

dt

ds
� [u]

dx

ds

!
ds = 0 8' 2 C10(
) (13.14)

wobei wir mit [�] die Unstetigkeit �uber C bezeichnen wollen, z.B.

[u] = uL � uR ;

wobei uL der Wert von u links von C sei und uR der Wert von u rechts der Kurve C.

Auf der Kurve C mu� also die folgende Bedingung erf�ullt sein:

dx

ds
[u] = [f(u)]

dt

ds
: (13.15)
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Bemerkung 13.3 Bei linearen hyperbolischen DGl gilt, da� die schwache L�osung nur

�uber Charakteristiken Unstetigkeiten aufweisen kann. (13.15) de�niert keine Charakteri-

stik, da die Argumente von [�] von u abh�angig sind.

Wir bezeichnen die durch (13.15) bestimmte Kurve als Sto�welle. Die Bedingung (13.15)

hei�t \Sprung-Bedingung" bzw. in der Gasdynamik die \Rankine-Hugoniot-Bedingung".

Bemerkung 13.4 Bei sehr schwachen Sto�wellen ([u] klein) fallen Sto�welle und Cha-

rakteristik fast zusammen, denn es gilt

dx

ds
� f 0(u)

dt

ds
� dx

ds
� [f(u)]

[u]

dt

ds
= 0 :

Die Gr�o�e s := dx
dt

bezeichnen wir als die Geschwindigkeit der Sto�welle. Es gilt:

s =
dx

dt
=

[f(u)]

[u]
: (13.16)

Durch die Gleichung (13.16) ist die Gr�o�e der Unstetigkeit und die Geschwindigkeit der

Sto�welle miteinander gekoppelt.

Beispiel 13.2 Betrachten wir die Burger Gleichung in der Erhaltungsform (13.11). Dann

erhalten wir f�ur die Geschwindigkeit der Sto�welle

s =
1

2

u2L � u2R
uL � uR

=
1

2
(uL + uR) :

Die Erweiterung des L�osungsbegri�s auf schwache L�osungen ist nicht mathematischer

Selbstzweck, sondern ist f�ur die physikalische Modellbildung, z.B. in der Gasdynamik,

�au�erst n�utzlich. Mit Hilfe der schwachen L�osungen kann man Ph�anomene beschreiben,

deren L�osung, abgesehen von einer schmalen �Ubergangsregion, in den zwei angrenzenden

Gebieten auf einfache Weise zu erhalten ist und die dort auch beliebig glatt ist.

Im folgenden wollen wir anhand einiger Beispiele Eigenschaften von Sto�wellen untersu-

chen. O.E. setzen wir C = 1.

Beispiel 13.3 Wir betrachten das Anfangswertproblem

uux + ut = 0

u(x; 0) = '(x)

mit

'(x) =

8>><>>:
1 f�ur x � 0

1� x f�ur 0 � x � 1

0 f�ur x � 1

Der Charakteristikenverlauf ist in den Abbildungen (13.2) und (13.3) dargestellt:

Im Punkt (1,1) entsteht eine Sto�welle mit der Geschwindigkeit s = 1
2
. 2
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Abbildung 13.3:

Beispiel 13.4 Als weiteres Beispiel betrachten wir unser Verkehrsmodell mit den

Anfangsbedingungen

u(x; 0) =

(
1 f�ur x � 0

0 f�ur x > 0

Die L�osung wird in Abbildung (13.4) gezeigt:

Aus dem Verlauf der Charakteristiken ist ersichtlich, da� eine Unstetigkeit entste-

hen mu�. F�ur die Kurve C mu� gelten (siehe (13.16))

s =
1

2
: 2

In dem Verkehrsmodell ist eine Sto�welle durch eine scharfe Unstetigkeit der Dichte �

und folglich der Geschwindigkeit v der Autos gekennzeichnet. Die Sto�welle entsteht,

wenn der zun�achst frei fahrende Verkehr auf das Ende eines Staus auftri�t. dx
dt

gibt die

Geschwindigkeit an, mit der sich das Ende der Schlange bewegt.

Wir haben bereits bemerkt, da� Sto�wellen f�ur t > 0 nur dann entstehen k�onnen, wenn

u eine monoton fallende Funktion ist, d.h. in unserem Beispiel, wenn die Verkehrsdichte

� anw�achst.

Die Erweiterung des L�osungsbegri�s auf schwache L�osungen hat den Nachteil, da� die

Eindeutigkeit verloren geht. Dies sieht man allein daran, da� die Wahl der Erhaltungsform
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Abbildung 13.4:

der DGl nicht eindeutig ist. Eine weitere Erhaltungsform f�ur die Burger Gleichung ist

z.B. gegeben durch

vt + (ev)x = 0

v := log u (13.17)

F�ur die Geschwindigkeit der Sto�welle gilt dann

s =
dx

dt
=

uL � uR

log(uL=uR)
: (13.18)

Der Vergleich mit (13.16) zeigt, da� aus verschiedenen Erhaltungsformen verschiedene

Sto�wellen resultieren. Die Wahl der richtigen Erhaltungsform ist im Zusammenhang

mit der Anwendung zu tre�en. (Beispiel Physik: Energieerhaltung, Massenerhaltung etc.)

Es ist jedoch auch bei Wahl der richtigen Erhaltungsform m�oglich, da� zwei schwache

L�osungen zul�assig sind. Wir w�ahlen die Erhaltungsform (13.11) und betrachten die Burger

Gleichung mit den Anfangsbedingungen

u(x; 0) =

(
0 ; x < 0

1 ; x � 0
(13.19)

Wie im Beispiel (13.4) erhalten wir eine Sto�welle mit der Geschwindigkeit s = 1
2
, die in

(0; 0) beginnt (siehe Abbildung 13.5).

Diese L�osung ist physikalisch wenig sinnvoll, da sie bedeutet, da� die Fahrzeuge sich

links mit der Geschwindigkeit vL = 1
2
bewegen, obwohl rechts die Stra�e leer ist (�R = 0).

Eine weitere L�osung mit den Anfangswerten (13.19) ist in Abbildung (13.6) zu sehen.

Diese L�osung ist stetig, aber nicht stetig di�erenzierbar. Die Unstetigkeiten der Ablei-

tung fallen mit zwei Charakteristiken zusammen, die man als \schwache Sto�wellen"
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Abbildung 13.6:

bezeichnen k�onnte.

Um Eindeutigkeit der schwachen L�osung zu erreichen, ist also eine weitere Bedingung

erforderlich. F�ur die Burger Gleichung lautet diese Nebenbedingung f�ur die Sto�welle:

uL � dx

dt
� uR : (13.20)

Diese Bedingung entstammt wieder der Anwendung. F�ur die Gasdynamik ist (13.20)

damit �aquivalent, da� die Entropie �uber eine Sto�welle zunehmen mu�. Deshalb nennt

man (13.20) auch die Entropiebedingung.

Eine andere Begr�undung f�ur eine Bedingung dieser Art ist, da� f�ur t > 0 durch (13.20)

gew�ahrleistet ist, da� jeder Punkt der Sto�welle durch die Anfangsbedingungen auf
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beiden Seiten beein
u�t wird (d.h. die Charakteristiken laufen in die Sto�welle hinein).
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Kapitel 14

Systeme von Di�erentialgleichungen in

Erhaltungsform

14.1 Einf�uhrung

Wir untersuchen quasi-lineare Erhaltungssysteme:

ut + (f(u))x = 0 ; (14.1)

wobei

u(x; t) 2 Rn ; (x; t) 2 R � R+

f 2 C2(
) ; 
 � Rn : (14.2)

Die Erforschung solcher Systeme ist zur Zeit h�ochst aktuell.

14.2 Beispiele:

14.2.1 Die Burgersche Gleichung [Smoller, S. 241]

ut +

�
1

2
u2
�
x

= 0

oder (14.3)

ut + uux = 0
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14.2.2 Die Eulersche Gleichung f�ur Str�omungen [Smoller, S. 240,

347, 322]

�t + (�u)x = 0 (Erhaltung von Masse)

(�u)t + (�u2 + p)x = 0 (Erhaltung von Momentum)h
�
�
u2

2
+ e

�i
t
+
h
�u
�
1
2
u2 + e

�
+ pu

i
x

= 0 (Erhaltung von Energie) (14.4)

wobei

i := e+ p=� (Enthalpie)

e := e(v; s) (Gegebene Funktion)

v := 1=�

p := �ev
T := es

und

de = Tds� pdv :

Die Gleichungen (11.4) lassen sich folgenderma�en schreiben:

�t + (�u)x = 0

(�u)t + (�u2 + p)x = 0 (14.5)

st + usx = 0

oder

Ut + A(U)Ux = 0

U =

0BB@
�

u

s

1CCA A(U) =

2664
u � 0

p�=� u ps=�

0 0 u

3775 (14.6)

14.2.3 Das p-System [Smoller, S. 306]

vt � ux = 0

ut + (p(v))x = 0 (14.7)

t > 0 ; x 2 R
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wobei

p0 < 0 ; p00 > 0 :

Wenn p(v) = kv�
, erhalten wir die isentropischen gasdynamischen Gleichungen mit

Lagrangeschen Koordinaten.

14.3 Einige Grundbegri�e

De�nition: Die Gleichung (11.1) ist hyperbolisch, falls die Funktionalmatrix df(u) := @f
@u
n

verschiedene reelle Eigenwerte besitzt:

�1(u) < : : : < �n(u) : (14.8)

Die zugeh�origen rechten und linken Eigenvektoren werden mit ri(u) bzw. `i(u) bezeichnet.

Beispiel:

F�ur das System (11.6) gilt

det(�I � A(U)) = (�� u)[(�� u)2 � c2]

mit Eigenwerten:

� = u ; u� c (14.9)

wobei

c = Schallgewchwindigkeit

:=
p
p� :

D.h., St�orungen werden entweder mit der Str�omung getragen oder mit Schallgeschwin-

digkeit vorw�arts und r�uckw�arts fortgep
anzt.

De�nition: Eine beschr�ankte me�bare Funktion u ist eine (schwache) L�osung (Gleichung

(11.1)) mit Anfangsdaten u = u0 , falls

Z
t�0

Z
(u�t + f(u)�x)dx dt+

Z
t=0

u0�dx = 0 (14.10)

f�ur alle Testfunktionen �. (D.h. � 2 C2(R � �R+) und � hat einen kompakten Tr�ager.)



180 Systeme von Di�erentialgleichungen in Erhaltungsform

14.4 Das Lax-Wendro�-Verfahren

F�ur Gleichungen in Erhaltungsform ist das Lax-Wendro�-Verfahren im besonderen ge-

eignet. Wie �ublich wird ein Gitter (xi; tj) ; xi = x0 + i�x ; tj = j�t eingef�uhrt. Die

Herleitung dieses Verfahrens besteht aus mehreren Schritten.

1. Taylorentwicklung f�ur ui;j. Dabei werden die partiellen Ableitungen nach t in parti-

elle Ableitungen nach x unter Ber�ucksichtigung der partiellen Di�erentialgleichung

umgewandelt.

2. Die partiellen Ableitungen werden approximiert. Man erh�alt dadurch das normale

Lax-Wendro�-Verfahren.

3. Durch Umschreiben der partiellen Ableitungen erh�alt man das Zweischritt-Lax-

Wendro�-Verfahren, das f�ur die Berechnungen einige Vorteile bietet.

Diese Schritte werden jetzt weiter erl�autert:

Schritt 1

u(xi; tj+1) = ui;j+1 = ui;j +�t
@u

@t

�����
i;j

+
(�t)2

2

@2u

@t2

�����
i;j

+O((�t)3)

= ui;j ��t(f(u))xji;j +
(�t)2

2

@

@x
(A(x)

@

@x
f(u))

�����
i;j

+O((�t)3)

da

ut = �(f(u))xji;j ;
utt = � @2

@t@x
f(u)

�����
i;j

= � @

@x

 
@f(u)

@u

@u

@t

!�����
i;j

;

=
@

@x

 
A
@

@x
f(u)

!
=

@

@x

 
@f(u)

@u

@

@x
f(u)

!
mit

A :=
@f(u)

@u
:

Schritt 2

Approximieren wir nun die partiellen Ableitungen
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@f(u)

@x

�����
i;j

=
f(ui+1;j)� f(u)i�1;j)

2�x
+O(�x2) ;

=
fi+1;j � fi�1;j

2�x
@

@x

 
A(u)

@

@x
f(u)

!�����
i;j

=
1

�x

24A(u(xi+1=2; tj))

 
@

@x
f(u)

!
i+1=2;j

� A(u(xi�1=2; tj))

 
@

@x
f(u)

!
i�1=2;j

35
Damit erhalten wir das Lax-Wendro�-Verfahren.

ui;j+1
:
= ui;j � 1

2

�t

�x
(fi+1;j � fi�1;j) +

(�t)2

2(�x)2h
Ai+1=2 (fi+1;j � fi�1;j)� Ai�1=2;j (fi;j � fi�1;j)

i
(14.11)

wobei

Ai+1=2;j :=
@f(ui+1=2;j)

@u
(14.12)

und

ui+1=2;j :=
1

2
(ui+1;j + ui;j) = u(xi+1=2; tj) +O(�x2) (14.13)

da

ui+1;j = ui+1=2;j +
�x

2

@u

@x

�����
i+1=2;j

+O((�x)2) ;

ui;j = ui+1=2;j � �x

2

@u

@x

�����
i;j

+O((�x)2):

Bemerkung: Das Lax-Wendro�-Verfahren hat einen lokalen Fehler der Ordnung

O((�x)2) +O((�t)2) .

14.5 Das Zweischritt-Lax-Wendro�-Verfahren

Sei
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i - 1 i i + 1

j

j + 1/2

j + 1

Abbildung 14.1: Das Zweischritt-Lax-Wendro�-Verfahren

ui+1=2;j+1=2 :=
1

2
(ui+1;j + ui;j)� (�t)

2(�x)
(fi+1;j � fi;j) (14.14)

ui�1=2;j+1=2 :=
1

2
(ui�1;j + ui;j)� (�t)

2(�x)
(fi;j � fi�1;j) (14.15)

Damit erh�alt man

ui;j+1 = ui;j � (�t)

(�x)
(fi+1=2;j+1=2 � fi�1=2;j+1=2) ; (14.16)

das Zweischritt-Lax-Wendro�-Verfahren (siehe Abbildung 14.1).

Dieses Verfahren hat auch den Fehler O(�x2 +�t2). Die Zwischenwerte ui�1=2;j+1=2 und

ui+1=2;j�1=2 haben zwar einen Fehler der Ordnung O(�t), aber dieser Fehler wird gel�oscht

in dem Ausdruck f�ur ui;j+1.

14.6 Stabilit�at des Lax-Wendro�-Verfahrens

Sowohl das Lax-Wendro�-Verfahren (11.11) als auch seine Zweischritt- Verwandte (11.16)

haben die Gestalt

ui;j+1 = ui;j � 1

2
A

�t

�x
� (ui+1;j � ui�1;j)

+
1

2

�
A

�t

�x

�2
(ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j) ;

falls
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f(u) = Au :

Die Verst�arkungsmatrix G ist

G(�) = I � i
�t

�x
A sin ��

�
�t

�x
A

�2
� (1� cos �)

mit

� := � �x :

Sei � ein Eigenwert von A. Dann ist

�G = 1� i�
�t

�x
sin ��

�
�

�t

�x

�2
(1� cos �)

ein Eigenwert von G. Es gilt

j�Gj < 1

genau dann, wenn ����� �t

�x

���� < 1 ;

und dies ist die notwendige Bedingung von Neumann f�ur das Verfahren.

Es kann gezeigt werden, da� diese Bedingung f�ur Konvergenz auch hinreichend ist.

14.7 Neue Methoden

Es gibt mehrere neue Methoden f�ur hyperbolische Gleichungen in Erhaltungsform:

1. Die Methode von Roe

2. Die Methode von Godunov

3. Monoton Methoden

4. TVD Methoden

5. `Flux Limited'Methoden

Wir verweisen auf die Literatur:

a) Gustafsson, Kreiss und Oliger: Time Dependent Problems and Di�erence Me-

thods.Wiley 1995.
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b) Harten, A.: On a class of high resolution total-variation-stable �nite di�erence

schemes, SIAM J. Numer. Anal., 21, 1984, 1-23.

c) Lax, P.D.: Hyperbolic Systems of Conservtion Laws and the Mathematical Theory

of Shock Waves, CBMS Regional Conference Series in Applied Mathematics 11,

SIAM, Philadelphia, 1972.

d) Leveque: Numerical Methods for Conservation Laws. Birkh�auser, 1990.

e) Majda, A.: Compressible Fluid Flow and Systems of Conservation Laws in Several

Space Variables, Springer 1984.

f) Kr�oner: Numerical Schemes for Conservation Laws. Teubner, John Wiley & Sons,

1997.

g) Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Di�usion Equations. Springer 1983. Kapitel

15.

h) Sonar: Mehrdimensionale ENO-Verfahren. Teubner, 1997.

Um auf den Geschmack solcher Ergebnisse zu kommen, zitieren wir einige S�atze aus dem

Buch von Kr�oner:

Wir betrachten die Gleichung

@u

@t
+

@

@x
f(u) = 0 in R � R+ ;

u(�; 0) = u0 in R:

Sei fkmg und fhmg Folgen mit km ! 0, hm ! 0 f�ur m!1. Man setzt

�t = km; �x = hm

Als Startwerte f�ur die numerische Approximation benutzen wir:

u0i :=

xi+1=2Z
xi�1=2

u0(x)dx

Die numerische Approximation uni wird durch

un+1
i := uni �

�t

�x
[g(uni ; u

n
i+1)� g(uni�1; u

n
i )]

de�niert. Hier ist g eine \Flu�funktion" mit g(u; u) = f(u).
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Beispiel 14.1 (Das Engquist-Osher Schema)

f+(u) := f(0) +

uZ
0

max(f 0(s); 0)ds

f�(u) :=

uZ
0

min(f 0(s); 0)ds

so da�

a) f(u) = f+(u) + f�(u)

b) f+ ist monoton steigend, f� monoton fallend

(Diese Zerlegung von f ist immer m�oglich, wenn f von beschr�ankter Variation ist - siehe

I.P. Natanson, Theorie der Funktionen einer rellen Ver�anderlichen, Akademie Verlag,

1954, S. 205).

Dann wird folgenderweise de�niert:

g(v; w) = f+(v) + f�(w): 2

Die Gitterfunktion uni wird f�ur alle (x; t) 2 R � R+ de�niert:

un(x; t) := uni f�ur n�t � t � (n + 1)�t und (i� 1

2
)�x < x � (i+

1

2
)�x:

Satz 14.1 (Lax-Wendro�)

Sei g 2 C0;1(R2). Es existiere eine Konstante K mit

sup
m

sup
R�R+

jum(x; t)j � K

und um ! u fast �uberall in R � R+ f�ur m!1.

Dann ist u eine schwache L�osung der Gleichung

@u

@t
+

@

@x
f(u) = 0; in R � R+

u(�; 0) = u0

Beweis: Siehe Kr�oner, S. 54.

De�nition: F�ur v : [a; b]! R ist die totale Variation von v,

TV[a;b](v) := sup
a=x0<x1<x2:::�xn=b

nX
k=0

j(v(xR+1)� v(xR)j

2
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Satz 14.2 Sei u0 2 L1
loc(R), mit TV (u0) <1. Sei g 2 C1(R2), und g(v; w) mononton

steigend in v und monoton fallend in w (z.B. das Engquist-Osher Schema). Sei L

eine Lipschitz Konstante f�ur g. Sei

2(1� 0)
�t

�x
� L � 1

Sei �t
�x

= km
hm

= �, eine Konstante.

Dann konvergiert um gegen u 2 L1
loc(RxR

+). u ist eine schwache L�osung der Glei-

chung
@u

@t
+

@

@x
f(u) = 0

und u erf�ullt die Entropiebedingung.

Beweis: Siehe Kr�oner, S. 71.



Kapitel 15

Der �Aquivalenzsatz von Lax f�ur

Anfangswertaufgaben

15.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der ber�uhmte Satz von Lax f�ur Anfangswertaufgaben (Lax und

Richtmyer [1956]) bewiesen, n�amlich, da� unter bestimmten Voraussetzungen Stabilit�at

() Konvergenz.

Bemerkung 15.1 Dieses Kapitel ist gr�o�tenteils aus dem Buch von Meis und Markowitz

[1978] entnommen. Siehe auch Richtmyer und Morton [1967] und Strikwerda [1989].

15.2 Banachr�aume

De�nition 15.1 Es sei B ein Vektorraum �uber dem K�orper K = C (resp. K = R).

B hei�t komplexer (resp. reeller) Banachraum, wenn folgendes gilt:

1. In B ist eine Abbildung k � k : B ! [0;1) (genannt Norm) mit folgenden

Eigenschaften ausgezeichnet:

(a) kak = 0$ a = 0 (a 2 B)

(b) k�ak = j�j kak (� 2 K ; a 2 B)

(c) ka+ bk � kak+ kbk (a; b 2 B) .

2. Der Raum B ist bez�uglich der durch k � k induzierten Topologie vollst�andig;

d.h. jede Cauchy-Folge fangn2N von Elementen von B konvergiert gegen ein

Element a von B.

Dabei hei�t fangn2N Cauchy-Folge, falls es zu jedem positiven � eine nat�urliche

Zahl n0 gibt, so da� aus n;m > n0 folgt kan � amk < �. Die Folge fangn2N hei�t

konvergent gegen ein Element a von B, falls fka� ankgn2N eine Nullfolge ist.
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Jeder Banachraum besteht also aus einem Vektorraum und einer De�nition f�ur die Norm.

Demnach sind zwei Banachr�aume, denen der gleiche Vektorraum zugrundeliegt, zu un-

terscheiden, falls die Normen verschieden sind. Insbesondere beachte man, da� ein un-

endlichdimensionaler Vektorraum, der bez. einer gegebenen Norm vollst�andig ist, diese

Eigenschaft keineswegs bez�uglich einer anderen Norm besitzen mu�.

Beispiel 15.1 Der Vektorraum C n wird mit jeder der beiden Normen

kxk = max
j
jxjj ; kxk =

0@X
j

xj�xj

1A1=2

zu einem Banachraum.

Beispiel 15.2 Es sei K � Rm eine kompakte Menge. Der Vektorraum C0(K; C n) ist

bez�uglich der Norm

kfk1 = max
j

max
x2K

jfj(x)j

vollst�andig und folglich ein Banachraum. Dabei ergibt sich die Vollst�andigkeit des Raumes

aus der Tatsache, da� jede Cauchy-Folge bei dieser De�nition der Norm eine gleichm�a�ig

konvergente Folge stetiger Funktionen darstellt. Eine solche Folge konvergiert bekanntlich

gegen eine stetige Grenzfunktion, also gegen ein Element des Raumes.

Der Raum C0(K; C n) ist jedoch bez. der Norm

kfk2 =
0@Z
K

nX
j=1

fj(x)fj(x)dx

1A1=2

nicht vollst�andig. Dies ergibt sich aus dem folgenden Gegenbeispiel: In C0([0; 2]; C ) ist

die Folge ff�g�2N mit

f�(x) =

(
x� f�ur x 2 [0; 1)

1 f�ur x 2 [1; 2]

eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert aber gegen keine stetige Grenzfunktion.

Wenn im folgenden vom Banachraum C0(K; C n) die Rede ist, meinen wir immer den

Vektorraum der stetigen Funktionen f : K ! C n in Verbindung mit der Norm k � k1 .

Beispiel 15.3 Es sei G ein Gebiet des Rm und � = ff : G !
C n jf quadratintegrierbar in Gg. Dabei hei�t f quadratintegrierbar in G, falls das IntegralZ

G

nX
j=1

(fj(x)fj(x))dx

im Sinne von Lebesgue existiert und endlich ist. � bildet mit der �ublichen De�nition der

Addition und Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum �uber C . Die durch
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jjjf jjj =
0@Z
G

X
j

fj(x)fj(x)dx

1A1=2

de�nierte Abbildung jjj � jjj : �! [0;1) hat alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme

von 1.(a), da jjjf jjj = 0 f�ur alle f 2 N mit

N = ff 2 �jfx 2 Gjf(x) 6= 0g hat das Ma�Nullg :

Um diesen Mangel zu beheben, geht man zum Quotientenraum �=N �uber. Die Elemente

von �=N sind �Aquivalenzklassen von Abbildungen aus �, die sich nur auf einer Menge

vom Ma�Null unterscheiden. �=N wird in kanonischer Weise zu einem Vektorraum �uber

C . Mit der De�nition

k ~fk := jjjf jjj ( ~f 2 �=N; f 2 ~f)

wird dieser Vektorraum zu einem Benachraum, den wir mit L2(G; C n) bezeichnen.

W�ahrend sich die Vektorraum- und Normeigenschaften leicht zeigen lassen, gestaltet sich

der Nachweis der Vollst�andigkeit wesentlich schwieriger (vgl. Yosida 1968, Kap. I.9).

Zur Vereinfachung der Schreib- und Sprechweise werden wir im folgenden nicht mehr

zwischen den �Aquivalenzklassen ~f 2 L2 und deren Repr�asentanten f 2 ~f unterscheiden,

da sich die jeweilige Bedeutung aus dem Zusammenhang ergibt.

Die folgende De�nition f�uhrt den wichtigen Begri� einer dichten Menge ein.

De�nition 15.2 Es seien B ein Banachraum und D1; D2 Teilmengen von B mit

D1 � D2. D1 hei�t dicht in D2, wenn es zu jedem a 2 D2 und zu jedem � > 0 ein

b 2 D1 gibt mit ka� bk < �.

Satz 15.1 (Approximationssatz von Weierstra�) Es sei K � Rm eine kompakte

Menge. Dann gilt: Der Vektorraum der auf K de�nierten Polynome mit komplexen

Koe�zienten liegt dicht im Banachraum C0(K; C ).

Satz 15.2 1. Der Vektorraum

V = ff 2 C1([a; b]; C )jf (�)(a) = f (�)(b) = 0 ; � = 1(1)1g

liegt dicht im Banachraum C0([a; b]; C ).

2. Der Vektorraum der beschr�ankten Funktionen aus C1(R; C ) liegt dicht im Ba-

nachraum der beschr�ankten Funktionen aus C0(R; C ).

Satz 15.3 Es sei G ein Gebiet des Rm . Dann gilt:
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1. Der Vektorraum C1
0 (G; C ) der auf G de�nierten unendlich-oft di�erenzierbaren

Funktionen mit kompaktem Tr�ager liegt dicht im Raum L2(G; C ).

2. Der Vektorraum der auf G de�nierten Polynome mit komplexen Koe�zienten

liegt dicht im Raum L2(G; C ), wenn G beschr�ankt ist.

De�nition 15.3 Es seien B1; B2 Banachr�aume und D ein Untervektorraum von B1.

Eine Abbildung

A : D ! B2

hei�t linearer Operator, falls f�ur alle a; b 2 D und alle �; � 2 K gilt:

A(�a+ �b) = �A(a) + �A(b) :

Ein linearer Operator A hei�t beschr�ankt, wenn es ein � > 0 gibt mit kA(a)k � �kak
f�ur alle a 2 D. Die Gr�o�e

kAk := inff� 2 R+ j kA(a)k � �kak f�ur alle a 2 Dg

hei�t dann Norm des linearen und beschr�ankten Operators A. Wir bezeichnen

L(D;B2) := fA : D! B2 j A linear und beschr�anktg :

Bei der De�nition beschr�ankter linearer Operatoren von B1 nach B2 gen�ugt es, sie

auf einem dichten Unterraum von B1 zu de�nieren. Es gilt n�amlich:

Satz 15.4 Es seien B1; B2 Banachr�aume, D ein in B1 dichter Untervektorraum von

B1 und A 2 L(D;B2). Dann gibt es genau einen Operator Â 2 L(B1; B2), der auf D

mit A �ubereinstimmt. Es gilt �uberdies kÂk = kAk. Â hei�t die Fortsetzung von A

auf B1.

Beweis: Es sei a 2 B1. Dann gibt es, da D dicht in B1 ist, eine gegen a konvergente Folge

fajgj2N von Elementen aus D. Aus

kA(aj)� A(ak)k = kA(aj � ak)k � kAk kaj � akk
� kAk(ka� ajk+ ka� akk)

folgt, da� fA(aj)gj2N eine Cauchy-Folge in B2 ist. Da B2 als Banachraum vollst�andig ist,

existiert ein (eindeutig bestimmter) Grenzwert der Folge fA(aj)gj2N in B2, den wir mit c

bezeichnen. Die Gr�o�e c h�angt nur von a und nicht von der speziellen Auswahl der Folge

fajgj2N ab. Denn sei f~ajgj2N eine andere gegen a konvergente Folge von Elementen von

D. Dann l�a�t sich absch�atzen:
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kc� A(~aj)k � kc� A(aj)k+ kA(aj)� A(~aj)k
kc� A(~aj)k � kc� A(aj)k+ kAk(ka� ajk+ ka� ~ajk) :

Hieraus folgt durch Grenz�ubergang, da� die Folge fA(~aj)gj2N ebenfalls gegen c konver-

giert.

Wir de�nieren die Abbildung Â : B1 ! B2 durch die Vorschrift:

Â(a) := c :

Â ist wohlde�niert und stimmt auf D mit A �uberein.

Zum Nachweis der Linearit�at von Â seien a; b 2 B1 und fajgj2N fbjgj2N zwei gegen a bzw.
b konvergente Folgen von Elementen von D. Dann konvergiert die Folge f�aj + �bjgj2N
gegen das Element �a + �b. Es folgt:

Â(�a+ �b) = lim
j!1 A(�aj + �bj)

= � lim
j!1 A(aj) + � lim

j!1 A(bj) = �Â(a) + �Â(b) :

Zum Nachweis der Beschr�anktheit von Â seien a und fajgj2N wie oben gegeben. Es ist

kA(aj)k � kAk kajk und wegen der Stetigkeit der Norm

kÂ(a)k = k lim
j!1 A(aj)k = lim

j!1 kA(aj)k
� kAk lim

j!1kajk = kAk k lim
j!1 ajk = kAk kak :

Hieraus folgt kÂk = kAk .
Den Nachweis, da� Â eindeutig bestimmt ist, f�uhren wir indirekt:

Es sei ~A ein beschr�ankter linearer Operator von B1 in B2, der auf D mit A �ubereinstimmt.

F�ur ein a 2 B1 �D gelte ~A(a) 6= Â(a). Weiter sei fajgj2N eine gegen a konvergente Folge

von Elementen von D. Dann gilt:

k ~A(a)� Â(a)k � k ~A(a)� A(aj)k+ kÂ(a)� A(aj)k
= k ~A(a)� ~A(aj)k+ kÂ(a)� Â(aj)k
� k ~Ak ka� ajk+ kÂk ka� ajk :

Hieraus folgt durch Grenz�ubergang ein Widerspruch.

Nach S�atzen der Funktionalanalysis (Hahn-Banach) l�a�t sich ein beschr�ankter linearer

Operator auch dann auf ganz B1 normtreu fortsetzen, wenn der De�nitionsbereich D

nicht dicht in B1 liegt. Die Erweiterung ist dann allerdings nicht eindeutig bestimmt.
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De�nition 15.4 Es seien B1; B2 Banachr�aume und M eine Menge von beschr�ankten

linearen Operatoren, die B1 in B2 abbilden. M hei�t gleichm�a�ig beschr�ankt, wenn

die Menge fkAk jA 2Mg beschr�ankt ist. Dies ist gleichbedeutend damit, da� es eine

Konstante � > 0 gibt mit kA(a)k � �kak f�ur alle A 2M und alle a 2 B1 .

Satz 15.5 Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit (engl. uniform boundedness).

Es seien B1; B2 Banachr�aume und M eine Menge von beschr�ankten linearen Operatoren,

die B1 in B2 abbilden. Es existiere eine Funktion � : B1 ! R+ mit

kA(a)k � �(a)

f�ur alle a 2 B1 und alle A 2M . Dann ist die Menge M gleichm�a�ig beschr�ankt.

Bemerkung 15.2 Das Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit wird z.B. bei dem Be-

weis des Satzes von Polya-Steklov angewandt.

De�nition 15.5 Es seien B ein Banachraum und [T1; T2] ein reelles Intervall. Eine

Abbildung

u : [T1; T2]! B

hei�t Fr�echet-di�erenzierbar im Punkte t0 2 [T1; T2], falls es ein Element a 2 B gibt

mit

lim
h!0

t0+h2[T1;T2]

ku(t0 + h)� u(t0)� h � ak
jhj = 0 :

Das Element a ist eindeutig bestimmt und hei�t Ableitung von u im Punkte t0. Es

wird mit u0(t0) oder du
dt

(t0) bezeichnet. Die Abbildung u hei�t di�erenzierbar, falls

sie in jedem Punkt von [T1; T2] di�erenzierbar ist. Die Abbildung u hei�t gleichm�a�ig

di�erenzierbar, falls sie di�erenzierbar ist und

1

jhj ku(t+ h)� u(1)� hu0(t)k

mit h! 0 gleichm�a�ig f�ur t 2 [T1; T2] gegen Null konvergiert. Die Abbildung u hei�t

stetig di�erenzierbar, falls sie di�erenzierbar ist und die Ableitung u0(t) stetig in

[T1; T2] ist.

Aus der obigen De�nition folgt sofort, da� eine im Punkte t0 di�erenzierbare Abbildung

auch stetig in t0 ist. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (vgl. Dieudonn�e 1960,

Satz (8.6.2)) ergibt sich f�ur stetig di�erenzierbare Funktionen u:

1

jhj ku(t+ h)� u(t)� hu0(t)k � sup
0<�<1

ku0(t+ �h)� u0(t)k :

Eine stetig di�erenzierbare Funktion ist somit auch gleichm�a�ig di�erenzierbar.
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15.3 Das abstrakte Cauchy-Problem

De�nition 15.6 Es seien B ein Banachraum, DA ein Untervektorraum von B; T 2
R+ und

A : DA ! B

ein linearer Operator. Wir betrachten dann die folgende Anfangswertaufgabe zum

Anfangswert c 2 DA : Gesucht ist eine di�erenzierbare Abbildung

u : [0; T ]! DA (genannt L�osung)

mit

u0(t) = A(u(t)) (t 2 [0; T ])

u(0) = c : (15.1)

Wir bezeichnen diese Aufgabe im folgenden mit P (B; T;A) .

Wegen der Linearit�at von A bildet die Menge aller Anfangswerte, f�ur die die Auf-

gabe P (B; T;A) l�osbar ist, einen Untervektorraum von DA. Falls die Aufgabe sogar

eindeutig l�osbar ist, k�onnen wir f�ur festes t0 2 [0; T ] durch die Zuordnung

c! uc(t0)

einen linearen Operator de�nieren, wobei uc(t) die L�osung von P (B; T;A) zum An-

fangswert c bezeichnet . Diese linearen Operatoren werden zur De�nition von sach-

gem�a�gestellten Anfangswertaufgaben herangezogen.

De�nition 15.7 Die Anfangswertaufgabe P (B; T;A) hei�t sachgem�a�gestellt, wenn

es einen Untervektorraum DE mit

DE � DA � B

und eine Schar M0 = fE0(t)jt 2 [0; T ]g von auf DE de�nierten linearen Operatoren

E0(t) : DE ! DA (t 2 [0; T ])

mit folgenden Eigenschaften gibt:

1. DE (und damit auch DA) liegt dicht in B.
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2. F�ur alle Anfangswerte c 2 DE hat die Aufgabe P (B; T;A) genau eine L�osung

uc(t). Sie wird f�ur alle t 2 [0; T ] durch

uc(t) = E0(t)(c)

dargestellt.

3. Die Menge M0 ist eine gleichm�a�ig beschr�ankte Menge von linearen Operato-

ren.

Wir nennen die Operatoren E0(t) aus M0 im folgenden L�osungsoperatoren.

De�nition 15.8 Es seien E0(t) die L�osungsoperatoren aus De�nition 13.7. Dann

bezeichne E(t) die Fortsetzung von E0(t) auf B und es sei

M = fE(t)jt 2 [0; T ]g :
Die f�ur c 2 B gegebene Abbildung

E(�)(c) : [0; T ]! B

hei�t verallgemeinerte L�osung der Anfangswertaufgabe P (B; T;A) zum Anfangswert

c, die Operatoren E(t) aus M hei�en verallgemeinerte L�osungsoperatoren.

Die verallgemeinerten L�osungen sind keine L�osungen, wenn sie au�erhalb von DA

verlaufen.

Wir notieren einige Eigenschaften der eingef�uhrten Begri�e.

Satz 15.6 Es sei P (B; T;A) eine sachgem�a�gestellte Anfangswertaufgabe.Die linea-

ren Operatoren E(t) 2 C0(B;B) erf�ullen die Halbgruppeneigenschaft:

E(r + s) = E(r) � E(s) (r; s; r + s 2 [0; T ]) :

Dann gilt:

1. Die Menge M = fE(t)jt 2 [0; T ]g ist gleichm�a�ig beschr�ankt mit derselben

Schranke wie die Menge M0 = fE0(t)jt 2 [0; T ]g.
2. Jede verallgemeinerte L�osung E(�)(c) von P (B; T;A) zum Anfangswert c 2 B

l�a�t sich im Sinne der Norm von B gleichm�a�ig durch L�osungen von P (B; T;A)

approximieren. Dies bedeutet, da� es zu jedem � > 0 ein Element ~c 2 DE gibt,

so da� gilt:

kE(t)(c)� E0(t)(~c)k < � (t 2 [0; T ]) :
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3. Jede verallgemeinerte L�osung E(�)(c) von P (B; T;A) zum Anfangswert c 2 B

ist aus C0([0; T ]; B).

4. F�ur alle c 2 DE gilt:

E(t) �A(c) = A � E(t)(c) :

5. F�ur alle c 2 DE ist u(t) = E0(t)(c) stetig di�erenzierbar.

Beweis:

zu (1): unmittelbar klar nach Satz 4.

zu (2): Es sei � > 0 vorgegeben. Mit L bezeichnen wir die nach (1) gegebene

Schranke f�ur die Norm der Operatoren E(t). Da DE dicht in B liegt, gibt es

ein ~c 2 DE mit

kc� ~ck < �

L
:

Dann l�a�t sich wegen E(t)(~c) = E0(t)(~c) absch�atzen:

kE(t)(c)� E0(t)(~c)k = kE(t)(c)� E(t)(~c)k � Lkc� ~ck < � :

zu (3): Es seien s 2 [0; T ] und � > 0 vorgegeben. Wir w�ahlen nach (2) ein

Element ~c 2 DE, so da� gilt:

kE(t)(c)� E0(t)(~c)k < �

3
(t 2 [0; T ]) :

Da E0(�)(~c) als di�erenzierbare Abbildung auch gleichm�a�ig stetig ist, gibt es

ein � > 0 mit

kE0(s+ h)(~c)� E0(s)(~c)k < �

3
(jhj < �; s+ h 2 [0; T ]) :

Zusammengefa�t ergibt sich f�ur alle h mit jhj < � und s + h 2 [0; T ] die

Absch�atzung

kE(s+ h)(c)� E(s)(c)k �
kE(s+ h)(c)� E0(s+ h)(~c)k+ kE0(s+ h)(~c)� E0(s)(~c)k
+kE0(s)(~c)� E(s)(c)k
< � :
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zu (4): F�ur c 2 DE und t 2 [0; T ] gilt die folgende Absch�atzung:

kE(t) � A(c)� A � E(t)(c)k �
kE(t) � A(c)� 1

h
E(t)(E(h)(c)� c)k

+ k1
h
E(t)(E(h)(c)� c)� A � E(t)(c)k

� 1

jhj kE(t)kkE(h)(c)� c� hA(c)k

+
1

jhj kE(t + h)(c)� E(t)(c)� hA � E(t)(c)k :

Weil E(�)(c) = E0(�)(c) im ganzen Intervall [0; T ] di�erenzierbar ist, folgt die

Behauptung durch den Grenz�ubergang h! 0.

zu (5): Wegen

u0(t) = A(u(t)) = A � E(t)(c) = E(t) � A(c) = E(t)(A(c))

folgt die Stetigkeit von u0(�) aus (3).

Bemerkung 15.3 Meis und Markowitz (S. 43) behaupten, da� die Halbgruppeneigen-

schaft aus den �ubrigen Annahmen folgt. Dies bezwei
e ich:

1. In dem Buch von Richtmyer und Morton (S. 41) wird die Halbgruppeneigenschaft

vorausgesetzt.

2. Der Satz von Hille-Yosida besagt, da� ein abgeschlossener Operator A eine Halb-

gruppe erzeugt genau dann, wenn ein w > 0 existiert mit

k(�I � A)�1k � 1

�� w
; � > w :

(Butzer und Berens, S. 36.)

15.4 Di�erenzenverfahren

De�nition 15.9 Es seien P (B; T;A) eine sachgem�a�gestellte Anfangswertaufgabe,

M = fE(t)jt 2 [0; T ]g die entsprechende Schar von zugeh�origen verallgemeinerten

L�osungsoperatoren und h0 2 (0; T ].
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1. Eine Schar MD = fC(h)jh 2 (0; h0]g von auf B de�nierten linearen und be-

schr�ankten Operatoren

C(h) : B ! B (h 2 (0; h0])

hei�t Di�erenzenverfahren zu P (B; T;A), falls die Funktion kC(�)k in jedem

abgeschlossenen Teilintervall von (0; h0] beschr�ankt ist.

2. Das Di�erenzenverfahren MD hei�t konsistent, wenn es einen in B dichten

Unterraum DC gibt, so da� f�ur alle c 2 DC der Ausdruck

1

jhj k[C(h)� E(h)](E(t)(c))k

mit h! 0 gleichm�a�ig f�ur t 2 [0; T ] gegen Null konvergiert.

3. Das Di�erenzenverfahren MD hei�t stabil, wenn die Menge der Operatoren

f(C(h))njh 2 (0; h0]; n 2 N ; nh � Tg

gleichm�a�ig beschr�ankt ist.

4. Das Di�erenzenverfahren MD hei�t konvergent, falls der Ausdruck

k(C(hj))nj (c)� E(t)(c)k

f�ur alle c 2 B, alle t 2 [0; T ] und alle Nullfolgen fhjgj2N reeller Zahlen aus (0; h0]

gegen Null konvergiert. Dabei ist fnjgj2N eine zugeh�orige Folge nat�urlicher

Zahlen, so da� fnjhjgj2N gegen t konvergiert und njhj � T ist.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den obigen Begri�en her.

Satz 15.7 (Lax-Richtmyer) Es sei MD ein konsistentes Di�erenzenverfahren zu

der sachgem�a� gestellten Anfangswertaufgabe P (B; T;A), die die Halbgruppeneigen-

schaft erf�ullt. Dann gilt: Das Di�erenzenverfahren MD ist genau dann konvergent,

wenn es stabil ist.

Beweis:

a) Konvergenz impliziert Stabilit�at:

Wir nehmen zwecks indirekter Beweisf�uhrung an, da� MD konvergent und nicht

stabil ist. Dann gibt es eine Folge fhjgj2N von Elementen aus (0; h0] und eine Folge

fnjgj2N von nat�urlichen Zahlen, die durch die Bedingung
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njhj 2 [0; T ] (j 2 N)

verkn�upft sind, so da� die Folge

fk(C(hj))njkgj2N

nicht beschr�ankt ist. Wegen der Kompaktheit von [0; T ] und [0; ho] k�onnen wir

o.B.d.A. annehmen, da� die Folgen fnj � hjgj2N und fhjgj2N gegen t 2 [0; T ] und

h 2 [0; h0] konvergieren. Angenommen, es sei h > 0. Dann ist nj von irgendeinem

Index an konstant. In dem Intervall [h=2; h0] ist kC(�)k nach De�nition 13.9 (1)

beschr�ankt. Folglich ist auch kC(hj)njk � kC(hj)knj beschr�ankt. Widerspruch! Also

ist fhjgj2N eine Nullfolge. DaMD ein konvergentes Di�erenzenverfahren ist, ist auch

die Folge

fk(C(hj))nj(c)� E(t)(c)kgj2N

f�ur jedes c 2 B eine Nullfolge. Somit gibt es ein j0(c) 2 N , so da� f�ur alle j > j0(c)

gilt:

k(C(hj))nj(c)� E(t)(c)k < 1 ;

und

k(C(hj))nj(c)k < 1 + kE(t)(c)k :

Wir setzen

K(c) := max
j�j0(c)

f1 + kE(t)(c)k ; k(C(hj))nj(c)kg :

F�ur alle c 2 B folgt dann

k(C(hj))nj (c)k � K(c) (j 2 N) :

Aus dem Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit ergibt sich, da�

f(C(hj))njgj2N

eine gleichm�a�ig beschr�ankte Menge von Operatoren ist. Widerspruch!
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b) Stabilit�at impliziert Konvergenz:

Es seien c 2 DC ; t 2 [0; T ] ; fhjgj2N eine Nullfolge reeller Zahlen aus (0; h0]

und fnjgj2N eine zugeh�orige Folge nat�urlicher Zahlen, so da� fnjhjgj2N gegen t

konvergiert und njhj � T ist. F�ur

 j(c) = (C(hj))
nj (c)� E(t)(c) (j 2 N)

gilt wegen der Halbgruppeneigenschaft:

 j(c) =

nj�1X
k=0

(C(hj))
k[C(hj)� E(hj)] � E((nj � 1� k)hj)(c)

+ E(�j) � (E(njhj � �j)� E(t� �j))(c) (j 2 N) :

Dabei ist

�j = minft; njhjg (j 2 N) :

Es sei nun � > 0 vorgegeben. Wir sch�atzen dann wie folgt ab:

a) Wegen der Stabilit�at von MD gibt es eine Konstante KC , so da�

k(C(hj))kk � KC (j 2 N ; 0 � k � nj) :

b) Wegen der Konsistenz von MD gibt es ein j1 2 N , so da�

k[C(hj)� E(hj)] � E((nj � 1� k)hj)(c)k < �hj (j > j1) :

c) Wegen Satz 13.6 (1) gibt es eine Konstante KE, so da�

kE(�)k � KE (� 2 [0; T ]) :

d) Wegen Satz 13.6 (3) gibt es ein j2 2 N , so da�

k(E(njhj � �j)� E(t� �j))(c)k < � (j > j2) :

Insgesamt folgt:

k j(c)k < njKC � hj +KE � � (KCT +KE)� (j > maxfj1; j2g) :

Damit ist bereits bewiesen, da� das Di�erenzenverfahren MD f�ur alle c 2 DC kon-

vergent ist. F�ur ~c 2 B und c 2 DC k�onnen wir umformen:
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 j(~c) = (C(hj))
nj (~c)� E(t)(~c)

= (C(hj))
nj (c)� E(t)(c) + (C(hj))

nj(~c� c)� E(t)(~c� c)

k j(~c)k � k j(c)k+KCk~c� ck+KEk~c� ck (j 2 N) :

Zu vorgegebenem � > 0 w�ahlen wir dann c 2 DC so, da� die letzten beiden Summan-

den der rechten Seite der vorstehenden Ungleichung kleiner sind als 2
3
� . Insgesamt

folgt aus den vorstehenden �Uberlegungen, da� es ein j0 2 N gibt, so da�

k j(~c)k < � (j > j0) :
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Kapitel 16

Fourierreihen, Fouriertransformationen und

die Stabilit�atsanalyse

16.1 Einf�uhrung

Sei X ein (reeller bzw. komplexer) Hilbertraum mit Skalarprodukt (�; �) und Norm k � k.
Sei T ein linearer Operator mit dem De�nitionsbereich D(T ) und Wertebereich R(T ) ,

T : D(T ) � X �! R(T ) � X :

Sei I der identische Operator auf X , � eine komplexe Zahl,

T� := �I � T :

Jede komplexe Zahl geh�ort genau einer der folgenden vier Punktmengen an:

1. �(T ) , die Resolventenmenge des Operators T . � 2 �(T ), wenn T�1� existiert und

stetig ist.

R(�; T ) := T�1� = (�I � T )�1

hei�t Resolvente des Operators T im Punkt �.

2. P�(T ), das Punktspektrum. � 2 P�(T ), wenn T�1� nicht existiert.

3. C�(T ), das Stetigkeitsspektrum. � 2 C�(T ), wenn T�1� existiert, R(T�) = D(T�1� )

dicht in X ist, aber T�1� nicht stetig ist.

4. R�(T ), das Restspektrum. � 2 R�(T ), wenn T�1� existiert, aber R(T�) = D(T�1� )

nicht dicht in X ist.
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Beispiel 16.1 Im einfachen Fall X = Rn ; T 2 Mat(n � n) ; T symmetrisch, hat T n

Eigenwerte �i und entsprechende Eigenvektoren xi. Die Eigenvektoren bilden eine Basis

f�ur X

x =
nX
k=1

(xk;x)

kxkk2 xk

mit

kxkk2 := (xk;xk)

(u;v) :=
nX
k=1

ukvk :

Es gilt

P�(T ) = f�1; : : : ; �ng ;

da (�kI � T ) keine Inverse hat.

Wird z.B. die Randwertaufgabe

��x = f ; 0 � t � � ;

x(0) = x(�) = 0

durch die Di�erenzengleichung

�D+D�x = f ; h =
�

n+ 1

approximiert, ist

T =

0BBBBBBBBBB@

2 �1
O

�1 2 �1
. . .

O �1 2 �1
�1 2

1CCCCCCCCCCA

�k = (4 sin2 k
h

2
)=h2 ;

xk = (sin kh; sin 2kh; : : : ; sin nkh)T :



16.1 Einf�uhrung 203

Beispiel 16.2

X = L2(0; �) ;

T = ��x ;

D(T ) = fx 2 X \ C2(0; �) : x(0) = x(�) = 0g
R(T ) = C(0; �) :

T ist symmetrisch, da

(x; Ty) = �
�Z
0

x�y dt = �
�Z
0

�xy dt f�ur alle x; y 2 D(T )

Weiter gilt

Txk = �kxk

mit

xk(t) = sin(kt) ; k 2 N+ :

Es gilt

P�(T ) = N+ :

Die Eigenfunktionen xk bilden eine Basis f�ur X,

x =
1X
k=1

akxk

ak =
(x; xk)

(xk; xk)

=

R �
0 x(t) sin kt dtR �
0 (sin kt)2dt

=
2

�

�Z
0

x(t) sin kt dt

Obwohl die Folge

sk =
kX
j=1

akxk

gegen x 2 X in der Norm von X konvergiert, ist die Konvergenz nicht immer gleichm�a�ig.
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Abbildung 16.1: Das Gibbs Ph�anomen bei der Sinusentwicklung von �
2
�x in [0; �

2
], Abbruch nach

25 Summanden

Beispiel 16.3 [Gibbs Ph�anomen]

x(t) = � � t ; 0 � t � �

ak =
2

�

�Z
0

(� � t) sin kt dt

=
2

�

8<:�1

k
[(� � t) cos kt]

�
0 �

�Z
0

cos kt

k
dt

9=;
=

2

k
:

Sei

sk(t) =
kX
j=1

2

j
sin jt :

Es gilt

lim
k!0

sk(t) = � � t ; t 2 (0; �)

aber es gibt eine Konstante � > 0 mit

sup
0<t<�

jsk(t)� (� � t)j � � ; f�ur alle k 2 N :

Beispiel 16.4

X = L2(0;1) ;

Tx = ��x ;

D(T ) = fx 2 X \ C2(0;1) : Tx 2 X ; x(0) = 0g :
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In diesem Fall sind die Funktionen

x�(t) = sin(�t) ; � 2 R+

nicht Eigenfunktionen, da x� =2 X . Es gilt aber:

Satz 16.1 (
"
Sinustransformation\) Sei f 2 L2(0;1) . Der Limes

(Sf)(�) = lim
A!1

s
2

�

AZ
0

(sin �t)f(t)dt

existiert in der Norm von L2(0;1).

S ist ein isometrischer Isomorphismus von L2(0;1) nach L2(0;1) ,

S2 = I ; S�1 = S :
Sei

1Z
0

jf 00(t)j2dt <1

und weiter f(0) = 0 . Dann gilt:

�2(Sf)(�) = �(Sf 00)(�) :
Beweis: Siehe z.B. Dunford + Schwartz, II, S. 1388

Wird die ganze x-Achse betrachtet, dann gilt ebenfalls

Satz 16.2 (
"
Fourier-Transformation\)

X = ff1 + if2 : f1; f2 2 L2(�1;+1)g ;
mit der Norm

kxk2 =
+1Z
�1

jx(t)j2dt :

Sei f 2 X . Der Limes

(Ff)(k) = lim
A!1

1p
2�

+AZ
�A

e�ikxf(x)dx (16.1)

existiert in der Norm von X .

F ist ein isometrischer Isomorphismus von X nach X mit Inverse F�1 ,

(F�1f̂)(x) = lim
A!1

1p
2�

+AZ
�A

e+ikxf̂(k)dk : (16.2)
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(-R, 0) (R,0)0

R
Γ

Abbildung 16.2: Der Halbkreis BR(0)

Beweis: Yosida, S. 153, Dunford/Schwartz S. 1382 �.

Bemerkung 16.1 Manchmal werden F und F�1 umgekehrt de�niert. Auch abweichende

Vorfaktoren kommen in der Literatur vor.

Die Berechnung von Fourier Transformationen erfolgt manchmal mit Hilfe der Funkti-

onstheorie:

Beispiel 16.5 Sei f(x) = 1
1+x2

. Man berechne Ff .

Als erster Schritt wird das Integral als Linienintegral in der komplexen Ebene betrachtet:

+1Z
�1

e�ikx
1

1 + x2
dx =

+1Z
�1

e�ikz
1

1 + z2
dz

Sei nun k < 0. Die Pole von 1
1+22

sind �i. Das Residuum von 1
1+22

in +i ist (Remmert,

S. 304, Regel1):

lim
z!i

(z � i)

1 + z2
= lim

z!i

(z � i)

(z � i)(z + i)
=

1

2i

Sei 
R die Peripherie des Halbkreises BR(0) und �R dessen Bogenteil (siehe Abb. 16.2)

so da�
+1Z
�1

e�ikz

1 + z2
dz = � � e+k � lim

R!1

Z
�R

e�ikz

1 + z2
dz
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Auf �R gilt allerdings f�ur k < 0,

je�ikzj = je�ik(x+iy)j
= je�ikxekyj
= jekyj
< 1:

Es folgt,

lim
R!1

Z
�R

e�ikz

1 + z2
dz = 0

Es folgt,

(Ff)(k) =
1p
2�

+1Z
�1

e�ikxf(x)dx

=
1p
2�
� �ek

=

r
�

2
ek; f�ur k < 0:

Ist k = 0, so ist

(Ff)(0) =
1p
2�

+1Z
�1

1

1 + x2
dx

=
1p
2�
arc tanx

#+1
�1

=

p
�

2
:

Ist k > 0, so gilt:

+1Z
�1

e�ikx
1

1 + x2
dx

=

+1Z
�1

(cos kx+ i sin kx)

1 + x2
dx

=

+1Z
�1

cos kx

1 + x2
dx

=

+1Z
�1

cos((�k)x)
1 + x2

dx

=

r
�

2
e�k:



208 Fourierreihen, Fouriertransformationen und die Stabilit�atsanalyse

Zusammenfassend,

(Ff)(k) =
r
�

2
e�jkj; k 2 R:

Nach dem Residuensatz (Remmert, S. 306) gilt:

1

2�i

Z

R

e�ikz

(1 + z2)
dz =

X
�2Int
R

resc

=
1

2i
� e+k

16.2 Die Anwendung von Fouriertransformationen f�ur

Stabilit�atsanalyse

Die Methode wird f�ur das Lax-Wendro�-Verfahren erl�autert. Zuerst wird ein Lemma

zitiert:

Lemma 16.1 Sei u 2 L2(�1;+1) ; � 2 R . Sei

v(t) := u(t+ �) ; t 2 R :

Dann ist v 2 L2(�1;+1) und

v̂ := Fv = e+i�kFu = e+i�kû :

Beweis: Einfache Berechnungen.

Das Anfangswertproblem

ut + cux = 0 ; t > 0 ;

u(x; 0) = f(x) ; x 2 R

wird mit Hilfe des Lax-Wendro�-Verfahrens approximiert. In der Praxis wird so ein Ver-

fahren nur auf Gitterpunkte angewandt, aber es kann auf alle Punkten angewendet wer-

den:

uh(x; (j + 1)�t) =
c�

2
(1 + c�)uh(x� h; j�t) + (1� c2�2)uh(x; j�t)�

� c�

2
(1� c�)uh(x+ h; j�t) x 2 R ; j 2 N : (16.3)

Sei X = L2(�1;+1) und f 2 X . Sei
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vj(x) = uhj (x; j�t) ; x 2 R : (16.4)

Dann gilt vj 2 X ,

vj+1(x) =
c�

2
(1 + c�)vj(x� h) + (1� c2�2)vj(x)� c�

2
(1� c�)vj+1(x) ; x 2 R :

(16.5)

Mit Hilfe von Lemma 14.1 folgt aus (16.3), da�

v̂j+1(k) = g(k; h; �) v̂j(k) (16.6)

mit

g(k; h; �) :=

"
c�

2
(1 + c�)e�ikh + (1� c2�2)� c�

2
(1� c�)e+ikh

#
(16.7)

G = g(k; h; �) hei�t Verst�arkungsfaktor.

De�nition 16.1 Sei uh(x; t) eine Approximation zur analytischen L�osung u(x; t) ei-

nes Anfangswert-Randwertproblems, die mit Hilfe eines numerischen Verfahrens V
erzeugt wird. Seien f1 ; f2 die Anfangswert- bzw. Randwertdaten.

Das Verfahren V hei�t stabil genau dann, wenn es eine Konstante K = K(T ) gibt,

so da�

kuh(�; t)k � K(T )fkf1k+ kf2kg ; f�ur alle t 2 [0; T ] : (16.8)

Sei nun uh(x; tj) mit Hilfe der Gleichung (16.3) de�niert. Es gilt

jv̂j(k)j � sup
k2R

jg(k; h; �)jjjv̂0(k)j = jf̂(k)j (16.9)

Das folgende Lemma ist n�utzlich:

Lemma 16.2 Sei X = L2(�1;+1;C) . Sei g : R ! C stetig. Sei G : X ! X mit

(Gw)(k) = g(k)w(k) :

Dann ist
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kGk := sup
w2X

kGwk
kwk = sup

k2R
jg(k)j : (16.10)

Es folgt aus (16.6), (16.7), da� die Bedingung (16.8) genau dann erf�ullt wird, wenn

kv̂jk = kGjf̂k � K � kf̂k ; 0 � j�t � T (16.11)

mit

(Gw)(k) := g(k; h; �) � w(k) : (16.12)

Es folgt weiter aus dem Lemma, da� das Di�erenzenverfahren (16.3), (16.11),

(16.12) genau dann stabil ist, wenn es eine Konstante � > 0 gibt, mit

sup
k

jg(k; h; �)j � 1 + ��t : (16.13)

Diese Bedingung hei�t die von Neumann Bedingung.

Wir �uberpr�ufen jetzt die von Neumann Bedingung. Es gilt:

jgj2 =

�����c�2 (e�ikh � e+ikh) +
c2�2

2
(e�ikh + e+ikh) + (1� c2�2)

�����
2

=

�����c�2 (�2i sin kh) +
c2�2

2
� 2 cos kh+ (1� c2�2)

�����
2

= c2�2(sin kh)2 + c4�4(cos kh)2 + (1� c2�2)2 + 2c2�2(1� c2�2) cos kh

= 4c2�2 � s2(1� s2) + c4�4(1� 2s2)2 + (1� c2�2)2 + 2c2�2(1� c2�2) � (1� 2s2)

mit s := sin
�
kh
2

�
.

Es folgt

jgj2 = [c4�4 + (1� c2�2)2 + 2c2�2(1� c2�2)] + s4[�4c2�2 + 4c4�4 � 4c2�2(1� c2�2)]

= 1� s4 � 4 � c2�2(1� c2�2)

Die von Neumann Bedingung wird genau dann erf�ullt, wenn

1� 4c2�2(1� c2�2) � 1 ;

d.h.

jc�j � 1 :
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16.3 Stabilit�at f�ur Mehrschrittverfahren und Systeme

von Gleichungen

Bisher haben wir nur skalare Di�erenzengleichungen betrachtet. Es gibt zwei F�alle, wo

vektorielle Di�erenzengleichungen erforderlich sind.

16.3.1 Systeme von Gleichungen

In vielen Andwendungen werden mehrere Unbekannte gesucht.

Beispiel: F�ur den Blut
u� durch die Aorta gilt:

@v

@t
+ v

@v

@z
+

1

�

@p

@z
= f

S
@v

@z
+

 
@S

@p

!
@p

@t
+ v

 
@S

@p

!
@p

@z
+ v

 
@S

@z

!
+  = 0

mit

v = Blutgeschwindigkeit

p = Blutdruck

z = Abstand in der Aorta von der Herzklappe

S = S(p; z) gegeben.

In vielen Anwendungen treten Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung auf, die, wie bei

gew�ohnlichen Di�erenzialgleichungen, durch Systeme von Gleichungen erster Ordnung

ersetzt werden k�onnen.

Beispiel: Die Wellengleichung

utt = c2uxx

u(x; 0) = f0

ut(x; 0) = f1

u(0; t) = g0

u(1; t) = g1

kann als ein System von Gleichungen erster Ordnung formuliert werden. (siehe z. B.

Gustafsson, Kreiss und Oliger S. 364): Sei

v(x; t) :=

tZ
0

@u

@x
(x; �)d� +

xZ
0

f1(�)d�
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Es gilt:

@

@t

0@ u

v

1A = A
@

@z

0@ u

v

1A
A :=

0@ 0 1

1 0

1A
mit

u(x; 0) = f0(x)

v(x; 0) =

xZ
0

f1(�)d�

u(0; t) = g0(t)

u(1; t) = g1(t):

16.3.2 Mehrschrittverfahren

Beispiel: Das Leapfrog Schema f�ur die Gleichung

ut + cux = 0

ist
u
j+1
i � u

j�1
i

2�t
+ c

u
j
i+1 � u

j
i�1

2h
= 0

Hier setzt man

v
j
i := u

j�1
i

Es folgt:

0@ u
j+1
i

v
j+1
i

1A+

0@ 0 �1
�1 0

1A0@ u
j
i

v
j
i

1A+

0@ �c� 0

0 0

1A0@ u
j
i�1

v
j
i�1

1A+

0@ +c� 0

0 0

1A0@ u
j
i+1

v
j
i+1

1A = 0

Wie f�ur lineare skalare Gleichungen kann Fourier Transformation angewandt werden. Es

folgt:

v̂j+1 = Gv̂j

wo vj(k) 2 C m und G eine lineare Abbildung ist. Allerdings entspricht G jetzt Multipli-

kation durch eine m�m Matrix g:

(Gw)(k) = g(k;�x;�t)w(k)

mit

g(k;�x;�t) =

0@ 0 �1
1 0

1A+ e�ik�x
0@ �c� 0

0 0

1A+ e+ik�x

0@ c� 0

0 0

1A =

0@ 2c�i sin k�x �1
�1 0

1A :
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Satz: Sei g(k;�x;�t) die Verst�arkungsmatrix f�ur das lineare Di�erenzenschema mit kon-

stanten Koe�zienten: X
�2N1

B
�
1T

�un+1 � X
�2N0

B
�
0 T

�un = 0

mit

T �u(z) := u(x1 + �1�x1; :::; xd + �d�xd)

f�ur

� 2 Zd;u(x) 2 Rp ; B�
0 ; B

�
1 2Mat(p� p)

N0;N1 � Zd;
so da�:

g(k;�x;�t) =

264 X
�2N1

B
�
1 e

i
dP

s=1

�xs�sks

375
�1 264 X

�2N0

B
�
0 e

i
dP

s=1

�xs�sks

375 ;k 2 C d
Sei

(Gw)(k) := g(k;�x;�t)w(k);k 2 C d ;

G : (L2(�1;+1) + iL2(�1;+1))d:

Dann ist das Verfahren stabil g.d.W. es Konstanten K; � existiert mit

jjGnjj = sup
k2Cd

jjg(k;�x;�t)njj � K

f�ur alle n mit n�t � T , alle �t mit 0 < �t � � , und jj�xjj ! 0. 2

Ist p = 1, so erh�alt man die von Neumann Bedingung: Das Verfahren ist stabil g.d.W.

ein � � 0 existiert mit

sup
k2Cd

jg(k;�x;�t)j � 1 + ��t:

Ist p > 1, so ist es viel schwieriger, allgemeine Stabilit�atsbedingungen herzuleiten.

Beispiel: (GKO S. 175)

ut = 0;u =

0@ u(1)

u(2)

1A
wird durch

vn+1 =

0@I �
0@ 0 1

0 0

1A�x2D2
0

1Av(n)
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approximiert. D.h.

v
n+1;1
i = v

n;1
i �

�
v
n;2
i�1 + v

n;2
i+1 � 2vn;2i

�
v
n+1;2
i = v

n+1;2
i

g(k;�x;�t) =

0@ 1 4sin2( �
2
)

0 1

1A
mit � = k�x:

Die Eigenwerte von g sind gleich 1, aber Gn ist nicht beschr�ankt.

Satz: Eine notwendige Bedingung f�ur die Stabilit�at eines Di�erenzenverfahrens mit

Verst�arkungsmatrix g, ist da�

�(g) := maxj�ij � 1 + ��t;

wo �i die Eigenwerte von g sind.

Beweis: F�ur jede Matrixnorm

jj � jj
gilt:

�(g) � jjgjj: 2

Die Bedingung

�(g) � 1 + ��t

hei�t von Neumann Bedingung.

Satz: (GKO S. 175)

Es gebe eine Matrix

T (k;�x;�t)

und eine Konstante K mit

a) jjT jj; jjT�1jj � K, f�ur alle k;�x;�t

b) T�1gT sein eine Diagonalmatrix.

Dann ist die von Neumann Bedingung notwendig und hinreichend f�ur Stabilit�at.

De�nition: Ein Matrix A 2Mat(p; p; C ) hei�t normal falls

AHA = AAH
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mit

AH = �AT :

Satz:(Golub und v. Loan, S. 313)

(Schur Zerlegung)

Sei A 2Mat(n; n; C ). Dann existiert eine unit�are Matrix Q 2Mat(n; n; C ) mit

QHAQ = R:

wo R eine recht Dreiecksmatrix ist.

Satz: (Golub und van Loan, S. 314)

A 2Mat(n; n; C ) ist normal g.d.W. eine unit�are Matrix Q 2Mat(n; n; C ) existiert mit

QHAQ = �

wo � eine Diagonalmatrix ist. 2

Satz: Die Verst�arkungsmatrix g sei normal. Dann ist die von Neumann Bedingung not-

wendig und hinreichend f�ur Stabilit�at.

16.4 Eine Anwendung von Fourier Transformatoren:

Die Fundamentall�osung der W�armeleitungsglei-

chung

Wie schon vorher erw�ahnt, kann die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung

mit Hilfe der Fouriertransformation hergeleitet werden.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

ut = uxx (16.14)

u(x; 0) = f(x) ; x 2 R : (16.15)

Lemma 16.3 Sei u 2 L2(�1;+1; C ) \ L1(�1;+1; C ). Die Ableitung ux = u0 exi-
stiere f�ur jedes x 2 R und u0 2 L1 . Dann gilt:

cux(k) = +ikû(k) ; k 2 R : (16.16)

Beweis:

Es gilt f�ur alle A 2 R (Rudin, Satz 8.21, S. 179).
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u(A) � e�ikA = u(�A) � e+ikA +

+AZ
�A

[u(x)e�ikx]0dx

= u(�A) � e+ikA +

+AZ
�A

[u0(x)e�ikx � iku(x)e�ikx]dx (�)

Da u 2 L1, gilt û 2 C0 (Rudin, Satz 9.6, S. 184):

lim
A!1

ju(A)j = lim
A!�1

ju(A)j = 0 :

Weiter gilt (da u; ux 2 L1), da�

lim
A!1

+AZ
�A

u(x)e�ikxdx ; lim
A!1

+AZ
�A

ux(x)e
�ikxdx

existieren.

Das Lemma folgt aus (*).

Bemerkung 16.2 Es ist durchaus m�oglich, da� die Schlu�folgerung unter schw�acheren

Bedingungen beweisbar ist.

Satz 16.3 (Faltungssatz (Yosida, S. 148)) Das Faltungsprodukt f � g zweier Funk-
tionen ist:

(f � g)(x) :=
+1Z
�1

f(y)g(x� y)dy (16.17)

Sei f; g und f �g 2 L2 . Dann ist die Fouriertransformierte des Faltungsprodukts f �g
bis auf

p
2� gleich dem Produkt der Fouriertransformierten der einzelnen Faktoren:

F(f � g) =
p
2�(Ff) � (Fg) (16.18)p

2�F(f � g) = F(f) � F(g) : (16.19)

Beweis: (von (s.o.))
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(F(f � g))(k) =
1p
2�

+1Z
�1

e�ikxdx
+1Z
�1

f(y)g(x� y)dy

=
1p
2�

+1Z
�1

+1Z
�1

e�ik(x�y) � e�ikyf(y)g(x� y)dx dy

=
1p
2�

+1Z
�1

e�ikyf(y)dy
+1Z
�1

e�ik(x�y)g(x� y)dx

=
1p
2�

+1Z
�1

e�ikyf(y)dy
+1Z
�1

e�ikug(u)du

=
p
2� f̂(k) � ĝ(k) :

Bemerkung 16.3 Sei f; g 2 L1 . Dann ist f � g 2 L1 (Rudin, Satz 7.14, S. 146 und Satz

9.2, S. 181)

[f � g = p
2�ĵĝ :

Satz 16.4 (von CWC gebastelt!) Sei X = L2(�1;+1;R) \ L1(�1;+1;R). Sei

weiter

1. f 2 X

2. u(x; t) eine L�osung von (6.46), (6.47) mit:

(a) u 2 C2(R � R+) .

(b) u(�; t); ux(�; t); uxx(�; t) 2 X.

Dann gilt:

u(x; t) =
1

2
p
�t

+1Z
�1

e�
(x��)2

4t � f(�)d� f�ur x 2 R ; t 2 R+ (16.20)

Beweis:

Es gilt nach Lemma 14.3, da�

duxx(k; t) = �k2û(k; t) ; k 2 R ; t � 0 ;

so da� , aus der Di�erentialgleichung (16.14),

d

dt
û(k; t) = �k2û(k; t) ; t � 0 :
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Es folgt sofort, da�

û(k; t) = e�k
2t � f̂(k) :

Nach Anwendung von Satz (Faltungssatz) folgt:

u(�; t) = 1p
2�

f � g

mit

g(x; t) := (F�1(ĝ(�; t)))(x) ;
ĝ(k; t) := e�k

2t :

D.h.

u(x; t) =
1p
2�

+1Z
�1

f(�)g(x� �)d� : (�)

Es gilt:

g(x; t) =
1p
2�

+1Z
�1

e�k
2te+ikxdk

=
1p
2�

+1Z
�1

e�k
2t(cos kx + i sin kx)dk

=
1p
2�

+1Z
�1

e�k
2t cos kx sk (Da sin kx eine ungerade Funktion ist)

=
1p
2�

1X
n=0

(�x2)n
(2n)!

+1Z
�1

e�k
2t � k2ndk

=
1p
2�

1X
n=0

(�x2)n
(2n)!

� 1

tn+1=2

1Z
0

e�s � sn�1=2ds
 
k2t = s ; 2dk =

dsp
st

!

=
1p
2�
� 1p

t

1X
n=0

 �x2
t

!n
�(n+ 1=2)

�(2n+ 1)

=
1p
2�t

1X
n=0

 �x2
t

!n
� �(n+ 1=2) � p2�

�(n+ 1) � �(n+ 1=2) � 22n+1=2

da

�(2z) =
1p
2�
� 22z�1=2 � �(z) � �(z + 1=2)

Es folgt
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g(x; t) =
1p
2t
e�x

2=4t (��)

Die Gleichung (16.20) folgt sofort aus (�) und (��).

Bemerkung 16.4 Die Herleitung der Gleichung (16.20) war das Hauptziel der o.a.
�Uberlegungen. Es w�are evtl. sinnvoll gewesen, hinreichende Glattheit von u und f

anzunehmen, um damit die Beweise zu vereinfachen.

Die Funktion

G(x; �; t) :=
1

2
p
�t

exp[�(x� �)2=4t] (16.21)

wird die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung genannt.
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Anhang A

Die Punktmechanik

A.1 Einleitung

Die Theorie partieller Di�erentialgleichungen wird sehr stark durch die Anwendungen

beein
u�t, da dadurch interessante und wichtige Aufgaben erkannt werden k�onnen.

Viele partielle Di�erentialgleichungen entstehen in der Kontinuumsmechanik, die eine

Erweiterung der Newtonschen Mechanik ist. Die Newtonsche Mechanik wird deshalb in

diesem Kapitel kurz beschrieben.

A.2 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome (Newton: 1643 - 1727) lauten:

Lex prima: Jeder K�orper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichf�ormigen

geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kr�afte gezwungen wird, seinen

Zustand zu �andern.

Lex secunda: Die �Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft

proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher

jene Kraft wirkt.

Lex tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier

K�orper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Lex quarta: Zusatz zu den Bewegungsgesetzen: Regel vom Parallelogramm der Kr�afte,

d.h. Kr�afte addieren sich wie Vektoren. Damit wird das Superpositionsprinzip der

Kraftwirkungen festgelegt (das Prinzip der ungest�orten �Uberlagerung).

Sei nun M ein Massenpunkt mit:
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m = m(t) : Masse zur Zeit t

x = x(t) : Koordinaten zur Zeit t

v = v(t) :=
dx(t)

dt
: Geschwindigkeit zur Zeit t

a = a(t) :=
dv(t)

dt
=
d2x(t)

dt2
: Beschleunigung zur Zeit t

Die Newtonschen Axiome lauten dann:

Axiom A.1 (Das Tr�agheitsgesetz) Der Massenpunkt verharrt im Zustand der Ru-

he oder der geradlinigen gleichf�ormigen Bewegung, bis dieser Zustand durch das

Einwirken von Kr�aften beendet wird. D.h.

F = 0 =) dv

dt
= 0 : (A.1)

Axiom A.2 (Das dynamische Grundgesetz) Die erste zeitliche Ableitung des li-

nearen Impulses des Massenpunktes ist gleich der auf ihn einwirkenden Kraft F.

D.h.

d

dt
(mv) = F : (A.2)

Ist die Masse m konstant, dann gilt:

ma = m
dv

dt
= F : (A.3)

(Kraft = Masse mal Beschleunigung.)

Die Beziehung

F =
d

dt
(mv) (A.4)

ist zum einen De�nition der Kraft, zum anderen Gesetz.

Wirken gleichzeitig mehrere Kr�afte Fi auf den Massenpunkt, so gilt

d

dt
(mv) = F := �iFi : (A.5)
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Axiom A.3 (Das Reaktionsprinzip, Wechselwirkungsgesetz) �Ubt der Massen-

punkt M1 auf einen Massenpunkt M2 die Kraft F12 aus, so �ubt der Massenpunkt

M2 auf den Massenpunkt M1 eine Kraft F21 aus, deren Betrag gleich dem von F12

und deren Richtung entgegengesetzt ist, F21 = �F12. (Kraft = Gegenkraft, zu jeder

\actio" geh�ort eine \reactio".)

A.3 Das n-K�orperproblem

Das ber�uhmteste Beispiel der Anwendung der Newtonschen Axiome ist das n-K�orper-

problem.

Seien M1 bis Mn (n > 1) n Punktmassen im R3 mit Koordinaten

rk(t) = (xk(t); yk(t); zk(t))

und Massen mk. Nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz �ubt die Masse M` (` 6= k) eine

Anziehungskraft

Fk` = 

mkm`

jrk � r`j2 �
r` � rk

jr` � rkj (A.6)

auf Mk, wobei 
 die Gravitationskonstante ist.

Die Bewegungsgleichungen der n K�orper sind:

d2

dt2
(mkrk(t)) =

nX
`=1

`6=k

Fk` ; 1 � k � n : (A.7)

D.h. es gilt

mk�xk = 
mk

nX
`=1

`6=k

m` � (x` � xk)

[jxk � x`j2 + jyk � y`j2 + jzk � z`j2]3=2 (A.8)

mit entsprechenden Gleichungen f�ur yk und zk. Dies ist ein System von 3n Di�erential-

gleichungen zweiter Ordnung f�ur die 3n Unbekannten x1; y1; z1; : : : ; xn; yn; zn.

Das n-K�orperproblem besteht in der Beschreibung des Gesamtverlaufes aller L�osungen

der Bewegungsgleichungen f�ur beliebig vorgegebene Anfangswerte. Trotz der Bem�uhun-

gen hervorragender Mathematiker seit 250 Jahren ist dieses Problem f�ur n > 3 bis heute

ungel�ost geblieben.
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Die Geschichte des n-K�orperproblems wird wie folgt in dem Buch von Siegel [1956, S.

21] beschrieben:

Im Jahre 1858 �au�erte DIRICHLET zu seinem Freunde KRONECKER, er habe

eine allgemeine Methode zur Behandlung der Probleme der Mechanik gefunden,

und zwar gehe diese Methode nicht auf die direkte Integration der Di�erentialglei-

chungen der Bewegung aus, sondern bestehe in einer stufenweisen Ann�aherung

an die L�osung des Problems. In einem anderen Gespr�ach sagte er noch, da� ihm

der Beweis f�ur die Stabilit�at des Planetensystems gelungen sei. Da DIRICHLET

bald darauf starb und keine schriftlichen Aufzeichnungen �uber diese Entdeckungen

hinterlie�, so wissen wir nichts weiteres �uber seine Methode. WEIERSTRASZ ver-

mutete, es handele sich dabei um Entwicklungen in Potenzreihen, und er bem�uhte

sich dann, eine entsprechende L�osung des n-K�orperproblems zu �nden; auch wies

er seine Sch�uler S. KOVALEVSKI und G. MITTAG-LEFFLER auf diesen Ansatz

hin. Auf Anregung von MITTAG-LEFFLER stiftete der damalige K�onig von

Schweden und Norwegen sogar einen Preis f�ur die L�osung der Aufgabe, eine f�ur

alle Zeiten g�ultige Reihenentwicklung der Koordinaten der n K�orper zu �nden.

Der Preis wurde 1889 POINCAR�E zuerkannt, obwohl er die gestellte Aufgabe

auch nicht gel�ost hatte; doch enth�alt seine Preisschrift eine F�ulle von originellen

Ideen, die f�ur die weitere Entwicklung der Mechanik von gro�er Bedeutung waren

und auch andere Teile der Mathematik befruchteten. Schlie�lich wurde 20 Jahre

sp�ater die Preisaufgabe im Falle n = 3 durch SUNDMAN gel�ost. Die haupts�achliche

Schwierigkeit des Problems r�uhrt davon her, da� es bisher nicht gelang, etwaige

Zusammenst�o�e von zwei K�orpern durch geeignete Ungleichheitsbedingungen f�ur

die Anfangswerte von vornherein dauernd auszuschlie�en. SUNDMAN umging

diese Schwierigkeit, indem er an Stelle der Zeit t eine neue unabh�angige Variable

! derart einf�uhrte, da� t und die s�amtlichen Koordinaten q als Funktionen von !

auch bei einem Zusammensto�zweier K�orper noch regul�ar bleiben, und so gewann

er Reihenentwicklungen von q und t nach Potenzen von !, welche den gesamten

Bewegungsvorgang darstellen.

Das n-K�orperproblem bleibt noch ungel�ost. Neuere Ergebnisse werden in Siegel und

Moser [1971], Abraham und Marsden [1978] beschrieben.

A.4 Arbeit und Energie

Sei M ein Massenpunkt, der einer Kraft F unterworfen ist und sich entlang einer Kurve

C von P1 nach P2 bewegt.

Die geleistete Arbeit ist:
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W =

t2Z
t1

F � dr

=

t2Z
t1

(m
dv

dt
) � v dt

=
1

2

t2Z
t1

m
d

dt
(v � v)dt

=
1

2
m (jv2j2 � jv1j2)

= T2 � T1

wobei

T :=
1

2
mjvj2

die kinetische Energie eines Massenpunktes M mit Masse m und Geschwindigkeit v ist.

Sei F eine Kraft, die auf einen MassenpunktM mit Koordinaten r einwirkt. Sei V (r) eine

reelle Funktion mit

F(r) = �grad V (r)

= �rV (r)

= �

0BB@
@V
@x
@V
@y
@V
@z

1CCA :

Man spricht dann von einem konservativen Kr�aftefeld.

Wenn sich ein Massenpunkt unter Einwirkung einer konservativen Kraft F von P1 nach

P2 entlang einer Kurve C bewegt, ist die geleistete Arbeit

W =

P2Z
P1

F � dr

= �
P2Z
P1

grad V (r) � dr

= V (P1)� V (P2) :

Diese Arbeit ist in diesem Fall somit wegunabh�angig.
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Gilt

F(1) = �grad V (r) ;

dann hei�t die skalare Gr�o�e V (r) potentielle Energie, skalares Potential oder kurz

Potential.

Beispiel A.1 Bei dem n-K�orperproblem ist die Gravitationskraft, die auf den Mas-

senpunkt Mk einwirkt, gleich

Fk =
nX
`=1

`6=k

Fk`

= 
mk

nX
`=1
`6=k

m` � (r` � rk)

jrk � r`j3

= �grad
rk
V (r1; : : : ; rn)

mit

V (r1; : : : ; rn) = �

nX
`=1

`�1X
j=1

mjm`

jrj � r`j ;

so da� bei dem n-K�orperproblem die Gravitationsskr�afte konservativ sind.

Beweis:

Sei

'(r; a) :=
1

jr� aj
=

1

[(x� a1)2 + (y � a2)2 + (z � a3)2]1=2

Dann gilt:

@'

@x
=

�1=2
[(x� a1)2 + (y � a2)2 + (z � a3)2]3=2

� 2(x� a1) = � x� a1

jr � aj3
Es folgt

grad
r
'(r; a) =

0BB@
@'

@x
@'
@y
@'

@z

1CCA
=

�(r� a)

jr� aj3 :
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F�ur V gilt:

V (r1; : : : ; rn) = �
nX
`=1

`�1X
j=1


mjm`'(rj; r`) ;

so da�

grad
rk
V = - grad

rk

nX
`=1
`6=k


mkm`'(rk; r`)

= �
nX
`=1

`6=k


mkm` gradrk'(rk; r`)

= +
nX
`=1
`6=k


mkm`

(rk � r`)

jrk � r`j3

= �
kX
`=1
`6=k

Fk` = �Fk

Bemerkung A.1

div grad '(r; a) = 'xx + 'yy + 'zz = 0 ;

so da� ' und V die Laplace-Gleichung erf�ullen.

Beweis:

Sei ohne Einschr�ankung a = 0.

'x = � x

jrj2 � ' ;

woraus folgt, da�

'xx = � '

jrj2 +
x

jrj4 � 2x � '�
x

jrj2 � 'x

= � '

jrj2 +
2 � x2'
jrj4 +

x2'

jrj4

= � '

jrj2 + 3'
x2

jrj4
Die Tatsache, da� ' eine L�osung der Laplace-Gleichung ist, folgt durch Summation von

'xx ; 'yy und 'zz.

Diese Eigenschaft von ' und V wird sp�ater verallgemeinert.
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A.5 Erhaltungss�atze

Seien M1; : : : ;Mn ein System von Punktmassen. Der Vektor

p :=
nX
k=1

mkvk

hei�t linearer Impuls des Systems.

Behauptung A.1 (Erhaltung des linearen Impulses) Solange keine �au�eren

Kr�afte auf das System wirken, ist der lineare Impuls konstant.

Beweis:

dp

dt
=

d

dt

nX
k=1

mkvk

=
nX
k=1

d

dt
(mkvk)

=
nX
k=1

Fk (Lex secunda)

=
nX
k=1

nX
`=1
`6=k

Fk`

= 0 ;

da Fk` = �F`k (Lex tertia).

Der Vektor

L :=
nX
k=1

mkrk � vk

hei�t Drehimpuls des Systems. Der Vektor

D :=
nX
k=1

rk � Fk

hei�t Drehmoment.

Behauptung A.2 (Erhaltung des Drehimpulses) Solange keine �au�eren Kr�afte

auf das System wirken, ist der Drehimpuls konstant.
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Beweis:

d

dt
L =

d

dt

nX
k=1

mkrk � vk

=
nX
k=1

mkrk � _vk +
nX
k=1

mk _rk � vk

=
nX
k=1

rk � Fk +
nX
k=1

mkvk � vk

=
nX
k=1

nX
`=1

`6=k

rk � Fk` (v � v = 0)

=
nX
k=1

nX
`<k

(rk � r`)� Fk`

= 0

da Fk` ein Vielfaches von (rk � r`) ist.

Behauptung A.3 (Erhaltung der Energie) Solange keine �au�eren Kr�afte auf das

System wirken, ist die Gesamtenergie E := T + V konstant.

Beweis: Es gelte:

mkak = Fk = �gradrkV

dT

dt
=

d

dt

1

2

nX
k=1

mkjvkj2

=
nX
k=1

mk�rk � vk

=
nX
k=1

vk � Fk

= �
nX
k=1

vk � gradrkV

= �
nX
k=1

gradrkV (r1; : : : ; rn) � drk
dt

= �dV
dt

:

Als erstes Integral f�ur eine C1-Kurve �(t) = (�1(t); : : : ; �m(t)) 2 Rm bezeichnet man ei-

ne C1-Funktion H : Rm ! R mit d
dt
H(�(t)) � 0, d.h. H ist konstant l�angs der Kurve �(t).
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F�ur das n-K�orperproblem ergeben sich also folgende erste Integrale f�ur (x1; : : : ; _zn) 2 R6n :

a) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des linearen Impulses beschreiben, z.B.

nX
k=1

mk _xk = const

b) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des Drehimpulses beschreiben, z.B.

nX
k=1

mk(yk _zk � zk _yk) = const

c) 1 erstes Integral, das die Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt:

nX
k=1

1

2
mkjvkj2 + V (r1; : : : ; rn) = const

d) 3 weitere erste Integrale, z.B.:

nX
k=1

mk(xk � t _xk) = const

Es wurde von Bruns gezeigt, da� jedes weitere algebraische erste Integral f�ur das

n-K�orperproblem eine Linearkombination dieser zehn ist.
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Anhang B

Die Laplace-Transformation

B.1 Einleitung

Sei f eine Funktion, die f�ur t � 0 de�niert ist. Aus dieser Funktion f bildet die Laplace-

Transformation eine Funktion f̂(s) = L(f)(s) auf folgende Weise:

L(f)(s) :=
1Z
0

e�stf(t)dt : (B.1)

Z.B. ist f(t) = e�t , dann ist

f̂(t) =

1Z
0

e�ste�tdt =
1

1 + s
:

Die Laplace-Transformation �ndet mehrere Anwendungen bei der W�armeleitungsglei-

chung.

Ist u(x; t) eine L�osung der W�armeleitungsgleichung, dann de�nieren wir û(x; s) :

û(x; s) :=

1Z
0

e�stu(x; t)dt :

Es l�a�t sich dann leicht feststellen, da� û eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung erf�ullt:

sû(x; s)� u(x; 0) = ûxx(x; s) :

Ist diese gew�ohnliche Di�erentialgleichung analytisch l�osbar, dann wird u(x; s) gewonnen

durch die inverse Laplace-Transformation, auf û(x; s) anzuwenden.

Sehr viele der bekannten analytischen L�osungen der W�armeleitungsgleichung sind mit

Hilfe der Laplace-Transformation herleitbar.
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B.2 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation (B.1) l�a�t sich auch im Sinne des Lebesgueschen Integrals

de�nieren (siehe Dunford-Schwartz), aber wir beschr�anken uns auf (eigentliche und un-

eigentliche) Riemann Integration.

De�nition B.1 Eine Funktion f(t) hei�t J-Funktion, falls:

1. f(t) ist im Intervall [0;+1] de�niert bis auf isoliert liegende Ausnahmestellen.

2. f(t) ist in jedem endlichen Teilintervall [T1; t2] eigentlich integrabel bis auf

h�ochstens endlich viele Stellen, wo sie absolut uneigentlich integrabel ist, d.h.

lim
�!0

x0Z
x0��

jf(t)jdt+ lim
�!0

x0+�Z
x0

jf(t)jdt

existiert.

De�nition B.2 Sei f eine J-Funktion. Gibt es s0 2 C derart, da� der Grenzwert

lim
!!1

!Z
0

e�s0tf(t)dt

existiert, so hei�t f(t) L-Funktion. Dazu ist notwendig und hinreichend, da� man

zu jedem � > 0 ein 
 = 
(�) so w�ahlen kann, da�������
!2Z
!1

f(t)e�s0tdt

������ < �

f�ur jedes Wertepaar !1; !2 mit 
 � !1 � !2 .

Der Wert

f̂(s0) :=

1Z
0

e�s0t f(t)dt = lim
!!1

!Z
0

e�s0tf(t)dt

hei�t das Laplace-Integral von f(t) f�ur den Parameterwert s0 .

Ein besonderer Fall ist der, da� das Laplace-Integral absolut konvergiert, d.h. da�

lim
!!1

!Z
0

je�s0tf(t)jdt

existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, da� man zu jedem � > 0 ein 
 = 
(�)

so bestimmen kann, da�



B.2 Die Laplace-Transformation 235

!2Z
!1

e�R s0�tjf(t)jdt < �

f�ur 
 � !1 � !2 . f(t) hei�t dann eine La-Funktion .

Satz B.1 (Doetsch I, S. 33) Ist

jf(t)j � C f�ur t � T ;

so ist das Laplace-Integral f�ur jeden Parameterwert s0 mit Rs0 > 0 absolut konver-

gent.

Satz B.2 (Doetsch I, S. 33) Ist ein Laplace-Integral in einem Punkt s0 absolut kon-

vergent, so ist es in der abgeschlossenen Halbebene Rs � Rs0 absolut konvergent.

Satz B.3 (Doetsch I, S. 34) Das genaue Gebiet absoluter Konvergenz des Laplace-

Integrals ist eine o�ene oder abgeschlossene Halbebene Rs > � bzw. Rs � �, wobei

� reell ist und �1 � � � +1. Der Rand Rs = � kann nur entweder ganz

(wie bei der Funktion f(t) = 1
1+t2

; � = 0) oder gar nicht (wie bei der Funktion

f(t) = 1 ; � = 0) zum Gebiet absoluter Konvergenz geh�oren. � hei�t Abszisse

absoluter Konvergenz, das Gebiet R > � bzw. Rs � � hei�t Halbebene absoluter

Konvergenz des Laplace-Integrals.

Satz B.4 (Fundamentalsatz (Doetsch I, S. 35)) Konvergiert ein Laplace-Integral

f�ur s0:

f̂(s0) =

1Z
0

e�s0tf(t)dt

so konvergiert es in jedem Winkelraum W (s0;  < �=2) gleichm�a�ig. Insbesondere

konvergiert es also f�ur jedes s der o�enen Halbebene Rs > Rs0 . Sei

�(t) :=

tZ
0

e�s0�f(�)d� f�ur t � 0 : (B.2)

Dann gilt:

1.

f̂(s) = (s� s0)

1Z
0

e�(s�s0)t�(t)dt f�ur Rs > Rs0 (B.3)
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2.

f̂(s) = f̂(s0) +

1Z
0

(s� s0)e
�(s�s0)t[�(t)� f̂(s0)]dt

f�ur Rs > Rs0 und s = s0 : (B.4)

Die in (B.3) und (B.4) vorkommenden Integrale konvergieren f�ur Rs > Rs0 absolut,

das in (B.4) konvergiert gleichm�a�ig in jedem W (s0;  < �=2).

Beweis:

Durch partielle Integration folgt f�ur beliebiges komplexes s:

!Z
0

e�stf(t)dt =

!Z
0

e�(s�s0)te�s0tf(t)dt

= e�(s�s0)t�(t)
���!
0
+ (s� s0)

!Z
0

e�(s�s0)t�(t)dt

= e�(s�s0)!�(!) + (s� s0)

!Z
0

e�(s�s0)t�(t)dt :

Addiert man hierzu die Gleichung

0 = f̂(s0)(1� e�(s�s0)!)� (s� s0)

!Z
0

e�(s�s0)tf̂(s0)dt ;

so ergibt sich:

!Z
0

e�stf(t)dt = f̂(s0) + e�(s�s0)![�(!)� f̂(s0)] +

!Z
0

(s� s0)e
�(s�s0)t[�(t)� f̂(s0)]dt : (�)

Wegen �(!) ! f̂(s0) f�ur ! ! 1 konvergiert der zweite Summand auf der rechten Seite

von (�) f�ur ! !1 in der Halbebene Rs � Rs0 gleichm�a�ig und zwar gegen 0 .

Wegen �(!) ! f̂(s0) f�ur ! ! 1 ist j�(!) � f̂(s0)j beschr�ankt. Der dritte Summand

in (�) konvergiert gleichm�a�ig im Winkelraum W . Die linke Seite konvergiert also auch

gleichm�a�ig in W und es gilt:

1Z
0

e�stf(t)dt = f̂(s0) +

1Z
0

(s� s0)e
�(s�s0)t[�(t)� f̂(s0)]dt :

Das ist der Ausdruck (B.4), der f�ur s = s0 und f�ur jedes s mit Rs > Rs0 gilt, da man

jedes solche s in einen Winkelraum W einfassen kann.
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L�a�t man den Punkt s0 weg und betrachtet nur Rs > Rs0 , so ist

(s� s0)

1Z
0

e�(s�s0)tf̂(s0)dt

konvergent und gleich f̂(s0), so da� sich (B.4) auf (B.3) reduziert.

Die Funktionen �(t) und �(t) � f̂(s0) sind f�ur t � 0 stetig und haben Grenzwerte f�ur

t ! 1, sind also beschr�ankt, so da� die Integrale (B.3) und (B.4) nach Satz B.1 f�ur

R(s � s0) > 0 absolut konvergieren.

Der folgende Satz beschreibt die Konvergenzeigenschaften f�ur (einfache) Konvergenz.

Satz B.5 (Doetsch I, S. 37) Das genaue Gebiet der (einfachen) Konvergenz des

Laplace-Integrals ist eine Halbebene Rs > �, deren Rand Rs = � ganz, teilweise

oder gar nicht zum Konvergenzgebiet geh�oren kann, wobei �1 � � � +1.

� hei�t Konvergenzabszisse, das Gebiet Rs > � mit Einschlu�der eventuellen

Konvergenzpunkte auf Rs = � die Konvergenzhalbebene, die Gerade Rs = � die

Konvergenzgerade des Laplace-Integrals.

Bemerkung B.1 �1 � � � � � +1, wobei alle �uberhaupt denkbaren F�alle vorkom-

men k�onnen.

Beispiel B.1

f(t) L(f) Konvergenzgebiet

1
1

s
Rs > 0

0 ; 0 � t � a

1 ; t > a

)
1

s
e�as Rs > 0

eat
1

s� a
Rs > Ra

log t
�0(1)
s

� log s

s
Rs > 0

cosh at
s

s2 � a2
Rs > jRaj

sinh at
a

s2 � a2
Rs > jRaj

cos at
s

s2 + a2
Rs > jIaj

sin at
a

s2 + a2
jRsj > jIaj

J0(t)
1p

1 + s2
Rs > 0

Weitere Eigenschaften:

Ist L(f) bekannt und f1(t) := f(at+ b), dann l�a�t sich L(f1) leicht berechnen, z.B.:
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Satz B.6 (Doetsch I, S. 85) Ist f eine L-Funktion

f1(t) = f(at) ; a > 0 ; (B.5)

so ist f1 eine L-Funktion und

f̂1(s) =
1

a
f̂

�
s

a

�
(B.6)

L(f1) ist konvergent f�ur Rs > a�, wenn L(f) f�ur Rs > � konvergiert.

Satz B.7 Ist f(t) eine L-Funktion, so ist auch '(t) =
R t
0 f(�)d� eine solche.

Wenn L(f) f�ur ein reelles s0 � 0 (einfach) konvergiert, so konvergiert L(') im Falle

s0 = 0 f�ur Rs > 0, im Falle s0 > 0 f�ur s = s0 und Rs > s0 und es ist

L('(t)) = 1
s
L(f(t))

d.h.'̂(s) = 1
s
f̂(s)

(
f�ur Rs > 0 im Falle s0 = 0 ;

f�ur s = s0 und Rs > s0 im Falle s0 > 0 :
(B.7)

Au�erdem ist

'(t) =

(
0(1) ; wenn s0 = 0 ;

0(es0t) f�ur t!1 ; wenn s0 > 0 ;
(B.8)

so da� L(') f�ur Rs > s0 sogar absolut konvergiert.

Beweis:

Im Falle s0 = 0 folgt die Gleichung f̂(s) = s'̂(s) f�ur Rs > 0 aus Satz 15.4, Gleichung

(B.3). Da�die stetige Funktion '(t) beschr�ankt ist, ergibt sich daraus, da� L(f) f�ur

s = 0, d.h.
R1
0 f(t)dt existiert, also '(t) f�ur t!1 einen Grenzwert hat.

Im Falle s0 > 0 setzen wir

 (x) :=

xZ
0

e�s0t'(t)dt (x > 0)

und

g(x) = es0x (x) ; h(x) = es0x :

Dann ist g0(x) und h0(x) f�ur x > 0 vorhanden [wegen der Stetigkeit von '(t)], h0(x) 6=
0 ; h(x) reell, h(x)!1 f�ur x!1 (hierf�ur wird s0 > 0 gebraucht) und
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g0(x)
h0(x)

=
es0x(s0 +  0)

s0es0x
=

1

s0
(s0 +  0)

=
1

s0

24s0 xZ
0

e�s0t'(t)dt+ e�s0x'(x)

35
=

1

s0

24�e�s0t'(t)���x
0
+

xZ
0

e�s0tf(t)dt+ e�s0x'(x)

35
=

1

s0

xZ
0

e�s0tf(t)dt :

Da L(f) f�ur s0 konvergiert, hat g0(x)jh0(x) f�ur x ! 1 den Grenzwert f̂(s0)=s0, folglich

hat nach der de l'Hospitalschen Regel g(x)=h(x) denselben Grenzwert:

g(x)

h(x)
=  (x) =

xZ
0

e�s0t'(t)dt! 1

s0
f(s0) ;

das hei�t

'̂(s0) =
1

s0
f̂(s0) :

Die Gleichung

lim
x!1

g(x)

h(x)
= lim

x!1
g0(x)
h0(x)

;

das hei�t

lim
x!1  (x) = lim

x!1
1

s0
[s0 (x) +  0(x)]

zeigt weiterhin, da�

lim
x!1  0(x) = lim

x!1 e�s0x'(x) = 0 ;

also

'(x) = 0(es0x)

ist.

F�ur jedes reelle s > s0 tri�t die Voraussetzung erst recht zu, so da� die Gleichung

'(s) = f(s)=s auch f�ur diese s gilt. Da, wie gezeigt werden kann, f(s) und '(s)

analytische Funktionen sind, dehnt sie sich auf Rs > s0 aus.
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Satz B.8 (Doetsch I, S. 99) Sei f(t) f�ur t > 0 di�erenzierbar und f 0(t) eine L-

Funktion.

Dann gilt:

1. f ist eine L-Funktion.

2. Der Grenzwert

f0 := lim
t!+0

f(t)

existiert.

3. Wenn L(f 0) f�ur ein reelles s0 > 0 konvergiert, so konvergiert L(f) auch f�ur s0,

und es ist

cf 0(s) = s f̂(s)� f(0) (B.9)

f�ur s = s0 und Rs > s0 .

4. L(f) ist f�ur Rs > s0 absolut konvergent.

Beweis:

In Satz B.7 ersetzt man f durch f 0. Es folgt aus Gleichung (B.7), mit

'(t) = f(t)� f(0);

f̂(s)� 1

s
f(0) = '̂(s)

=
1

s
cf 0(s) :

Satz B.9 (Doetsch I, S. 100) Sei f(t) f�ur t > 0 n-mal di�erenzierbar und fn(t)

eine L-Funktion.

Dann:

1. f(t); : : : ; f (n�1)(t) sind L-Funktionen.

2. Die Grenzwerte

f (k)(0) := lim
t!0

f (k)(t) ; 0 � k � n� 1

existieren.
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3. Wenn L(f) f�ur ein reelles s0 > 0 konvergiert, so konvergiert L(f) auch f�ur s0

und es ist

L(f (n))(s) = snf̂(s)�
nX
k=1

f (k�1)(0) � sn�k f�ur s = s0 und Rs > s0 :

(B.10)

Beispiel B.2 Man l�ose die Anfangswertaufgabe:

d2y

dt2
= sin t

y(0) = y0 ; y0(0) = y00 :

Es gilt:

L(�y = s2ŷ � sy0 � y00

L(sin t) =
1

1 + s2

Es folgt:

ŷ =
y0

s
+
y00
s2

+
1

s2(1 + s2)

=
y0

s
+
y00
s2

+
1

s2
� 1

1 + s2
und

y(t) = y0 + y00 � t + 1� sin t

Bemerkung B.2 Da 1
s2

nicht meromorph ist, kann f�ur diese Funktion der Residuensatz

nicht benutzt werden.

B.3 Die komplexe Umkehrformel f�ur die Laplacesche

Transformation

F�ur die Fourier-Transformation gilt:

F(f)(�) = f̂(�) :=
1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�iu�du

f(x) =
1p
2�

�1Z
�1

f̂(�)e+ix�d� :

Sei nun

f1(t) := e�
tf(t)H(t)
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f�ur geeignete 
 > 0, wo H(t) die Heaviside Funktion ist. Es folgt:

f1(t) =
1

2�

+1Z
�1

e+it�d�

+1Z
�1

f1(u)e
�iu�du

=
1

2�

+1Z
�1

e+it�d�

1Z
0

f(u)e�
ue�iu�du :

Setze s := 
 + i� ,

f̂(s) :=

1Z
0

f(t)e�stdt :

Es gilt:

f(t) =
1

2�
e
t

+1Z
�1

e+it�d�

1Z
0

f(u)e�sudu

=
1

2�

+1Z
�1

estf̂(s)d�

=
1

2�i


+i1Z

�i1

estf̂(s)ds :

Hiermit haben wir die komplexe Umkehrformel heuristisch hergeleitet.

Es gibt mehrere S�atze �uber die Umkehrformel. Der folgende Satz gen�ugt f�ur viele Zwecke:

Satz B.10 (Doetsch I, S. 263) f̂(s) sei in der Halbebene Rs > x1 � 0 holomorph

und in der Gestalt

f̂(s) =
c

s�
+
g(s)

s1+�
; (0 < � � 1 ; � > 0)

darstellbar, wo g(s) in jeder Halbebene Rs � x1 + � > x1 beschr�ankt ist. Dann ist

f̂(s) die Laplace- Transformierte der Funktion

f(t) = V:P:
1

2�i

x+i1Z
x�i1

etsf̂(s)ds ; (x > x1) : (B.11)

Das Integral (B.11) ist als Cauchyscher Hauptwert zu verstehen. Es existiert f�ur

jedes t > 0 und ist von x unabh�angig.
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Beispiel B.3

f̂(s) =
s

s2 � a2
; a reell

f̂(s) =
1

s
+

a2

s(s2 � a2)

=
1

s
+
g(s)

s3

g(s) :=
a2s2

s2 � a2
:

Satz B.10 ist daher anwendbar mit c = 1 ; � = 1 ; � = 2 ; x1 = 2a .

f(t) = V:P:
1

2�i

x+i1Z
x�i1

estf(s)ds :

F�ur die Berechnung von f(t) ist es oft n�utzlich, den Integrationsweg zu deformieren.

Satz B.11 (Doetsch, S. 224) Es sei eine Schar von Halbkreisen Hn um s = 0 links

von der imagin�aren Achse mit den Radien �n gegeben, wobei �0 < �1; : : : ; �n �!1.

Eine Funktion f(s) sei auf
S1
n=1 Hn de�niert, stetig, und gen�uge auf Hn der

Absch�atzung

jf(s)j � �n ; wo �n �! 0 f�ur n �!1 :

Dann ist Z
Hn

etsf(s)ds �! 0 bei t > 0 f�ur n �!1 :

Beweis:

F�ur s := �ei� gilt

j
Z
Hn

etsf(s)dsj � �n

3�=2Z
�=2

et�n cos ��nd�

= �n

�Z
0

e�t�n cos ��nd�

= 2�n�n

�=2Z
0

e�t�n sin �d� :

F�ur 0 � � � �=2 gilt:
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AB

C

D E

2a0ρ

ρ

Abbildung B.1: Der deformierte Weg f�ur Beispiel B.2

sin � � 2

�
�

und folglich

j
Z
Hn

etsf(s)dsj � 2�n�n

�=2Z
0

e�t�n2�=�d�

= 2�n
1� e�t�n

(2=�)t
�! 0 bei t > 0 f�ur n �!1 :

Beispiel 17.2 Fortsetzung

Es ist

1

2�i

2a+i�Z
2a�i�

est
s

s2 � a2
ds = r+(t) + r�(t)� I(�) ;

wobei r+ bzw. r� das Residuum in dem Pol +a bzw. �a bezeichnen und I das Integral

um den Weg ABCDE bezeichnet (siehe Abbildung B.1).

Nachdem (siehe Hilfssatz 2)

I(�) �! 0 f�ur � �!1
r+ =

1

2
e+at

r� =
1

2
e�at
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folgt, da� f(s) die Laplace-Transformierte von

f(t) =
1

2
(eat + e�at) = cosh at

ist.

Beispiel B.4 [Carslaw + Jaeger, S. 327]

Wir betrachten die W�armeleitung in einem unendlich langen Zylinder vom Radius a mit

der Anfangstemperatur Null und der �au�eren Temperatur V :

@2v

@r2
+

1

r

@v

@r
� 1

�

@v

@t
= 0 ; (0 � r < a ; t > 0)

v(r; 0) = 0 ; 0 � r � a

v(a; t) = V ; t > 0 :

F�ur v̂ = Lv gilt:

d2v̂

dr2
+

1

r

v̂

r
� q2v̂ = 0 ; 0 � r < a ; (B.12)

wobei q2 = s=�, weil

L

 
@v

@t

!
= sv̂ � 1 � v(r; 0) = sv̂ :

Die Randbedingungen sind:

v̂ beschr�ankt bei r = 0

v̂(a; s) = L(V ) = V=s : (B.13)

Die Besselsche Gleichung f�ur J0(x) ist:

�y +
1

x
_y + y = 0 :

z := I0(qx) := J0(iqx) =
1X
k=0

�
1
2
qx
�2r

r!r!

erf�ullt die Gleichungen:

dz

dx
= iq

dJ0

dx

�����
iqx

d2z

dx2
= (iq)2

d2J0

dx2

�����
iqx
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Nachdem
d2J0

dx2
(iqx) +

1

iqx

dJ0

dx
(iqx) + J0(iqx) = 0

folgt

1

(iq)2
�z +

1

iqx
� 1
iq

_z + z = 0

oder

�z +
1

x
_z � q2z = 0 :

Es folgt, da� die L�osung (B.12), (B.13) ist:

v̂ =
V

s

I0(qr)

I0(qa)
;

q2 = s=� : (B.14)

Zur Berechnung von v = L�1(v̂) wird die Umkehrformel angewandt:

v(r; t) =
1

2�i

x+i1Z
x�i1

est
V

s

I0(
q
s=�r)

I0(
q
s=�a)

ds : (B.15)

Die Nullstellen von J0(x) seien 0 < �0 < �1 < : : : < �n �!1 .

Die Nullstellen von

I0(qa) = J0(iqa)

sind deshalb bei

iqna := �n

oder

sn := �q2n := � �

a2
�2
n :

Es folgt aus (B.15) durch Residuumberechnung, da�

v(r; t) = V +
1X
n=0

esnt
V

sn

I0(qnr)
d
ds
I0(qa)

���
s=sn

Zur Berechnung von d
ds
I0(qa) ist die Beziehung

�

x
J�(x)� J 0�(x) = J�+1(x)

n�utzlich. F�ur � = 0 folgt:

J 00(x) = J1(x)
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und

d

ds
I0(qa) =

d

ds
J0(iqa)

=
ia

2q�
� J 00(iqa)

= � ia

2q�
J1(iqa) :

Es folgt (iq = �n=a) :

d

ds
I0(qa)

�����
s=sn

=
�ia � a � i
2� �n

J1(�n)

= +
a2

2��n
J1(�n)

und

v(r; t) = V � 2V
1X
n=0

e��(�
2
n=a

2)tJ0(�nr=a)

�nJ1(�n)

B.4 Andere Integraltransformationen

Andere bekannte Transformationen sind:

1. Fourier-Transformation

Ff(�) := 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�i�tdt :

2. Fouriersche Sinustransformation

Fsf(�) =
s
2

�

1Z
0

f(t) sin(�t)dt :

3. Fouriersche Cosinustransformation

Fcf(�) =
s
2

�

1Z
0

f(t) cos(�t)dt :

4. Mellin-Transformation

Mf(s) =

1Z
0

f(x)xs�1dx :

5. Hankel-Transformation

H�f(�) =

1Z
0

xf(x)J�(�x)dx :
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