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Kapitel 1

Einfiihrung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die numerische Losung von partiellen Differentialglei-
chungen. Keine vorherigen Kenntnisse iiber partielle Differentialgleichungen oder deren
Anwendungen werden vorausgesetzt. Wir hoffen, dem Leser einen Uberblick iiber dieses
grofle Gebiet zu geben, indem eine beschriankte Auswahl von beispielhaften Methoden
und Problemen detailliert behandelt wird.

1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Das einfachste Beispiel einer partiellen Differentialgleichung ist eine Gleichung mit nur
einer Verdnderlichen. In diesem Fall sprechen wir von einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung. Eine allgemeine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung wird in Glei-
chung (1.1) dargestellt:

F(u(t),a(t),t) = 0,teGCR
u . G R (1.1)
F  RPXxR'xG&» R

In Gleichung (1.1) ist F eine vorgeschriebene Funktion, eine Abbildung von
R* x R* x G & R . G ist ein Teilgebiet von R! . Eine Losung u von Glei-
chung (1.1) ordnet jedem ¢t € G einen Vektor u(t) zu.

Die Gleichung (1.1) ist sehr allgemein. Eine spezielle Form von (1.1) wird in Gleichung
(1.2) gegeben.

at) = flut),t), t € (a,b)
a e C'(a,b)R"]. } (1.2)

Gleichung (1.2) unterscheidet sich von Gleichung (1.1) in folgender Weise:
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1. Es ist angenommen worden, daf8 die Gleichung (1.1) fiir u(¢) geldst werden kann,
damit die Gleichung F' = 0 nach der Form 0 = f aufgelést werden kann, wo f
bekannt ist.

2. Statt eines allgemeinen offenen Gebiets G aus R' wird ein offenes Intervall (a,b)
betrachtet.

3. Zuletzt sind einige Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit von u gemacht
worden, und zwar, dafl u stetig differenzierbar ist.

Die Gleichung (1.2) hat im allgemeinen mehrere Lésungen. Betrachten wir z.B. die lineare
Gleichung mit n =2 :

ialt) = u1<t>} (18)

Aus Gleichung (1.3) laBt sich leicht erkennen, dafl die erste Komponente u;(¢) eine
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung erfiillt:

i (£) = ua (£) (1.4)

Hieraus folgt, da8 die allgemeine Ldsung von Gleichung (1.3) von zwei Parametern o und
(3 abhingt, wie in Gleichung (1.5) dargestellt.

ui(t) = aet+ Be”t } (1.5)

us(t) = aetopfet

Durch geeignete Wahl von « und £ in Gleichung (1.5) &8t sich jede Losung von Gleichung
(1.3) bestimmen. Es gibt zwei Moglichkeiten, die hdufig vorkommen.

1. Man kann die Werte von u, d.h. von den zwei Komponenten u; und u,, an der Stelle
t = a festlegen:

wufa) = "1’} (1.6)

’U,Q(CL) = N2,

wobei 7; und 7, vorgeschriebene Konstanten sind. Dies heifit eine Anfangswertauf-
gabe oder ein Anfangswertproblem fiir Gleichung (1.3).

2. Man kann den Wert von u; an der Stelle ¢t = a und u, an der Stelle t = b festlegen:
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m(a) = ’71’} (1.7)

U2 (b) = 12,

wobei 7; und 7, wieder zwei vorgeschriebene Konstanten sind. Dies heifit ein Rand-
wertproblem oder eine Randwertaufgabe fiir Gleichung (1.3).

Walter [1976] ist eine Einfithrung in die klassische Theorie gewdhnlicher Differential-
gleichungen. Neuere Gesichtspunkte werden in Wiggins [1990] und in den dort zitierten
Biichern beschrieben.

1.2 Partielle Differentialgleichungen

Jetzt werden wir die vorherigen Uberlegungen fiir gewdhnliche Differentialgleichungen
auf den Fall von partiellen Differentialgleichungen iibertragen. Es sei G ein Gebiet des
R™. Ein Punkt aus G wird mit x = (zy,...,z,,) bezeichnet. Auf G sei ein Vektor u
mit n-Komponenten uq, us, ... ,u, definiert. Die Komponenten von u seien p-mal stetig
differenzierbar. F sei eine Abbildung von R¢ <+ R” , wobei

1)... <1
f=m+n 1+%+...+m(n%L ) '(m+p )
! p!

(1.8)

Gesucht wird u , so daf8 u die folgende partielle Differentialgleichung erfiillt:

F(x,u,Du,... ,DPu)=0,x€ G, (1.9)

wobei Du, ... , DPu die partiellen Ableitungen von u darstellen. Die partielle Differential-
gleichung (1.9) ist der gewdhnlichen Differentialgleichung (1.1) formal dhnlich. Dennoch
sind partielle Differentialgleichungen theoretisch und numerisch wesentlich schwieriger zu
behandeln als gewdhnliche Differentialgleichungen.

1. Der numerische Aufwand steigt mit der Anzahl der Dimensionen sehr rasch. Dies
1aft sich leicht einsehen. Wenn wir z.B. eine gewohnliche Differentialgleichung auf
dem Intervall [0, 1] l16sen wollen, kénnen wir 1.000 Stiitzpunkte im Intervall nehmen
und die Losung auf diesen Stiitzpunkten mit einer modernen Rechenanlage schnell
berechnen. Wenn wir eine partielle Differentialgleichung auf einem Einheitswiirfel
in d-Dimensionen betrachten und in jeder Richtung 1.000 Stiitzpunkte nehmen,
dann gibt es insgesamt 103? Stiitzpunkte. Aus diesem Grunde wurde es erst in den
letzten Jahren moglich, Probleme in 3 oder mehr Dimensionen mit annehmbarer
Genauigkeit numerisch zu 16sen, und die numerische Losung von partiellen Differen-
tialgleichungen ist ein Grund fiir die Entwicklung von sog. Super-Computern mit
sehr grofler Leistungskapazitat.
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2. Das allgemeine Gebiet in einer Dimension ist ein Intervall und dies hat sehr einfa-
che topologische HEigenschaften. Bei Problemen in héheren Dimensionen ist es nétig,
viel kompliziertere Gebiete zu betrachten. Man braucht nur daran zu denken, wenn
man die Warmeverteilung in einem Dieselmotor berechnen will. Die topologischen
Komplikationen eines Dieselmotors mit seinen verschiedenen Brennkammern lassen
sich leicht vorstellen. Man kann deshalb einsehen, dafl die Betrachtung von relativ
komplizierten Randern immer sehr grofie Schwierigkeiten fiir partielle Differential-
gleichungen mit sich bringt.

3. Die Theorie von partiellen Differentialgleichungen ist viel komplizierter als die von
gewohnlichen Differentialgleichungen. Fragen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit der Losung sind oft nicht leicht zu beantworten. Diese Schwierigkei-
ten spiegeln sich wider in der Theorie fiir numerische Methoden, weil es natiirlich
einen engen Zusammenhang gibt zwischen numerischen Methoden einerseits und
der Existenz- und Eindeutigkeitstheorie andererseits. Viele Existenzsatze stiitzen
sich sogar auf einfache numerische Methoden.

4. Die mathematische Theorie von und die numerischen Methoden fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen verlangen eine enge Verkniipfung mit den jeweiligen Anwendun-
gen, so dafl auch diese Bestandteil der Vorlesung sind.



Literaturverzeichnis

[1] Bardi, Crandall, Evans, Soner, Souganidis: Viscosity Solutions and Applications.
Springer, 1997

[2] Courant, R.; Hilbert, D.: Methods of Mathematical Physics. Volume II. Partial Dif-
ferential Equations. Interscience, 1962.

[3] Debnath, L.: Nonlinear Partial Differential Equations for Scientists and Engineers.
Birkhauser, 1997.

[4] Evans, L.C.: Partial Differential Equations, AMS, 1998.

[5] Ferziger, Joel H.; Peric, Milovan: Computational Methods for Fluid Dynamics. Sprin-
ger, 1996.

[6] GroBmann, Ch.; Roos, H.-G.: Numerik partieller Differentialgleichungen. Teubner,
1992.

[7] Gustafsson, B.; Kreiss, H.-O.; Oliger, J.: Time Dependent Problems and Difference
Methods. Wiley Interscience, 1995.

[8] Hoffmann, K.A.; Chiang, S.T.: Computational Fluid Mechanics for Engineers. 2 Vo-
lumes. Engineering Education System, Wichita, Kansas, 1993.

[9] Hoffmann, K.A.; Chiang, S.T,; Shamoun Siddiqui; M. Papadakis: Fundamental Equa-
tions of Fluid Dynamics. Engineering Education System, Wichita, Kansas, 1996.

[10] Hormander, L.: Lectures on Nonlinear Hyperbolic Differential Equations. Springer,
1997.

[11] Kreiss, H.-O.; Lorenz J.: Initial-Boundary Value Problems and the Navier-Stokes
Equations. Academic Press, 1989.

[12] Krishnamurti, T.N.; Bounoua L.: An Introduction to Numerical Weather Prediction
Techniques. CRC, 1996.

[13] Kroner, D.: Numerical Schemes for Conservation Laws. Wiley/ Teubner, 1997.

[14] LeVeque, R.J.: Numerical Methods for Conservation Laws. Birkhduser, 1990.



6 LITERATURVERZEICHNIS

[15] Lions, Pierre-Louis: Mathematical Topics in Fluid Mechanics - Vol. 1. Oxford Science
Publications, 1996.

[16] Meis, T.; Marcowitz, U: Numerische Behandlung partieller Differentialgleichungen.
Springer, 1978.

[17] Morton, K.W.: Numerical Solution of Convection-Diffusion Problems, Chapman and
Hill, 1996.

[18] Quarteroni, A. ; Valli, A.: Numerical Approximation of Partial Differential Equations.
Springer, 1994.

[19] Rauch, J.: Partial Differential Equations. Springer, 1991

[20] Renardy, M. ; Rogers, R.C.: An Introduction to Partial Differential Equations. Sprin-
ger, 1992.

[21] Smith, G.D.: Numerical Solution of Partial Differential Equations. 3rd edition, Ox-
ford, 1985.

[22] Strikwerda, J.C.: Finite Difference Methods and Partial Differential Equations.
Wadsworth and Brooks/ Cole, 1989.

(23] Taylor, M.E.: Partial Differential Equations. 3 Volumes. Springer, 1996

[24] Thomas, J.W.: Numerical Partial Differential Equations. Finite Difference Methods.
Springer, 1995 (nicht empfehlenswert).

[25] Tychonoff, A.N.; Samarskii, A.A.: Differentialgleichungen der mathematischen Phy-
sik. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1959.

[26] Walter, W.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. 2. Auflage. Springer, 1976.

[27] Wiggins, S.: Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos.
Springer, 1990.

(28] van Khan, J.J.I.LM.; Segal, A.: Numerik partieller Differentialgleichungen fiir Inge-
nieure. Teubner, 1995.



Kapitel 2

Einige einfache Losungsmethoden

2.1 Die Methode der Trennung der Verédnderlichen

Betrachte die partielle Differentialgleichung

F(z,u,Du,D%u,... ,D’u) =0 mit z = (z,y) € R? (2.1)

Man macht den Ansatz, dafl die Losung u(z, y) als ein Produkt von zwei Funktionen X (z)
und Y (y) darstellbar ist, wobei X und Y nur von z bzw. y abhéngig sind:

u(z,y) = X(z) Y (y) (2.2)

Man setzt 2.2 in die Gleichung 2.1 ein und versucht, z. B. durch das Produkt X (z)Y (y)
zu dividieren, die Gleichung auf die Gestalt

oz, X, X, X,..., XP) =o(y,Y,Y,Y ..., YP) (2.3)
zu bringen, mit
dk
x® = s (2),
dk
y® = d—yk (v)

Es folgt aus 2.3, daf} es eine Konstante o gibt, mit

oz, X, X, X,... XP)=q, (2.4)

Y(y,Y,V, V..., YP)=q, (2.5)
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Die Gleichungen 2.4 und 2.5 sind gewohnliche Differentialgleichungen zur Bestimmung
von X und Y.

LaBt sich z. B. die Gleichung 2.4 in die Gestalt einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten,

p(D)X =0, (2.6)
P
p(D) =" a;.D*, (2.7)
k=0
schreiben, so ist
X(z) = e (2.8)

eine Losung wenn )\ eine Nullstelle des Polynoms

p(A) =0 (2.9)
ist.
Beispiel:
Man betrachtet die Wellengleichung
gz = Uyy-
Der Ansatz
u=XY
fiihrt zu der Gleichung
XY = XY.

Durch die Division durch XY erhialt man

Die Gleichung
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X _
¥ =
1afit sich als
X ©aX =0
schreiben, so daf
X(z) = AT

eine Losung ist, falls A eine Nullstelle des Polynoms
p(A) =\ &a

ist.

Es folgt, daf

u(z,y) = X(z)-Y(y)
= [ale\/am + agewax] : [ag,e\/ay + a4e<:>\/ay]

eine Losung von

Ugr = Uyy

ist, wobel a1, as, a3, a4 und « beliebige Konstanten sind.

2.2 Die Methode von Lagrange
Sei
a(xayau)um + b(.I',y,U)Uy = c(x,y,u) (210)

eine quasilineare Gleichung in den zwei unabhangigen Veranderlichen x, y.

Man betrachtet die gewohnlichen Differentialgleichungen

dx dy du

= = 2.11
ey W) ey (211
und versucht zwei unabhéngige Lésungen dieser Gleichungen
é(z,y,u) = ¢; = Konstante (2.12)
Y(z,y,u) = c = Konstante
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zu finden.

Seien F(¢,v), f(¢) und g(¢)) beliebige Funktionen. Wird u = wu(z,y) durch eine der
Gleichungen

F(¢7 l/)) - 0)
V= f(9), (2.13)
¢ =g(v)

definiert, dann ist u eine Losung der Gleichung 2.10.
Beispiel
Man betrachtet die Differentialgleichung

(y +w)u, + yu, = zSy.

Die entsprechenden gewdhnlichen Differentialgleichungen sind:

dz _@_ du

y—l—u_y T Y

Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung:

dlz+u) dy
r4+u oy’
so daf
In(z +u) = In y + Konstante,
oder
z + u = Konstante - y
oder
Tu = Konstante.
Yy
Man setzt:
T+ u
oz, y,u) = y

Es gilt auch aus der ersten und zweiten Gleichung:

d(z vy) du

u Ty’
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so dafi
(¢ y) dzey) = u du,
(x <jy)z — %2 + Konstante,
(z ©y)? ou? = Konstante

Man setzt:

Y(z,y,u) = (v oy)* ©u’.

Eine Losung u der Gleichung 2.5 wird durch

b(x,y,u) = f(9),

d. h.
(@ en? out = £(5)
fiir jede beliebige Funktion f definiert.
Probe
Aus der vorhergehenden Gleichung folgt:
1+ ug
2(z ©y) S2uu, = f- s
)
oder
L = sy Sff
T Quy+ f
und
2(r ©y) S2uu, = f- w
)
oder
w = 2y (z oY) + (z+u) f!
h 2uy? +yf'
Es folgt:

2y(z &y) &f  LY(zoy)+ (z+u)f
2uy + f' 2uy + f' '

(y + u)ug + yuy = (y +u) -

usw.
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Einige einfache L6sungsmethoden

Begriindung der Methode

Sei ¢ wie in 2.12 definiert. Dann gilt

bo(z,y, u)dz + dy(z,y, u)dy + ¢u(z,y,u)du =0

wo dz, dy, du die Gleichung 2.11 erfiillen. Es folgt!:

a(x, Y, u)¢m + b(l‘, Y, u)¢y + C(ma Y, u)¢u = 0.

Ebenfalls gilt:

a(m, Y, U)% + b(ma Y, U)% + C(Z‘, Y, U)d’u =0.

Aus den Gleichungen 2.15 und 2.16 folgt:

a(z,y,u) _ blz,yu) _ clz,y,u)
by bu bu Do bo by |
by Yu by Uy ba by

Aus der Identitat 2.13, F(¢,v) = 0, folgt:

F¢[¢z + ¢uuz] + F1/)W)z + wuuz] =0

F¢>[¢y + ¢uuy] + F«b['@by + ¢uuy] =0,

so daf
¢1‘ + ¢uum
¢y + ¢uuy
oder
by Uy by Uy
so daf
Py Du bu
by vu || b

!Siehe Bemerkung

Uy +

Pz
Yz

Ve + Yuly
/@/)y + wuuy

Uy

bz Yo
bu Yu

| ¢
Y

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Aus den Gleichungen 2.17 und 2.18 folgt:

a(z,y, w)u, + b(z, y, u)u, = c(z,y,u). O (2.19)

Bemerkung

Die Herleitung und Erklarung der Gleichungen 2.14 und 2.15 ist nicht einwandfrei.






Kapitel 3

Die Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist eine Erweiterung der Punktmechanik. In der Punktmecha-
nik werden Eigenschaften, wie Masse, idealisierten Massenpunkten zugeordnet. In der
Kontinuumsmechanik dagegen wird so postuliert, daf solche Eigenschaften raumlich ver-
teilt sind und durch Dichtefunktionen beschrieben werden kénnen, so dafl z.B. die Masse
eines Volumenelements V' durch

/p(x) dx (3.1)

v
gegeben wird, wobei p(x) die Dichte im Punkt x ist.
Literatur:
Becker, E. und Biirger, W.: Kontinuumsmechanik. Stuttgart: Teubner, 1975.
Prager, W.: Einfilhrung in die Kontinuumsmechanik. Basel: Birkhauser, 1961.
Truesdell, C.: The Elements of Rational Continuum Mechanics. Berlin: Springer, 1965.

Truesdell, C. und Toupin, R.A.: The Classical Field Theories. Handbuch der Physik,
Bd. III/1. Berlin: Springer, 1960.

3.1 Gravitation

Gemaifldem Newtonschen Anziehungsgesetz iibt ein Massenpunkt M mit Masse m im
Punkt £ eine Anziehungskraft
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m E&x
F = 4y .
€ ex? ¢ <x|
m
= +vygrad, —— 3.2
x o] 42
auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus, wobei v eine Konstante ist.
m
u(x; M) = ——— (3.3)
|x ¢

heifit die Potentialfunktion des Massenpunktes M (¢). (N.B.: u(x; M) ist die Potential-
funktion aus dem letzten Kapitel mit umgekehrten Vorzeichen.)

Sei nun V C R3 ein Kérper mit der stetigen Dichteverteilung p(£). Um das Potential u
von V in einem Punkt x auflerhalb V' zu bestimmen, zerlegt man V' in hinreichend kleine
Teilgebiete AV und summiert die entsprechenden Potentiale. Es folgt:

— ulx p(&) .
u(x) = u(x; V) rof ¥ xEV) (3:4)
= [ ole) elx;€)de (3.5)
mit
1
p(x;€) = xof] (3.6)

Fir x ¢ V ist p(x;¢) eine glatte Funktion von x, die die Laplace-Gleichung

A@:V290:g0$$+(’0yy+gozz =0 (37)

erfiillt. Es folgt, daB u(x; V') ebenfalls eine (glatte) harmonische Funktion ist:

Uy + Uyy + Uy, =0 (3.8)

(Dies wurde 1782/85 durch Laplace zuerst bewiesen.)

Der Korper V iibt eine Anziehungskraft

F = +v grad u(x;V) (3.9)
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auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus.

Die o.a. Formeln setzen voraus, dafl x ¢ V. Aber die Schwerkraft ist auch innerhalb eines
Korpers, z.B. der Erde, vorhanden. Es ergibt sich dann die Frage, ob diese Formeln auch
fiir x € V giiltig sind.

Definition 3.1 Ses D ¢ R* , f : D — R und o € (0,1]. f heylt
Hoélderstetig mit Exzponent o auf D, wenn

o RO

x:,:;éEyD |X <:>y|a

Hoélderstetige Funktionen sind stetig.

Satz 3.1 (Poisson, 1813) Set D C R” ein beschrdnktes Gebiet, n > 3. Seip: D — R
Hélderstetig mit Exponent o auf D. Sex

_ p(£)
u(x) —I[ x oe? d¢

und

o2
Wn = )

(n/2)

[die Oberfiiche der n-dimensionalen Einheitskugel].

Dann st u(x) stetig fir x € R* und zweimal stetig differenzierbar fir x € R*\dD,
und

0, xeR\D

Aulx) = { Sn2)wpp(x) , x€D

Insbesondere fir n =3 gilt:

0, xeR\D
A = ’
u(x) { SAmp(x) , xe€D

Beweis:

Siehe Gilbarg und Trudinger [1977, Lemma 4.2], Giinter [1957, S. 87|, Kellogg [1953, S.
156], Forster [1984, S. 163]. Der Beweis von Forster setzt voraus, daB p € CZ(R") ist.
Giinter gibt eine nur stetige Funktion p an, fiir die eine der zweiten Ableitungen von «
nicht definiert ist. Dies zeigt, dal man i.A. auf die Hélderstetigkeit von p nicht verzichten
kann. Der Beweis von Kellogg erlaubt bestimmte Unstetigkeiten von p, fordert aber, dafl
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V “regular” sei.
Literatur:
Forster, O.: Analysis 3. Braunschweig: Vieweg, 1984.

Gilbarg, D. und Trudinger, N.: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order.
Berlin: Springer, 1977.

Giinter, N.M.: Die Potentialtheorie und ihre Anwendungen auf Grundaufgaben der
mathematischen Physik. Leipzig: Teubner, 1957. [fjbersetzung aus der franzosischen
Ausgabe von 1934.] [In der Institutsbibliothek.]

Kellogg, O.D.: Foundations of Potential Theory. New York: Dover, 1953. [Neudruck der
Ausgabe von 1929.]

3.2 Elektromagnetische Felder

Im Jahre 1785 wurden folgende Gesetze von Coulomb gefunden:

1. Coulombsches Gesetz (elektrostatisches Gesetz).

Seien (); und @), zwei punktformige elektrische Ladungen mit Koordinaten r; bzw.
ro. Die Ladung (), iibt die Kraft

Fr — < 1 Q:1Q2 Ty ST
12 dege, 1 ©13)2 1y S1

auf (), wobei

€0 = elektrische Feldkonstante (Influenzkonstante)

¢, = relative Dielektrizitatskonstante

2. Coulombsches Gesetz (magnetisches Gesetz)

Seien p; und p, zwei punktférmige Magnetpole mit Koordinaten r; bzw. r,. Der Pol
po bt die Kraft

1 . bipp T =Ty

F12 =& 2
47'('/.,&0/,&1 |I'1 <:>I'2| |I'2 i=2 g
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V
Vy 3
Elektronenstra
Vy Y
3
V2
Abbildung 3.1: Eine Elektronenkanone
auf p;, wobei
po = magnetische Feldkonstante (Induktionskonstante)

1, = relative Permeabilitat

Es folgt aus den Coulombschen Gesetzen, dafl die Theorie der Gravitationspotentiale so-
fort auf die Theorie der elektrischen und magnetischen Kraftfelder iibertragen werden
kann. (Elektrisches Potential, Magnetisches Potential.) Es gibt sehr viele wichtige prak-
tische Anwendungen, z.B. Elektronenmikroskope, Elektronenrohren, Elektronenkanonen
(siehe Abbildung 3.1, wobei V' eine harmonische Funktion mit den angegebenen Rand-
werten ist).

Noch allgemeiner sind die Maxwellschen Gleichungen:

10D A4rx
t H = ——+—j
ro c Ot + c J
rot E = <:>16—B
c Ot
div B = 0
div D dmtp
D eE
B pwH
j = oE

mit
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= elektrische Feldstarke
magnetische Feldstarke
Stromdichte
Ladungsdichte
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Qbh.mt‘q

magnetische Permeabilitat
Leitfahigkeit

Dielektrizitatskonstante

SER S

™
|

3.3 Erhaltungssitze (einfache Form)

Satz 3.2 (Gaufscher Integralsatz) Se: V C R" eine kompakte Teilmenge mit glat-
tem Rand, n: 0V — R" der dufere Einheitsnormalenvektor und U DOV eine offene
Teilmenge von R". Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ¥ : U — R”

/ div F dx:/ F.ndS.
Vv ov

Beweis: Forster, Analysis 3, S. 155.

Wir betrachten jetzt eine Materialeigenschaft F, fiir die ein Erhaltungsgesetz gelte.
Sei

¥ := Menge E pro Volumeneinheit, d.h. in einem Volumenelement AV ist AVVU von F
vorhanden.

e := Menge E, die pro Volumeneinheit und Zeiteinheit erzeugt (oder benutzt) wird, d.h.
in einem Volumenelement AV wird in Zeit At die Menge AV Ate von E erzeugt (oder
benutzt).

q := Stromdichte, d.h. durch ein Flachenelement AS mit Normalen n flieit in Zeit At
die Menge ASAtq-n von E.

Sei nun V' C R” eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand und dulerem Normalenvek-
tor n. Da F erhalten wird, folgt:

%V/\Il(x;t)d:c:/edxﬁaéqﬂds

\%4

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes folgt:
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ov .
/<E<:>e+d1v q)dx_().

14

Da V eine beliebige Teilmenge von R" war, gilt
ov
E@e—l—div q=0 fir xeV.

Einige Anwendungen folgen.

3.4 Die Advektionsgleichung

Eine Fliissigkeit (z.B. Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
v. Die Fliissigkeit tragt einen Schadstoff mit sich, dessen Dichte pro Volumeneinheit u sei.

In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt:

UV = u
e 0
q = uv
Es folgt:
%—i—v-gradu:().

3.5 Die Wirmeleitungsgleichung

Sei () eine Teilmenge von R™. Wir betrachten die Warmeverteilung in ) fiir Zeit ¢ in
einem endlichen oder unendlichen Intervall I. Sei G := Q x I, u(x,t) die Temperatur an
einem Punkt (x,t) € G (siehe Abbildung 3.2).

Der Warmeinhalt an einem Punkt aus G wird mit H(x,t¢) bezeichnet. H ist die Warme
[Energie|, die bendtigt wird, um ein Einheitsvolumen des Materials von Null Grad Kelvin
bis zum jetzigen Zustand zu bringen [0°K = <273°C] .

Warme wird durch chemische Reaktionen, radioaktiven Verfall, Erhitzung mittels
Mikrowellen o.4. erzeugt, und zwar in einer Hohe von e(z,t, u, H) Warmeeinheiten pro
Einheitsvolumen und Einheitszeit.

Ist die Temperatur nicht konstant, so entsteht ein Warmestrom. Sei q = q(x,t) die
Warmestromdichte:
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(x,1)

Abbildung 3.2:

a(x,t) = (qu(x,1),... ,qn(x,t))T .

D.h. durch das Flichenelement im Punkt x mit Oberflacheninhalt AS und Normalen n
fliet wahrend des Zeitintervalls (¢,¢ + At) die Warmemenge AH

AH = q(x,t) -nASAt .

In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt ¥ = H. Es folgt:

OH .
§<:>6+d1vq:0.

Es bleibt, die Beziehung zwischen dem Warmeinhalt H, der Warmestromdichte q und der
Temperatur u anzugeben. Diese Beziehungen (constitutive equations) sind natiirlich vom
Material abhingig. Obwohl ihre Gestalt auf Grund theoretischer Uberlegungen oft etwas
eingeschrankt werden kann, basieren sie letztendlich auf experimentellen Ergebnissen und
sind deshalb teilweise sehr umstritten. In unserem Fall werden wir annehmen, dafl der
Warmestrom nach dem Fourierschen Gesetz (Fourier 1822) gegeben ist:

qa(x,t) = €K (x,t,u(x,t)) grad, u(x,t) , (3.10)

wobei K eine n x n-Matrix ist mit Komponenten, die von x,¢# und u abhéngig sind.
Diese Gleichung (3.10) ist sehr allgemein und wird nur erwdhnt, damit die méglichen
Verallgemeinerungen zur Kenntnis genommen werden. Es wird oft angenommen, dal K
von u unabhéingig ist. Ist das Material homogen, dann ist K von x unabhéngig. Ist das
Material isotropisch, dann ist K ein Vielfaches der Einheitsmatrix und Gleichung (3.10)
nimmt die einfache Gestalt an:

q = <k gradu [grad := grad,] , (3.11)

wobei k die Warmeleitfahigkeit des Materials ist.
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Wir werden uns in Zukunft fast ausschliefilich mit Gleichung (3.11) beschaftigen. Es
sollte aber bemerkt werden, da8 die Komplikationen, die in Gleichung (3.10) dargestellt
werden, oft in der Praxis vorkommen konnen. Es gibt namlich in der Natur und
auch in der modernen Industrie viele Werkstoffe, die weder isotropisch noch homo-
gen sind und fiir die die Warmeleitfahigkeitsmatrix K von der Temperatur u abhangig ist.

Der Warmeinhalt H kann auch oft eine komplizierte Funktion der Temperatur u sein. Ein
besonders interessanter Fall ist, wenn u, die Schmelztemperatur des Stoffes ist, weil dann
H um die latente Warme (Umwandlungsenthalpie) einen Sprung macht, so da8 H nicht
eine eindeutige Funktion von u ist. Diesen Fall (eine frete Randwertaufgabe) werden wir
evtl. spater ndher besprechen. Im jetzigen Absatz wird allerdings angenommen, dafl H
wie folgt definiert ist:

H = pcu (3.12)

wobei c die spezifische Wdarmekapazitat und p die Dichte bezeichnen; ¢ und p seien
Konstanten.

Durch Ersetzen von H und q durch Gleichungen (3.11) und (3.12) erhalt man

% = i div(k gradu) + —pec , fir (x,t)€qG. (3.13)
Die Gleichung
ou
— A 3.14
5 = Au, (3.14)

die Wdrmeleitungsgleichung, erhdlt man, fallse=0und p=c=k = 1.

Literatur:
Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,
1959.

Grigull, U., Sondner, H.: Warmeleitung. Berlin: Springer, 1979. (In der Inst. Bibl.)
3.6 Gleichungen, die mit der Wiarmeleitungsgleichung
verwandt sind

3.6.1 Die Diffusionsgleichung

Ist die Konzentration u(x) eines gelosten Stoffes nicht iiberall gleich, so erfolgt Diffusion
von Stellen hoherer Konzentration zu Stellen niedriger Konzentration. Die Diffusions-
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gleichung beschreibt diesen Vorgang:

c % = div(D gradu) , (3.15)

wobei

¢ = Porositatskoeffizient
D = Diffusionskoeffizient

Die Herleitung der Diffusionsgleichung ist fast identisch mit der Herleitung der Warme-
leitungsgleichung. Statt des Fourierschen Gesetzes gilt das Ficksche Gesetz (Fick, 1855):

q = <D gradu

Ein Unterschied zwischen der Warmeleitungsgleichung und der Diffusionsgleichung ist,
dafl der Diffusionskoeffizient D oft eine nichtlineare Funktion der Konzentration w ist.

Literatur:
Crank, J.: The Mathematics of Diffusion, 2. ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.

Jacobs, M.H.: Diffusion Processes. Berlin: Springer, 1967.

3.6.2 Konvektion-Diffusion

Die Konvektion-Diffusions-Gleichung (englisch: convection-diffusion or advection-
diffusion)

g—? = eAu + v - gradu (3.16)

beschreibt die zeitlichen und 6rtlichen Anderungen der Konzentration u(x,t) eines Stof-
fes, der gleichzeitig diffundiert und durch einen Strom mit konstanter Geschwindigkeit
v getragen wird. Hierbei sei ¢ eine Konstante.

Diese Gleichung ist z.B. fiir die Berechnung der Luft- und Wasserverschmutzung wichtig.

Die numerische Losung beinhaltet mehrere Schwierigkeiten, wenn € klein oder v grof} ist.

3.6.3 Reaktion-Diffusion

Die Hodgkin-Huxley-Gleichungen
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cup = R lug, + g(u,v,w, z)
v = €U + g1(u)(h1(u) Sv) (3.17)
Wy = €Wz + go(u)(ha(u) Sw)

2 = €320+ g3(u)(hs(u) ©2) ,

wobei ¢ und R positive, €, €5, €3 nichtnegative Konstanten sind, beschreiben die Ubert-
ragung von Information in Nervenbahnen.

Ahnliche Gleichungen treten auf bei der Modellierung einiger chemischer Reaktionen,
z.B. (Aris [1975, S. 3)):

% = Au&¢’R(u,v)
% = Av+ 3 ¢*R(u,v)

mit

Konzentration des Stoffes

S
|

Temperatur
Reaktionsgeschwindigkeit (bekannt)
Thiele-Modulus (Konstante)

= Praterzahl (Konstante) .

@ S XN

Literatur:

Aris, R.: The Mathematical Theory of Diffusion and Reaction in Permeable Catalysts.
Vol. 2. Oxford, 1975.

Buckmaster, J.D. und Ludford, G.S.S.: Theory of Laminar Flames. Cambridge, 1982.

Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. New York: Springer, 1983.

3.6.4 Gasstromung in Pordsen Medien
Fiir ein Gas in einem porosen Medium gilt:
q = <k gradp ,

wobei k eine Konstante und p der Druck ist. Wegen der Erhaltung der Masse ergibt sich:
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0
div(pq) + 3—;) =0,
wobei p die Dichte ist. Wenn
p=cp’ (3.18)
ist, dann folgt:
0
8_2: = Au" (m>1)
= (U™)az + (U™)yy + (u")22 (3.19)
mit
m = 147
u = ap

(Siehe Friedman [1982, Seite 589].)

Literatur:
Friedman, A.: Variational Principles and Free Boundary Problems. New York: Wiley,
1982.

3.6.5 Sickerstromung

Das Stromungspotential ¢(x,t) = ¢((z,y, 2),t) einer Sickerstromung geniigt der Differen-
tialgleichung (Bear [1972, S. 199]):

div(K - gradp) = 0
p = z+Dp/y (3.20)
q = K-gradyp

q bezeichnet dann die Geschwindigkeit der Sickerstromung.

Die Gleichung
q = K gradyp

heiflt das verallgemeinerte Darcysche Gesetz (Darcy, 1856). Wegen der geologischen
Geschichte des Bodens ist K oft anisotropisch und inhomogen.
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Bei der Forderung von Erdol entstehen folgende Differentialgleichungen:

1 0(2p,5,)

div - [\ K (x)(gradP, <p,g)] = p_T+q°
1 0(® wa
div - oK (x)(gradPy ©pug)] = # s

t>0, x=(z,y,2) €N

S, + Sy =1,

Pcow:Poﬁpw:f(Sw)
mit der Anfangsbedingung
P(z,y,2,0) = P’(z,y,2) fir l=0,w x€Q

und den Randbedingungen

@:0 [=o0,w fiir x€, t>0
on

Die Indizes o und w entsprechen Ol bzw. Wasser.

Literatur:
Bear, J.: Dynamics of Fluids in Porous Media. American Elsevier, 1972.

Freeze, J. und Cherry, J.A.: Groundwater. Prentice Hall, 1979.

Hornung, U. und Messing, W.: Porose Medien-Methoden und Simulation. Beitrage zur

Hydrologie, 1984.

Kinzelbach, W.: Groundwater Modelling. Amsterdam: Elsevier, 1986.

Knabner, J.:Mathematische Modelle fuer Transport und Sorption gelcster Stoffe in

pordsen Medien. Peter Lang, 1991.

Zhu, J.: Using a hypercube to solve inverse problems in reservoir simulations. SIAM News

25, No. 2, March 1992, S. 1.






Kapitel 4

Die Kontinuumsmechanik: die Kinematik

4.1 Die Bewegung eines Korpers

In der Punktmechanik sind Punktmassen behandelt worden. In der Kontinuumsmechanik
betrachten wir materielle Korper, d.h. zusammenhangende Menge von Materiepunkten.

Sei B ein Korper, dessen Bewegung betrachtet wird. Die Materiepunkte von B werden
mit X bezeichnet, wobei X die rdumlichen Koordinaten des Materiepunktes zu einem
festen Zeitpunkt darstellt. Die Koordinaten X heiflen materielle Koordinaten. Zu jedem
Zeitpunkt ¢ hat der Materiepunkt X rdumliche Koordinaten x := x(X,t). Es wird vor-
ausgesetzt, dafl die Abbildung

x = x(X,t) = x(X, t)
ein Diffeomorphismus ist, so dafl insbesondere fiir jedes feste ¢ die inverse Abbildung
Xﬁl(',t) mit
X =x""(x,1)

existiert. (Siehe Abbildung 4.1.)

4.2 Die Ansitze von Euler und Lagrange

In der Punktmechanik wird die Bewegung einzelner Massenpunkte analysiert. In der
Kontinuumsmechanik kann man ebenfalls der Bewegung eines Materiepunktes folgen,
z.B. die Geschwindigkeit V(X t) des Materiepunktes X ist

0 0
V(Xat) = EX(X7t) = EX(X,t) :

Diese Betrachtungsweise heifit auch der Lagrangesche Ansatz.
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Referenzkonfiguration
des Koérpers

X (X,t) = Bewegung des Massepunkt&s

X3

2 Konfiguration des Kérpers
zum Zeitpunkt t

Abbildung 4.1: Deformation eines Korpers

In mehreren Anwendungen benutzt man den Eulerschen Ansatz, indem die Eigenschaften
der Bewegung in einem festen Punkt x betrachtet werden. Dann ist z.B.

v(x,t) = V(x '(x,t),1)

die Geschwindigkeit des Materiepunktes X, der sich zur Zeit ¢ an der Position x = x(X, ?)
befindet.

Sei nun f eine skalare Funktion die von der Bewegung abhéngig ist. Die materielle oder
substantielle Ableltung 1st definiert als

Df _ df
Dt dt

x konstant .
Ist f = f(X,t), dann folgt
Df 9
Dt 0t
d.h. Df/Dt ist einfach die partielle Ableitung von f in t- Richtung.

(X,1),

Ist f = f(x,t), dann folgt aus x = x(X,¢) und f(x,t) = f(x(X,?),t), daB

Df  Of of Oxi
DI = Uy ,t>+;a (x, >3t<Xt>
S Vi(X, 1)
= ‘Z{ +Z‘9f £ il )
oF

= 1) +grady f(x,0) v(x,1).
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Falls f eine vektorwertige Funktion ist, ist die Definition von D f/Dt komponentenweise
zu verstehen.

4.3 Die Bilanzgleichungen

Satz 4.1 (Reynoldsches Transporttheorem) Se: B(t) ein materieller Kérper.
Dann gilt:

i / f(x,t)dx = / (g{(x t)+ f(x,t) - dw v(x,t)) dx
(

Bewelis:

Das Integral iiber B(¢) wird mittels der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale
auf ein Integral iiber die Referenzkonfiguration B(0) zuriickgefiihrt:

d
%/f(x,t)d dt/ X(X, 8))| det J(X, 1)|dX .

Dabei ist J(X,t) die Jacobimatrix von y beziiglich X. Da x(X,0) = X , x stetig in X
und ¢ und x(-,¢) invertierbar fiir alle ¢, ist det J immer positiv, und die Betragstriche

d und [ konnen jetzt vertauscht werden, und man erhilt
B(0)
das Ergebnis durch Ableiten des Integranden.

konnen weggelassen werden. -

4.3.1 Erhaltung der Masse

Sei B(t) ein materieller Korper. Es gelte fiir p: R* — R

% / p(x)dx =
B(t)

Mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt:

D
F[;wLpdlvv—O

oder

% +div(pv) =0.

4.3.2 Erhaltung des linearen Impulses

Das Lex secunda von Newton gibt
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d

dt(mv) F. (4.1)

Sei B(t) ein materieller Kérper. In Anlehnung an diese Gleichung setzen wir voraus, dafl
der lineare Impuls erhalten wird. Konkret heifit es

pr / x)dx = / t-nds+ / p(x)b(x)dx .
8B(t) B(t)
Die Deutung von t und b wird spéter erlautert. Hier geniigt es zu sagen, dafl b(x) ein

Vektor ist und t(x) ein Tensor zweiter Stufe, der als 3 x 3- Matrix dargestellt werden kann.

Nach Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems folgt:

D
/ <Dt (pv) + pv div v <div t <:>pb) dx =0
B(t)

mit

3. (0t;; Oty Oty
divt =
a ; ( 3.’17, ’ 8.’1}1 ’ 8.’1}1 )

Da B(0) und x, damit auch B(t) beliebig sind, folgt

D —(pv) + pvdivv &dive Spb =0

Unter Benutzung der Gleichung fiir die Erhaltung von Masse folgt:

D
ij adivt <pb=0.

(Das erste Gesetz von Cauchy.)

4.3.3 Erhaltung des Drehimpulses

Fiir ein diskretes System von Massepunkten folgt aus den Newtonschen Axiomen, dafl
der Drehimpuls erhalten wird:

Sei nun B(t) ein materieller Korper. Hier setzen wir die Erhaltung des Drehimpulses
voraus:

d
d_/ x)dx = /th-nds+/x><p(x)b(x)dx
B(t) dB(t) B(t)
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woraus mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt, dafl

D
E(pxxv)—kp(xxv)divv@div(x><t)<:>px><b:0,

oder

D D
pﬁ(xxv)@div(xxt)épxxb:<F§+pdivv>x><v:0.

Weitere Manipulationen liefern
Dv .
PX X o X X (divt) &(grad x) x t &px x b =0,
(da 2% x v =v x v=0)und

D
X X <p8—: &div t <:>pb> &(grad x) xt =0.

In dieser Gleichung verschwindet der erste Term (erstes Gesetz von Cauchy), so daf§
schliefllich

(gradx) x t =0 .

Es gilt aber
gradx =1

und, mit Hilfe der Levi-Civita Symbole ¢;;y,
3
(grad X X t)z = Z Eijktjk ,
jik=1
so dafi

a3 <t32
grad XXt= t31 &ti3 =0,
t12 St

d.h., der Tensor t ist symmetrisch.

Dabei sind die ¢;;; definiert als

1 , falls (i,4,k) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist
<1, falls (4,7, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3) ist
0 , falls (4,4, k) keine Permutation von (1,2, 3) ist
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4.3.4 Erhaltung der Energie

d 1
E/(E+§v-v)p(x)dx - /(q—H:-v)-nds
B(t) oB(t

B(t)
mit
E = spezifische innere Energie
q Warmeflufl
t Spannungstensor
h Warmequelle
b = Volumenkraftdichte
Es folgt:
DE
P &div q &t grad v &ph =0
mit

n

t:gradv:=> )" tij%.
j

i=1j=1

Die Bilanzgleichungen sind also:

D
Ff +pdivv = 0 (Masse)

D
pf‘t’ edivt <pb = 0 (linearer Impuls)

t = t© (Drehimpuls)

DE
" Dr edivq et :gradvsph = 0 (Energie)

Diese Gleichungen miissen jetzt durch Materialgesetze (engl. constitutive laws) erganzt
werden.

4.4 Die Deutung des Tensors ¢ und Vektors b

Der Vektor b ist eine Volumenkraftdichte, z.B. Schwerkraft. Der Cauchysche Spannungs-
tensor t (Cauchy 18277) beschreibt die Spannungen innerhalb des materiellen Korpers.
Oft schreibt man:
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S

Abbildung 4.2: Kréfteverhdltnis innerhalb eines Korpers

oder

t = Tyz Oy Tyz

Die Komponenten o,,0,, 0, heiflen Normalspannungen und die Grofien

Oey = Oyz = Tay = Tyz
Oy = Oz = Tgpz = Tox
Oyz = Ozy = Tyz = Tzy

die Tangential- oder Schubspannungen.

Sei S eine Oberfliche mit dufleren Einheitsnormalen n (bzgl. B;) innerhalb eines materi-
ellen Korpers.

t - n ist die Kraft (pro Einheitsoberfliche), die das Teilgebiet B, auf das Teilgebiet B;
ausiibt (siehe Abbildung 4.2).

Es geniigt, t - e; , t - e; und t - e; zu kennen, wobei e; der Einheitsvektor in Richtung z;
ist (siehe Abbildung 4.3).
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€; t e
Elemente des 2

Cauchyschen Spannungstensors tn
o3
A ez
=~ T32
31 3 -1 e,
\ )A\ |
113
02
T2 12
1 N Tetraeder
/ e> mit Oberflachen-
e, kraften

Abbildung 4.3: Der Spannungstensor t

4.5 Wellen im elastischen Material

Als Beispiel einer Anwendung der Bilanzgleichung betrachten wir Wellen in einem
elastischen Material (siehe Allen, Herrera und Pinder [1988, S. 35]).

Es wird vorausgesetzt, dafl keine Volumenkrafte vorhanden sind, so daf

D
p—v<:>divt:0.

Dt
Sei
U =x&X.
U heifit Verschiebungsvektor.
Dx DU 00U ou
= — = — = — . d ~ ——
VED T e e TV ERAUR
falls v und grad U klein sind.
Ebenfalls gilt
Dv 0’U
Dt~ a2’
so daf
2
sdivt=0.

P o
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Sei
1 T
e:= §(grad U + (grad U)") .

e heifit Verzerrungstensor.

Dem Hookschen Gesetz (Hooke 1678) zufolge gilt:
t = 2ue + A spur(e)l

wobei A und u positive Konstanten sind.
Damit liegt ein System von drei partiellen Differentialgleichungen fiir die drei Kompo-
nenten von U vor.

U
U=] 0
0
so folgt
°Uy k82U1
o2 Ox?

mit k£ = ’\+—p2“ , d.h. U erfiillt die eindimensionale Wellengleichung.
Literatur:

Allen, M.B., Herrera, I. und Pinder, G.F.: Numerical Modeling in Science and
Engineering. Wiley, 1988.

Becker, E. und Biirger, W.: Kontinuumsmechanik. Teubner, 1975.

Truesdell, C.: A First Course in Rational Continuum Mechanics. Academic Press, 1977.






Kapitel 5

Die Kontinuumsmechanik: die
Stromungsmechanik

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden Anwendungen der Bilanzgleichungen in der Stréomungsmecha-
nik behandelt.

Dp

Dt +pdivy = 0 (Masse) (5.1)
Dv . .
- edivtspb = 0 (linearer Impuls) (5.2)
t = t7 (Drehimpuls) (5.3)
DFE . .
p— <divget:gradveph = 0 (Energie) (5.4)

Dt

5.2 Die Eulerschen Gleichungen

In einer reibungslosen Flissigkeit gilt:

< 0 0
t=<pl = 0 < 0 (5.5)
0 0 &p

wobei p = p(x,t) den Druck bezeichnet. Die Bilanzgleichung (5.1) dndert sich nicht. Die
Drehimpulsgleichung (5.3) wird automatisch erfiillt. Gleichung (5.2) vereinfacht sich:

Dv 1
— 4+ - dp=Db. 5.6
Dt+pgra p (5.6)

Diese Vektorgleichung nennt man die Eulersche Gleichung.
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Unter den Voraussetzungen q = 0 und h = 0 nimmt die Energiegleichung (5.4) die Gestalt

DFE

an.
Die Massenbilanz- oder Kontinuitdtsgleichung (5.1), die Eulersche Gleichung (5.6) und
die Energieerhaltungsgleichung (5.7) bilden ein System von fiinf Gleichungen fiir die sechs

Unbekannten v, p,p, E. Es fehlt noch eine Materialgleichung. Zwei Materialgleichungen,
die oft benutzt werden, sind die allgemeine Gasgleichung

p=RTp (5.8)

mit Konstanten R und 7" und

mit Konstanten o und +.

Die Eulerschen Gleichungen werden oft bei der Modellierung von Luftbewegungen einge-
setzt.

5.3 Die Navier-Stokes-Gleichung

(5.5) gilt fiir reibungslose Fliissigkeiten. Fiir zdhe Flissigkeiten sind Schubspannungen
vorhanden. In Abbildung 5.1 wird die Stromung einer Fliissigkeit zwischen zwei Platten
gezeigt. Die untere Platte ist fest, die obere Platte hat die horizontale Geschwindigkeit
U.

Wire die Fliissigkeit reibungslos, bliebe sie in Ruhelage. Ist sie hingegen zdh, dann haftet
sie an den Plattenwéanden, so dafl die Geschwindigkeitsverteilung

u=Uvy/a (5.10)

nach geraumer Zeit angenommen wird. Die Kraft, die erforderlich ist, um die Bewegung
der oberen Platten aufrecht zu erhalten, ist - nach Newton -

U ou
T=hn —ua—y (5.11)
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y

a u=Uy/a

Abbildung 5.1: Strémung zwischen zwei Platten

wobei die Konstante p die Zdhigkeit beschreibt. Also ist die Schubspannung 7 ist eine
lineare Funktion der Ableitung g_Z'

Es kann gezeigt werden, dafl die allgemeinste lineare Beziehung zwischen t und dem
Deformationsgeschwindigkeitstensor

1
D := E(grad v + grad v7) (5.12)

folgende Gestalt hat:

t =<pl+ Asp(D)1 + 2uD (5.13)

mit Konstanten A\ und . Fliissigkeiten, die dieses Materialgesetz erfiillen, heiflen New-
tonsche Flissigkeiten. (Diese Gleichungen sind der Hookeschen Gleichung sehr dhnlich.)

Ist die Fliissigkeit inkompressibel, d.h.

Lo, (5.14)

folgt aus der Massenbilanzgleichung

divv =0, (5.15)

so daf
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sp(D) =divv=0. (5.16)

Die Materialgleichung fiir t wird dann

t = <pl +2uD (5.17)

Sei nun

b=0,q=0,h=0. (5.18)

Die Bilanzgleichung fiir den linearen Impuls (5.2) wird

D
pf‘t’ div(epl + 2uD) = 0. (5.19)
Es gilt
Dv ov n q
— = p—+v-gradv
Dt = P TVE
2divD = div(grad v + (grad v)?)
= Viv,
so daf
ov ) 9
p§+v-gradv:<:>d1vp+qu. (5.20)

Diese Gleichung heifit die Navier-Stokes-Gleichung. Komponentweise geschrieben:

puL + ULy + VUy + WU, = Epy + plAu
Pt + uv, + Vv, +wu, = Epy + pAv (5.21)
pwi + uwy + vwy +ww, = Ep, + pAw

Hierzu kommt noch die Kontinuitatsgleichung

divv=u,+v,+w,=0. (5.22)
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5.4 Die Theorie von Biot fiir den wasserdurchtriankten
Erdboden

Die Theorie von Biot ist ein Versuch, das Verhalten von wasserdurchtranktem Erdboden
zu modellieren. Insbesondere soll die Senkung des Bodens wegen erhohten Oberflachen-
druckes erklart werden (engl.: consolidation).

Es wird vorausgesetzt, dafl der Boden ein elastisches Skelett ist, das mit Wasser
durchtrankt ist. Das Volumenverhé&ltnis Wasser : Boden wird mit f bezeichnet.

Die Verschiebungsvektoren des Skeletts bzw. Wassers werden mit u bzw. U bezeichnet.
e und E bezeichnen die entsprechenden Verzerrungstensoren:
1 T
e = §(grad u+ (grad u)”)
1
E = Q(grad U + (grad U)")

Der Spannungstensor t besteht nun aus zwei Teilen:

Or +0 Ogy Oz
t=1 o oy +0 0Oy ,
Oy Oy o, +0
WO 04,04y, ... ,0, die Spannungen in dem Skelett sind und o der Wasserdruck ist.

Das Hookesche Gesetz wird verallgemeinert:

t <ol = 2pe+ del + Qel

0 = Qe+ Re

mit
e = sp(e),
e = sp(E).

Die folgenden sechs Gleichungen konnen dann hergeleitet werden:

pAu+ A+ p+Q)grad e+ (Q + R)grade = 0
grad(Qe + Re) = b
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5.5 Die Wettervorhersage

Die Wettervorhersage ist ein Beispiel fiir eine Anwendung komplexer numerischer
Methoden. Es gibt mehrere Modelle, die sich beziiglich Komplexitat, Vorhersagezeitraum
und dem geografischen Anwendungsgebiet unterscheiden. Stellvertretend fiir Wetter-
vorhersagemodelle nehmen wir das Vorhersagemodell des Europaischen Zentrums fiir
Mittelfristige Wettervorhersage (EZMW) (siehe Tiedtke [1984]):

1) Einleitung

Das Vorhersagemodell des Europdischen Zentrums ist ein rein deterministisches Modell,
bei dem die hydro-thermodynamischen Gleichungen numerisch integriert werden.
Hinsichtlich seiner Struktur unterscheidet es sich deshalb nur wenig von Modellen, mit
denen man Kurzfristvorhersagen (Vorhersagezeit von 2-3 Tagen) erstellt. Unterschiede
bestehen jedoch beziiglich der Komplexitat der Modellphysik und der Grofle des
Integrationsgebietes. Zur Modellphysik ist zu vermerken, daf kurzfristige Anderungen
der atmosphérischen Strémung im wesentlichen durch die Umverteilung von kinetischer
und potentieller Energie im Zusammenhang mit dem Auftreten von barokliner und baro-
troper Instabilitdat bestimmt werden. Der Erfolg von Kurzfristmodellen hangt deshalb in
erster Linie davon ab. diese Umwandlungsprozesse moglichst genau zu simulieren. Uber
langere Zeitintervalle gewinnen jedoch irreversible Prozesse (Produktion und Dissipation
von Energie) zunehmend an Bedeutung, so daB8 die Modellphysik in Modellen zur
Mittelfristvorhersage zwangslaufig umfangreicher, aber damit auch rechenintensiver
wird. Das Vorhersagemodell des EZMW ist in dieser Hinsicht eher einem Zirkulati-
onsmodell vergleichbar als einem Kurzfristmodell. Beziiglich des Integrationsgebietes
ist zu bedenken, dafl der Einflulbereich fiir das an einem bestimmten Ort auftretende
Wetter mit Vergrolerung des Vorhersagezeitraumes schnell anwachst. Wahrend die
Wetterentwicklung in Mitteleuropa bis zu zwei Tagen in den meisten Féllen nur durch
Vorgédnge im Europdisch-Atlantischen Raum bestimmt wird, kann sich der EinfluSder
Siidhemisphéare in Europa bereits innerhalb einer Woche bemerkbar machen. Das Modell
des EZMW erfafit aus diesem Grund den gesamten Globus.
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2) Modellgleichungen

Im folgenden wollen wir die wichtigsten physikalischen Eigenschaften des Modells an
Hand der Modellgleichungen illustrieren. Die Modellgleichungen (1) bis (6) basieren auf
den Bilanzgleichungen fiir Impuls, Warme, Wasserdampf, der Zustandsgleichung fiir
ideale Gase und der statischen Grundgleichung. Hierbei sind bereits die zwei grundsatz-
lichen Annahmen gemacht worden, dafl Luft sich wie ein ideales Gas verhélt und daR alle
Zustandsanderungen im hydrostatischen Gleichgewicht verlaufen, was fiir groiraumige
Bewegungen mit sehr guter Naherung zutrifft. Die letzte Annahme erlaubt es uns
auch, die Gleichungen im p-System, d.h. mit dem Druck p als Vertikalkoordinate zu
formulieren. Die Gleichungen verkniipfen die zeitlichen Anderungen der Zustandsgréfien
Wind, Druck, Temperatur, Dichte und Feuchte mit den reversiblen Prozessen wie
Advektion und Energieumformungen (gegeben durch die Terme auf der linken Seite der
Gleichungen und den irreversiblen Prozessen in Verbindungen mit Strahlungstransfer,
Phasenumwandlungen und subskaligen Transporten (Terme auf der rechten Seite
der Gleichungen). Die Existenz der subskaligen Terme beruht, wie in Promet 1’72
ausgefithrt wurde, auf der fiir die numerische Integration notwendigen Diskretisierung
der Gleichungen, wobei die abhdngenden Verdnderlichen entweder in einem rdumlichen
Gitternetz oder mit Hilfe endlicher Reihenentwicklungen nach orthogonalen Funktionen
(z.B. Kugelflachenfunktionen) dargestellt werden. Die Gleichungen (1) bis (6) stellen
das Grundgeriist dar, von dem wir im folgenden ausgehen, wenn wir die wichtigsten
Annahmen zur Simulation der reversiblen und irreversiblen Prozesse diskutieren.

Hydrodynamische Bewegungsgleichung

5 0
%—FV-VVH—FVH(ﬁ‘kaXVH:@ga_ijLFM (1)

Erster Hauptsatz der Thermodynamik

p (%—f +v- VT) Saw=0Q+ L(C <E) @Q%H +c, Fr (2)

Kontinuitdtsgleichung

ow
. — =0 3
Vi vy + 3 (3)
Wasserdampf-Bilanzgleichung
@—f—v Vg=<(C<E) & gW+F (4)
Bt 7= Tap ‘

Zustandsgleichung idealer Gase

p<RpT, =0 (5)
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Statische Grundgleichung

o6 1
"5 =" (6)

Die verwendeten Symbole haben folgende Bedeutung:

T,p,p

STMUTL NRAS AR NS <

a0

M, FT; Fq

C,E

Literatur:
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Temperatur, Druck, Dichte

3 dim. Geschwindigkeitsvektor

_ d

=@

horizont. Geschwindigkeitsvektor
Wasserdampfgehalt (spez. Feuchte)

=T(1+ 0.6077q) virtuelle Temperatur
_1
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Gravitation

vertikaler Einheitsvektor
Gaskonstante trockener Luft
Kondensationswdrme

spez. Wdrme trockener Luft ber konstantem Druck
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Kapitel 6

Die Advektionsgleichung u; + cu, =0

6.1 Einfiihrung
Wir betrachten die Gleichung
Ut +cuy =0 (6.1)

Ohne Einschrankung kann ¢ > 0 angenommen werden: Ist ¢ < 0, betrachtet man
v(z,t) == u(<e, t); v erfiillt dann die DGL. v; <cv, = 0.

Diese Gleichung wurde schon in Absatz 3.4 hergeleitet, und zwar in der allgemeineren
Form

%—i—v-gradu:().

Fiir den Fall n = 1 geben wir eine einfache Herleitung:

Eine Fliissigkeit (Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in
der Richtung der positiven x-Achse. Die Fliissigkeit tragt einen Schadstoff mit sich. Die
Dichte (Masse pro Langeneinheit) des Schadstoffes sei u(z,t). Der Flufl des Schadstoffes
(die Masse, die in einer Zeiteinheit an dem Punkt z vorbeiflieit) sei ¢(z,¢).

Da die Masse erhalten bleibt, folgt fiir alle Intervalle V = (zq,z2) , da

9
= / u(z, t)dz = q(z1,) Sq(z2, 1) , (6.2)
14
so daf
a 1 b Q(-T% t) <:>q(xl, t) o
o [m e / u(z, t)de +l e ~0. (%)
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so daf

/ut(m,t)dx +1

T1

1

To <=1

(x2,t) ©q(z1,1)
To <

=0.

Falls u stetig differenzierbar ist, folgt bei Anwendung des Mittelwertsatzes, dafl fiir z, <

1 =T

Ou(z,t) N dq(z,t)

ot Oz =0.

Bemerkung 6.1 Wendet man den Mittelwertsatz auf (*) an,

q(z2,t) ©q(71,1)

=0
ot Ty =T

so kommt man nicht weiter, da £ von ¢ abhédngt.

Es gilt weiter

q(z,t) = cu(z,t) .

Aus (6.3) und (6.4) folgt:

o, ou_,
ot cam_ '

6.2 Die allgemeine Lésung
Zur Losung von (6.1) wird eine neue Variable ¢ eingefiihrt:

= &t
r = E+ct.

Wir betrachten deshalb die Hilfsfunktion

v(&,t) == u(€ + ct,t) .
Aus (6.1) und (6.7) folgt:
ov  Ou O(+ct) Ou Ou ou

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
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d.h. v(&,t) ist von ¢ unabhéngig. Sei

(&) = (&) - (6.9)
Es folgt aus (6.7) und (6.9), da

u(z,t) = p(§) = p(z ct) . (6.10)
Umgekehrt sei ¢ : R &= R, p € CY(R),u(r,t) = p(r <ct) . Dann gilt :
ug + cuy, = e’ (z Sct) + cp'(z Set) = 0.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Lemma 6.1 Sei Q) C R? ein konvezes zusammenhdngendes Gebiet. u(zr,t) € C'(R x
R) ist genau dann eine Losung der Gleichung

us +cu, =0
in Q, wenn es eine Funktion ¢ € C'(R) gibt mit
u(z,t) = p(z ©ct), (z,t) € Q. O

Bemerkung 6.2 Die Lésung u(z,t) = ¢(z<ct) kann man auch mit der Methode von
Lagrange herleiten (siehe Anhang A).

6.3 Charakteristiken

Sei £ € R . Es folgt aus (6.10) oder Lemma 1, daf3 jede Lésung u(z,t) der Gleichung (6.1)
auf der Kurve C; :

Ce:(z,t) ERxRiz ot =¢ (6.11)

konstant ist:

u(z ect) = 9(€), (z,t) € Ce . (6.12)

Diese Tatsache kann graphisch dargestellt werden (Abbildung 6.1). Die Kurven C; heifien
Charakteristiken der Gleichung (6.1). Diese Definition ist im Einklang mit einer anderen
umfassenderen Definition von Charakteristiken, die spater gegeben wird.
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/ =

-1 1 2 X

Abbildung 6.1: Charakteristiken der Gleichung u; + cuy =0

“(z —ct,0) u=r "

Abbildung 6.2: Das Anfangswertproblem

6.4 Anfangswert- und Anfangswert-
Randwertprobleme

In Anwendungen wird meistens nach einer Losung gesucht, die bestimmte Bedingungen
erfiillt. Aus Abb. 6.1 sieht man, da8 fiir die Gleichung (6.1) zwei sinnvolle M&glichkeiten
existieren:

6.4.1 Das Anfangswertproblem

(AW) :u(z,0) = fi(z), z € R. (6.13)

Da u(z,t) auf jeder Charakteristik C; konstant ist, folgt (siehe Abbildung 6.2):

u(z,t) = u(z <ct,0) = fi(z <ct) .
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(z,1)

Y

(z —ct,0) u=f1 T

Abbildung 6.3: Das Anfangswert-Randwertproblem

— |

(8) AWP (13) (b) AW - RWP (14) (C) AW - AWP (15)

Abbildung 6.4: Mogliche Anfangswert-Randwertprobleme

6.4.2 Das Anfangs-Randwertproblem
(AW) s u(z,0) = fi(z), z€Ry,
(RW) :u(0,8) = folt), teR, . (6.14)

Die Losung ist (siehe Abbildung 6.3):

u(z,t) = u(zxect,0)= fi(zect), fir z>ct
u(z,t) = u(0,t<x/c) = folt x/e), fiir z<ct.

Die Bezeichnungen Anfangswert bzw. Randwert stehen in Zusammenhang mit der
Identifikation von x und ¢ als Ortsveranderliche bzw. Zeitverdanderliche.

Die Probleme werden nochmals in Abbildung 6.4 dargestellt, wobei die Kurven, auf denen
die Losung u vorgeschrieben ist, fettgedruckt sind.
Das dritte Problem in Abbildung 6.4, namlich
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u(z,0) = fi(z), ze R
u(0,t) = folt), te Ry (6.15)

ist moglicherweise widerspriichlich, da die Bedingung
fa(t) = u(0,t) = u(<et,0) = fi(<et)

erfiillt werden muf. f; kann hier also nicht frei gewahlt werden.

Aus diesem Beispiel geht hervor, dafl nur bestimmte Anfangswert- und Randwert-
probleme sinnvoll sind, und dafl die sinnvollen Bedingungen von der partiellen
Differentialgleichung abhéngig sind. Z.B. fiir ¢ < 0 waren die Kombinationen (a) und (c)
in Abbildung 6.4 sinnvoll und die Kombination (b) mdglicherweise widerspriichlich.

6.4.3 Sachgemif gestellte Probleme

Definition 6.1 Ein Anfangswert- oder Anfangs-Randwertproblem heifit sachgemdyfs
gestellt (engl. properly posed), wenn es folgende Forderungen erfillt:

1. Existenz: Es eristiert mindestens eine Lésung.
2. Eindeutigkeit: Es gibt hochstens eine Losung.

3. Stetige Abhingigkeit: Die Lésung u st von den Daten (z.B. f; und f, bei
dem AW-RWP) stetig abhdngtg.

Bemerkung 6.3 Diese Definition ist gewissermaflen unvollstindig, da folgendes
nicht prdzise festgelegt wird:

a) der Raum (oder die Menge), in dem (in der) Losungen liegen miissen,
b) der Begriff stetig abhdngig.

Die Definition mufl deshalb problembedingt erginzt werden.

Bemerkung 6.4 Der Begriff sachgemdfl gestellt wurde von Hadamard zuerst ein-
gefihrt und wird deshalb manchmal als “sachgemdfi gestellt :m Sinne von Hada-
mard” bezeichnet.

Beziiglich der Gleichung (6.1) gilt:
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1. Das Anfangswertproblem (6.13) ist sachgemafl gestellt.
2. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.14) ist sachgemafl gestellt.
3. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.15) ist nicht sachgemé&s gestellt.

4. Das Anfangswert-Randwertproblem in Abbildung 6.5 ist sachgemafl gestellt.

Beispiel 6.1 Als Beispiel ewnes schlecht gestellten Problems qilt die
Rickwdrtswdarmeleitungsgleichung. Die Wdrmeleitungsgleichung fir die Tem-
peratur u(z,t) in einem unendlich langen Stab am Punkt r € R zur Zeit t
ist:

Up = Ugy (6.16)

Das iibliche sachgemdf$ gestellte Problem besteht daraus, die Temperatur u(z,t) zur
Zeitt > 0 zu bestimmen, wenn die Temperatur zur Zeit t = 0 vorgeschrieben ist. D.
h. man betrachtet das AWP:

u(@,0) = flz), zeR (6.17)
Ug = Uy fur zeR teR,.
Man kann sich aber fragen, welche Temperaturverteiung zur Zeit t = 0 die Tem-
peraturverteilung u(z,1) := f(z) verursachen wiirde. D. h. finde u(z,0) = g(x), so
daf3
1) = R
Uy = Uy, xTER teRy.
Dieses Problem kann transformiert werden. Sei
= 1
s et (6.19)
v(z,s) = u(z,1<s)
Das Problem lautet dann: Finde v(z,1), so daf :
US = <:>U(L'(L' 9 xr G R, t G RF.

Dieses 1st ein AWP fir die Rickwartswdrmeleitungsgleichung

Vy = gy (6.21)
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— —__\/”—‘\\

u=fi ™
Abbildung 6.5: Ein AW-RWP fiir us +u, =0

Daj3 das Problem 6.20 schlecht gestellt ist, erkennt man aus der Losung

2, 2
i(z,s) =ee® T b sin nrz.

Es qilt ndamlich

1f(@)]leo = [lu(z; D]]oo
[19(, 0)lloo
max |o(z,0)| =€,

= € y

aber
l9(2)lloo = [[u(z,0)]]oo
= ||17(m,1)||020
= max|e " T sinnrz
2, 2
= ee” T . 0

6.5 Abhingigkeits- und Bestimmtheitsbereiche
Aus Abbildung 6.6 sind zwei Folgerungen fiir das AWP (6.13) ersichtlich:

1. Die Losung u héngt im Punkt (z,¢) nur vom Wert u(z<ct, 0) ab, d.h. der Abhdngig-
keitsbereich (engl.: domain of dependence) des Punktes (z, ¢) ist der Punkt (z<ct, 0)



6.6 Anwendungen in der Biologie 57

(z,1)

(.’17 - c{, 0) T1 9

Abbildung 6.6: Abhangigkeits- und Bestimmtheitsbereiche
2. Die Werte von u(z,0) ,
<z <19,
bestimmen die Lésung im Streifen
Q={(z,t) : zy &ct <z &ct < zy &0t}

d.h. Q ist der Bestimmtheitsbereich (engl.: domain of influence) der Strecke

I={(z,t):t=0, z1 <z <z} .

6.6 Anwendungen in der Biologie
Advektion wird nur selten allein betrachtet. Die Advektions-Diffusionsgleichung
Up = CUy + D Uy,

die sowohl Advektion als auch Diffusion beriicksichtigt, hat viele Anwendungen, die wir
spater erwahnen (siehe Kapitel 8). Eine mogliche Anwendung der Advektionsgleichung
ware der Transport von Hormonen durch das Kreislaufsystem.

Hormone sind chemische Nachrichtentrager, die in spezialisierten Zellen (inkretorischen
Driisenzellen) produziert und von diesen in die Blutbahn sezerniert werden. Auf
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dem Blutwege gelangen die Hormone an die Zielorgane und iiben dort eine spezifische
Wirkung aus. Nur die Zellen der Zielorgane besitzen Rezeptoren fiir das entsprechende
Hormon. Sie kénnen deshalb die chemisch codierte Nachricht des Hormons lesen. (siehe
R. F. Schmidt und G. Thews [Hrsg.|, Physiologie des Menschen, 25. Aufl., Springer,
1993, Seite 390).

Der Transport der Hormone in einem Blutgefafl kénnte durch die Advektionsgleichung
modelliert werden,

us + cuy = 0.

Die Geschwindigkeit ¢ des Blutes ist ortsabhangig und variiert um einen Faktor von etwa
1000:

Aorta: 33em/s = 3,310 'm/s
Kapillaren: 0,3mm/s = 310" m/s

Der normale Mensch hat etwa 5 1 Blut, das im Durchschnitt einmal pro Minute durch
das ganze Kreislaufsystem fliet. Wird der Ausstof8 eines Hormons zur Zeit ¢ = 0 erhoht,
kann die Wirkung erst nach einer Zeit
x
t="=

c
erfolgen, wo z die Lange des Blutkreislaufs zwischen der Driise und dem Empfangsorgan
ist.



Kapitel 7

Einfache Differenzenverfahren fiir die
Advektionsgleichung u; + cu, =0

7.1 Einfiihrung

Die ersten numerischen Methoden, die allgemein zur Loésung von Anfangs- und
Randwertaufgaben eingesetzt wurden, waren die Differenzenverfahren. Schon um die
Jahrhundertwende wurden einige analytische und numerische Ergebnisse erreicht (Runge
[1908], Richardson [1911], Liebmann [1918]). Die theoretischen Grundlagen wurden u.a.
in der beriihmten Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928] geschaffen.

Zwischen etwa 1930 und 1950 wurden Differenzenverfahren eingesetzt, um mehrere
wichtige praktische Probleme zu 16sen (Southwell [1940, 1946, 1956]). Ab 1950 nahm die
Anzahl der Anwendungen mit der zunehmenden Verfiigbarkeit von Computern rasch
zu. Die Biicher von Collatz [1955] und Forsythe und Wasow [1960] beinhalten zahlreiche
Hinweise auf all diese frithen Entwicklungen.

Die Grundidee des Differenzenverfahrens ist, die Losung u(x,t) einer partiellen Diffe-
rentialgleichung in einer Menge von Gitterpunkten (x;,¢;) zu approximieren, indem die
partiellen Ableitungen durch Differenzen ersetzt werden. Um die Methode zu beschreiben,
betrachten wir zuerst das Anfangsrandwertproblem fiir die Advektionsgleichung:
Problem 1: Das Anfangsrandwertproblem:

utcu, = 0, a<z<b, 0<t<T
u(z,0) = f(z), a<z<b (7.1)
u(a’t) = ¢(t)’ 0<t<T

Die Losung von (7.1) wird in Abbildung 7.1 dargestellt (siehe Kapitel 6).
Zur numerischen Loésung des Problems 1 mit einem Differenzenverfahren wird ein
gleichmaBiges (N + 1) x (M + 1) Gitter auf G := (a,b) x (0,T") gelegt:
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t

u(x,t) =u(a(ct-x+a)c)= @((ct-x+a)c)

X=a+ct

uxt)=u((x-ct),0)=f(x-ct)

a u=f b

Abbildung 7.1: Das ARWP fiir u; + cu; =0

bea

h = Az:=
z N

T
k = At:=—

M’
z;, = atih, 0<i<N,
tp = jk, 0<j<M.

Die Menge der Gitterpunkte wird mit G},  bezeichnet und in Abbildung 7.2 dargestellt.
Die exakte Losung u(z,t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine Ndherung

u™* approximiert:
u(zy,ty) = u* (2, t5) = uZ’J-k
Die Werte
uly = u(z,0) = f(z;), 0<i<N
upf = u(0,t) =o(t;), 0<j<M (7.2)

liegen vor. Ein Differenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es ermdglicht, die iibri-
gen Werte von uf]k zu berechnen. In den nachsten Abschnitten werden mehrere Differen-
zenverfahren vorgestellt.

7.2 Approximation von Ableitungen durch Differen-
zen

Sei u € C?(G) . Aus der Taylorreihenentwicklung
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J
d o (N,M)
(O,M)
®
i j+1 At=k
@ ® @
I-1,] 1] I+1,]
. L
(0,0) A x=h (N,0)
a b
Abbildung 7.2: Das Gitter Gy,
u(x—i—h,t):u(x,t)—i-h%(x,t)—i—%%(x,t)qk.. (7.3)
folgt
O (o,1) = LEEROSUBD 63 = D (hyu(a, 1) + O(R) (7.4)
mit
h Dyz(h)u(z,t) = u(z + h,t) Su(z,t) . (7.5)
Ebenfalls gilt:
% (z,t) = D_z(h)u(z,t) + O(h) (7.6)

mit
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z,t) Su(xr <h,t)

D_h) =Y (7.7)
h
und
ou 9
o (z,t) = Doy (h)u(zx,t) + O(h?) (7.8)
mit
u(z + h,t) Su(z &h,t
Do, (h) := ( ) ( ) (7.9)
2h
Wenn keine Verwirrung mdoglich ist, schreibt man Dy statt Dy, (h) usw.
Selbstverstandlich gelten dhnliche Formeln fiir partielle Ableitungen nach ¢, z.B.
ou
e (z,t) = Dy(k)(z,t) + O(k) (7.10)
mit
t+k)& t
Do(k)uls, t) = Ut R Sul@,t) (7.11)

7.3 Ein einfaches Differenzenverfahren
Sei u € C?(G) eine Losung der Gleichung
up + cuy, = 0. (7.1)
Es folgt aus (7.4), (7.5), (7.10), (7.11), daB
Di(k)u(zs, tj) + ¢ Dig(h)u(z;,t;) =O(h) +O(k) fir 0<i<N,0<j<Mel.
(7.12)

Als Approximation zu u(z;,t;) wird uf]k genommen, wobei u"* die Losung der Gleichung
(7.12) mit rechter Seite gleich Null ist:

D™ (25, t5) + ¢ Dygu* (zi,t5) = 0 (7.13)

oder
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&)

@,

Abbildung 7.3: Das Molekiil

Abbildung 7.4: Die Anfangs- und Randwerte

h.k h.k h.k h.k
Ui 1 Ui j Uit1j Uij

k h

~0. (7.14)

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl der Quotient k/h konstant bleibt:

k
A= €R. (7.15)

Statt u* geniigt es, u” zu schreiben, da k = A\h . Die Gleichung (7.14) wird in die folgende
Gleichung iiberfiihrt:

ufj S+ eA)ul; +edudyy ;=0 (7.16)

Die Gleichung (7.16) kann als “Molekiil” grafisch dargestellt werden (Abbildung 7.3):
Nun betrachten wir das Problem 1. Einige Anfangs- und Randwerte von u(z,t) sind
vorgeschrieben, und die entsprechenden Werte von uf] sind in (7.2) angegeben worden.

u’ll,l <1+ c/\)u’f,o + c/\ug,o =0.
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(N, M)

Abbildung 7.5: Punkte, wo u” aus ... berechenbar ist

Da die Werte u’f,o und u;"o schon bekannt sind, kann u’f,l berechnet werden. Durch wieder-
holte Anwendung der Gleichung (7.16) kann »" in allen Gitterpunkten berechnet werden,
die in Abbildung 7.5 mit einem Kreuz markiert sind.

In den iibrigen Gitterpunkten (4, j) kann (7.16) nicht angewandt werden, da u},, ; , nicht
bekannt ist.

7.4 Ein zweites einfaches Differenzenverfahren

Im vorherigen Absatz wurde die Gleichung
us +cuy =0
durch die Differenzengleichung
D u" + ¢ Diu =0

approximiert. Wird die Ableitung u, durch D , statt D,, approximiert, dann erhalten
wir folgende Gleichung:

h

u?,j—i—l (1 <:>c)\)u2j Seduy ;=0 (7.17)

deren Molekiil in Abbildung 7.6 gezeigt wird:

Ein wesentlicher Unterschied zu (7.16) besteht darin, daf8 die Approximation u" sich mit-
tels (7.17) in allen Gitterpunkten berechnen 148t, was darauf hindeutet, daf (7.17) mogli-
cherweise eine bessere Approximation als (7.16) ist. Dieser Verdacht wird im néchsten
Abschnitt bestatigt.

7.5 Die Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung

In diesem Absatz beschreiben wir eine sehr wichtige notwendige Stabilitdtsbedingung
fiir Differenzenverfahren. Diese Bedingung heifit Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung
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) @9

Abbildung 7.6: Das Molekiil II

oder auch CFL-Bedingung in abgekiirzter Schreibweise. Diese Bedingung wurde zum
ersten Mal in der beriihmten klassischen Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928]
veroffentlicht. Diese Bedingung ist oft die einzige bekannte Bedingung fiir Stabilitat.

Der Grundgedanke der CFL-Bedingung ist folgender: Es 1aft sich in manchen Fillen
feststellen, da8 die Losung einer partiellen Differentialgleichung an der Stelle (z,¢) von
einigen Anfangs- und Randwerten abhéngig ist. In Kapitel 6 ist der Abhéngigkeitsbereich
fiir das Anfangswertproblem fiir die Gleichung

U +cuy, =0

untersucht worden. Es wurde festgestellt, dal der Abhangigkeitsbereich der Losung v im
Punkt (z,t) der Punkt (z <ct,0) ist:

AB(u; (z,t)) = (z ©ct,0) . (7.18)

Fiir eine Differenzengleichung ist es auch moglich, einen Abhangigkeitsbereich zu finden.
Als erstes Beispiel betrachten wir die Differenzengleichung (7.16)

UZJ"H <1+ c)\)uzj +cA U?+1,j =0.

Die numerische Losung uf] +1 im Punkt (4,7 + 1) ist von den Werten der numerischen
Losung in zwei Gitterpunkten im vorherigen Zeitintervall abhangig: (i + 1, ) und (¢, 7).
Durch Wiederholung wird sofort gesehen, da8 der Abhangigkeitsbereich fiir u" im Punkt
(z;,t;) das Intervall (z;, z;;;) auf der x-Achse ist:

AB(u"; (zi,t;)) = {(2,0) 1 z; < x <z, } .

Aus den Gleichungen

A = k/h
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folgt

AB(u"; (z,t)) = {(£,0):z<z<z+t/\} (7.19)
fir (m,t) € Gy

Fiir die Gleichung (7.17) ergibt sich dhnlicherweise:

AB(u"; (z,t)) = {(z,0):z&t/A <z <z} (7.20)
fir (l‘,t) € Gy

Satz 7.1 (CFL-Bedingung) Fir die Konvergenz eines Differenzenverfahrens ist es
notwendig, dafl der Abhdangigkeitsbereich der Differentialgleichung im Abschlufl des
Abhdangigkeitsbereiches der Differenzengleichung beim Grenzibergang von h gegen 0
enthalten 1ist.

Fiir alle (z,t) € G gilt dann genauer:

Ist (zp,t,) € G}, eine Folge von Gitterpunkten mit (zy,t,) — (z,t) und & € AB(u; (z,t)),
dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0, so dafl

B.(§) N AB(u"; (21, th)) # ¢

fiir 0 < h <6, wo B,({) den Kreis mit dem Radius ¢ und dem Mittelpunkt ¢ bezeichnet.

Beweis:
Sei die CFL-Bedingung nicht erfiillt. Dann gibt es (z,t) € G , £ € AB(u;(z,t)), eine
Folge {(z, tn)}, (zh,tn) — (z,t) und ein € > 0, so daf

B.(§) N AB(u"; (21, th)) = ¢

fiir alle > 0, d.h. Anderungen der Anfangs- oder Randdaten in B.(§) dndern die Losung
u in (z,t), aber nicht die Approximationen u" in den Gitterpunkten (z, ).
Es ist deshalb mdglich, die Anfangs- oder Randwertdaten so zu wahlen, dafl der Limes

: h
lim (2, 1)

entweder nicht existiert oder nicht gegen u(z,t) konvergiert.

Beispiel 7.1 Es folgt aus (7.17) und (7.19), dal die Approximation (7.16) die CFL-
Bedingung fiir das Problem
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U +cu, = 0, ¢>0,t>0
u(z,0) = f(z), z€R (7.21)

nicht erfiillt.

Beispiel 7.2 Es folgt aus (7.18) und (7.20), da die Approximation (7.17) die CFL-
Bedingung fiir das Problem erfiillt, genau dann, wenn

T &t € [zet/), 7]

d.h. genau dann, wenn

eA<1. (7.22)

Diese Bedingung heifit die CFL-Bedingung fir das Differenzenverfahren (7.17) bzgl.
des Problems (7.21).

Die CFL-Bedingung (7.22) ist nur eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz. Dafl diese
Bedingung :n diesem Fall auch hinreichend ist, wird in den nachsten beiden Abschnitten
bewiesen.

7.6 Beweis der Konvergenz beziiglich || - ||«

Sei u"(z,y) die numerische Lésung des Anfangsrandwertproblems (7.1), die mit der Dif-
ferenzenapproximation (7.17) berechnet worden ist. Wie oben gezeigt worden ist, ist die
CFL-Bedingung

e <1

eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz. In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl die
CFL-Bedingung in diesem einfachen Fall auch hinreichend ist.

Zuerst werden einige Notationen eingefiihrt:

uij = u(zs,tj) (die exakte Losung)

N I
Cij = €= U U (der Fehler)

Satz 7.2 Sei u € C?(G) eine Lésung von (7.1), u" eine mit Hilfe von (7.17) berech-
nete Approrzimation und Ac <1 . Dann gilt:
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ul; Suig| < (JA)My(c+ N)Az/2

wobet

0%u
OzPOote

M, := sup max
G bptre=2

Beweis:
Durch Taylor-Entwicklung folgt mit (7.1):

M_Fcusz, 1<i<N, 1<j<Msel

At Azx
mit
O?u(z;, 7) At O*u(é,t;) Az
fi=—p 5 T T
wobei
T € (tjtjp), &€ (rim1,m),
so daf

Az

Die Approximation u" erfiillt die Differenzengleichung (7.17)

h h h h
Uj i1 <:>ui’j U =U

i—=1,7
At VL

Aus dieser Gleichung folgt, daff der Fehler e, = e;; := u(x;,t;) <uf; ebenfalls eine

Differenzengleichung erfiillt:

€ij+1 €45 €ij Ci-14 _ ,
At T Ar e
Diese Gleichung wird nun umgestaltet:
€ijt+1 = (1<:>C/\)6i,j+6)\ei,1,j—|—fi7jAt , 1<i<N,1<j3<MsL. (*)

Zusatzlich gilt:
ei,gzui,0<:>u20:0, 1<i<N
und

eg,j:u0,j<:>ug’j:0, ]_Sng
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Sei
Ej = Oglzag)lc\f |6i7]‘| .
Es folgt aus (*),
|5i,j+1| < |1 <:>C/\| . Ej + |C/\| . Ej + F At = Ej + F At ,
da 0 <cA <1, sodaB
Ejin = max leijn| < Bj + FAt
Es folgt sofort durch Induktion unter Beriicksichtigung der Gleichung E, = 0, daf
E; <jFAt.

Bemerkung 7.1 Diese Methodik wird oft in der Theorie numerischer Verfahren ange-
wandt, und wir werden spater weitere Beispiele in Zusammenhang mit elliptischen und
parabolischen Differentialgleichungen kennenlernen.

Es muf} allerdings hier erwdahnt werden, dafl diese Methodik fiir hyperbolische Diffe-

rentialgleichungen wenig Anwendung findet. Der Grund ist, dal die Maximumnorm fiir
hyperbolische Differentialgleichungen ungeeignet ist.

7.7 Zusammenfassung einfacher Methoden
7.7.1 Zeitvorwirts und Raumvorwirts

U jr1 U j n it U4

=0
k h

oder

U j+1 = (1 + CA)’U/i’j <:>CA’U/7;+1’]'

7.7.2 Zeitvorwirts und Raumriickwirts

Uj j+1 Ui j n CUi’j —Ui—1,5

=0
k h

oder

ui,j—i—l = (1 @CA)UZ"]' + CA’U/i_l’j
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7.7.3 Zeitvorwirts und raumlich zentriert

Yijr1 SUig Uity Ui

k oh =0

oder

C
Uijr = Ui & (Uivr SUio1)

7.7.4 Lax-Friedrichs

1
Uijy1 <5 (Uim1j + Usgrj) LY SUic1y

k 2N =0
7.7.5 Leap-frog oder Bockspringen
U j+1 U1 Uit1,j SUi-1,5
I T
7.8 Beweis der Konvergenz bzgl. || - |2 (Energie-

Methode)

Dieser Abschnitt konnte noch verbessert werden. Es wére vielleicht besser, periodische
Anfangswerte zu betrachten.
Wir betrachten:

Problem 2:

u+cu, = 0, t>0, x>0

mit f € C?(&00, +00) und
e Ly(eo00,00) fiir 0<r<2.

Wir méchten beweisen, dafl die Approximationen u”, die mit dem Differenzenverfahren
(7.17) berechnet werden, gegen eine Losung u konvergieren. Die Existenz von u wird
nicht vorausgesetzt, so dafl wir einen konstruktiven Existenzbeweis erhalten. (Allerdings
wird u als Limes einer nicht genau angegebenen Teilfolge u”i definiert.)

Diese Beweismethode wurde zuerst durch Courant, Friedrichs und Lewy [1928] ange-
wandt. Siehe auch Ladyzhenskaya [1985] und Epstein [1962].
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7.8.1 Notation

In diesem Abschnitt benutzen wir die folgende Notation:

X = £2
fn = {f(ih)}:i€Z}e X
u;l = {u?’j:iEZ}
uhl L eyl
Aguj = {(7+ - “) Qe Z}
h h h
pii1 Sul
Al = {(%) :ieZ}

/5 sei der Vektorraum aller reellen Folgen
y={y}={v:i:i=0,1,2,...}
mit

1/2
< 00.

o0

2

lylls = [Z -
=0

L5(0,00) sei der Vektorraum aller reellen Funktionen f(z), = > 0, mit
00 1/2
£ = [ / If(.r)lzd.r] <0,
0

7.8.2 Die Energienorm

Sei u(+,t) € CZ(<00, +00) N Ly(&00, +00) fiir ¢ > 0 eine Lésung des Problems 2

Dann folgt:
df (z,t)%d 72 d
— [ u(zx r = uudx
dt_ ) . t
= &2c / uuzdr
A
= Limess o [¢c(u(z,1)?] |

= 0.
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Folglich gilt:

lu( )11z = [lu(, 0)]I3 -

D.h. die Norm ||u(-,t)||2 ist konstant.

Bemerkung 7.2 Gult fir die Anfangsdaten
u(+,0) € C3(R),

dann folgt mit Hilfe der Beschranktheit des Abhangigkeitsbereiches, daf u(-,t) € CZ(R).
Dieses Ergebnis fiihrt dazu, dafl man versucht zu zeigen, dafl die diskrete Energienorm

"2

ebenfalls erhalten bleibt.

7.8.3 Der Existenz- und Konvergenzbeweis

Satz 7.3 Sei f € Ly(&oo, +00), fr € X, ¢> 0, und u" durch (7.17) definiert. Seien
My, My, My Konstanten, wofir

Mifalls < Mo
MlAafull; < My
WALl < Mo
Dann ezistiert eine Folge {h,} , hg > hy > ha,... und eine Funktion u, so daf
u' e u

und u eitne Losung des Problems 2 ist.

Beweis: (Skizze)

Die Grundidee ist, die sequentielle Kompaktheit der Folgen u" , A u" usw. zu zeigen.
Ist diese vorhanden, dann existieren konvergente Teilfolgen u" , A,u" und Funktionen
U, Uy USW. mit

Aguli o o, .

Zusatzlich gilt:
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usw.

Der Beweis, dafl die Folgen sequentiell kompakt sind, wird mit Hilfe des Satzes von
Arzela-Ascoli und der unten angegebenen Hilfssdatze durchgefiihrt.

Der Satz von Arzela-Ascoli, der unten angegeben wird, ist eine Verallgemeinerung des
Satzes von Bolzano-Weierstraf}:

Satz 7.4 (Bolzano-Weierstraf}) Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen enthdlt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe Forster, Analysis I, S. 31.

Definition 7.1 Se: A eine Teilmenge eines topologischen Vektorraumes X. A heifit
sequentiell kompakt, falls jede Folge aus A eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert in X enthdlt. (Siehe Dunford und Schwartz, I, S. 21.)

Definition 7.2 Se: () C R* ein Gebiet. Eine Familie F stetiger Funktionen auf ()
heift gleichgradig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dafl fiir jedes ¢
in F und fir je zwer Punkte x; und x5 aus () stets

[6(x1) =o(x2)]| <€
gult.

Satz 7.5 ((Arzela-Ascoli)) Set Q eine beschrdnkte Teilmenge von R". Eine Teil-

menge A C C(Q) ist genau dann sequentiell kompakt, falls:

1. Es existiert M € R mat
|flloo < M, fiir alle ¢p € A .

2. A st gleichgradig stetig.
(Siehe Adams, S. 10.)

Hilfssatz 1:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.3. Dann gibt es Konstanten My, M; und M,,
so daf3
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a) hllujllf < My,
b) hllAsufll3 < M,
¢) hlAZujll; < My,
d) hllAwdll} < M

Beweis von a):

Fiir v = {v;} € X sei T der Verschiebungsoperator, Tv := {v;11}.

Nach Voraussetzung ist f; € X, so da88 u} = f, € X. Aus der Gleichung
ul = (Leeh)ul + AT o
folgt sofort, daf u;l € X fiir alle 5 und
[uiillz < @ SeA)|lufllz + AT uflle = [luglls -
Zusammenfassend gilt:
hllufl3 < Bllfals < Mo fiir alle j .

Beweis von b):

Sei nun
v;? = Amu;z ,
_ Uy S
. .
Dann gilt:
U(}f - Ath
und

vy = (1)) + el .
Wie in a) kann bewiesen werden, daf3
hHU;}H2 < h||ALfull3 < M .

Beweis von c): Wie a) und b).
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Beweis von d):

Das Differenzenverfahren lautet:
h h
und somit:
2 _ 3.2 B2 2
hl|Agug(|s = he”||Agufllz < My .

Hilfssatz 2:
Sei w" Gitterfunktionen, w" € X mit h||A,w"|2 < M.
Sei " die Erweiterung von w” durch lineare Interpolation.

Dann gibt es eine Funktion w € X und eine Teilfolge h,, so daf3

W o w fiir T & 0.

Beweis:

Sei z,y € R, so dafl z und y Gitterpunkte sind fiir geniigend klein h. Sei
zr=rh, y=sh, s>r.

Dann gilt

s—1

> h[Aw(jh)]

j=r

" (y) Sw(z)] =

s—1 1/2
h {Z |Amwh(jh)|2} (5 &r)/

<

j=r
< (R Acw® |32 (hs < hr)'
< Mlysz|'?.

D.h. die Funktionen %" sind gleichgradig stetig. Man kann dann den Satz von Arzela-
Ascoli anwenden.

7.9 Das Lax-Wendroff-Verfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir das Lax-Wendroff-Verfahren, das spater in verallge-
meinerter Form diskutiert wird.
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Betrachten wir das Anfangswertproblem

u+ecu, = 0, t>0, zeR" (7.23)
u(z,0) = f(z), zeR (7.24)
G = RxR, (7.25)
Die Taylorentwicklung von v am Punkt (z;, ;) ist:
ou (At)? 9%u 3
Uijp1 = Uij + At — Al 5 o2 y + O(AY) . (%)

Es folgt aus der Differentialgleichung, dafl

o _ o
ot ox
Pu 82
7 =

51
-3 (-2)

% ynd 2 at2 + in der Taylorentwicklung (x) durch <e 5% 3“ bzw. ‘3 =5 ersetzt

at
werden, ergibt sich:

Wenn die Terme

ou
81’

(At)? , O%u

3
5 ¢ B + O(At) .

0,

Ui j+1 = Ui j SAt e

Zuletzt werden die partiellen Ableltungen nach r approximiert:

ou

Uiy1,j < Ui—1,5

- = ) T 4 O(A?

oz i 2Azx ( )
0%u Ui S2U; 5 + Ui1j
o= = o1+ 0(Az?).
ozx? ij Azx? +0(AT")

Es folgt
cAt
Uijrr = Uig So e (Ui SUi-1g) +
AL
+ oA (Uit ©2uif + Uim1,5)

+ O(A# + At Az® + At? Az?)
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— 2(1+cN) @ 2. (1—ech

Abbildung 7.7: Das Molekiil des Lax-Wendroff-Verfahrens

Das Lax-Wendroff-Verfahren entsteht, wenn der Term O(Az® + At Az?) vernachlissigt
wird:

cA cA
Ui = o (L+eX) - uiy; + (1N - ug; sy (Led) - ugyy,
Das Molekiil wird in Abbildung 7.7 dargestellt:

Bemerkung 7.3 1. Das Laz- Wendroff-Verfahren ist fir |c\| < 1 konvergent, d.h.
die CFL-Bedingung ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. (Diese
Behauptung wird spdter bewiesen.)

2. Das Laz- Wendroff- Verfahren hat die Ordnung 2:
e = O(h? +k?) .

3. Wenn die Lésung innerhalb des Streifens a < x < b gesucht wird, muf u(b,t)
auch vorgeschrieben werden, obwohl dies fir das analytische Problem nicht
notig ist.

7.10 Abschlieflende Bemerkung zur Stabilitit

Bei dem Begriff Stabilitat spielt die Wahl der Norm eine Rolle. Es ist durchaus mdglich,
dafl eine Methode bzgl. einer Norm stabil ist und bzgl. einer zweiten Norm nicht stabil
ist. Trotzdem sind die Aussagen mit nur kleinen Abweichungen grofitenteils gleich.
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Kapitel 8

Die Wiarmeleitungsgleichung

8.1 Einfiihrung

Die Gleichung
heifit Wdarmeleitungsgleichung.

Diese Gleichung wurde in Absatz 3.5 hergeleitet. In Absatz 3.6 wurden die vielen
verwandten Gleichungen kurz erwahnt.

Wir betrachten einige einfache analytische Losungsverfahren und Eigenschaften. Diffe-
renzenverfahren zur Lésung der Warmeleitungsgleichung werden spater behandelt.

Literatur:
Cannon, J.R.: The One-Dimensional Heat Equation. Addison Wesley, 1984.

Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,
1959.

Crank, J.: The Mathematics of Diffusion, 2.ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.
Friedman, A.: Partial Differential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.
Grigull,, U.:, Sondner, H.: Warmeleitung. Berlin: Springer, 1979. (in der Inst.Bibl.)

Jacobs, M.H.: Diffusion Processes. Berlin: Springer, 1967.
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Widder, D.V.: The Heat Equation. Academic Press, 1975.

8.2 Analytische Losungen der Waérmeleitungsglei-
chung

Wir betrachten einige Losungsmethoden fiir die Warmeleitungsgleichung. Unser Ziel ist,
analytische Lésungen fiir Modellprobleme zu finden, mit denen wir spater numerische Er-
gebnisse vergleichen und ein “Gefiihl” fiir die Warmeleitungsgleichung entwickeln konnen.

8.2.1 Die Methode der Trennung der Verédnderlichen

Man macht den Ansatz, dafl die Losung der eindimensionellen Warmeleitungsgleichung

Up = Ugy (8.2)

als ein Produkt von zwei Funktionen X (z) und 7'(¢) darstellbar ist, wobei X eine nur von
x und T eine nur von ¢ abhangige Funktion ist:

u(z,t) = X (2)T(t) . (8.3)

Setzen wir (8.3) in die Gleichung (8.2) ein und dividieren durch X und 7', dann erhalten
wir:

d’X dr
ot — b ) 8.4
X T ) ( )

wobei A\ weder von z noch von ¢ abhangig ist und deshalb eine Konstante ist.

Zur Bestimmung von X und T liegen deshalb zwei gewohnliche Differentialgleichungen
vor:

X" & AX =0
T & AT =0 (8.5)

mit allgemeinen Losungen

b
|

a exp(VAz) + b exp(evr) ,
T = c exp(At),
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wobei a, b und c beliebige Konstanten sind. Es sollte beachtet werden, dafl )\, a, b und
c negative oder sogar komplexe Zahlen sein diirfen. Da hier das Produkt aus X und T
betrachtet wird, kann o.E. ¢ = 1 angenommen werden.

Fiir jede Konstante A erhalten wir eine Losung (8.3), wobei X und 7' durch (8.6) und
(8.7) gegeben sind. Da die Wéarmeleitungsgleichung linear ist, ist eine Summe dieser

speziellen Losungen auch eine Losung der partiellen Differentialgleichung.

Zwei Anwendungen werden jetzt gegeben.

Beispiel 8.1 Gesucht wird die Losung des folgenden Anfangs-Randwertproblems:

U = Upp, 0<z<7m, 0<t<o00 (8.8)
u(z,0) = o(z), 0<z<m (8.9)
u(0,t) = wu(mt)=0, ¢t>0. (8.10)

Diese Aufgabe entspricht dem folgenden physikalischen Problem:

Ein Stab der Lange m mit konstantem Querschnitt hat zur Zeit £, = 0 die Temperatur-
verteilung ¢(z) . Der Stab ist isoliert, so dal der Warmestrom nur in der x-Richtung
stattfindet. Die Endpunkte des Stabes werden fiir Zeit ¢ > 0 auf Temperatur 0 gehalten.

Die Losung wird mit folgendem Reihenansatz gesucht:

o0

u(z,t) = CpXn(z)T, (1), (8.11)

n=0
wobei C,, Konstanten sind und X,, und T, fiir A = A, durch die Gleichungen (8.7) und
(8.8) bestimmt werden. Die Werte von ), werden so gewé&hlt, dafl die Gleichung (8.10)
erfiillt wird, d.h.
X,(0) =X, (r)=0. (8.12)

Das erfordert:

A=<en?, n=012,..., (8.13)

so daf
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Xn(z) = sin(nx)
{Tn(t) — exp(en?t) (8:14)

Setzen wir (8.14) in (8.11) ein, so erhalten wir:

u(z,t) =Y C,sin(nz) - exp(en’t) . (8.15)
n=1
Die Funktion u(z,t), die durch Gleichung (8.15) definiert ist, erfiillt die Warmeleitungs-
gleichung (8.8) und die Randwertbedingungen (8.10) fiir jede Wahl der Koeffizienten C,,.
Damit die Anfangswertbedingung (8.9) erfiillt wird, ist nétig, da

u(z,0) = i Cysin(nz) = p(z) , (8.16)

n=1
d.h. die Koeffizienten C,, sind die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihe. Aus der Theorie
der Fourier-Reihen erhalten wir:

™

2 K
C, = / o(z)sin(nz)dr, n=1,2,.... (8.17)
0
]

Beispiel 8.2 Man sucht eine zeitperiodische Losung der Warmeleitungsgleichung. Aus
Gleichung (8.7) erkennt man, dafl solch eine Ldsung erfordert, dal A imagindr sein muf,
d.h. X\ = iw, wobei i = /<1 und w eine reelle Konstante ist. Unter Beriicksichtigung der
Identitdt v/i = (1 + i)v/2 erhalten wir aus den Gleichungen (8.6) und (8.7)

u(z,t) = a exp [x . \/qu z(ar:\/gqL wt)] +b exp [@%E\/g + z(@r\/g + wt)] : :

Wenn gefordert wird, dal w > 0 und dafl u fiir positive = beschrankt sein sollte, gilt
a = 0. Die Funktion u in Gleichung (8.18) ist eine komplexwertige Funktion. Da die par-

8.18)

tielle Differentialgleichung eine reelle Gleichung ist, sind beide, die reellen und komplexen
Teile von u, Losungen der Warmeleitungsgleichung. Wenn wir nur den reellen Teil von u
nehmen, dann erhalten wir folgende periodische Lésung:

u(z,t) = b exp <<:>x\/§> cos (m\/g + wt> . (8.19)

Diese Losung kann benutzt werden, um die Temperaturschwankungen in der Erde infolge
der taglichen und jahrlichen Temperaturschwankungen an der Erdoberfliche zu analy-
sieren: O
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Tiefe z(m) | Amplitude A(z)(°C.)
19.5
11.5
6.8
4.2
2.6

B W~ O

Tabelle 8.1:

Beispiel 8.3 (Tychonoff, Samarskii, S. 236) Im folgenden soll als Anwendung der
Warmeleitungsgleichung die Ausbreitung von Temperaturwellen im Erdboden betrach-
tet werden. Die Temperatur der Erdoberfliche dndert sich mit einer taglichen und einer
jahrlichen Periode. Diese Temperaturschwankungen breiten sich von der Erdoberflache
ins Erdinnere aus. Setzt man den Erdboden als homogen voraus, so ist ein einfaches
Modell durch folgendes Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung gegeben:
Gesucht ist eine beschrankte Losung der Gleichung

ou , %u

E:CL @, 0<z <00, &0<t, (820)

mit der Randbedingung (an der Erdoberflache)

u(0,t) = A cos wt . (8.21)

Hierbei beschreibt w die Periode der Temperaturschwankungen und a? ist eine Konstante
fiir die Temperaturleitfahigkeit des Bodens. Die Einheit fiir = sei ein Meter und fiir ¢ ein
Tag.

Man leitet mit Hilfe eines Separationsansatzes folgende Darstellung der Lésung her (siehe
(8.19)):

u(z,t) = A exp < 2ia2 x) cos (wt & 2ia2 x) . (8.22)

Die Amplitude der Temperaturschwankungen wird also durch die Funktion

w

A(z) := A exp ( Y m) (8.23)

beschrieben. In einer Beobachtungsstation in der ehemaligen UdSSR wurden die jahr-
lichen Temperaturschwankungen gemessen. Die Amplitude betrug an der Erdoberflache
19,5°C. Weiter wurden folgende Werte gemessen (siehe Tabelle 8.1):

Auf Grund dieser Werte kann man die Temperaturleitfahigkeit des Erdbodens bestimmen:
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n Af) - @\/% z (8.24)

Sei
w
a= —
2a?
Da die Periode einem Jahr entspricht, gilt
w=2m/365 .

Der Koeffizient o kann aus den Daten in der Tabelle mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate berechnet werden Als Ergebnis erhdlt man:

a=4,0x10"°
Da
s W
= 8.25
a4 202 ( )
folgt
a® = 4.1 x 10~ %cm?® /sec. (8.26)

Aus der Identitat

w T
tey/ -z = t&
TV 2" “’( m)

£ verspatet sind.
w

folgt, daBl in der Tiefe x die Jahresschwankungen um W

Z.B. wird die Maximaltemperatur in 4 m Tiefe etw 4 Monate spater als auf der Erdober-
flache erreicht. O

Die Methode der Trennung der Veranderlichen und insbesondere die Losung der Warme-
leitungsgleichung durch Fourier-Reihen ist historisch von grofier Bedeutung. Es sollte aber
bemerkt werden, dafl die Methode der LAPLACEschen Transformation, die wir spater
besprechen, heute viel o6fter in der Praxis benutzt wird, weil es analytische Losungen zu
gleichen Problemen mit viel weniger Aufwand als die Fourier-Methode geben kann.
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2

1|
i

Abbildung 8.1: G(z,0,t) fir -4 <z <4, 0.01 <t <2

8.2.2 Die Fundamentall6sung der Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

U = Ugy (8.27)
u(z,0) = f(z), ze€R. (8.28)

Die Funktion
Gla,6,1) = —— explex(z <€)2/44] (8.29)

2/t

wird die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung genannt. Sie ist auch als die
Greensche Funktion der unendlichen Geraden bekannt. Die folgenden Eigenschaften
von G lassen sich leicht beweisen:

oG 922G

E (I,f,t) = w (.Z',é-,t) (830)
+00 1 +oo
_Zo Gl e = — _Zo exp(<s?)ds = 1 (8.31)

Die Funktion G wird in Abbildung 8.1 grafisch dargestellt. Spater werden wir G mit Hilfe
der Fourier-Transformation herleiten.

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (8.31) 1aft sich erkennen, daf G(z,¢,t) das fol-
gende physikalische Problem 16st: Ein unendlich langer Stab befindet sich am Zeitpunkt
t = 0 in folgendem Zustand: An der Stelle x = ¢ ist die Temperatur unendlich. Bei
allen iibrigen Punkten z # ¢ ist die Temperatur 0. Alle Warme ist an der Stelle z = £
konzentriert, und zwar in der Hohe von einer Einheit.
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Bemerkung 8.1 Die Funktion G(z,¢,t) erfiillt die Randbedingung

G(2,¢,0) = d(z =€),

wo §(z) die Diracsche Deltafunktion, eine Distribution, ist. Eine Distribution ist eine
verallgemeinerte Funktion. Mehr dariiber z.B. in: Schwarz, L.: Theorie des Distributions.
Paris: Hermann, 1973.

Die eben beschriebenen Anfangswertprobleme fiir G sind natiirlich physikalisch unreali-
stisch. Sie lassen sich dadurch approximieren, daf sich zur Anfangszeit ¢t = 0 eine Einheit
von Warme in einer kleinen Umgebung von x = £ befindet.

Satz 8.1 Se: f € C(<00,+00) mit

1 £llec = sup |f(z)] < oo .
zeR

Dann existiert das Integral

+oo

u(@,t) = [ Gla,&0)f(€)dg (8.32)

und stellt emne Lésung u(z,t) des Anfangswertproblems (8.27), (8.28) dar.

Beweis (Skizze):

Der Beweis beruht auf folgenden Bemerkungen:

1. Die Tatsache, dafl G ein negatives Exponential enthédlt, bedeutet, dal das Integral
in (8.32) gleichméafig konvergiert und deshalb der Tausch von Differentiation und
Integration gerechtfertigt ist.

2. Das Verhalten von G fiir kleine ¢, das in Abbildung 8.1 gezeigt wird, ndmlich dafl G
nur in der unmittelbaren Umgebung von z = £ groflist, impliziert, daf u(z,t) gegen
f(z) strebt fiir ¢ gegen 0.

Durch Benutzung dieser beiden Bemerkungen 138t es sich streng beweisen, daf8 u(z,t),
wie in Gleichung (8.32) angegeben, das Anfangswertproblem (8.27) und (8.28) 16st.

Bemerkung 8.2 Es folgt aus Gleichung (8.32), daf8 die Anfangsdaten geglédttet werden.
Diese Higenschaft wird bei Mehrgitterverfahren (GaufB-Seidel- Verfahren) und bei der
Bildverarbeitung benutzt.

Literatur:

Rudin, W.: Real and Complex Analysis. McGraw Hill, 1983.
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8.3 Eigenschaften der Wiarmeleitungsgleichung

8.3.1 Der Abhingigkeitsbereich

Die Losung (8.32) laft eine interessante Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung bewei-
sen. Wir betrachten den speziellen Fall, wo der Trager von f beschrankt ist, z.B.

f(z)=0 fiir |z|>1.

Zur Anfangszeit t = 0 ist die Warme auf dem Intervall (<1, +1) konzentriert. Aber es folgt
aus Gleichung (8.32), daf§ die Lésung u(z, t) fiir jeden positiven Wert von ¢ iiberall positiv
ist. Das bedeutet, dafl sich die Warme mit unendlicher Geschwindigkeit fortpflanzt. Dies
ist natiirlich physikalisch unmoglich. Es bedeutet, dafl mindestens in dieser Hinsicht die
Warmeleitungsgleichung der physikalischen Wahrheit nicht entspricht.

Bemerkung 8.3 Es ist z.B. experimentell beobachtet worden (Bertman + Sandifuco,
Scientific American [1970]), daf8 in gefrorenem Helium Warmewellen entstehen kénnen.
Eine Beschreibung durch eine Wellengleichung ware hier also angemessener. In den mei-
sten Fallen ist die Warmeleitungsgleichung aber ein gutes Modell fiir Warmeverteilungs-
probleme.

Fiir das Anfangswertproblem (8.27), (8.28) ist der Abhéngigkeitsbereich der Lésung v im
Punkt (z,t) die ganz reelle Achse R;
AB(u; (z,t)) =R.

Diese Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung hat sofort Konsequenzen fiir Differenzen-
verfahren. Wird némlich die Gleichung (8.27) durch die klassische explizite Differenzen-
gleichung

Dt+uh(x,-, tj) = Dz,Deruh(.’Ei, tj) y
d.h.

h h h h h
Uijr1 SUiy Uit 255 + ULy

() At (Az)?

approximiert, dann folgt sofort aus der CFL-Bedingung, dafl die Approximationen

h

nicht gegen u konvergieren kénnen, falls
At = \Azx
gilt.
Fiir die Differenzengleichung () wird deshalb immer vorausgesetzt, dal
At = \(Az)?

gilt.



90 Die Wirmeleitungsgleichung
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Abbildung 8.2: Das Anfangswert-Randwertproblem in einem Streifen

Bemerkung 8.4 Fiir die Warmeleitungsgleichung laufen - wenn man will - die “Charak-
teristiken” parallel zur x-Achse.

8.3.2 Das Maximumprinzip

Satz 8.2 Se:

G = (a,b) x[0,T]
G = (a,b) x {0}
0,G = {a} x[0,T]
0;G = {b} x[0,T]
4G = (a,b) x{T} .

(Siehe Abbildung 8.2)
Eine in G definierte und stetige Funktion u(z,t) , die in G U 0,G zweimal stetig
differenzierbar ist und die Wdrmeleitungsgleichung

U = Ugy

erfillt, nimmt thr Mazimum auf dem “parabolischen Rand” R := 0,GUO,GUO3G an.

Beweis:
Die Funktion u ist in G stetig. Sei

M = max u(z,t) .
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Wir nehmen jetzt an, dafl fiir ein € > 0

(%) max u(z,t) < M <e,
und zeigen, dafl ein Widerspruch entsteht.
Gilt (%), dann folgt, dal es einen Punkt (z,yp) gibt mit

’U,(.’IT[),t()) =M y (.’IT(),t(]) eGU 84G .

Dann gilt:
uy(To,t0) > 0
’U,m(.’Eo,tQ) =0
uzz(antO) S

Sei nun v die Hilfsfunktion
v(z,t) == u(z,t) + k(ty <) ,
wobei k eine positive Konstante ist. Offenbar ist dann
v(zo, tg) = u(xg, to) = M
und
k(to <t) < kT .

Wir wahlen k£ > 0 nun so, daf§ kT < ¢/2 . Dann gilt

max v < M <e/2 .

Da v eine stetige Funktion ist, gibt es einen Punkt (z;,¢;), in dem sie ihr Maximum
annimmt. Sicher gilt dann

v(z1,t1) > v(zo,t0) = M,
so daf
(.I'l,tl) ceGU 84G .

Es gilt auch:

’Ut(l'l,tl) = ’U,t(l'l,tl) Sk>0
’Umm(mlatl) - umf:(mlatl) S 0.

Die Warmeleitungsgleichung wird deshalb im Punkt (z;,¢;) nicht erfiillt. Damit ist der
gewiinschte Widerspruch gefunden.
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Bemerkung 8.5 Das Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung ist im Einklang
mit unseren alltdglichen Erfahrungen mit Warmetransport.

Bemerkung 8.6 Es folgt sofort aus dem Maximumprinzip, dafl das in Abbildung 8.2
geschilderte Anfangsrandwert-Problem hochstens eine Lésung u besitzt mit

ue C(G)NCH(GUG) .

Bemerkung 8.7 Das Maximumprinzip 148t sich in mehrerer Hinsicht verallgemeinern.
Siehe z.B. Protter, M., Weinberger, H.F.: Maximum Principles in Differential Equations.
Prentice-Hall, 1967.

Satz 8.3 (Maximumprinzip fiir die inhomogene Wirmeleitungsgleichung) u se:
eine Losung des folgenden Problems:

Up = Uge + f(zyt), a<z<b, 0<t<T, (8.33)

wobet u € C*((a,b) x (0,T)) N C([a,b] x [0,T]). . Dann gilt:

u(z,t) <m+et, fir a<z<b, 0<t<T, (8.34)

wober

e = max |f(z,1)]

G
m = max{max u(z,0), max u(a,t), max u(b,t)}
a<w<b 0<t<T 0<t<T

G := (a,b) x(0,7T).

Beweis:

Falls (8.34) nicht gilt, dann gibt es (z9,tp) € G mit

u(zo,to) =M +etg, M>m. (8.35)

Wir beweisen, dafl dies zu einem Widerspruch fiihrt.

v sel die Hilfsfunktion

=m

4(b =a)? (z ©x)? . (8.36)

v(z,t) = u(z,t) et +

Da v stetig ist und aus (8.35) und (8.36) v(zg,ty) = M, gibt es (z1,t;) € G mit
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v(zy1,t;) = max v(z,t) > M . (8.37)
G
Aber M
&
v(a,t) = u(a,t) et + 4(b7<:>an;2 (a<1p)? < m(l ©0) + MO et
wobei
_ (aem)? [ 1]
~ 4(b<a)? 4]
also
v(a,t) < M<et< M, fir 0<t<T. (8.38)
Auf gleiche Weise folgt:
v(bt) < M fir 0<t<T, (8.39)
v(z,0) < M fir a<z<b. (8.40)
Aus (8.37) - (8.40) folgt, daB
(mlatl) < (aab) X (OaT] .
Da v in (z1,t;) das Maximum annimmt, gilt
’Ut(l'l,tl) =0, falls ¢, <T,
ve(z1,t1) >0 , falls ¢, =T,
Uzz(xlatl) S 0 )
so daf3
['Ut @Uzz](.’l}l,tl) >0. (841)

Aber, aus (8.36),

v(z1,t1) = uz,ty) Se,

M <m
vzz(xlatl) — umm(xlat1)+

so daB , mit Hilfe von (8.33),

2(b<a)?’
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vy Svas] (B0, 81) = [tp Stigg] (21, 1) e o d O

t T 1,01 — t Tx 1,01 2(b<:>a)2 )
M <m

= 1) e ———

M <m
2(b <a)?
< 0.

(8.42)

Die Gleichungen (8.41) und (8.42) enthalten den gewiinschten Widerspruch. Daraus folgt,
daf} (8.34) gilt.

8.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir betrachten hier nur ein einziges typisches Problem:

Ut = Uge , (z,t) € G:=(a,b) x (0,T). (8.43)

’U,(.Z',O) = fl('r) ’ xc (CL, b) )
u(a,t) = fo(t), te(0,T), (8.44)
u(b,t) = f3(t), te(0,T).

Satz 8.4 (Cannon, Satz 6.3.1, S. 62) Seien f, , 1 < k < 3, stetige Funktionen auf
la,b] bzw. [0,T]. Die Vertrdglichkeitsbedingungen

seien erfullt.

Dann gibt es genau eine Funktion u(z,t) mat:
a) ue C(Q) .
b) u; € C(GUOG) .
c) ugyy € C(GUOLG) .

d) Die Anfangs-Randwertbedingung (8.44) wird erfillt.
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Bemerkung 8.8 Cannon formuliert und beweist den Satz fiir Funktionen f;, die nur
stiickweise stetig sind und die Vertraglichkeitsbedingung deshalb moglicherweise nicht
erfiillen.

Bemerkung 8.9 Ladyzenskaja, Solonnikov und Uralceva (Satz 5.1, S. 320) beweisen
einen dhnlichen Satz fiir Lésungen aus Sobolewschen Riumen H‘(G) unter der Voraus-
setzung, dafl entsprechende Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt sind.

Satz 8.5 Seiten u und v Lésungen des Anfangswert-Randwertproblems (8.43), (8.44)

mat Daten fi, fa, f3 bzw. g1, g2, g5.
Dann gilt:

le vlleo,e < max | fe Sgelloo e -

Beweis: Maximumprinzip.

Satz 8.6 Das Problem (8.43), (8.44) ist sachgemdfSgestellt.

Bemerkung 8.10 Das Riickwartsproblem:

Up = Ugp, a<zc<b, 0>t>CT
u(z,0) = fi(a), a<z<b
u(a,t) = folt), te (&T,0)
u(b,t) = f3(t), te (&, 0)

ist nicht sachgemafBgestellt.

Literatur:
Cannon, J.R.: The One-Dimensional Heat Equation. Addison-Wesley, 1984.
Friedman, A.: Partial Differential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.

LadyZenskaja, O.A, Solonnikov, V.A. und Uraléeva, N.N.: Linear and Quasilinear
Equations of Parabolic Type. American Mathematical Society, 1968.






Kapitel 9

Numerische Losung der
Wirmeleitungsgleichung durch
Differenzenverfahren

9.1 Einfiihrung

Um die Grundideen ohne unnétige Komplikationen zu erkldren, betrachten wir das
folgende Problem:

Problem 1
U = ClUze , a<x<b,0<t<T (9.1)
u(a,t) = u(b,t)=0,t>0 (9.2)
u(z,0) = 1&e|le2z|,a<z<b (9.3)

mit Losung (Carslaw, Jaeger, S. 97, Gleichung (14)):

8 1 2n+1)m (x <:>”’T“)
Cos
2 2. (b<a)

w2 2 (2n + 1)

n=0

u(z,t) = -exp[&e(b <a) ?(2n + 1)°7%t/4] .

Dieses Problem wird oft als Modellproblem benutzt, d.h., um die Effizienz von ver-
schiedenen numerischen Methoden zu vergleichen, werden sie zur Losung des Problems
herangezogen.

Zur numerischen Losung des Problems 1 wird, wie schon in Kapitel 7 fiir die Gleichung
us +cu, =0
geschildert, ein regelméBiges (N + 2) x (M + 1) Gitter auf

G := (a,b) x (0,T)
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J
10,30 (N, M)
Ti,7+1 At =k
Ti—=Lj57¢5  Te+1L,J
“10,0) Az ="h e
a b

Abbildung 9.1: Das Gitter G™*

in iiblicher Weise gelegt:

bsa
= A =
h z (N+1)’
T

z; = a+ih, 0<i<N+1,
tj = jk, 0<j<M.

Das Gitter wird in Abbildung 9.1 dargestellt.
Die exakte Losung u(z,t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine Approxi-

mation u™* angenahert:
wij = u(z;, t;) = uh’k(mi,t]-) =: uf”]k (9.5)
Die Werte
uld = u(z;,0)=0, 0<i<N+1
uh = u(a,t;)=0, 0<j<M (9.6)
ut ;= ulbt;) =0, 0<j<M

liegen vor. Ein Differenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es ermdglicht, die iibri-

hok
gen Werte von u,’ zu berechnen. u/*

Y wird als Losung eines linearen Gleichungssystems
gewonnen. Es gibt keine allgemeinen Vorschriften fiir die Konstruktion dieses Gleichungs-

systems. Wir werden verschiedene Beispiele betrachten. Es gibt aber einige Faustregeln:

1. Es sollte so viele Gleichungen wie Unbekannte geben, d.h. so viele Gleichungen wie
Gitterpunkte. Hs ist iiblich, jede Gleichung einem Gitterpunkt zuzuordnen, und
diese Gleichung sollte entweder die Differentialgleichung oder - wenn zutreffend - die
Anfangswertbedingung oder Randwertbedingung am Gitterpunkt approximieren.
Wir sprechen von der Gleichung an einem Gitterpunkt.
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2. Die Differenzengleichung an einem Gitterpunkt sollte nur die Werte von " am Git-
terpunkt selbst und naheliegende Gitterpunkte verwenden. Dies entspricht der Tat-
sache, daf eine partielle Differentialgleichung die partielle Ableitung an einer Stelle
enthdlt. Dies ist eine lokale und nicht globale Bedingung. Um festzustellen, ob eine
Funktion u eine partielle Differentialgleichung an einer Stelle erfiillt, geniigt es, die
Werte von « in einer Nachbarschaft dieser Stelle zu kennen. Es ist deshalb sinnvoll,
daf sich diese Eigenschaft in den Differenzengleichungen widerzuspiegelt. Eine sehr
wichtige Konsequenz ist, dafl die Matrix der Differenzengleichungen schwach besetzt
ist.

3. Die exakte Losung u sollte die Differenzengleichungen bis auf einen kleinen Fehler,
den sog. lokalen Fehler, erfiillen, d.h. die Differenzengleichungen sollen konsistent
sein. Um die Konsistenz einer Differenzengleichung an einem Gitterpunkt zu priifen,
ist es moglich, die Losung u in eine Taylor-Reihe um den Gitterpunkt zu entwickeln,
da - wie in 2) vorgeschrieben - die Differenzengleichung nur die Werte von « in den
Nachbarpunkten des Gitterpunktes enthalt.

9.2 Approximation von Ableitungen durch Differen-
zen

Sei v € C*(G) . Es gilt:

ov(zx) v(z +h)su(z)  h 0*u(z)

or h * 2 0Or? +0(h),
= D, v(z) +0(h). (9.7)
ov(z)  v(z+h)sv(zeh) h? Pu(z) A
or 2h * 6 Oz’ +0(h%)
= Doyv(z) + 0(h?) . (9.8)
881;(233) _ v(z+h) <:>21;L(2x) +v(z <h) N % 881;(::) +o(h)
= D..D_v(z)+0(h%). (9.9)

9.3 Das klassische explizite Differenzenverfahren

Fiir das Modellproblem (Problem 1) sind die Werte von u an den unteren und seitli-
chen Réndern des Gebiets durch die Gleichungen (9.2) und (9.3) vorgeschrieben. Fiir die
betroffenen Gitterpunkte erhalten wir sofort die Differenzengleichungen (9.6):

ugk = 0, 0<j<M
ut; = 0, 0<j<M (9.10)
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Abbildung 9.2: Das klassische Differenzenverfahren

1 o<i<N+1. (9.11)

Fiir die iibrigen Gitterpunkt, die “inneren” Gitterpunkte, brauchen wir Differenzenglei-
chungen, welche die partielle Differentialgleichung (9.1) approximieren. Der Punkt (3, j)
sei “innerer” Gitterpunkt - siehe Abbildung 9.1.

Beispiel 9.1 (Das klassische Differenzenverfahren) Wir approximieren die partielle
Differentialgleichung (9.1) durch

Dk (25, t;) = eD o D_pu* (24, t;) (9.12)
d.h.
h.k hok hok hk | Rk
e @22’;" U g<i<N, 0<j<M.
(9.13)
Die Differenzengleichung (9.13) 1a8t sich folgendermafien umschreiben:
k
kL =l 4 % (ul; o2ulf +ulf )  0<i<N,0<j<M.
(9.14)

Das System von Differenzengleichungen besteht aus den Gleichungen (9.10), (9.11) und
(9.14), wobei jedem Gitterpunkt eine Differenzengleichung zugeordnet ist. Es ist sofort
erkennbar, dafl alle Werte von uf]k rekursiv berechnet werden konnen. Das Molekiil wird
in Abbildung 9.2 dargestellt, wo vorausgesetzt ist, dafl

k= A% . (9.15)

Die Gleichung (9.15) kann mit Hilfe der CFL-Bedingung begriindet werden. Es folgt
namlich aus Absatz 8.4.1, dal der Abhéangigkeitsbereich der Losung v durch

AB(u; (z,t)) = (a,b)
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Abbildung 9.3: Numerische Losung fiir A = 15—1

gegeben wird. Genau wie in Absatz 7.5 folgt, dafl der Abhangigkeitsbereich der Approxi-

mation u™* durch
th th

AB(uM*; (2,t)) = (a,b) N (z ST + p )
gegeben wird. Damit die CFL-Bedingung erfiillt wird, ist es deshalb erforderlich, daf3
. h
hl’11£)10 L= (9.16)

9.4 Stabilitdit und Konvergenz fiir das klassische ex-
plizite Differenzenverfahren

Die Losung des Problems 1 mit a =0, b=7, ¢ =1 und

wird in den Abbildungen 9.3 und 9.4 dargestellt. Es ist sofort erkennbar, daf die Ergeb-
nisse fiir A = % befriedigend, die fiir A = g recht unbefriedigend sind.

Die numerischen Ergebnisse des klassischen expliziten Differenzenverfahrens fiir die
Warmeleitungsgleichung, die in Abbildung 9.4 dargestellt sind, zeigen, dafl die numeri-
sche Stabilitat von Differenzenverfahren betrachtet werden mufl. Es ist oft schwierig, die
Stabilitat eines Differenzenverfahrens zu untersuchen. Im jetzigen Fall ist es ausnahms-
weise einfach, einen Beweis von Stabilitdt und Konvergenz anzugeben.

Satz 9.1 u set die Losung des Modellproblems

Up = Upe , Sl <zx<1,0<t<T,
u(el,t) = u(+1,)=0,0<t<T,
u(z,0) = ¢(z)
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W rmeverteil ung

Abbildung 9.4: Numerische Losung fiir A = g

mit u € C*([&1,+1] x [0,T]) . u}; sei die Lésung des klassischen expliziten Differen-

zenverfahrens mit At = \(Az)? und X\ < 5 . Dann gilt:

At Az)?
wobet 5
P t
M, := max max M
r+s=p (zn)eq | 0T Ot*
Beweis:

Der globale Fehler wird mit e; ; bezeichnet:
e i=ug;oul;, 0<i<N, 0<j<M.

Aus den Gleichungen (9.7) - (9.15) folgt:

€ij+1 € j €it1,j 2€;5 + €15
fir 1<:<N , 0<j3<M,
wobei
At (Ar)?
h < K:=— M M 9.18
|Tz,]| = 9 2+ 12 4 ( )
und
eo; = 0, 0<j<M
EN+1,j; — 0, 0 <j <M (919)

€ip=0, 0<i<N+1. (9.20)
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Sei
E; := Jax lei ] - (9.21)
Unter Beriicksichtigung von (9.19) und (9.20) gilt:
B; = max |e|, (9.22)
E, = 0. (9.23)
Aus (9.17), (9.18) folgt:
|ei,j+1| = |ei,j + )\ei+1,j <:>2/\6i,j + /\6,',1,3' + kTi’,lj| ,
< L S2M Jei | + Mleiya gl + Aleir | + KAE, (9.24)
< [[1<2X]+2)\|E; + KAt .
Da A< % , folgt
11 52)| = 1 ©2) (9.25)
und deshalb, aus (9.22) und (9.23),
Ej+1 == 121&}1% |6i7]‘+1| S E] + KAt . (926)
Durch Induktion und mit Hilfe von (9.23):
E; <jKAt<KT, 0<j<M. (9.27)

Der kritische Schritt im Beweis von Satz 9.1 ist in den Gleichungen (9.25) und (9.26)
enthalten. Es ist oft der Fall, daf die Eigenschaften von partiellen Differentialgleichungen

sich in den Eigenschaften von Differenzen-Approximationen oder Finiten-Elementen-

Approximationen widerspiegeln. Im jetzigen Fall ist es das Maximumprinzip fiir die

inhomogene Warmeleitungsgleichung.

Bemerkung 9.1 Satz 9.1 zeigt, dal das klassische explizite Differenzenverfahren stabil

ist, falls A < 1/2. Daf3 diese Bedingung auch notwendig ist, wird erst spdter bewiesen.

9.5 Implizite Differenzenverfahren - Einfiihrung

In den vorherigen Absdtzen ist bewiesen worden, dafl das klassische explizite Differen-

zenverfahren fiir die Warmeleitungsgleichung nur dann konvergieren kann, wenn

A
—m<:>—>oo, fir Az <—0.
At
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In der Tat ist das klassische Differenzenverfahren nur dann konvergent, wenn

At = \(Az)*, A< <. (9.28)

DN | =

Diese Konvergenzbedingung ist ziemlich einschrankend. Sie bedeutet, dafl wir fiir kleines
Az, um eine hohere Genauigkeit zu erreichen, den Zeitschritt At sehr klein wahlen
miissen. Infolgedessen braucht man in diesem Fall einen sehr hohen Rechenaufwand, und
weil man so viele Zeitschritte benutzen muf}, treten zusatzlich viel mehr Rundungsfehler
auf. Hs lohnt sich deshalb, nach numerischen Methoden zu suchen, bei denen die
Konvergenzbedingungen nicht so einschrankend wie (9.28) sind.

Ahnliche Probleme treten bei der numerischen Losung gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen auf. Wir betrachten diesen Fall zuerst. Als Modellproblem nehmen wir die skalare
lineare Differentialgleichung

u'(t) = ©au(t), t>0
u(0) = 1, (9.29)

wobei o eine positive Konstante ist. Die Losung dieses Anfangswertproblems ist

u(t) = exp(<at) . (9.30)

Um das Anfangswertproblem (9.29) zu ldsen, benutzen wir eine Schrittweite h = At
und setzen ¢; = jAt. Drei bekannte numerische Methoden fiir gewdhnliche Differenti-
algleichungen sind das Eulersche Verfahren, das Volle Implizite Verfahren und die
Trapezregel. Sie werden in den Gleichungen (9.31) - (9.33) aufgezeigt.

h h
u?, Sul
% = <:>OZ’U,‘}; y (Euler) (931)
ul, sul .
% = aul,,, (Volle Implizite) (9.32)
ul, sul
%t] = <:>% [U?H + uﬂ , (Trapezregel) (9.33)

Das Eulersche Verfahren ist ein explizites Verfahren. Das Volle Implizite Verfahren und die
Trapezregel sind implizite Verfahren. Da aber die Differentialgleichung (9.29) linear ist,
ist es in diesem speziellen Fall moglich, die numerischen Losungen explizit zu berechnen.
Die numerischen Losungen fiir alle drei Verfahren werden in den Gleichungen (9.34) -
(9.36) gegeben.
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Methode Positive Beschrinkte
numerische Losungen | numerische Losungen

Euler At <1/« At <2/«

Volle Implizite alle At alle At

Trapezregel At <2/« alle At

Tabelle 9.1: Stabilitatsbedingungen fiir v'(t) = —au(t)

u! = (1ealt) (Euler) (9.34)
1 J
u;’ = <m> (Volle Implizite) (9.35)
%
1&laAt)’
ul = <1++2At> (Trapezregel) (9.36)
2

Die exakte Losung von (9.29) ist positiv und monoton fallend, weil « positiv ist (siehe
Gleichung (9.30)).

Aus den Gleichungen (9.34) - (9.36) ist leicht festzustellen, fiir welche Werte von At
die numerischen Losungen positiv bzw. beschrankt sind. Die Ergebnisse werden in
Tabelle 9.1 aufgefiihrt.

Die Ergebnisse in Tabelle 9.1 unterstiitzen eine bekannte Faustregel, namlich: je im-
pliziter ein numerisches Verfahren fiir Anfangswertaufgaben ist, umso stabiler ist das
Verfahren.

Wir werden die vorherigen Uberlegungen jetzt auf die numerischen Verfahren fiir die
Warmeleitungsgleichung iibertragen.

Es gibt eine deutliche Ahnlichkeit zwischen dem Anfangswertproblem fiir eine gewdhn-
liche Differentialgleichung (9.29) und einer Anfangswertaufgabe fiir die Warmeleitungs-
gleichung:

Ut = ClUgyg

u(z,0) = f(z). (9.37)

In Gleichung (9.29) steht eine Funktion von « auf der rechten Seite der Gleichung. In
Gleichung (9.37) dagegen steht ein Differentialoperator auf der rechten Seite der Glei-
chung. Dieser Differentialoperator mufl deshalb ausgewertet werden und dies geschieht
durch Differenzen in der Ortsvariablen z. Durch diese Uberlegungen wird der Zusammen-
hang zwischen den drei numerischen Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen
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in den Gleichungen (9.31) - (9.33) und den folgenden drei Verfahren fiir die Warmelei-
tungsgleichung klar.

S A = Ly Klassische Explizite
At (Ar)?
T
(9.38)
WHAt = = ( A (AZ];; Zlﬁl) Volle Implizite)
T

(9.39)

uliaeul; 1 (ull g Sl ol 9.40

At - 9f (Az)? (9-40)

1 [(ul .2l +ul . _
+ 50( aRS @ z’)’2 - 1”) (Crank- Nicolson)

T

Das volle Implizite Verfahren (9.39) und das Crank-Nicolson-Verfahren (9.40) sind
implizite Verfahren. Die Werte der numerischen Losung am Zeitpunkt (j + 1)At¢ kénnen
nicht einzeln berechnet werden. Stattdessen miissen alle Werte gleichzeitig berechnet
werden, indem ein lineares Gleichungssystem gelost wird. Wie das geschieht und welcher
Rechenaufwand nétig ist, werden wir in Kiirze besprechen.

Weil das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-Verfahren implizit sind, ist
der Abhéangigkeitsbereich von ufj die ganze Achse. Das bedeutet, dafl die CFL-Bedingung
erfiillt ist und dafl man hoffen darf, da8 die beiden Verfahren fiir alle Werte von At und
Az stabil sind. Genauere Berechnungen, die wir spater durchfithren werden, zeigen, daf}
diese Hoffnung berechtigt ist. In diesem Zusammenhang siehe auch Tabelle 9.1.

Wir beschreiben jetzt, wie das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-
Verfahren fiir das Modellproblem Problem 1 numerisch implementiert werden.

Die Differenzengleichungen haben folgende Gestalt: Die numerische Losung fiir innere
Gitterpunkte am Zeitpunkt ;j bildet einen N-Vektor u;? :

ul = (ul,.. ul )" € RV (9.41)

A sei die N x N-Matrix
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2 &l
s 2 &l (0]
A= € RVN (9.42)
O s 2 sl

sl 2

Das Volle Implizite Verfahren 148t sich dann folgendermaflen beschreiben:

U.;-l_i_l = U.;-l @CAAU;-:_l + b]'+1
b; = Auf;,0,0,...,0,uk,, ;) ERY (Volle Implizite) (9.43)

Um die Lésung am Zeitpunkt (j + 1)At¢ zu berechnen, muf} folgendes Gleichungssystem
gelost werden:

(I + cAA)u;-Zr1 = u? +bj (Volle Implizite) (9.44)

Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren entstehen dhnliche Gleichungen:

cA
u;-‘H = u;? <:>3 AU?H
A
& % Au;-Z + (b; +bj;+1)/2 (Crank-Nicolson) (9.45)
cA .\ h cA .\ h
(I + 714)11]-_*_1 = (I <:>?A)uj + (b] + bj+1)/2 (94:6)

Die Losung der Gleichungen (9.44) bzw. (9.46) erfordert die Losung eines Systems von N
linearen Gleichungen. Dies ist aber sehr leicht, weil die zugehdrigen Matrizen (I + cAA)
bzw. (I + % A) tridiagonale Matrizen sind. Sie sind auch irreduzibel diagonal dominant,
d.h. in jeder Zeile ist der absolute Betrag des Diagonalelements nicht kleiner als die
Summe der absoluten Betrage der nicht-diagonalen Elemente, und fiir mindestens eine
Zeile ist diese Ungleichung streng. Es folgt hieraus, dafl die betroffenen Matrizen nicht
singuldr und sogar positiv definit sind, so dafl die Gleichungen durch das LR-Verfahren
ohne Pivotsuche gelost werden konnen.

Zur Vollstandigkeit geben wir die bekannten Algorithmen fiir die Losung eines N-
Tridiagonalsystems 7Tz = b an mit der Bemerkung, dafl dieses Verfahren nur O(N) nu-
merische Berechnungen erfordert. Dies bedeutet, dafl das Volle Implizite Verfahren und
das Crank-Nicolson-Verfahren ohne grofien numerischen Aufwand durchfiihrbar sind.

Tx=b (9.47)
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er fi
dy ey fo O
T -— . c RNXN
0 en—1 fn-1
dN EN
= (bl,...,bN)TERN
= (xh axN)TERN
Uy ‘= €1
mi = difui }i:2,...,N (9.48)
u; = e omfi
rp = bl
x; = bemiriy 'LZQ,,N
N = bN/UN
xr; = (xi<:>fixi+1)/uz-, Z:N<:>1, ,1.

9.6 Ordnung und Stabilitit

Der lokale Fehler des Crank-Nicolson-Verfahrens 1ait sich folgermafien abschatzen:

C C
mh = Dyl fu(wi,tie ) &5 DiaDsu(zi,t; &5 DiaD_pu(zi,tj)

k
= U <1’i, t]‘ + 5) + O(k2) @%umm(xz, tj) @%um(mz, tj + k)
+ O(h? (9.49)

k k
= U <1’i,t]‘ + 5) < CUgpy <1’i,t]‘ + 5) + O(k2) + O(h2)

wobei alle partiellen Ableitungen am Punkt (z;,t;11/2) ausgewertet werden.

Es folgt aus (9.49), daB8 das Crank-Nicolson-Verfahren die Ordnung 2 hat, was ein grofier
Vorteil gegeniiber dem vollen impliziten bzw. expliziten Verfahren ist, die jeweils nur die
Ordnung 1 haben.

Die Ordnung und Stabilitdtsgrenzen fiir die drei besprochenen Methoden werden in Ta-
belle 9.2 aufgelistet. Die Berechnung der Stabilitatsgrenzen erfolgt spater.
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Bezeichnung Fehler Stabilitidtsbedingung
Klassische Explizite | O(At + Az?) Ae < %

Volle Implizite O(At + Az?) —
Crank-Nicolson O(At? + Az?) —

Tabelle 9.2: Vergleich der drei Methoden

9.7 Mehrdimensionale Probleme

In mehreren Dimensionen lassen sich die finiten Differenzenapproximation leicht aufstel-
len. In zwei Dimensionen, z.B. ist das Crank-Nicolson Verfahren fiir die Gleichung

Up = ClUgy + dUyy (9.50)

k1, k k k k
Ujj UG _ 1 .. Uiy j+ U S2U5 (9.51)
At 2 (Az)? '
d ubj Ul S
(Ay)?
k+1 k+1 k+1
n 1] wilh g U 2
2 (Az)?
(Ay)?

Ist das Verfahren explizit, so ist die Berechnung von u**! aus den Daten fiir «* problemlos.
Bei impliziten Verfahren gibt es allerdings grofiere Schwierigkeiten.
Sei

AuFTt = b (9.52)

das entsprechende Gleichungssystem. In einer Dimension ist A eine tridiagonale Matrix,
und die Losung der Gleichung ist sehr einfach. In mehreren Dimensionen ist A immer
noch diinn besetzt, aber die Lésung der Gleichung (3) ist nicht ganz so einfach. In zwei
Dimensionen z.B. fiir das Modellproblem:

Ut = Ugg + Uy, (2,y) €EG0<t<T
mit G = (0,1) x (0,1) und Randbedingungen

u=0, (z,y) € 0G,0<t<T
u=7f, (z,y) € G,t =0

hat die Matrix A die Gestalt:
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B ol
O
ol B ol
A= . € Mat(N? x N?)
O s B &l
s B
mit
4 <1
O
<1 4 <1
B = ) € Mat(N x N)
O sl 4 el
sl 4
1
O
1
I= ) € Mat(N x N)
O 1
1
mit
Ar = Ay = 1
TRV TN

Die effiziente Losung der Gleichung (3) ist natiirlich sehr wichtig, da sie in jedem Zeit-
schritt durchgefiihrt werden muf}. Es gibt mehrere Moglichkeiten. Hier erwdhnen wir nur
zZwel.

9.7.1 Mehrgittermethoden

Die Gleichung (3) hat die gleiche Gestalt wie die Differenzenapproximation zu der ellip-
tischen Gleichung

CUgy + dvyy = g

und man kann deshalb die Methoden fiir elliptische Gleichungen anwenden. Die werden
wir im Teil II dieser Vorlesung behandeln.
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9.7.2 Die ADI Methode

Die ADI Methode (Alternating Direction Implicit) ist eine wichtige Methode zur Lésung
von Problemen, insbesondere auf rechteckigem Gebiet. Wie oben betrachten wir die Glei-
chung

Up = ClUgy + diyy (9.53)
auf einem Rechteck
G =(0,1) x (0,1).
Die Gleichung (4) schreiben wir in der Form
uy = Aju + Asu

mit 5 52
Al = C@, A2 = d8—y2

und benutzen, a la Crank-Nicolson,
uFtt suk 1
T = E(Al'u,k + A2uk)

1
+ §(A1Uk+1 + Aguk+1)
+ 0(At?)

oder
At At At

At
(I @7141 <:>7A2)uk+1 = (I + 7141 + 7A2)uk + O(Ats)

die jetzt in der Form

At At At)?
(I @}7141 @}7142 + ( ) A1A2)’U,k+1

4
At At (At)?
=(I+—A, +—A
(I+ 5 1+ 9 2 + 1

2
(A4t) A]_A2(Uk+1 <:>Uk) + 0(At3)

A Ap)uF

_|_

Da u*! ©uf = 0(At), folgt

At At At At
(I @7141)(1 @7142)1/@“ = (I+ 7Al)(l + 7A2)uk + 0(A#).

Seien jetzt Ay, und Ay, Approximation zu A; bzw. A, mit Fehler 0(Az?):

At At
(I @?Alh)(I @?Agh)uk-'_l

At At
= (I—|— 714.1}1)([4— 7A2h)uk

+0(At%) + 0(AtAz?).



1M umerische Losung der Wiarmeleitungsgleichung durch Differenzenverfahren

Wir approximieren u* durch v* mit:

At At
(I <:>7A1h)(1 <:>?A2h)vk+1 =

At At
(I + 7141]1)([ + 7A2h)’uk-

Dieses System konnen wir, Peaceman und Rachford folgend, wie folgt 16sen:

A A
(I @{Alh)vk“ﬂ —(I+ {A%)vk
(I @%A2h)vk+l = (I + %Alh)vk“ﬂ

woraus die Bezeichnung “ADI” sich erklart. Die Matrizen 7 @%Alh und [ @%Agh sind
tridiagonale Matrizen, so da8 v*+/2 und v**! leicht berechnet werden kdnnen.

9.8 Ein numerisches Beispiel

Als Beispiel betrachten wir ein Problem, das schon in der urspriinglichen Arbeit iiber
die Crank-Nicolson Methode (Crank und Nicolson [1947]) benutzt wurde.

Das mathematische Problem ist wie folgt:

ou 0%u ov

— = — —, 0 1,t>0 9.54
ot~ oz e ST 7 (9:54)
% = &rve VT (9.55)
mit Anfangsbedingung:
u(z,0) = fi(z), <zr<l1 9.56
v(z,t) = folz), 0<z<l1 9.57)
und Randbedingungen:
ou
ou
—(1,t) = 0, t>0 9.59
S =0, 1> (9.59)

a,k und q sind bekannte Konstanten und f;, f und H sind bekannte Funktionen.

Diese Gleichungen modellieren das Brennen einer Holzplatte, die auf beiden Seiten Flam-
men unterworfen ist (siehe Abbildung 9.5).
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z
—_— S
E—— o
Flammen y Flammen
_— 7 o
—|.’ ’ -1
X
X=0 X=2

Abbildung 9.5: Eine brennende Holzplatte

Problem 1 Problem II
a 22.500 16.580
532 261
K 7.23 x 10'7 1.62 x 10
Hi(u) | 0.90(ug <1400) | 1.1(ug <1400) + 0.253{(u/100)* <1920}

Tabelle 9.3: Parameter fiir die zwei Probleme

Die Mafle der Platte in y- und z-Richtung sind so grof, dafl das Problem als eindimen-
sional betrachtet werden kann.

In den Gleichungen (9.54) - (9.59) bezeichnet u(z,t) die Temperatur des Holzes und
v(z,t) das prozentuale Gewicht der fliichtigen Chemikalien im Holz. Die Gleichung (9.54)
ist die Warmeleitungsgleichung mit einem Term @q%, der die Warme angibt, die durch
das Brennen der freigesetzten Chemikalien erzeugt wird. Nach Vollendung des Prozesses
ist v = 0, und das Holz ist verkohlt.

Zwei Satze von Parametern wurden benutzt (sieche Tabelle 9.3).

In den Gleichungen (9.54) und (9.55) bezeichnet ¢ nicht die reelle Zeit, da eine Trans-
formation durchgefiihrt worden ist mit dem Ziel, die Koeffizienten des Termes u,, gleich
1 zu setzen. Der Zusammenhang zwischen der reellen Zeit ¢tz und ¢ ist (Bamford et al.
[1946], S. 179):

e
tR == 7[)75

mit
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2¢ = Starke des Brettes (cm)
K = 29x10*

c = 0.55
p = 0.60,
so daf
11
tp = 510% (9.60)

Um das Problem zu diskritisieren, betrachten wir zuerst das Problem

Uy = CUuge+g(u), 0<z<1l, 0<t<T (9.61)
u(z,0) = f(z) (9.62)
ou
%(O,t) = « (9.63)
ou
5y bt = 6 (9.64)

Das iibliche Gitter wird eingefiihrt mit £ = At und h = Az. Das Crank-Nicolson Verfah-
ren basiert auf

Ui j41 Ui
—— 5 Claa (@i, tj11)

k
1
+ §cum(mi, tj) + g(mi, tj+1/2, u) (965)
Fir 1 <i < N werden u,,(z;,t;) und wg,(z;,tj11) durch die iiblichen Differenzen appro-
Ximiert:
Uy (T4, 1) = Uittg F “;L;” Gy O(*),1<i<N. (9.66)
Fiir ¢ = 0 gilt:

2
u(z,t) = u(mg,t)+ hug(zo,t) + %um(mg,t) + O(h?)

h2
= u(zg,t) +ha+ 3um(x0, t) + O(h?)

so daf
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2 t 2 t 2
Uoe (0, ) = w1, );* u(2o, )@Taﬂ)(h) (9.67)

Ebenfalls gilt:

(2, £) = 2TV t)hf’zu(””v’ b, % +0(h) (9.68)

Sei nun A die (N + 1) x (N + 1) Matrix mit

2 =y
&l 2 <l O

A= (9.69)
0 sl 2 el
&2 2

Dann ist die Crank-Nicolson Approximation zu den Gleichungen (9.61) - (9.64):

A A
U—?H = u;-z @%Augﬂ @%Au? +
+ kg]-+1/2 + Ch)\(b] + b]‘+1) (970)
mit
u;'l (ug,ja ety uflif,j)T
A = k/h° T (9.71)
8i+1/2 = (90,j+1/2, . ,QN,j+1/2)
bj = (<:>Oéj,0,... ,O,ﬁj)T
oder
cA cA
<I+ ?A> u?+1 = <I <:>?A> u;?
+ kt gj+1/2 + Ch)\(b] + bj+1) (972)

Seien «, und g von u unabhingig, dann ist (9.70) ein lineares Gleichungssystem fiir
u;-’ +1- Im vorhandenen Fall aber gilt:

a; = H(u(zo,t;))
8 = 0 (9.73)

Ov
Gij+1/2 = @QE (x5, tj+1/2)
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Die Approximation von g wird spater ausfiihrlich erklart.

Dies bedeutet, dafl sowohl g;. 1/, als auch (b; +bj,1) von u;;; abhéngen. Wir schreiben
deshalb die Gleichungen (9.72) in folgender Gestalt:

A
mit
p(,ul) o RV o RV
p(ul,ul) = kg1 +cAhb; +bjyy) (9.75)
cA

Die Gleichung (9.74) ist eine nichtlineare Gleichung fiir u;-‘ 11, die iterativ gelost werden
muf}, D.h. es wird eine Folge {u;lfl} berechnet mit

lim u?fl =u’,, (9.76)
Zwei Moglichkeiten bieten sich an:
a) Einfache Iteration:
u?fl = u;’
cA h,s+1 h,s __h
I+ ?A u" " =dj + e(ugy, uy) (9.77)
b) Das Newtonsche Verfahren:
u?fl = u;-’
'r _h,s h,s h,s h,s
F (uj+1)(uj+1+l suyty) = <F (uyr) (9.78)

mit
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F(u) := (I + c;A) u<o(u, h) &d; (9.79)

und

' cA '
F(u) = <I+ ?A> < (u, u;l) (9.80)
(wobei die Jacobimatrix ¢ beziiglich des ersten Arguments gebildet wird)

oder

cA
I+ A<:>(P( ]+17u?)] u?f;rl = d; +‘P( J+1? ;l)
h,s

cA
+ [I‘f‘ —Asp( ]+17u‘};) u;’iy

Falls, wie in diesem Fall,

o(u,z) = (¢o(uo,2),...,on(un,2))" (9.81)

ist ¢'(u,z) eine Diagonalmatrix

QOI (u’ Z) = (QSE)(UO’ Z)’ R a¢’N(uN’ Z))T (9'82)

d.h. F'(u) ist eine tridiagonale Matrix, und die Berechnung von u , erfolgt sehr schnell.

Es bleibt noch, die Auswertung von b;,b;;; und g; /2 zu besprechen.

Es gilt:

b]‘ + bj+1 = (42)@]' —Qj11, 0,0,... ,O)T (983)

mit

o + oy = H(ul) + H(ul,,) (0.84)
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In der Arbeit von Crank und Nicolson wird dies durch

u® +uh

ersetzt, was wir ebenfalls machen werden. Die Differenz zwischen diesen beiden Aus-
driicken ist kleiner als der Abbruchfehler in der Differenzengleichung (9.72).

Zur Berechnung von g;,/, benutzt man die Approximation

Ov . Vi j+1 =V

Die Koeffizienten « und a koénnen in der Praxis sehr grofisein. Deshalb wird wv; ;i1

folgendermaflen approximiert:

Aus
0
8—: = sxve Y (9.87)
folgt
0
s m Y= Ere (9.88)
und
ti+1
In Dbt = oy / e o/udt
Vi, j 7
&2
= ek exp (7a> (9.89)
Uij + Uijt1
=: &xk Ei,j+1
und letztendlich die Approximation
Vijj+1 = Vyj exp(EhkBy i) - (9.90)

Die Approximation (9.90) hat den Vorteil gegeniiber anderen Approximationen zur Glei-
chung (9.87), z.B. der Trapezregel



9.8 Ein numerisches Beispiel 119

Vi j4+1 Vi j

K e o/
k ~ 73 [vije /" 4 vy jyae®Mein

dafl selbst dann, wenn ~ sehr groflist, v; ;11 noch immer positiv ist.
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Kapitel 10

Die eindimensionale Wellengleichung

10.1 Einfiihrung

Die eindimensionale Wellengleichung ist:

Uy S U, =0, t>0, zeR. (10.1)

Es gibt viele physikalische Anwendungen, z.B.: Schwingungen einer Saite oder Membran,
Akustik, elektromagnetische Wellen. Eine Anwendung der Wellengleichung wurde schon
in Absatz 4.5 besprochen. Hier geben wir noch ein klassisches Beispiel.

Beispiel 10.1 [Schwingungen einer Saite]
(Siehe Tychonoff, Samarskii, S. 27.)

Eine Saite der Lange L wird zwischen den Punkten (0,0) und (L, 0) aufgespannt (Abbil-
dung 10.1).

Die Saite wird aus dem Ruhezustand ausgelenkt und losgelassen, so dafl Schwingungen
auftreten. Um diesen Prozefmathematisch zu beschreiben, werden folgende Vorausset-
zungen gemacht:

1. Die Verschiebung der Saite erfolge in einer Ebene, die (z,u) Ebene. Die Verschie-
bung ist immer senkrecht zur z-Achse. Dann 148t sich der Schwingungsprozefl durch
eine Funktion u(z,t) beschreiben, welche die vertikale Auslenkung der Saite cha-
rakterisiert.

2. Die Saite sei ein biegsam-elastischer Faden, d.h., die Spannungen in dem Faden
wirken stets in der Richtung der Tangente. Gegeniiber Biegungen leistet die Saite
keinen Widerstand.
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u
...schwing...
X
(0,0 (L.0)
Abbildung 10.1: Eine schwingende Saite
u

Abbildung 10.2: Die Kréfte, die auf ein Saitenelement wirken

3. Die Grofle der Spannung 7'(z), welche in der Saite infolge der Elastizitat entsteht,
kann nach dem Hookeschen Gesetz berechnet werden:

T(z) = E-[L(t) =L,

wobei L(t) bzw. Ly die Lange der Saite zur Zeit ¢t bzw. die Lange der unausgedehnten
Saite darstellt und E eine Konstante ist (Young’s Modulus).

/ V14 (up)2de ~ (5 1) (1+ 0(u))

wird vorausgesetzt, dafl die Lange sich nur geringfiigig andert.

Da die Lange

Zur Herleitung der Differentialgleichung betrachtet man ein Saitenelement zwischen z =
z; und z = z, (Abbildung 10.2):

Fiir die Projektion der Spannung auf die u-Achse und die x-Achse (die wir mit 7, bwz.
T, bezeichnen) finden wir

Tu(z) =Ty sin a ~ Tytan a = Tyu, ,
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wobei o der Winkel zwischen der Tangente an die Kurve u(z,¢) und der z-Achse ist.

T(z)
1+ u2

Es wird vorausgesetzt, dafl es keine Beschleunigung in der z-Richtung gebe, so dafl

Tp(z) =T(z)cosa = ~T(z)

T(z2) ©T(z1) =0

oder

Zur Herleitung der Gleichung einer transversal schwingenden Saite benutzen wir das zwei-
te Newtonsche Gesetz. Der gesamte lineare Impuls eines Elementes (z;,z) in Richtung

der u-Achse ist zundchst gleich
2

[ e Hele)de

T
wobei o die lineare Dichte der Saite bezeichnet. Wir setzen nun die Anderung der Bewe-
gungsgrofe wahrend der Zeit At = t, <t; gleich dem Impuls der wirkenden Kréfte, die
von den Spannungen Tyu, in den Punkten x; und z, sowie von den aufleren Kraften her-
vorgerufen werden. Letztere nehmen wir als stetig verteilt an und bezeichnen sie, bezogen
auf die Langeneinheit, mit f(z,¢). Damit erhélt man

T2

[ u,ts) & ule tle(¢)de

1
T2 t2

- / Tofua(e,7) (i, Ddr + [ [ f(€,)dédr, ()

Ty t1

die Gleichung einer transversal schwingenden Saite in Integralform. Um von dieser In-
tegralgleichung zu einer Differentialgleichung zu gelangen, setzen wir die Existenz und
Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u(z,t) voraus. Die Gleichung (*) geht dann nach
zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes und dem Grenziibergang zo — z; , to — t;
iiber in

Totze = ouy < f(x,t) .

Im Fall konstanter Dichte p schreibt man diese Gleichung gewdhnlich in der Gestalt

T
Uy = QP Ugy + F(z,t) (a = \/—0> ,
Y

wobei 1
F(mat) = E f(l',t)
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die auf die Masseneinheit bezogene Kraftdichte ist. Wirken keine dufleren Krafte, so er-
halten wir die homogene Gleichung

Uy = @PUypy Oder Uy, SUy, =0 (t=ay),

welche die freien Schwingungen einer Saite beschreibt. Diese Gleichung stellt das
einfachste Beispiel einer hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung dar.

Fiir weitere Uberlegungen notieren wir, da8 die kinetische Energie T’ und die potentielle
Energie U sich folgendermaflen darstellen lassen:

() = %Zp<%>2dx, (10.2)

Ult) — %T /L (%)2@;. (10.3)

10.2 Die Losung des Anfangswertproblems der Wel-
lengleichung

Die Charakteristiken sind

r<ct = const
z+ct = const
Fiithren wir
= r&ct
n = x+ct (10.4)

als neue Veranderliche und

n+¢ n@&) (10.5)

o(en) = atalmtten) = u (155, 12

als neue unbekannte Funktion ein, dann folgt:

0¢ on
Uy = v(f%—kv,,%:vgwwjn,
0¢ on
Uy = v£§+vn§:<:>cv5+cvn,
Ugg = Vgt 21}577 + Uy

uy = - (vge 20 + Vyy) -
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Es gilt:
Upt ECPUpy = <:>402v§,7 =0, (10.6)
d.h.
ven = 0. (10.7)
Es folgt aus (10.7), daB v(§,n) = F(€) + G(n) fiir willkiirliche Funktionen F' und G, d.h.
u(z,t) = F(z <ct) + G(z + ct) . (10.8)

Umgekehrt stellt fiir beliebige differenzierbare Funktionen F' und G die durch (10.8)
definierte Funktion u eine Losung der Gleichung (10.1) dar. Folglich liefert (10.8) die
allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung.

Das Anfangswertproblem fiir (10.1) ist:

u(z,0) = f(z), a<z<b,
u(z,0) = g(z), a<z<b. (10.9)

[Z.B. wenn u die transversale Verschiebung einer Saite darstellt, ist f die Anfangsver-
schiebung und ¢ die Anfangsgeschwindigkeit.|

Aus (10.8) und (10.9) folgt:

u(z,0) = f(z)=F(z)+ G(x) (10.10)
u(z,0) = g(z) = €eF'(z) + cG'(z) (10.11)
und
f'(z) = F'(z) + G'(z) , (10.12)
so daf}
Flz) = +cf'(z) ©g(z)
2c
Gz) = L@ 19 I(‘”)2j 9(@) (10.13)
also
F(z) = —/= <=> / s)ds + ki
G(z) = —+—/ s)ds + ko
Aus (10.10) folgt, daB8 k1 + ko = 0. Schliellich
u(z,t) = F(z <ct) + G(x + ct) = flz Set) ; flz+ct) + 2i T g(s)ds ,
ot (10.14)

die d’Alembertsche Formel. Der Abhéangigkeitsbereich von u(z,t) ist das Intervall (z <
ct,r + ct).
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At

Abhéngigkeitsbereich
T —ct r+ct

Y
8

Abbildung 10.3: Der Abhéngigkeitsbereich fiir die eindimensionale Wellengleichung

10.3 Weitere Eigenschaften

Die folgenden Satze werden z.B. in Smoller, Kapitel 3, bewiesen.

Satz 10.1 (Smoller, S. 23) Eine Funktion u € C*(R?) ist eine Losung der Gleichung
Ut = Ugg
genau dann, wenn u die partielle Differenzengleichung
u(z <ck,t <h) +u(x + ck,t + h) = u(x + ch,t + k) + u(x Sch,t k)
erfullt fur alle h,k > 0. D.h.
u(Py) + u(Ps) = u(Py) + u(Py)

mit P, Py, P;, P, wie in Abbildung 10.4. Die vier Punkte P, bis P, bilden ein cha-
rakteristisches Rechteck, dessen Seiten Charakteristiken sind.

Bewelis:

a) Sei u eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung. Es gilt:
u(x,t) = F(x ©ct) + G(x + ct)

so dafl u eine Losung der partiellen Differenzengleichung ist.

b) Sei u € C*(R?) eine Losung der partiellen Differenzengleichung. Man setzt h = 0,
addiert <2u(x,t) zur Differenzengleichung, dividiert durch k? und betrachtet den
Grenziibergang k£ — 0. O
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(x+ck, t+h)

(x+ch, t+k)

(x-ck, t-h)

Abbildung 10.4: Ein charakteristisches Rechteck (mit h > k).

t

a b

Abbildung 10.5: Losungsschema fiir das Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung

Mit Hilfe von Satz 10.1 ist es moglich, das folgende Anfangswert- Randwertproblem zu
16sen (siehe Abbildung 10.5).

Uy = CUgp, a<z<b, t>0

u(z,0) = f(z), w(z,0)=g9(x), a<z<b
u(a,t) = fi(t), t>0

u(b,t) fa(t), t>0

Man berechnet die Losung in den Gebieten I bis IV in dieser Reihenfolge.
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Satz 10.2 (Smoller, S. 22) Es gibt héchstens eine glatte Lésung fir das Problem

Uy = CUpy, a<z<b, t>0
) f(x), a<z<b

ug(z,0) = g(z), a<z<b
) = filt) Vus(a,t) =q(t), t>0
) = fot)Vug(bt)=ga(t), t>0.

Beweis:

Sei u die Differenz zweier glatter Losungen zu den Anfangs/Randdaten. Dann ist u selber
Loésung mit Anfangs/Randdaten = 0.

Man benutzt das Energieintegral

b
1
nn:i/@%pwmm.

und differenziert nach t.
Nach einfachen Manipulationen ergibt sich

b
il , |
% =C a/%(uzut)dx =0 y

woraus die Behauptung wegen 7(0) = 0 leicht folgt. O

Satz 10.3 (Smoller, S. 20) Sei u € C? eine Lésung des inhomogenen Anfangswert-

problems
Uy SCPUz = G(z,t), zER, t>0
u(z,0) = f(z), z€R
w(@,0) = g(z), zeR.
Dann gilt:

u(z,t) = %[f(x &ct) + f(z+ct)] + % / g(z)dz

4—i//¢Mﬁ
2¢ Ja

wobet das Gebiet G 1n Abbildung 10.6 dargestellt ist.

Beweis:



10.3 Weitere Eigenschaften

129

(zo,t0)

Cl C2

(:L‘o — Cto,'O) I '(.’170 + Cto, 0)

Abbildung 10.6: Die Lésung des inhomogenen Anfangswertproblems

Man benutzt den Gaufischen Integralsatz der Ebene

// (‘%2 8P>da:dt /de+th

(siehe z.B. Bronstein + Semendjajew, S. 401) und erhalt:

//(;5 dr dt = //(utt Uy )dr dt = // (%ut el 8(1'%) dr dt
G G G
[ (e

Das Randintegral wird nun fiir jedes der Dreiecksseiten gesondert betrachtet.
Auf I gilt dt = 0, so daf3

/<:>c2u$dt Sudr = <:>/utdx
zo+-ctp

= <:>/ g(z)dz

xo—cto

Auf C) gilt
1
der =<cdt, dt = &—dr

so daf
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/@czuzdt Sudr = /+cuzdx+cutdt
Ca

Ca
= /+d(cu)
Cy
= cu(zo,to) Scu(xy + cto, 0)

Ebenfalls gilt

/<:>c2u$dt Sudr = cu(zo, ty) <cu(xy Sctp, 0) .
C1

Einsetzen der drei Teilrandintegrale in (10.15) ergibt die Behauptung.

10.4 Das Huygensche Prinzip

Wir betrachten die Wellengleichung in drei rdumlichen Koordinaten:

82
Llu| := <@ <:>02A> u(z1, e, x3,t) =0

wo A der Laplace Operator ist,

AU = Uy gy + Ugyzy + Upszs

= div grad u.

Wir setzten

r = (mlax2am3)a

lz]] = /ot + 5 + 3.

so dafl

(10.16)

(10.17)
(10.18)

Sei h € C*(R®) und I(z, ) der Durchschnitt von h am Ball mit Radius r und Mittelpunkt

Z:

I(z,7) := i // h(z + ry)dS,

lyll=1

wo dS, das 2-dimensionale Flachenelement auf der Sphére 0B(z, ) bezeichnet.

Es gilt:

IcCRR,)

(10.19)

(10.20)
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und
I(z,0) = h(z) (10.21)

Weiter:

/// h(z + 2)dz = /R47rr21(x,r)dr (10.22)

llz[|<R 0

wo dz = dz1,dzy, dzs. Folglich, fiir h € C?, da der Operator A nur auf z einwirkt,

A/47rr21(.r,r)dr = // Ah(z + z)dz (10.23)
0 2I<R
= /// div grad h(z + z)dz (10.24)
2I<R
- / / (grad h(z + 2) -ndS,  (GauB) (10.25)
lI2]l=R
— // S ho, (2 + 2) % ds, (10.26)
lzll=r *
- // > he(z+ Ry) y; R*dS,  mit (y = Rz)
g1 i (10.27)
=R? // %h(m + Ry)dS, (10.28)
lly/ /=1
= 471'R2%I(x, R) (10.29)

o . f o |
2 _ 2
o AO/T I(z,r)dr o J r*Al(z,r)dr (10.30)
= R*AI(z,R) (10.31)
0 _, 0
52
so daB I(z,r) die Differentialgleichung
52
Arl(z,r) = —=rl(z,r) (10.34)

Oor?
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erfiillt. Sei nun (2, als Operator definiert:

(Q.h)(z) :==rI(z,7) = 4L // h(z + ry)dSy

7y
llyl|=1
dann gilt:

A(QR) = Q,(AR) = 88—;(th).

Sei nun u(z,t) eine Lésung der AWA fiir die dreidimensionale Wellengleichung:

wa,) = £(z), 20D — o) gir 1= 0
32
Liu| = (@ <:>C2A> u=0, t>0.

Fiir alle » > 0 und ¢ > 0 erfiillt 2,u die Gleichung:

o, 0 0?
2 o2l ) ou =2 0u el (A
(8t2 & 8r2> Pt = U e »(Au)

0%u
=Q | = 2A
r ( 52 =cC u)

= O, L[u]

Mit Anfangsbedingungen
0 .
Q.u=90Q,f, a(ﬂ,ﬂu) =Q,q firr>0,t=0
und die Randbedingungen
Q.u=0 firr=20,t>0.

Nun ist die Lésung der eindimensionalen ARWA,

u=f(z), uy=g(z) firz >0,t =0
u=h(t) firz=0,t>0

0%u 282u o .. 2
a7 ¢ 55 =0, filr (z,1) € (Ry)

analytisch bekannt:

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)

(10.39)

(10.40)

(10.41)
(10.42)

(10.43)

(10.44)

(10.45)
(10.46)

(10.47)
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SR (CR:) J2r flaedt) % /t g(€)de fiir @ > ct (10.48)
flx +ct) &f(ct &) i .
u(a,t) =h(t=2) + £)de fiir z < ct
( c) 2 2 / (10.49)
Es folgt
ct+r
(Qpu)(z,t) = %[(Qct_wf)(m) S (Qet—r f)(2)] / (Qeg)(z)d€ fir 0 <r <ct
(10.50)
Nun gilt:
u(z,t) = llgl T(Q u)(z,t) (10.51)
,s0 dafl
u(z,t) = hg(l] T(Q u)(z,t) (10.52)
. Qct—i—rf(-r) <:;’Qct—rf(x)] . 11 s
= lim l +lim—— [ (Qeg)(z)d¢
r—0 2r r—0 ¢ 2Tct/r (10.53)
= (aﬁ(ﬂrf(x») n %(Qctg)cr) (10.54)
r=ct
_ EG_] // f(z +ry)dS, + - (Qctg)(x) (10.55)
y
:Eaﬁ//faﬂrcty )dS, + t{/ g(z + cty)d (10.56)
y y

Aus dieser Formel folgt:

1. Der Abhéngigkeitsbereich von u(z,t) ist der Ball

B(z,ct) = {(y,0) : y € R, |jy &z|| < ct} (10.57)

2. Die Lésung u im Punkt (x,t) wird nur von den Daten auf der Sphére
S%(z,ct) = {y € R : ||y ©zl|ct} (10.58)

beeinflufit.
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Kapitel 11

Charakteristiken und die Klassifkation von
Gleichungen und Systemen von Gleichungen

11.1 Einleitung

Fiir die Advektionsgleichung

U +cuy, =0 (11.1)

haben die Kurven

r <ct = const (11.2)

eine spezielle Bedeutung. Fiir die Wellengleichung

Uy = CUyy (11.3)
haben die Kurven
r<ct = const (11-4)
r+ct = const

auch eine spezielle Bedeutung. Sowohl 11.2 als auch 11.4 sind Beispiele von Charakte-
ristiken, die wir jetzt naher untersuchen.

Charakteristiken sind Kurven bzw. Oberflachen, die fiir eine gegebene Differentialglei-
chung definiert sind. Sie finden Anwendungen auf bei:

e der Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen,
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e der Untersuchung der Frage, welche Anfangs- oder Randwertaufgaben sinnvoll ge-
stellt sind,

e der Konstruktion analytischer Losungen,
e der Fortpflanzung von Unstetigkeiten der Lésungen und
e der Formulierung und dem Beweis von Existenz- und Eindeutigkeitssatzen.

Als Beispiel betrachten wir zuerst die Advektionsgleichung

Lu:=u;+cu, =0 (11.5)
mit ¢ > 0, die wir in der Form Lu := u,, + ¢ u,, schreiben.

¢ Klassifikation
Die Advektionsgleichung ist eine hyperbolische Gleichung, da es einen Vektor £ =
(&, &1) € R? gibt mit € # 0 und

Uz(L,g) = 50 +c 61 =0.
e Die Anwendung der Charakteristiken

T &ct = const
bei der Theorie der Advektionsgleichung ist schon ausfiihrlich in Kapitel 6 doku-

mentiert worden.

11.2 Differentialgleichungen héherer Ordnung

11.2.1 Notation

Sei a € Ng*t, a = (ag, ..., an)-
Man setzt:

n
af = X Joul,
=0

e = I1&, fir € = (60, 6) €™,

und
n
« R a0 an,, __ ai
D := Dgy..Dyru = ( Dmi> u
=0
o 3040 gon o L aai
= pon0 e U T (H —axexi) U
=0 "7
. 0
mit 2 = 1.
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Sind mehrere Koordinatensysteme vorhanden, kann man auch zur Verdeutlichung Dgu,
statt D*u schreiben.

Sei nun

L:= Y as(x,u)D* (11.6)

la|<k

ein Differentialoperator der Ordnung k£ auf QO C R"*!. Die Koeffizienten a, diirfen
Funktionen von x, v und Ableitungen DPu sein, mit |3| < k.

Das Hauptsymbol im Punkt x = (zo,... ,z,) € Q ist definiert als

ox(L,€) = Y aa(x,u)€*, EE€R™. (11.7)

|a|=Fk

Ein Vektor £ = (&,...,&,) € R*! € # 0, heifit charakteristisch fiir L in x, falls

ox(L, €) = 0. (11.8)

Die Menge aller ¢ € R™™ mit o, (L, &) = 0 bezeichnen wir mit char, L.

Eine Oberfliche S C R"*!, als Nullstellenmenge einer Funktion f : R"*! &+ R

S ={x e R : f(z) = 0}, (11.9)

heifit charakteristisch beziiglich L in x, falls fiir den Normalvektor zu S im Punkt x,

_ gradf
n(x) = Tlgradf[ls (11.10)
gilt:
n(x) € char,(L),
d. h.
> aq(gradf)* = 0. (11.11)

|a|=k

Sei S C R*! eine glatte Oberfliche. Scd ei p € S. Es ist moglich, neue Koordinaten
&(x),...,&(x) so einzufiihren, dafl in einer Umgebung von p die Oberfliche S durch
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&o(x) = 0 gegeben wird. Die Oberfliche wird dadurch auf eine Oberfliche 3" abgebildet,
wo Y eine Teilmenge der Ebene Hy C R*! &, = 0, ist.

Die normalen Ableitungen von u im Punkt x € S sind durch

Tu(x) (& 9\
onm (Zmaxz) !

i=0

definiert, wo der konstante Vektor v = (v, ...,,) := n(x) der Normalvektor im Punkt
x € S ist.

Seien nun die Cauchy Daten auf S,
0" u(x)

on”
gegeben. Es kann gezeigt werden, dafl hieraus die Cauchy Daten
0"u(§)

9
berechnet werden kdnnen. (Siehe z.B. Bers, John, Schechter, Partial Differential Equati-

ons, S. 40 - 43.)

=fi(x),0<r<kelxecS

,0<r<ke&léed

Sei nun v und dessen Cauchy Daten DPu fiir B = (5,0,0,...,0), |3] < k <1 auf
gegeben (Cauchy Daten). Die Ableitungen D?ﬂu mit v = (0,7,...,7,) konnen
berechnet werden, da > C H,.

Sei nun
a=(ag,...,q,), mit |a]=Ek.
Es gilt
ou &K Ou 0§
or, 28& oz,
_ Ou 0& ", Ou 0§
= % s 2 o on,
so daf, auf Y,

_ O
0xg0 ... 0xon
k oo Qn
_ gé‘:)l: . (g_i’)) (gi:) + bekannte Terme

k

= 8—§Z(grad €)® + bekannte Terme
0
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wobei die bekannten Terme hochstens Ableitungen von u nach & der Ordnung k£ <1
enthalten.

Wir betrachten nun die partielle DGL Lu = 0. Es gilt dann:

Y aa(x,u)D¢u =0

la|<k
also
k
> aq(x,u)(grad &) - —— = bekannte Terme
o= %o
oder
oFu N
%6F Y aq(x,u)(grad f)* = bekannte Terme (%)

0 |a|=k

Die Bedingung n(x) ¢ chary(L), d. h. S sei nicht charakteristisch (bzgl. L), hat somit die
Folge, dafl die Ableitung

o

berechenbar ist. Durch Wiederholung konnen samtliche Ableitungen Dg'u auf }° berech-
net werden.

Umgekehrt zeigt diese Herleitung, dal es ohne weiteres nicht sinnvoll ist, auf Charak-
teristiken Cauchy-Anfangswerte vorzugeben, da die Gleichung () in diesem Fall keine
neue Information liefert und statt dessen eine Vertraglichkeitsbedingung zwischen den
gegebenen Cauchy Daten beinhaltet.

Beispiel 11.1 Fir die eindimensionale Wellengleichung
Uy <P Upy = 0

gilt, daf eine Oberfliche (Kurve) f(x,t) = 0 in R? charakteristisch ist, genau dann,
wenn
AN LAY
ht'l “TY —p
( ot ) e ox ’

of | Of
ot icam

d. h.
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d. h.

f =z +ct),
oder

f =9z ct)

mait beliebigen Funktionen ¢,.

Deshalb - fir die eindimensionale Wellengleichung - sind die Charakteristiken (cha-
rakteristische Kurven oder Oberflichen):

recet = €

11.12
z+ct = n ( )

mit Konstanten £, 1.

11.3 Klassifikation von Gleichungen

Das Hauptsymbol o, (L, ) der Operator
L= aa(x,u)D% z€q,
| <k

wird benutzt, um den Operator L zu klassifizieren.

11.3.1 Elliptische Gleichungen

Die einfachste Definition betrifft elliptische Gleichungen. Der Operator L ist elliptisch
falls es keine reellen Charakteristiken gibt, d. h.

Definition 11.1 Se:

L= an(x,u)d"

o<k

ein Differentialoperator fir x € A C R". L heift elliptisch im Punkt x, falls fir alle
EER, £E£0 qult

02(L,€) = D aa(x)E" #0.

|a|=k

Bemerkung 11.1 Da es keine bevorzugte Richtung gibt, ist es bei elliptischen Glei-
chungen iblich, x = (zy,...,z,) zu setzen statt x = (zo, ..., Z,)-
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Beispiel 11.2 Die Laplace-Gleichung in R" ist elliptisch, da

" 0%u
Lu = ; 33:22’
ox(L,§) = > &

-
Il
—_

Beispiel 11.3 Die biharmonische Gleichung in R?,

I o*u Lo o*u N o*u
u =
oz} oz0r3  Ozj

ist elliptisch, da

0o(L,€) = &+26+6&
= (E+&)°
Beispiel 11.4 Die Minimal-Oberflachengleichung
(1 + vl ugr S2ugUytgy + (1 + ul)uy, =0

ist elliptisch, da

= &+8& + (Giuy ©6u,)?

Es ist manchmal wichtig, die Elliptizitatsbedingung genauer zu klassifizieren. Fiir Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassifikation niitzlich:

Definition 11.2 Se:
= Z a
|| <2

ewn Differentialoperator zweiter Ordnung fir x € ) C R*. L heifSit gleichmdfSig ellip-
tisch auf Q (uniformly elliptic), falls eine Konstante a > 0 ezistiert mat

a2§<2aaxu 2":

|la|=2 =

fiir alle x € Q) .
Beispiel 11.5 Die Gleichung

TUpe + 2uy =0

ist nicht gleichmi8ig elliptisch auf Q = (0,1) C R
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11.3.2 Parabolische Gleichungen

Normalerweise werden parabolische Gleichungen nur fiir Differentialgleichungen zweiter
Ordnung definiert.

Definition 11.3 Se:
=) a
|| <2

und

A= (aq(z) : o] =2)
die Matriz der Koeffizienten a,(z), || = 2. Dann heiyft L parabolisch falls A sin-
guldr ist. O

Beispiel 11.6 Die Warmeleitungsgleichung

Ut SUgy SUyy = 0

1st parabolisch, da

o

I
o oo
o&o

o o

singuldr ist.

Die folgende erweiterte Definition ist in Gustafsson, Kreiss und Oliger, S. 2734 zu finden:

Definition 11.4 Se:

<:>ZP t2xu—|—F
7=0

mit x € R?,
o
Pj(z,t,0z) := > A, xt(9 , vENS

v|=j
und u(x,t) € RV.

L heiit parabolisch, falls fiir alle w € R? und alle xo,t, eine Konstante § > 0 existiert,
so dafl die Eigenwerte \; von
P2T‘ X07t0) Z A X07t0
lv|=2r

die Ungleichung

d

]Re)\j Z 52 |wi|2’"
i=1

gilt.
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11.3.3 Hyperbolische Gleichungen zweiter Ordnung

Die Definition von hyperbolischen Gleichungen ist etwas kompliziert, da es mehrere Spe-
zialisierungen gibt. Fiir £ = 2 ist die Definition am einfachsten:

Definition 11.5 Se:
L= aa(x,u)D%x € R*"
| <2

und
A= (aq(z) : |a| =2) € Mat(n +1,n + 1,R)

die Matriz der Koeffizienten a,(z), |a| = 2. Dann heifst L hyperbolisch falls alle
Eigenwerte von A bis auf einen das gleiche Vorzeichen haben, und ein Eigenwert
von A das andere Vorzeichen hat. O

Beispiel 11.7 Die Wellengleichung
Ut < Ugpy + Uyy = 0

1st hyperbolisch, da die Menge der Eigenwerte von

1 0 0
A= 0 &< 0
0 0 <1
gleich {1,<1, <1} ist. O

Bemerkung 11.2 Die Gleichung

Ugt + Uggp SUyy Su =0

1st weder elliptisch noch parabolisch noch hyperbolisch und ist ultrahyperbolisch.
(Renardy and Rogers, Introd. to Partial Diff. Equs., S. 40)

Fiir Gleichungen beliebiger Ordnung £ gilt:
Definition 11.6 Se:

L= a.(x)D*

|| <k
heift streng (strictly) hyperbolisch in der Richtung n falls

1. 0,(L,n) #0
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2. Alle Wurzeln w der Gleichung
0z(L, & +wn) =0

seien reell und unterschiedlich fir jedes £, das nicht ein Vielfaches von n ist.

Bemerkung 11.3 Die Bedingung, dafl L streng hyperbolisch ist, ist eine notwendige
Bedingung dafir, daf die Lésungen von Lu = 0 nur mdfig wachsen. (siehe Renardy
and Rogers, S. 43).

Um dies einzusehen, betrachte den Fall

Lu = Z a,D%u

la|=k
mit konstanten Koeffizienten a,,

w = pt+iveC v#0

é_ - (07§1a 7§n) S Rn-l—l
n = (1,0,..,0) € Rt
mit
0x(L, & +wn) = Z o (€ + wn)® = 0.
|a|=Fk
Dann ist

U(X) = 6is(£+wn).xa s = :*Zla

eine Losung der Gleichung Lv = 0. Man waéhle s, so daB8 $(sw) < 0. Dann wéchst v
exponentiell mit zunehmendem ¢&,.

11.3.4 Gleichungssysteme: Elliptizitidt nach Agmon, Douglis und
Nirenberg

Systeme von Differentialgleichungen treten oft auf. Sie werden allerdings nur selten
in der Literatur behandelt. Insbesondere werden Systeme hoherer Ordnung kaum in
Lehrbiichern behandelt. Einige der wenigen Ausnahmen sind die Biicher von Miranda
[1970, S. 275], Courant und Hilbert [1962, S. 577], Renardy und Rogers [1992, S. 44| und
Hoérmander [1963, S. 267]. Sei

ux) = (u(x),...,un(x))",

flx) = (fl(x)""afN(x))T
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fiir x € 2 C R". Sei M;; ein Differentialoperator der Ordnung «;.

Sei

mit

Qi S 8 + tj y
M;; = Ofalls s;+t;<0.
Sei M;;(x,&) das charakteristische Polynom von M;; und

~ M;;(x,&) , falls o =s; +t;
T i
0 , falls oy; <s;+1;

Das System
N
> Mij(x)uj=fi, 1<i<N
j=1

heifit elliptisch wm Sinne von Douglis und Nirenberg, falls es moglich ist, s; und ¢; so
zu wahlen, dafl

~

a(x,€) :=det(M;;(x,8)) #0, xeQ, £eR".
Sei

a(x,§) = det(M;;(x,§)),
r = Grad a,
R = Der maximale Grad der N! Terme von «

bei der Entwicklung mit der Leibniz-Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden (Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39]), daf8 die
folgenden Bedingungen fiir die Elliptizitat notwendig und hinreichend sind:

1. r=R,

2. a(x,£&) # 0 fiir alle £ # 0, wo bei a der Hauptteil von a, d.h. der Teil vom Grade r,
ist.

Beispiel 11.8

Uy SVyy = f1,

uyy+uy+vmmm +vzy = f2



Charakteristiken und die Klassifkation von Gleichungen und Systemen von
146 Gleichungen

Man setze
51:0, 52:1, tlz]_, t2:2
Es folgt:

& e
n” &

Beispiel 11.9 [Cauchy-Riemann-Gleichungen]|

Uy vy, = 0

Uy +v, = 0

Man setze s; = s, =1, t; =t; =0 . HEs folgt:

6 — 3 @‘2524"772-
n ¢

Beispiel 11.10

Setze
UL = Uy,  Up 1= Uy

Es gilt:
(;9—;1<Z>U1 = 0,
g—‘;@uz = 0.

Mit der Theorie von Agmon et al setze man

so=0, s1=8 = &1,
t0:2, t1:t2 - ]_
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Es folgt:
0 & &
ae) =& s 0 |=6+6
62 0 <
a=a = a,
r=R = 2

In der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt:

Bedingung L: a(x,¢) ist ein Polynom vom Grade 2m beziiglich £. Sei ¢ , ¢ € R linear
unabhingig. Das Polynom ¢(7) := a(x, & + 7€) hat genau n Nullstellen 7 mit positivem
Imaginarteil.

Bemerkung 11.4 Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und
n > 2. Dann ist die Bedingung L erfiillt. (Siehe Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39],
Miranda [1970, S. 244].)

Bemerkung 11.5 Sei n = 2. Es gebe eine Funktion v(x) und ein o > 0 mit
Re{vy(x)a(x,€)} > a|é” fiiralle EcR", xR, £€#£0,

wobei 2r die Ordnung des Differentialoperators M,; ist. Dann ist die Bedingung L erfiillt
(siehe Miranda [1970, S. 245]).

Bemerkung 11.6 Die etwas komplizierte Definition ist erforderlich, da man sonst
unerwinschte Ergebnisse erhalten kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 11.11 F4ir die Laplace-Gleichung
Ugg + Uyy = 0

kann man das dquivalente System

u,<sv = 0
u,Sw = 0
vy Swy, = 0

aufstellen. Wirden nur die hochsten Ableitungen betrachtet wdre

& 000
det A=det| & 0 0 [ =0. a.

0 & &
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11.4 Existenz und Eindeutigkeit fiir das Cauchy Pro-
blem: Die Sitze von Holmgren und Cauchy-
Kowalewskia

Die Grundidee der Definition von nicht charakteristischen Oberflichen, namlich die
Moglichkeit alle weiteren Ableitungen zu berechnen, fithrt zum beriihmten Satz von
Cauchy und Kowalewskia !:

Satz 11.1 (Cauchy-Kowalewskia:) Seien A, N x N Matrizen und B ein N-Vektor,
deren Koeffizienten analytische Funktionen sind. Sei

(Lu)(x) := L= > Au(x,u), D%u(x),

la|<k

wobesi die Koeffizienten A,(x,u) auch von Ableitungen DPu, |3| < k abhdngen diirfen.

Sei S C R**! eine analytische nichtcharakteristische Oberfliche. Seien f, : R &
RN, |a| < k, analytische Funktionen in einer Umgebung von S. Sei x° € S. Dann

1Sophie Kowalewskia, die erste Doktorandin in Deutschland
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ezistiert eine Funktion u : R &= RV, als analytische Lésung des Cauchy Problems
in einer Umgebung U von x°, d. h. u ist analytisch in U und

1. Lu=Bz €U

2. D*u=f,, xe SN, |a| <k

Satz 11.2 (Holmgren) Die Voraussetzungen seien wie in Satz 11.1, mit der Ein-
schrinkung, dafl A, = A.(x), die Matrizen A, also nicht von u und dessen parti-
ellen Ableitungen abhdngen dirfen. Die DGL ist also linear.(Die Cauchy Daten f,
missen auch nicht analytisch sein.) Dann gibt es héchstens eine Léosung u in U (u
muf8 nicht analytisch sein).

Siehe L. Bers, F. John und M. Schechter [1964, S. 38], Smoller [1983, S. 33]. (Renardy
und Rogers haben auch eine sehr gute Beschreibung dieser zwei Sétze.)

11.5 Hyperbolische Systeme erster Ordnung

Wir betrachten das System

ou d ou
e 11.13
o > A, (x,t) ey + B(x,t)u + F(x,t) ( )

v=1

wobei
u(x,t), F(x,t) € R™
A,, B € Mat(m,m,R)

Als Quelle wird GKO (Gustaffson, Kreiss, Oliger, Time Dependent Problems and
Difference Methods) oft benutzt.

Mit dem System (11.13) wird eine Matrix P(w) assoziert:

. d

Pw):= Y Aw,, weRd (11.14)
v=1

Definition 11.7 Das System (11.13) ist streng (strictly), symmetrisch (symmetric),

stark(strongly) oder schwach (weakly) hyperbolisch im Punkt x,,t,, falls:

1. (streng hyperbolisch)

~

P(w) hat einen vollen Satz von reellen Eigenwerten und Eigenvektoren.

2. (symmetrisch hyperbolisch)

Die Matrizen A, sind hermitisch.



Charakteristiken und die Klassifkation von Gleichungen und Systemen von
150 Gleichungen

3. (stark hyperbolisch)
Es existiert eine Konstante K > 0 und fiir jedes w eine Transformation 7'(w) mit

4. (schwach hyperbolisch)
Die Eigenwerte von P(w) sind reell. O.

Es kann gezeigt werden, dafl die folgenden Zusammenhange gelten:

Comarsn (5 sy

stark

schwach

Abbildung 11.1: Die Definitionen von hyperbolischen Gleichungen

11.5.1 Anfangs-Randwertaufgaben

(Siehe GKO, S. 359)
Fiir die Advektionsgleichung

Ut = QU (11.15)

(d.h. u; + (<a)u, = 0) wissen wir, daB8 die richtige Wahl der Randwertdaten im Streifen
0 <z <1 vom Vorzeichen der Konstante a abhangt:
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1. a > 0.
u(z,0) fI(m), 0<z<1 (11.16)
u(1,t) g’ (1), t>0
2.a=0
u(z,0) = f(z), 0 <z <1 (11.17)
3.a<0
u(z,0) fl(lx), 0<z<1 (11.18)
u(0,1) g''(t), t>0.
Wenn die Losung u stetig sein soll, so muf} (z.B. fiir a > 0),
1) = g'(0) (11.19)

Wird weiter verlangt, dafl u stetig differenzierbar sei, so betrachtet man u; und w,. Ist
v :=wu; 2.B., so gilt:

v(z,0) = w(z,0)
= aug(z,0)
= af'(z)

v(l,t) = w(l,¢)

g" (t).

Wenn v = u; im Punkt (1,0) stetig ist, so gilt

af'(1) = ¢"(0) (11.20)

Auf diese Weise kann man auch weitere notwendige Bedingungen fiir Stetigkeit herleiten.

Sei nun
U= Aug, 0<z<1,¢t>0 (11.21)

wo A eine konstante Matrix ist,ein streng hyperbolisches System. Dann gibt es eine
reguldare Matrix S, so daf
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mit
At
0
= >0
0
Ar
A1"+1
0
AT = <0
0
)\m—s
AL _ .
Man setzt
v(x,t) = S tu(x,t) (11.22)

und stellt fest, dafl

vy = AUg. (11.23)
Sei
ol
v=| ol (11.24)

v(z,0) = f(z), 0<z <1 (11.25)

WI(1,1) = gI(t), t > 0 (11.26)

vI1(0,t) = g'l(t), t > 0 (11.27)



11.5 Hyperbolische Systeme erster Ordnung 153

Beispiel 11.12 Man betrachte das AWRW Problem fur die Wellengleichung:
?u  0*u

u(z,0) = fo(z), 0<z<1
ui(z,0) = fi(z), 0<z<1 (11.29)

u(0,t) = go(t), t>0, } (11.30)
Sei
o(z, 1) ::/8—Z(m,7)d7+/f1(§)ds. (11.31)

Durch Differentiation folgt:
Vp = Ug. (11.32)

Aus 11.28 und 11.32 folgt:

so dafl
up v, = G(x).

Aus 11.31 erhalt man:
vz(z,0) = fi(z) = uy(z,0),

so da8 G(z) = 0. Damit erhdlt man das Gleichungssystem

%(3)2‘4(3:)’ (11.33)

A:(O 1), (11.34)

mit

und Anfangswertbedingungen,

u(z,0) = fo(z),

o(2,0) = [ 1) (1159

ISH

.
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Sei
1 1
= =85! 11.36
5= 1 ( L ) 5, (11.36)
( . ) =51 ( v ) (11.37)
v v
Dann gilt
sast=pn= (1O (11.38)
0 <1
Es folgt:

S

% ( ) _ ( Z: ) (11.39)

Die Anfangsbedingung fiir & und ¢ sind bekannt (siehe 11.35 und 11.37).
Die Randwertbedingungen liefern (siehe 11.37),

w(0,t) +9(0,t) = \/iu(oat) = \/igo(t)
a(L,t) +9(L,t) = V2u(l,t) = V2g()

Die Charakteristiken fiir die Gleichung

(11.40)

ﬂt:ﬂw

haben die Steigung <1, so dafl 4(0, ¢) aus den Anfangsdaten berechenbar ist, insbesondere,

w(0,z) = u(x,0) = fo(z), 0 <z <1 (11.41)

Ebenso

5(1,z) = 5(1 <, 0). (11.42)
Aus (11.40), (11.41), (11.42):

5(0,t) = V2g(t)=fo(t),0<t<1

i(1,t) = V2gq(t) 2i(l1<t,0),0<t<1 (11.43)

mit 9(1<+t,0) wie in 11.35. Damit sind die erforderlichen Randbedingungen fiir die Glei-
chung

(11.44)

gegeben.
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Beispiel 11.13 Die Euler Gleichungen fiur die drer Geschwindigkeitskomponenten
u,v,w ewner Flissigkeit mit Dichte p und Druck p sind:

Momentum-Gleichungen

ug + uu, + vuy + wu, -+ % p = 0
v+ owv, 4+ vy, + wu, + %py =0 (11.45)
wy + uw, + vwy, + ww, + % p, = 0

Kontinuitatsgleichung

pi + (up)s + (vp)y + (wp), =0 (11.46)
und die Zustandsgleichung
p=G(p), (11.47)
dG
2= — =G 0 11.48
= =) > (11.48)

wo, wie es sich spater herausstellen wird, a als Schallgeschwindigkeit bezeichnet werden
kann.

Man betrachtet eine Losung (U, V, W, R) der Euler-Gleichungen und eine kleine Anderung
e(u, v, w, p) davon.

Die Momentum-Gleichungen sind dann:

(U+eu) + (U+eu)(U+eu), +
+ (V+ev)(U +eu), +
+ (W +ew)(U +ew), + (11.49)
+ 7(G(R+ep))a =0,

R+sp

mit zwei weiteren Gleichungen &hnlicher Form. Die Gleichung 11.49 wird jetzt nach ¢
entwickelt.

Der erste Term ist von ¢ unabhangig:

LG,

Up+ UUs + VU, +WU. + 5

und dieser Term ist gleich Null, da nach Voraussetzung, (U,V,W, R) eine Losungder
Euler-Gleichung ist.
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Der nachste Term ist linear in €. Um dies zu berechnen geht man wie folgt vor. Es gilt

1 1 1 1
—1sL o)

R+6p:§1+6p/R:R R
G(R +¢ep) = G(R) + ep G'(R) + 0(?)
(G(R+ep))s = (G(R): + e(pG'(R)).+0(?)
= (G(R)). + &(ps G'(R) + p(G'(R))z) + 0(e?)
so daf3
mr;(G(R+ep)). = 3(G(R), +

+ £ [4(0:G'(R) + p(G'(R)).) &5 (G(R)). +0(=?)]
= L(G(R), + %a*p,+eF(R,p,R,)+0(?).

wo F(R, p, R;) nicht von der Ableitung von p abhéngt.
Der nachste Term hat deshalb die Gestalt:
2

e |ug + Ut + Vuy + W, + %pz + F(R,p, Ry, U,V, W)] .

Es folgt, dal das linearisierte System fiir u, v, w und p folgende Gestalt hat:

U u o 0 % U
v n 0 U 0 0 v n
w 0 0 U O w
P/, R 0 0 U p/,
V0 0 0 u
0V o0 % v
+ 0 0V 0 w +
0 R 0V r/,
W 0 0 0 u
N 0 W 0 0 v N
0 0 W a®/R w
0 0 R W p/,
u
+ow,v,w,r)| ° |=o,
w
p

wo C(U,V,W, R) eine bekannt 4 x 4 Matrix ist.
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Der Einfachheithalber betrachten wir jetzt den linearen Fall, wo die Losung nur von z
und ¢ abhangt. D.h.,

U U 0 0 % U
v n 0 U 0 O v _ 0
w 00U 0 w |
p/, R 0 0 U p/,
oder
(5)sa(5) -0
pt P x
v +Uv, =0
U}t‘f‘UU}m:O
mit
A=Y &
R U
Mit
(7))
p) %
folgt

/N
IS4

p t P T
~ U a
B =

(7 5):

ein symmetrisches System! Die Eigenwerte A, A von B sind

sU +a, a> 0.
Die richtige Wahl der Randbedingungen ist deshalb von der Geschwindigkeit U abhangig.

1. Uberschallstrémung (U > a)
Dann sind A;,A_ < 0 und sowohl @ als auch p sollte bei x = 0 festgeschrieben

werden. Bei x = 1 sollten keine Randbedingungen gegeben werden.

2. Unterschallstromung (U < a)
Dann ist A, > 0 und A_ < 0. Es sollte jeweils eine Randbedingung bei z = 0 und
x = 1 gegeben werden.







Kapitel 12

Schwache Losungen

Ist das Gebiet, auf dem eine Differentialgleichung (DG]I) zu l6sen ist, “hinreichend glatt”
berandet, d.h. 02 ist von der Klasse C™ fiir ein m € N, so gelten bei elliptischen DGI
Regularitatsaussagen der Art, daf3 bei Vorgabe glatter Daten (z.B. Randwerte) auch die
Losungen gewisse Glattheitseigenschaften erfiillen.

Bei hyperbolischen DGI ist eine solche Aussage i.allg. falsch. Als Beispiel hierfiir
betrachten wir den einfachen Fall der Burgers Gleichung in zwei Dimensionen:

Sei (z,t) € R? . Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems.

uuy +u; = 0

u(z,0) = f(z) (12.1)
Sei f(z) € C>°(R) mit den Eigenschaften

1 fiir <0
f(x)_{o fiir z>1

(Siehe Abbildung 12.1.)
Um das Verhalten der Losung zu studieren, miissen wir den Verlauf der Charakteristiken
betrachten. Diese seien hier noch einmal definiert:

Definition 12.1 1. Sei L = Y|4« aa(z)0* ein linearer Differentialoperator der
Ordnung k auf Q C R* . Das Hauptsymbol (Hauptteil) in x € Q) ist defintert als

0s(L,§) = 3 aa(x)6* (£ ER?)

|a|=k

2. Ewn Vektor £ € R heifst charakteristisch fiir L in z, falls
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A flz)

o

—
Y

8

Abbildung 12.1:

o(L, &) =0

Die Menge aller £ € R* mit 0,(L,£) = 0 bezeichnen wir mit char,(L) .

Bemerkung 12.1 L heifit elliptisch zu z , falls char,(L) = {0} .

Definition 12.2 Eine Hyperebene S heifit charakteristisch beziglich L in x , falls fiir
den Normalenvektor n(z) gilt:

n(z) € chary(L) .
S heifit nichtcharakteristisch , falls S an keinem Punkt x charakteristisch ist.

Unsere Gleichung (12.1) ist eine eindimensionale partielle DGL der Form

Lu=)Y a;u+bu=f, (12.2)
j=1
wobei a;,b und f C>-Funktionen von z seien. Sei A = (a4, ... ,a,) ein Vektorfeld im R”

. Dann ist

char,(L) = {¢|(A(z),£) = 0},

d.h. char,(L) ist die zu A orthogonale Hyperebene. Eine Hyperebene S ist charakteri-
stisch in = genau dann, wenn A(z) tangential zu S in z ist.

Die Integralkurven des Vektorfeldes A(z) heiflen charakteristische Kurven der Gleichung
(12.2). Sie sind Losungskurven des folgenden Systems gewdhnlicher DGI:

dx dx;
dt (.’IT) dt CI/J(.’IT) ) ] ) 7n’ ( 3)
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A t
1
A C
B
0 1 "z
Abbildung 12.2:
Entlang dieser Kurven gilt fiir die Lésung von (12.2)

du dx;
i > (85u) d—t] =Y a;0;u=f<bu. (12.4)

Nehmen wir nun an, S sei nichtcharakteristisch. Dann geht durch jeden Punkt z, € S eine
eindeutige Integralkurve von A , ndmlich die Lésung von (12.3) mit dem Anfangswert
z(0) = zo . Entlang dieser Kurve ist die Losung der partiellen DGI (12.2) einfach Losung
der gewShnlichen DGI (12.4) mit dem Anfangswert u(0) = f(z).

Somit ist unser Anfangswertproblem reduziert zu einem Anfangswertproblem fiir
gewohnliche DGI. Dieses Verfahren zur Losung partieller DGl 1. Ordnung heifit auch
Charakteristikenverfahren.

Sind die Koeffizienten a; auch von u abhéngig, so wird das Gleichungssystem (12.3)
erganzt:

T aj(.’l],’d),lﬁjgn
& = f(z,u) <bu.

Wir bestimmen nun die Charakteristiken unseres Modellproblems. Es gilt:

dz dt_1 du_

dx dt du dt_l
ds_u ds ds

0 =—=- 12.5

dr u ( )
Die Anfangswerte “pflanzen” sich entlang der Charakteristiken fort. Wir haben also die
Situation (siehe Abbildung 12.2):

Im Gebiet A haben die Charakteristiken die Steigung 1, also gilt in A: u=1.

In C haben die Charakteristiken die Steigung oo und es gilt: u =01in C .
In dem Bereich B geht u vom Wert 1 iiber in den Wert 0, jedoch schrumpft das Intervall,
indem der Ubergang stattfinden kann, fiir ¢ — 1 auf 0 zusammen. In dem Punkt (1,1) ist
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das Problem tiiberbestimmt, es kann keine stetige Losung existieren.

In dem Punkt (1.1) entsteht eine Stofwelle. Da eine Losung von (12.1) im klassischen
Sinne nicht mehr existieren kann, ist es fiir weitere Untersuchungen erforderlich, den
Losungsbegriff zu modifizieren. Bei der folgenden Betrachtung der schwachen Ldésung
wenden wir uns einem einfachen linearen Modellproblem zu:

Sei - wie oben - ) C R? . Wir betrachten die folgende DGI 1. Ordnung:

a(z,y)u, +b(z,y)uy, =c fir (z,y) €Q (12.6)

Mit der Bezeichnung aus Def. 11.1 1a8t sich (12.6) auch schreiben als

Lu=c mit Lu=au,+bu, (12.7)

Wir nehmen im folgenden an, dal u klassische Losung von (12.7) ist, d.h. u ist stetig
differenzierbar.

Fiir die Definition der schwachen Losung bendtigen wir sog. Testfunktionen. Als Test-
funktionen wéahlen wir

p € C2(Q) :={y € C*(Q)| supp ¥ kompakt , supp ¢y CC Q},
wobei
supp ¢ = {z € Ql¢(z) # 0} .
Insbesondere gilt fiir ¢ € C5°(0) :
dist(supp ¢, 09) > 0,

d.h. ¢ = 0 in einer Umgebung des Randes 0f).
Aus der Gleichung (12.7) folgt nun:

/ o(Luoc)de =0 Yy € C2(Q) (12.8)

Wir fithren nun den Begriff des adjungierten Differentialoperators ein.

Definition 12.3 Se: L ein Differentialoperator der Ordnung k in der offenen Menge
Q C R*. Ewn Differentialoperator L* der Ordnung k in ) heiffit adjungiert zu L, falls

/(L*f) Lgdz = /f(Lg)d.r v feCHQY g € CEQ) (12.9)

Q
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Bemerkung 12.2 Fiir den linearen Differentialoperator aus Def. 11.1 gilt

L'v= Y (&)8*(ca(r)v) .

o<k

Als letztes Hilfsmittel bendtigen wir den Gaufschen Integralsatz:

Satz 12.1 Se:r  C R* eine kompakte Teilmenge mait glattem Rand, n : 00 <> R”
das aufiere Einheitsnormalenfeld und U D ) eine offene Teilmenge von R . Dann
gilt fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U < R™ :

/ div F(x)dx = / < F(z),n(zx) >ds.

Beweis: Siehe Infini III

Wir setzen nun

v = (aup, bup) .

Dann gilt:

div v = (pa)u, + u(pa)s + (eb)uy + u(pd),
= divv = pLu <ul*p
(12.7), (12.9)

Wir wenden nun den Gaufischen Integralsatz an und erhalten:
/ diveder = / eLu <ul*p dx
Q Q

_ / ¢u<(z>,n>ds:0 (12.10)

o0

da ¢ € C§°(Q2) gewdhlt war.
Aus (12.7) und (12.10) folgt nun:

/ e dx = / uL*pdx Vo e C3P(Q) (12.11)
Q Q

Ist u klassische Losung von (12.7), so gilt (12.11) fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(2) . Wir
definieren nun:
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C
Abbildung 12.3: Das Gebiet 2

Definition 12.4 u heifSt schwache Loésung von (12.7), falls Vo € C*(Q)) gilt

/uL*godx:/ pc dx
Q Q

Bemerkung 12.3 1. Aus der obigen Herleitung folgt, daB eine klassische Lésung auch
schwache Losung der DGI ist. Die Umkehrung ist natiirlich nicht immer richtig.

2. Ist u schwache Losung von (12.7) und u € C'(Q2) , dann ist u klassische Lésung.

Beweis von 2:
Aus (12.11) folgt in (12.10)

[ o(Lu<ec)dr =0 Vo e ()
Q
= Lu=c,da ¢ Dbeliebig a

Wir betrachten nun das Problem (12.7) in dem Gebiet 2 = Q, U, (siehe Abbildung 12.3)
Die Kurve (' zerlege (2 in die Teilgebiete (2; und (2. Wir nehmen im folgenden an:

1. u ist schwache Lésung von (12.7) in Q .
2. u sei klassische Losung in Q\C .

Unser Ziel besteht nun darin, Eigenschaften der Kurve C zu untersuchen.

Da u nach Voraussetzung schwache Losung von (12.7) in Q ist, gilt
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/ (uL*p ©pc)de =0 Vo e () (12.12)

Q1UQ
Da u klassische Losung in €2; , ¢« = 1,2, diirfen wir den Gaufischen Integralsatz anwenden:

/ uLl*p Sep dr = / wLu &cep do <:>/ gou((Z),n)ds (12.13)
(o8 Q 89;
Es folgt mit (12.12):
2 a
0= / ¢(Lu &c)dr <) / @u((b>,n>ds (12.14)
Q100 =1 50,
Nach Voraussetzung ist u klassische Losung in ; . Dann folgt aus (12.14):
(12.15)

223 / W<<Z>,n>ds:0 Vo eCl(Q)

=1 50,
Da ¢ € C5°(f2) gewdhlt wird, ist in (12.15) nur die Integration iiber die Kurve C' durch-
zufithren. Sei s der Kurvenparameter, d.h. Punkte der Kurve lassen sich schreiben als

(z(s),y(s)) . Dann gilt fiir die Normalen in :
9y
n; =+ ( %5 )
“as
In den Integralen iiber den Rand taucht die dulere Normale auf. In unserem Fall gilt:
ny = <ne
Sei ¢ eine auf ) definierte Funktion und (z(s),y(s)) € C . Der Sprung von ¢ auf C' wird

erklart durch:

(z,y) & lim Y(z,y)

[’;/)](S) = (Ly)—)l(lgsl),y(S)) d) (z,y)—(z(s),y(s))
(2,y)€RQ9 (z,y)€Q
(12.16)

= P&y

Mit dieser Bezeichnung und den vorangegangenen Bemerkungen koénnen wir (12.15)

schreiben als

% ‘%) do=0 VypeclQ) (12.17)

C/ o ([au@@[bu@
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Da ¢ € C§°(2) beliebig ist, folgt aus (12.17):

[au]@ @[bu]% =0

Sind a, b stetige Funktionen auf (2 , so erhalten wir die Bedingung

[u] (a%@b?)zﬂ auf C
s s

Ist u unstetig, d.h. [u] # 0, so gilt

Oy ox
agﬁba——o,

d.h. C ist eine Charakteristik.
Zum Schlufibetrachten wir noch ein Beispiel.

Sei

w(w,y) = 2 fir zy>0
T 1 s ey <0

u ist eine schwache Losung der Gleichung
Lu=wuy+u, =0,
denn

1. u ist klassische Losung der DGI in 2; und 2,

2. die einzige Unstetigkeit von u ist entlang der Charakteristik C

(12.18)

(12.19)

(12.20)



Kapitel 13

Die Burger-Gleichung

Wir hatten den Begriff der schwachen Losung bei linearen hyperbolischen Differential-
gleichungen (DGI) eingefiihrt. Die Theorie der schwachen Lésungen ist jedoch insbeson-
dere bei der Betrachtung nichtlinearer DGI von Bedeutung. In der heutigen Vorlesung
beschéiftigen wir uns mit nichtlinearen DGI vom Typ

ag+b, =0, (13.1)

wobei a und b zweimal stetig differenzierbare Funktionen von z,y und « sind.

Bemerkung 13.1 Die Gestalt von (13.1) wird als Erhaltungsform bezeichnet, da Inte-
gration bzgl. z von z; nach x,

o 7
a—y / b d.r — <:>a/|q;:x2 + a/|(1::x1 (13'2)
r1

liefert.

Betrachten wir y als die Zeitvariable, so bedeutet (13.2), daf8 die zeitliche Anderung der
Grofie b proportional zur Differenz des “Flusses” a in den Endpunkten z; und z, ist. Viele
physikalische Erhaltungssitze lassen sich in dieser Form schreiben (z.B. Masseerhaltung
bei einer stromenden Fliissigkeit).

Anhand eines einfachen (stetigen) Modells fiir den Verkehrsfluauf einer Einbahnstrafie
(ohne Abzweigungen) wollen wir Gleichungen vom Typ (13.1) nédher betrachten:

Wir nehmen an, der Verkehr bewege sich in positiver z-Richtung. Sei p(z,t) die Ver-
kehrsdichte (Anzahl der Autos pro Einheitsldnge) im Punkt z zum Zeitpunkt ¢, und sei
q(z,t) die Anzahl der Autos, die pro Einheitszeit den Punkt x passieren.

Die Gesamtzahl der Fahrzeuge im Intervall [z;, 2] ist durch

T2
A:/pdx
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gegeben. Also wird die Zu- oder Abnahme der Autos zwischen den Kontrollpunkten z;
und x5 durch

d T2 T2
AA:%/pdx:/ptdx.

beschrieben. Diese Grofle muf3 der Differenz von ¢ in x; und z, entsprechen, falls kei-
ne Autofabrik an der Strafle liegt oder eine sonstige Quelle oder Senke im Dichtefeld
vorhanden ist. Es gilt somit fiir jeden Zeitpunkt ¢:

T2 2
/ pr dz = q(21,t) ©q(22,t) = @/ G dz .
r1 1

Da z, s beliebig gewdhlt werden kénnen, mufl gelten:
pr+q:=0 (13.3)

Um die DGI (13.3) weiter behandeln zu kdnnen, bendtigen wir eine zusitzliche Beziehung
zwischen p und gq.

Ein “verniinftiges” Modell fiir die Verkehrsgeschwindigkeit v ist durch

v(z,t) =c(1<p/po), (13.4)

gegeben, wobei p, die maximale Dichte der Autos pro Einheitsintervall (d.h. Stostange
an Stofistange) beschreibt. Gleichung (13.4) besagt, dafl die Geschwindigkeit v maximal
wird, wenn die Strafle leer ist (p = 0) und der Verkehr zum Erliegen kommt, wenn p = py
ist. Die Konstante ¢ ist die (von der kw-Zahl des Fahrzeugs abhingige) Maximalge-
schwindigkeit.

Die Anzahl der Fahrzeuge, die den Punkt z pro Zeiteinheit passieren, ist dann gegeben
durch

qg=rp-v=pc(l<p/po) . (13.5)
Wir setzen
u:=c(l1<2p/py) -
Dann gilt
2¢c
U = <— Pt
Po
& = cpx(12p/py) = up, (13.6)
Damit erhalten wir:
P
pt+ Qe = <:>ut2_0 + UPy
c

= pt+q = %(utqtuuz). (13.7)
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Aus (13.3) ergibt sich dann die DGI
U+ uuy =0. (13.8)
Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Burger Gleichung
Ut + YUy = Vg,

aus der Gasdynamik, wenn die Viskositat v verschwindet.

Bemerkung 13.2 Die einzigen C!-Lésungen von Gleichung (13.8) sind Funktionen, die
fiir alle ¢ > 0 in z-Richtung monoton wachsend sind (bei festem ¢).

Beweis: Sei u € C' und sei (zg,ty) , to > 0 beliebig. Wir betrachten die eindeutige
Losungskurve der DGI

dz
i u(z,t) z(tg) = o - (13.9)

Diese Kurve ist eine Charakteristik von (13.8), denn es gilt

du(z(t),t dz
(d(t) ):uzaJrut:umHut:o_ (13.10)

u ist entlang von Charakteristiken konstant, also hat wg. (13.10) jede Charakteristik
eine konstante Steigung, d.h. die Charakteristiken sind Gerade mit der Geschwindigkeit
(= reziproke Steigung) u.

Angenommen u wachst nicht monoton fiir ¢ > 0. Es gibt also z; < x5, mit
u(zy,t) > u(zy,t) .

Dann ist die Steigung der Charakteristiken in z; kleiner als die in z,, die Geraden
schneiden sich in einem Punkt fiir £ > 0. Dies kann aber nicht sein, da nach Voraussetzung
u € C! gewahlt war.

Beispiel 13.1 (s. Kapitel 11 (“Schwache Losungen”))

Physikalisch relevante Probleme erfiillen die Bedingung aus der Bemerkung nicht. Be-
trachten wir unser Verkehrsmodell: Falls u(z,t) < u(za,t) V¢ > 0 gelten soll, so heifit
das

p(z1,t) > p(z2,t) fir =z <z,

d.h. die Dichte des Verkehrs nimmt fiir gréfler werdendes z ab, ein Verkehrsproblem wg.
verstopfter Strafien entfallt.
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At

1/
1 >

T
u(z,0) =1 u(z,0) =0
Abbildung 13.1:

Wenn wir die interessanten Probleme behandeln wollen, ist der klassische Lésungsbe-
griff sinnlos. Wir sind also gezwungen, den Losungsbegriff zu verallgemeinern und die
schwachen Losungen zu betrachten.

Zur Bestimmung der schwachen Lésung von (13.8) betrachten wir die Gleichung in ihrer
Erhaltungsform:

1
(5 u2> +u;=0. (13.11)

Allgemeiner kénnen wir die Erhaltungsform schreiben als
(f(u))e +ur=0. (13.12)

Wie in Kapitel 12 wird zur Bestimmung der schwachen Lésung (13.12) mit einer Test-
funktion ¢ € Cj() multipliziert und integriert. Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes
erhalten wir:

/ fu)pe +upidp = 0. (13.13)
Q

Wir nennen eine Funktion u, die (13.13) erfiillt, eine schwache Losung von (13.12).
Wir nehmen nun an, u sei eine schwache Ldsung von (13.12) und u sei stetig differenzierbar
auflerhalb einer Kurve C'. In Analogie zu Kapitel 12 erhalten wir dann

C/ - ([f(u)]% @[U]Z—Q ds=0 VoeCQ) (13.14)

wobei wir mit [-] die Unstetigkeit iiber C' bezeichnen wollen, z.B.
[u] = ug, ©ug,

wobei u;, der Wert von u links von C sei und uyr der Wert von u rechts der Kurve C.
Auf der Kurve C' muf also die folgende Bedingung erfiillt sein:

dx dt
X )= g (13.15)
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Bemerkung 13.3 Bei linearen hyperbolischen DGI gilt, dafl die schwache Losung nur
iiber Charakteristiken Unstetigkeiten aufweisen kann. (13.15) definiert keine Charakteri-
stik, da die Argumente von [-| von « abhangig sind.

Wir bezeichnen die durch (13.15) bestimmte Kurve als StofSwelle. Die Bedingung (13.15)
heifit “Sprung-Bedingung” bzw. in der Gasdynamik die “Rankine-Hugoniot-Bedingung”.

Bemerkung 13.4 Bei sehr schwachen Stofiwellen ([u] klein) fallen Stofiwelle und Cha-
rakteristik fast zusammen, denn es gilt

de . dt dzr [f(uw)] dt
ds f (u)ds ds [u] ds
Die Grofle s := ‘fi—”t” bezeichnen wir als die Geschwindigkeit der Stowelle. Es gilt:
_de _[f(w)]
dt [u]
Durch die Gleichung (13.16) ist die Gréfle der Unstetigkeit und die Geschwindigkeit der
Stoflwelle miteinander gekoppelt.

(13.16)

Beispiel 13.2 Betrachten wir die Burger Gleichung in der Erhaltungsform (13.11). Dann
erhalten wir fiir die Geschwindigkeit der Stofiwelle
Clupeuy 1

=% oun §(UL+UR) .

Die Erweiterung des Losungsbegriffs auf schwache Losungen ist nicht mathematischer
Selbstzweck, sondern ist fiir die physikalische Modellbildung, z.B. in der Gasdynamik,
duflerst niitzlich. Mit Hilfe der schwachen Losungen kann man Phdnomene beschreiben,
deren Losung, abgesehen von einer schmalen Ubergangsregion, in den zwei angrenzenden
Gebieten auf einfache Weise zu erhalten ist und die dort auch beliebig glatt ist.

Im folgenden wollen wir anhand einiger Beispiele Eigenschaften von Stofiwellen untersu-
chen. O.E. setzen wir C' = 1.

Beispiel 13.3 Wir betrachten das Anfangswertproblem

Uy +u; = 0
u(z,0) = ()

1 fir <0
plz)=< 1oz fir 0<z<1
0 fur z>1
Der Charakteristikenverlauf ist in den Abbildungen (13.2) und (13.3) dargestellit:
Im Punkt (1,1) entsteht eine Stofwelle mit der Geschwindigkeit s = % O
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A
t
/
u=1 u=0
p/po =0 1 plpo =1
v = ’U:%
1 T
Abbildung 13.2:
At
t=2z—1
u=1 u=0
p/pOZO 1
v =
uzll:
1 "z

Abbildung 13.3:

Beispiel 13.4 Als weiteres Beispiel betrachten wir unser Verkehrsmodell mit den
Anfangsbedingungen
1 fi <0
uw,0) =1 o BT TS
0 fir >0

Die Lésung wird in Abbildung (13.4) gezeigt:
Aus dem Verlauf der Charakteristiken ist ersichtlich, dafi eine Unstetigkeit entste-
hen mug. Fir die Kurve C muf gelten (siehe (13.16))

s = O

1

5
In dem Verkehrsmodell ist eine Stofiwelle durch eine scharfe Unstetigkeit der Dichte p
und folglich der Geschwindigkeit v der Autos gekennzeichnet. Die Stofiwelle entsteht,
wenn der zundchst frei fahrende Verkehr auf das Ende eines Staus auftrifft. ‘fi—f gibt die

Geschwindigkeit an, mit der sich das Ende der Schlange bewegt.

Wir haben bereits bemerkt, dafl Stowellen fiir ¢ > 0 nur dann entstehen kénnen, wenn
u eine monoton fallende Funktion ist, d.h. in unserem Beispiel, wenn die Verkehrsdichte
p anwachst.

Die Erweiterung des Losungsbegriffs auf schwache Losungen hat den Nachteil, dafi die
Eindeutigkeit verloren geht. Dies sieht man allein daran, dafl die Wahl der Erhaltungsform
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S
[e)
S -

Abbildung 13.4:

der DGI nicht eindeutig ist. Eine weitere Erhaltungsform fiir die Burger Gleichung ist
z.B. gegeben durch

v+ (') = 0
v = log u (13.17)

Fiir die Geschwindigkeit der Stofiwelle gilt dann

dx Uur, SUR

T dt log(ur/ug)
Der Vergleich mit (13.16) zeigt, daB8 aus verschiedenen Erhaltungsformen verschiedene
StoBwellen resultieren. Die Wahl der richtigen Erhaltungsform ist im Zusammenhang
mit der Anwendung zu treffen. (Beispiel Physik: Energieerhaltung, Massenerhaltung etc.)

(13.18)

Es ist jedoch auch bei Wahl der richtigen Erhaltungsform moglich, dal zwei schwache
Losungen zuldssig sind. Wir wahlen die Erhaltungsform (13.11) und betrachten die Burger
Gleichung mit den Anfangsbedingungen

0, <0

13.19
1, >0 ( )

u(z,0) = {
Wie im Beispiel (13.4) erhalten wir eine Stoiwelle mit der Geschwindigkeit s = %, die in
(0,0) beginnt (siehe Abbildung 13.5).
Diese Losung ist physikalisch wenig sinnvoll, da sie bedeutet, dafl die Fahrzeuge sich
links mit der Geschwindigkeit v; = % bewegen, obwohl rechts die Strafie leer ist (pr = 0).

Eine weitere Losung mit den Anfangswerten (13.19) ist in Abbildung (13.6) zu sehen.
Diese Losung ist stetig, aber nicht stetig differenzierbar. Die Unstetigkeiten der Ablei-
tung fallen mit zwei Charakteristiken zusammen, die man als “schwache Stofiwellen”
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Charakteristik K StoBwelle
Char.
- u=1
p/po = % 1 p=0
v = % v=1
1 "
Abbildung 13.5:
A t t -r
u=3
u=0 ) u=1
p/po =3 1 =0
v = % v=1
? "

Abbildung 13.6:

bezeichnen konnte.

Um Eindeutigkeit der schwachen Losung zu erreichen, ist also eine weitere Bedingung
erforderlich. Fiir die Burger Gleichung lautet diese Nebenbedingung fiir die Stof3welle:

d
up > 2 > up (13.20)
dt

Diese Bedingung entstammt wieder der Anwendung. Fiir die Gasdynamik ist (13.20)
damit dquivalent, da8 die Entropie iiber eine Stofiwelle zunehmen mufl. Deshalb nennt
man (13.20) auch die Entropiebedingung.

Eine andere Begriindung fiir eine Bedingung dieser Art ist, daf fiir ¢ > 0 durch (13.20)
gewahrleistet ist, dafl jeder Punkt der Stoflwelle durch die Anfangsbedingungen auf
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beiden Seiten beeinfluffit wird (d.h. die Charakteristiken laufen in die StoSwelle hinein).
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Kapitel 14

Systeme von Differentialgleichungen
Erhaltungsform

14.1 Einfiihrung

Wir untersuchen quasi-lineare Erhaltungssysteme:

wobei

u(z,t) eR* | (z,t) e Rx Ry
feC*(Q) , QCR".

Die Erforschung solcher Systeme ist zur Zeit hochst aktuell.

14.2 Beispiele:
14.2.1 Die Burgersche Gleichung [Smoller, S. 241]

+<1 2) =0
Ut 2U x—

oder

u +uu, = 0

(14.1)

(14.2)

(14.3)
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Systeme von Differentialgleichungen in Erhaltungsform

14.2.2 Die Eulersche Gleichung fiir Strémungen [Smoller, S. 240,

347, 322

Pt + (pu)z
(pu) + (pu* 4 p)a

0 (Erhaltung von Masse)
0 (Erhaltung von Momentum)
0

{p (“72 + e)]t + [pu (% u? + e) + pu] = (Erhaltung von Energie) (14.4)
wobei
i = e+p/p (Enthalpie)
e = e(v,s) (Gegebene Funktion)
v 1/p
p ey
T = e,
und
de =Tds <pdv .
Die Gleichungen (11.4) lassen sich folgendermaflen schreiben:
pr+ (pu)e = 0
(pu)i + (pu® +p)s = (14.5)
sit+us; = 0
oder
U+ AU)U, =0
p u p 0
U=|u | AWU)=|p/p u ps/p (14.6)
s 0 0 w
14.2.3 Das p-System [Smoller, S. 306]
Vg S Uy 0
u + (p(v)e = 0 (14.7)
t>0 , xR
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wobei
p<0,p">0.

Wenn p(v) = kv™?, erhalten wir die isentropischen gasdynamischen Gleichungen mit
Lagrangeschen Koordinaten.

14.3 Einige Grundbegriffe
Definition: Die Gleichung (11.1) ist hyperbolisch, falls die Funktionalmatrix df (u) := 2L n
verschiedene reelle Eigenwerte besitzt:

A(u) < ..o < Ap(u) . (14.8)

Die zugehorigen rechten und linken Eigenvektoren werden mit r;(u) bzw. /;(u) bezeichnet.

Beispiel:
Fiir das System (11.6) gilt

det( A\ S A(U)) = (A eu)[(A ©u)? &)

mit Eigenwerten:

A=u,utc (14.9)

wobei

¢ = Schallgewchwindigkeit
= /P -

D.h., Storungen werden entweder mit der Stromung getragen oder mit Schallgeschwin-
digkeit vorwarts und riickwarts fortgepflanzt.

Definition: Eine beschréankte mefibare Funktion v ist eine (schwache) Losung (Gleichung
(11.1)) mit Anfangsdaten u = u, , falls

// (uy + f(u)py)dx dt + / uopdzr =0 (14.10)

t>0

fiir alle Testfunktionen ¢. (D.h. ¢ € C*(R x R, ) und ¢ hat einen kompakten Triger.)
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14.4 Das Lax-Wendroff-Verfahren

Fiir Gleichungen in Erhaltungsform ist das Lax-Wendroff-Verfahren im besonderen ge-
eignet. Wie {iblich wird ein Gitter (z;,¢;) , z; = o + iAz , t; = jAt eingefiihrt. Die
Herleitung dieses Verfahrens besteht aus mehreren Schritten.

1. Taylorentwicklung fiir u; ;. Dabei werden die partiellen Ableitungen nach ¢ in parti-
elle Ableitungen nach x unter Beriicksichtigung der partiellen Differentialgleichung
umgewandelt.

2. Die partiellen Ableitungen werden approximiert. Man erhdlt dadurch das normale
Lax-Wendroft-Verfahren.

3. Durch Umschreiben der partiellen Ableitungen erhdlt man das Zweischritt-Laz-
Wendroff- Verfahren, das fiir die Berechnungen einige Vorteile bietet.

Diese Schritte werden jetzt weiter erlautert:

Schritt 1
u(zi, tjp1) = Wi =u;; + At %—? - (A;)2g271; ot O((At)%)
ij ]
= w; SAHf(0)),l;; + (A;)2%(A(x)(%f(u)) +0((At)?)
12
da
o = S{f(u))slig
e = @at;x ) y :% (%%) o
- 2 (4 w) - 2 (B2 tw)
mit _—
A = .
Schritt 2

Approximieren wir nun die partiellen Ableitungen
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of (u) fuy;) Sf(w)i1,) 2
= ’ . A
oz ij 2Azx +0(Az7),
_ fir1; ot
2Azx
0 0
— A(u)—f
g (4005, £w) |
1 0
= L Al t) (— f(u))
Az ! Oz it1/2,5
<A(u(z tj)) ( 9 f(u))
i—1/2, b5 A
! Oz i—1/2,j
Damit erhalten wir das Lax-Wendroff-Verfahren.
, 1 At (At)?
W1 = U @5 Az (fiv1; ©fio1j) + m
(A2 (fiyny Fim1y) S A (£ ©Fi )] (14.11)
wobei
8f(111;+1/2 )
A, L= /S 14.12
+1/2,] au ( )
und
1
W;i1/2,5 ‘= 5 (11,'_1_1,]' + ui,j) = u(mi+1/2, tj) + O(A.I‘2) (14.13)
da
Az Ou 9
Wip1; = Wi/ + — A= +O((Az)?) ,
’ ’ 2 Oz it1/2,5
Az Ou
lli’j = ui+1/2,j @7 % g + O((AJ;)2)

Bemerkung: Das Lax-Wendroff-Verfahren hat einen lokalen Fehler der Ordnung

O((Az)?) + O((At)?) .

14.5 Das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren

Sei
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L8 j+1
// | N
7 | AN
// I \\
7 | N
/// : \\\
Ve ‘ AN
I 1 +
///‘\\\ | ,//.x J+172
// \\ I // \\
4 \\ ! // \\
4 N | / N
// \\ | // \\
/// \\\ : /// \\\
/ N I 7/ \,
® ® [ |
i-1 i I+1

Abbildung 14.1: Das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren
1 (At)

Wirrjzger/z = 5 (Wireg + i) ETI (fir1; <) (14.14)
1 At

Wimrjzgerje = 5 (Wimrg + i) 4:*2(@2) (£ =fi1;) (14.15)

Damit erhalt man
At
;1 = Wy @ﬁ (Fir1/2,511/2 ©fic1/2541/2) 5 (14.16)

das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren (siehe Abbildung 14.1).

Dieses Verfahren hat auch den Fehler O(Axz? + At?). Die Zwischenwerte u;_; /2,j+1/2 und
U;;1/2,j1/2 haben zwar einen Fehler der Ordnung O(At), aber dieser Fehler wird geloscht
in dem Ausdruck fiir u; ;.

14.6 Stabilitit des Lax-Wendroff-Verfahrens

Sowohl das Lax-Wendroff-Verfahren (11.11) als auch seine Zweischritt- Verwandte (11.16)
haben die Gestalt

<:>1 4 At
1 At\?
5 <A A—:L-> (uz'+]_,j <:>2uz7] + ui*]-,j) )

(Wi Su; )
+

falls
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f(u) = Au..

Die Verstarkungsmatrix G ist

At At N
G<§)_I<:>ZA—.’1}A sin O[<:><A—x A) (]. <CO0s O()
mit

a:=¢ Azx .

Sei A ein Higenwert von A. Dann ist

At At\?
Ag =1 <i A Sin 04<:><)\ A_x) (1 <cos )

ein Eigenwert von G. Es gilt
[Ael <1

genau dann, wenn

At
A — 1
‘ Az <h

und dies ist die notwendige Bedingung von Neumann fiir das Verfahren.
Es kann gezeigt werden, dafl diese Bedingung fiir Konvergenz auch hinreichend ist.

14.7 Neue Methoden

Es gibt mehrere neue Methoden fiir hyperbolische Gleichungen in Erhaltungsform:
1. Die Methode von Roe
2. Die Methode von Godunov
3. Monoton Methoden
4. TVD Methoden

5. ‘Flux Limited’Methoden

Wir verweisen auf die Literatur:

a) Gustafsson, Kreiss und Oliger: Time Dependent Problems and Difference Me-
thods.Wiley 1995.



184 Systeme von Differentialgleichungen in Erhaltungsform

b) Harten, A.: On a class of high resolution total-variation-stable finite difference
schemes, SIAM J. Numer. Anal., 21, 1984, 1-23.

c) Lax, P.D.: Hyperbolic Systems of Conservtion Laws and the Mathematical Theory
of Shock Waves, CBMS Regional Conference Series in Applied Mathematics 11,
SIAM, Philadelphia, 1972.

d) Leveque: Numerical Methods for Conservation Laws. Birkh&user, 1990.

e) Majda, A.: Compressible Fluid Flow and Systems of Conservation Laws in Several
Space Variables, Springer 1984.

f) Kroner: Numerical Schemes for Conservation Laws. Teubner, John Wiley & Sons,
1997.

g) Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. Springer 1983. Kapitel
15.

h) Sonar: Mehrdimensionale ENO-Verfahren. Teubner, 1997.

Um auf den Geschmack solcher Ergebnisse zu kommen, zitieren wir einige Satze aus dem
Buch von Kroner:

Wir betrachten die Gleichung

ou 0 P i
EqL%f(u)—O in R x RT,

u(+,0) = up in R.
Sei {k,,} und {h,,} Folgen mit k,, — 0, h,, — 0 fiir m — co. Man setzt
At = k,,, Az = h,,
Als Startwerte fiir die numerische Approximation benutzen wir:

Tiy1/2

u = / wo(z)dz

Ti—1/2
Die numerische Approximation «] wird durch

At
=l e (g, uly) Sg(ul g, ul)]

nt1

U;

definiert. Hier ist g eine “Fluffunktion” mit g(u,u) = f(u).
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Beispiel 14.1 (Das Engquist-Osher Schema)

so dafs
a) f(u)=f*(u)+ f~(u)
b) ft ist monoton steigend, f~ monoton fallend

(Diese Zerlegung von f ist immer méglich, wenn f von beschrankter Variation ist - siehe
[.P. Natanson, Theorie der Funktionen einer rellen Veranderlichen, Akademie Verlag,
1954, S. 205).

Dann wird folgenderweise definiert:

g(v,w) = f7(v) + 7 (w). 0

Die Gitterfunktion u? wird fiir alle (z,¢) € R x R" definiert:
1 1
up(z,t) :=ul fir nAt <t < (n+1)At und (i <:>§)Ax <z<(i+ E)Ax

Satz 14.1 (Laz-Wendroff)
Sei g € C*'(R?). Es ezistiere eine Konstante K mit

Sup sup [um(z, )| < K
m RxR+

und u,, — u fast dberall in R x R" fir m — oo.

Dann ist u eine schwache Lésung der Gleichung

811, 8 - . +
EJr%f(u)—O, inRxR
u(-,0) = ug

Beweis: Siehe Kroner, S. 54.

Definition: Fiir v : [a,b] — R ist die totale Variation von v,

n

TViap(v) == sup Z |(v(zre1) ©v(zR)|

a=zo<21<22...<Tn=>b k=0
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Satz 14.2 Sei uy € Lj,.(R), mit TV (ug) < co. Sei g € C*(R?), und g(v,w) mononton
stetgend in v und monoton fallend in w (z.B. das Engquist-Osher Schema). Sei L
eine Lipschitz Konstante fiir g. Set

At

2(160) 4L <1

C At km :
Ser 1, = ;= = A, ewne Konstante.

Dann konvergiert u,, gegen u € L} (R,R"). u ist eine schwache Lésung der Glei-
chung

ou 0
g‘i‘a—mf(u)—o

und u erfillt die Entropiebedingung.

Beweis: Siehe Kréner, S. 71.



Kapitel 15

Der Aquivalenzsatz von Lax fiir
Anfangswertaufgaben

15.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der beriihmte Satz von Lax fiir Anfangswertaufgaben (Lax und
Richtmyer [1956]) bewiesen, ndmlich, da8 unter bestimmten Voraussetzungen Stabilitat
<= Konvergenz.

Bemerkung 15.1 Dieses Kapitel ist grofitenteils aus dem Buch von Meis und Markowitz
[1978] entnommen. Siehe auch Richtmyer und Morton [1967] und Strikwerda [1989].

15.2 Banachriume

Definition 15.1 Es sei B ein Vektorraum tber dem Kérper K = C (resp. K = R).
B heifit komplezer (resp. reeller) Banachraum, wenn folgendes gilt:

1. In B 1ist eine Abbildung || -|| : B — [0,00) (genannt Norm) mit folgenden
Eigenschaften ausgezeichnet:
(a) |la]| =04 a=0 (a € B)
(6) l[Aall = [Al [lall (AeK, aeB)
(c) lla+bl <llal+ o]l (a,b€ B) .
2. Der Raum B 1ist beziiglich der durch || - || induzierten Topologie vollstindig;

d.h. jede Cauchy-Folge {a,},cn von Elementen von B konvergiert gegen ein
Element a von B.

Dabei heift {a,}nen Cauchy-Folge, falls es zu jedem positiven e eine natirliche
Zahl ny gibt, so daff aus n,m > ny folgt ||a, <an|| < €. Die Folge {a,}nen heifit
konvergent gegen ein Element a von B, falls {||a <ay,||}nen etne Nullfolge ist.
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Jeder Banachraum besteht also aus einem Vektorraum und einer Definition fiir die Norm.
Demnach sind zwei Banachrdume, denen der gleiche Vektorraum zugrundeliegt, zu un-
terscheiden, falls die Normen verschieden sind. Insbesondere beachte man, dafl ein un-
endlichdimensionaler Vektorraum, der bez. einer gegebenen Norm vollstdndig ist, diese
Eigenschaft keineswegs beziiglich einer anderen Norm besitzen musf.

Beispiel 15.1 Der Vektorraum C"* wird mit jeder der beiden Normen

1/2
2] = m]ax|xj| ,lzll = (Z xjfj)
j
zu einem Banachraum.

Beispiel 15.2 Es sei K C R™ eine kompakte Menge. Der Vektorraum C°(K,C") ist
beziiglich der Norm

1£lleo = max max |f;(z)]

vollstadndig und folglich ein Banachraum. Dabei ergibt sich die Vollstandigkeit des Raumes
aus der Tatsache, daf3 jede Cauchy-Folge bei dieser Definition der Norm eine gleichmafig
konvergente Folge stetiger Funktionen darstellt. Eine solche Folge konvergiert bekanntlich
gegen eine stetige Grenzfunktion, also gegen ein Element des Raumes.

Der Raum C°(K,C") ist jedoch bez. der Norm

n 1/2
£l = (K/ > f,-(@mdx)

nicht vollstdndig. Dies ergibt sich aus dem folgenden Gegenbeispiel: In C°([0,2],C) ist
die Folge {f,},cn mit

| z+ fir z€][0,1)
f"(m)_{ 1 fir zell,2]

eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert aber gegen keine stetige Grenzfunktion.
Wenn im folgenden vom Banachraum C°(K,C") die Rede ist, meinen wir immer den
Vektorraum der stetigen Funktionen f : K — C" in Verbindung mit der Norm || - || .

Beispiel 15.3 Es sei G ein Gebiet des R®™ und A = {f :@ G —
C"|f quadratintegrierbar in G'}. Dabei heifit f quadratintegrierbar in G, falls das Integral

[ ¥ teifns

G

im Sinne von Lebesgue existiert und endlich ist. A bildet mit der iiblichen Definition der
Addition und Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum iiber C. Die durch
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1/2
151l = (/ 5 fj<m>mdm>

definierte Abbildung |||||| : A — [0, 00) hat alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme
von 1.(a), da |||f]|| = O fiir alle f € N mit

N ={f € Al{z € G|f(z) # 0} hat das MafiNull} .

Um diesen Mangel zu beheben, geht man zum Quotientenraum A /N iiber. Die Elemente
von A/N sind Aquivalenzklassen von Abbildungen aus A, die sich nur auf einer Menge
vom MafSNull unterscheiden. A/N wird in kanonischer Weise zu einem Vektorraum iiber
C. Mit der Definition

IFIl=F111 (F € A/N,f € )

wird dieser Vektorraum zu einem Benachraum, den wir mit L?>(G,C") bezeichnen.
Wahrend sich die Vektorraum- und Normeigenschaften leicht zeigen lassen, gestaltet sich
der Nachweis der Vollstandigkeit wesentlich schwieriger (vgl. Yosida 1968, Kap. 1.9).
Zur Vereinfachung der Schreib- und Sprechweise werden wir im folgenden nicht mehr
zwischen den Aquivalenzklassen f € L? und deren Reprisentanten f € f unterscheiden,
da sich die jeweilige Bedeutung aus dem Zusammenhang ergibt.

Die folgende Definition fiihrt den wichtigen Begriff einer dichten Menge ein.

Definition 15.2 Es seien B ein Banachraum und D, D, Teilmengen von B mat
D, C D,. D, heifit dicht in D,, wenn es zu jedem a € Dy und zu jedem ¢ > 0 ein
b € Dy gibt mat ||a <b|| <e.

Satz 15.1 (Approximationssatz von Weierstrafl) Es set K C R™ eine kompakte
Menge. Dann qilt: Der Vektorraum der auf K definierten Polynome mait komplezen
Koeffizienten liegt dicht im Banachraum C°(K,C).

Satz 15.2 1. Der Vektorraum
V ={feC>®(a,b],0)|f* (a) = ) (b) =0, v =1(1)o0}

liegt dicht im Banachraum C°([a,b], C).

2. Der Vektorraum der beschrdnkten Funktionen aus C*(R,C) liegt dicht im Ba-
nachraum der beschrdnkten Funktionen aus C°(R,C).

Satz 15.3 Es se1 G ein Gebiet des R™. Dann gilt:
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1. Der Vektorraum C§°(G,C) der auf G definierten unendlich-oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Trager liegt dicht im Raum L*(G,C).

2. Der Vektorraum der auf G definierten Polynome mait komplezen Koeffizienten
liegt dicht t1m Raum L?*(G,C), wenn G beschrinkt ist.

Definition 15.3 Es seien By, By Banachrdume und D ein Untervektorraum von B.
Eine Abbildung

A:D—>B2

heifSt linearer Operator, falls fiir alle a,b € D und alle \,u € K gult:
A(Xa + pb) = AA(a) + pA(D) .

Ein linearer Operator A heifit beschrinkt, wenn es ein o > 0 gibt mit ||A(a)|| < oal|
fiir alle a € D. Die Gréfle

|A]| := inf{a € R, | ||A(a)|| < al|a]| fir alle a€ D}
heiflt dann Norm des linearen und beschrdnkten Operators A. Wair bezeichnen

L(D,By):={A:D — By | A linear und beschrdnkt} .

Bei der Definition beschrankter linearer Operatoren von B, nach B; genigt es, sie
auf einem dichten Unterraum von B; zu definieren. Es gilt ndmlich:

Satz 15.4 Es seien B, B, Banachrdume, D ein in B; dichter Untervektorraum von
By und A € L(D, B;). Dann gibt es genau einen Operator Ae L(By, B,), der auf D
mit A dbereinstimmt. Es gilt iberdies |A|| = ||A||. A heift die Fortsetzung von A
auf B;.

Beweis: Es sei a € B;. Dann gibt es, da D dicht in B, ist, eine gegen a konvergente Folge
{a;};jen von Elementen aus D. Aus

[A(a;) S A(ar)l| = |A(e; Sar)l < Al lle; Sax|
<

[A[l(la <a;]| + [la <axl)

folgt, dafl {A(a;)};jen eine Cauchy-Folge in B, ist. Da B, als Banachraum vollstandig ist,
existiert ein (eindeutig bestimmter) Grenzwert der Folge {A(a;)};en in Bs, den wir mit ¢
bezeichnen. Die Grofle ¢ hangt nur von a und nicht von der speziellen Auswahl der Folge
{a;};jen ab. Denn sei {a;};cn eine andere gegen a konvergente Folge von Elementen von
D. Dann 1483t sich abschatzen:
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le & A(ay)[| + [|Ala;) < A(a,)]]

<
< le ©A(a)ll + 14ll(lle <]l + [la <a,]) -

Hieraus folgt durch Grenziibergang, daf die Folge {A(a;)};en ebenfalls gegen ¢ konver-
giert.
Wir definieren die Abbildung A B; — B, durch die Vorschrift:

Aa) =c.
A ist wohldefiniert und stimmt auf D mit A iiberein.
Zum Nachweis der Linearit4t von A seien a,b € By und {a;};en {b;},cn zwei gegen a bzw.
b konvergente Folgen von Elementen von D. Dann konvergiert die Folge {Aa; + ub;}jen
gegen das Hlement \a + pb. Es folgt:

A(da+ pb) = lim A(Na; + b))
j—oo
=A jlggo Ala;) + p ]1520 A(bj) = MA(a) + nA(D) .
Zum Nachweis der Beschranktheit von A seien ¢ und {a;};jen wie oben gegeben. Es ist
|A(a;)|| < ||A|l ||laj|]] und wegen der Stetigkeit der Norm

JA@I = Il Jim Ala;)] = lim |4(e;)]
<Al Jim ;| = 4] | Jim ol = [14]| [l

Hieraus folgt [|A|| = ||4]| .

Den Nachweis, daf A eindeutig bestimmt ist, fithren wir indirekt:

Es sei A ein beschrinkter linearer Operator von B; in B, der auf D mit A iibereinstimmt.
Fiir ein a € B; <D gelte A(a) # A(a). Weiter sei {a;};cn eine gegen a konvergente Folge
von Elementen von D. Dann gilt:

1A(a) Al < IIz‘:l(a) “A(a))ll + IIz‘:l(a) < A(ay)|
= [[A(a) ©A(aj)ll + |A(e) =A(a))]
< Al llasall + 141l lla <] -

Hieraus folgt durch Grenziibergang ein Widerspruch.

Nach Satzen der Funktionalanalysis (Hahn-Banach) 148t sich ein beschrankter linearer
Operator auch dann auf ganz B; normtreu fortsetzen, wenn der Definitionsbereich D
nicht dicht in B, liegt. Die Erweiterung ist dann allerdings nicht eindeutig bestimmt.
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Definition 15.4 Es seien By, B, Banachrdume und M eine Menge von beschrankten
linearen Operatoren, die B; in By abbilden. M heifst gleichmdfig beschrdnkt, wenn
die Menge {||A|| |A € M} beschrdnkt ist. Dies ist gleichbedeutend damait, dafl es eine
Konstante a > 0 gibt mit ||A(a)|| < afa|| fir alle A€ M und alle a € By .

Satz 15.5 Prinzip der gleichmdffigen Beschrdnktheit (engl. uniform boundedness).

Es seien B, B, Banachraume und M eine Menge von beschrankten linearen Operatoren,
die B; in B, abbilden. Es existiere eine Funktion §: B; — R, mit

1A(a)|| < B(a)
fiir alle a € By und alle A € M. Dann ist die Menge M gleichmaRBig beschrankt.

Bemerkung 15.2 Das Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit wird z.B. bei dem Be-
weis des Satzes von Polya-Steklov angewandt.

Definition 15.5 Es seien B ein Banachraum und [T}, Ts] ein reelles Intervall. Eine
Abbildung

U : [Tl,TQ] — B

heift Fréchet-differenzierbar tm Punkte t, € [T1,T3|, falls es ein Element a € B gibt
mat
lim [u(to + h) ©ulto) <h-al| _
h—0 |h|

to+h€[Ty,Ts]

0.

Das Element a 1st eindeutig bestimmt und heifSit Ableitung von u im Punkte t,. Es
wird mit u'(t,) oder % (ty) bezeichnet. Die Abbildung u heifSt differenzierbar, falls
sie in jedem Punkt von [T, T,] differenzierbar ist. Die Abbildung u heif$t gleichmdfig
differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und

1

m lu(t + h) Su(l) <hu'(t)||

mit h — 0 gleichmdpig fir t € [T1,Ts] gegen Null konvergiert. Die Abbildung u heifit
stetig differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und die Ableitung u'(t) stetig in
[T17T2] 18t.

Aus der obigen Definition folgt sofort, dafl eine im Punkte ¢, differenzierbare Abbildung
auch stetig in ¢, ist. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (vgl. Dieudonné 1960,
Satz (8.6.2)) ergibt sich fiir stetig differenzierbare Funktionen u:
1
IRl

Eine stetig differenzierbare Funktion ist somit auch gleichmaflig differenzierbar.

u(t + h) Su(t) <hu'(t)]] < sup |[u/(t + vh) <u' (1)) -
0<v<1
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15.3 Das abstrakte Cauchy-Problem

Definition 15.6 Es seien B ein Banachraum, D, ein Untervektorraum von B,T €

R, und
AIDA—>B

ewn linearer Operator. Wir betrachten dann die folgende Anfangswertaufgabe zum
Anfangswert c € D,y : Gesucht ist eine differenzierbare Abbildung

uw:[0,T] - Dy (genannt Lésung)
mat
u'(t) = A(u(t)  (t€[0,T])
u(0) = c. (15.1)
Wir bezeichnen diese Aufgabe im folgenden mit P(B,T,A) .

Wegen der Linearitdt von A bildet die Menge aller Anfangswerte, fur die die Auf-
gabe P(B,T, A) losbar ist, einen Untervektorraum von D,. Falls die Aufgabe sogar
eindeutig l6sbar ist, konnen wir fir festes ty € [0,T] durch die Zuordnung

¢ — ue(to)

einen linearen Operator definieren, wobet u.(t) die Lésung von P(B,T,A) zum An-
fangswert c bezeichnet . Diese linearen Operatoren werden zur Definition von sach-
gemadjgestellten Anfangswertaufgaben herangezogen.

Definition 15.7 Die Anfangswertaufgabe P(B,T,A) heifit sachgemdfgestellt, wenn
es einen Untervektorraum Dg mat

DpCcDysCB
und eine Schar My = {Ey(t)|t € [0,T]} von auf Dg definierten linearen Operatoren
Ey(t) : Dp — Dy (t €10,T7)
mat folgenden Eigenschaften gibt:

1. Dy (und damit auch D, ) liegt dicht in B.



194 Der Aquivalenzsatz von Lax fiir Anfangswertaufgaben

2. Fir alle Anfangswerte ¢ € Dy hat die Aufgabe P(B,T, A) genau eine Ldésung
uc(t). Sie wird fir alle t € [0,T] durch

uc(t) = Eo(t)(c)
dargestellt.

3. Die Menge M, ist eine gleichmadfiig beschrankte Menge von linearen Operato-
ren.

Wir nennen die Operatoren Ey(t) aus M, tm folgenden Ldésungsoperatoren.

Definition 15.8 Es seien Ey(t) die Lésungsoperatoren aus Definition 13.7. Dann
bezeichne E(t) die Fortsetzung von Ey(t) auf B und es se:

M ={E()|t€[0,T]}.
Die fiir c € B gegebene Abbildung
E(-)(c):[0,T] - B

heift verallgemeinerte Lésung der Anfangswertaufgabe P(B,T,A) zum Anfangswert
¢, die Operatoren E(t) aus M heifien verallgemeinerte Lisungsoperatoren.

Die verallgemeinerten Lésungen sind keine Losungen, wenn sie auflerhalb von Dy
verlaufen.
Wair notieren einige Eigenschaften der eingefiihrten Begriffe.

Satz 15.6 Es ser P(B,T,A) eine sachgemdfgestellte Anfangswertaufgabe.Die linea-
ren Operatoren E(t) € C°(B, B) erfiillen die Halbgruppeneigenschaft:

E(r+s)=E(r)o E(s) (r,s,m+s€1[0,T]) .
Dann qilt:

1. Die Menge M = {E(t)|[t € [0,T]} ist gleichmdfig beschrdnkt mit derselben
Schranke wie die Menge My = {Ey(t)|t € [0,T]}.

2. Jede verallgemeinerte Losung E(-)(c) von P(B,T,A) zum Anfangswert ¢ € B
lagt sich im Sinne der Norm von B gleichmdf$ig durch Lésungen von P(B,T, A)
approzimieren. Dies bedeutet, dafi es zu jedem ¢ > 0 ewn Element ¢ € Dg gibt,
so daf8 gult:

1E(@)(c) SE ()@ <e (¢ e[0,T]).
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3. Jede verallgemeinerte Lésung E(-)(c) von P(B,T,A) zum Anfangswert ¢ € B
ist aus C°([0,T], B).

4. Fir alle c € Dg gult:
E(t)o A(c) = Ao E(t)(c) .

5. Fir alle ¢ € Dg ist u(t) = Ey(t)(c) stetig differenzierbar.
Beweis:

zu (1): unmittelbar klar nach Satz 4.

zu (2): Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Mit L bezeichnen wir die nach (1) gegebene
Schranke fiir die Norm der Operatoren F(t). Da Dg dicht in B liegt, gibt es
ein ¢ € Dy mit

€

&cl| <
o dll < =

Dann 148t sich wegen E(t)(¢) = Ey(t)(¢) abschétzen:
1E(#)(c) SEo(H) (@) = [|E(#)(c) SE@) (@) < Lllc ¢l <e.

zu (3): Es seien s € [0,7] und € > 0 vorgegeben. Wir wahlen nach (2) ein
Element ¢ € Dg, so daf} gilt:

IE(t)(c) <Eo(t)(@)] < % (te0,T]).

Da Ey(-)(¢) als differenzierbare Abbildung auch gleichma8Big stetig ist, gibt es
ein § > 0 mit

|Bo(s + 0@ ©Bo(s)@Il <5 (1hl <&,s+hel0T).

Zusammengefafit ergibt sich fiir alle » mit || < § und s + h € [0,7] die
Abschatzung

|1E(s + h)(c) <E(s)(c)]| <
|1E(s + h)(c) <Eo(s + h) (@)l + || Eo(s + h)(€) <Eo(s) (@)
+[[Eo(s)(€) <E(s) ()]
<E€.
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zu (4): Fiir ¢ € Dg und ¢ € [0,7T] gilt die folgende Abschatzung:

|E(t) 0 A(e) & A0 E(t)(c)|| <

1E(t) o A(e) @% E(t)(E(h)(c) &

+ H% E(t)(E(h)(c) &¢) A0 Et)(c)]]

< ﬁ IE@)[[[E(R)(c) &c <hA(c)]]

B + h)(©) SE(1)(c) Sha o B(#)(c)] -

Weil E(-)(¢) = Eo(-)(c) im ganzen Intervall [0, 7] differenzierbar ist, folgt die
Behauptung durch den Grenziibergang h — 0.
zu (5): Wegen

u'(t) = Au(t)) = Ao E(t)(c) = E(t) o A(c) = E(t)(A(c))

folgt die Stetigkeit von u/(-) aus (3).

Bemerkung 15.3 Meis und Markowitz (S. 43) behaupten, da8 die Halbgruppeneigen-
schaft aus den iibrigen Annahmen folgt. Dies bezweifle ich:

1. In dem Buch von Richtmyer und Morton (S. 41) wird die Halbgruppeneigenschaft
vorausgesetzt.

2. Der Satz von Hille-Yosida besagt, dal ein abgeschlossener Operator A eine Halb-
gruppe erzeugt genau dann, wenn ein w > 0 existiert mit

1
A Sw

1A =A)7H| < , A>w.

(Butzer und Berens, S. 36.)

15.4 Differenzenverfahren

Definition 15.9 Es seien P(B,T,A) eine sachgemdfgestellte Anfangswertaufgabe,
M = {E(t)|t € [0,T]} die entsprechende Schar von zugehdrigen verallgemeinerten
Lésungsoperatoren und hy € (0,T].
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1. Eine Schar Mp = {C(h)|h € (0,h¢]} von auf B definierten linearen und be-
schrankten Operatoren

C(h):B—B  (he(0,h)

heift Differenzenverfahren zu P(B,T, A), falls die Funktion ||C(-)|| in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von (0, hy| beschrdnkt ist.

2. Das Dafferenzenverfahren Mp heifit konsistent, wenn es einen in B dichten
Unterraum D¢ gibt, so daf fir alle c € Do der Ausdruck

1
Tl I[C(R) <E(R)(E(t)(c))]l
mit h — 0 gleichmdfig fir t € [0,T] gegen Null konvergiert.

3. Das Duifferenzenverfahren Mp heifit stabil, wenn die Menge der Operatoren
{(C(h))*|h € (0,ho],n € Nynh < T}

gleichmadjig beschrankt ist.

4. Das D:ifferenzenverfahren Mp heifst konvergent, falls der Ausdruck

(C(ry))" () SE{) ()l

fiir alle c € B, allet € [0,T] und alle Nullfolgen {h;};cn reeller Zahlen aus (0, ho|
gegen Null konvergiert. Dabei ist {n;};cn eine zugehdrige Folge natirlicher
Zahlen, so daff {njh;};cn gegen t konvergiert und n;h; < T 1ist.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den obigen Begriffen her.

Satz 15.7 (Lax-Richtmyer) Es set Mp ein konsistentes Differenzenverfahren zu
der sachgemdf gestellten Anfangswertaufgabe P(B,T, A), die die Halbgruppenetgen-
schaft erfillt. Dann gilt: Das Differenzenverfahren Mp ist genau dann konvergent,
wenn es stabil ist.

Beweis:

a) Konvergenz impliziert Stabilitat:

Wir nehmen zwecks indirekter Beweisfiihrung an, dafl Mp konvergent und nicht
stabil ist. Dann gibt es eine Folge {h;};cn von Elementen aus (0, ko] und eine Folge
{n;}jen von natiirlichen Zahlen, die durch die Bedingung
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njh]’ S [O,T] (] S N)
verkniipft sind, so dafl die Folge
{I(C(h3))" [ }ien
nicht beschrankt ist. Wegen der Kompaktheit von [0,7] und [0, h,] kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dafl die Folgen {n; - h;}jen und {h;};cn gegen ¢ € [0,7] und
h € [0, hy| konvergieren. Angenommen, es sei & > 0. Dann ist n; von irgendeinem
Index an konstant. In dem Intervall [h/2, ho| ist ||C(-)|| nach Definition 13.9 (1)
beschrankt. Folglich ist auch ||C'(h;)"|| < ||C(h;)||™ beschrankt. Widerspruch! Also

ist {h;};ecn eine Nullfolge. Da M, ein konvergentes Differenzenverfahren ist, ist auch
die Folge

{Il(C(h3))" () SE(#)(c)[}jen

fiir jedes ¢ € B eine Nullfolge. Somit gibt es ein jy(c) € N, so daB fiir alle j > jy(c)
gilt:

[(C(h;))" (c) < E(#)(c)]| <1,
und
[(C(h)™ ()] <1+ [|E() ()] -
Wir setzen

Kf(c) := max {1+ [[E(®)(c)], [I(C(h))™ ()]} -

3<jo(c
Fiir alle ¢ € B folgt dann
[ChN)V () <K() (GeN).
Aus dem Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit ergibt sich, dafl
{(C(h;))" }jen

eine gleichmafig beschrankte Menge von Operatoren ist. Widerspruch!
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b) Stabilitdt impliziert Konvergenz:

Es seien ¢ € Do, t € [0,T] , {hj}jen eine Nullfolge reeller Zahlen aus (0, hq
und {n;};cn eine zugehorige Folge natiirlicher Zahlen, so daB8 {n;h;};cn gegen ¢
konvergiert und n;h; < T ist. Fiir

pi(c) = (C(hy))" (c) SE(H)(c) (G EN)

gilt wegen der Halbgruppeneigenschaft:

n;—1

Yi(e) = 3 (Ch)"[C(h;) B (h;)] o B((n; =1 <k)hj)(c)

+ Blpy) o (Blnghy opy) @B Sp))(e) (G EN).

Dabei ist
pj = minft, n;h;}  (j €N).

Es sei nun € > 0 vorgegeben. Wir schatzen dann wie folgt ab:

a) Wegen der Stabilitdt von Mp gibt es eine Konstante K¢, so daf

ICr) I <Ee  (GENO<k<n).
b) Wegen der Konsistenz von M gibt es ein j; € N, so dafl
I[C(h;) < E(h))] o E((nj &1 <k)h;)(c)|| <eh; (5> 741) -
c) Wegen Satz 13.6 (1) gibt es eine Konstante Kz, so daf
|E(T)| <Kg  (r€0,T]).
d) Wegen Satz 13.6 (3) gibt es ein j, € N, so daB
|(Bnshy <p5) SEE o))l <€ G> )
Insgesamt folgt:
|Yi(c)]| <njKcehj+ Kgpe <(KcT + Kg)e (7 > max{j1,j2}) -

Damit ist bereits bewiesen, dafl das Differenzenverfahren My fiir alle ¢ € D¢ kon-
vergent ist. Fiir ¢ € B und ¢ € D¢ kénnen wir umformen:
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¥i(e) = (C(hy))" (e) <E[)(@)
= (C(hy)"(¢) SE(t)(c) + (C(hy))™ (¢ &c) & B(H)(¢ <)
1@ < (o)l + Kelé ecll + Keléec (G eN) .

Zu vorgegebenem 7 > 0 wahlen wir dann ¢ € D¢ so, daf die letzten beiden Summan-
den der rechten Seite der vorstehenden Ungleichung kleiner sind als % n . Insgesamt
folgt aus den vorstehenden Uberlegungen, daB es ein j, € N gibt, so da8

i@l <n (3> 7o) -
Literatur

Ansorge, R.: Differenzenapproximationen partieller Anfangswertaufgaben. Teubner,
1978.

Butzer, P.L. und Berens, H.: Semigroups of Operators and Approximation. Springer,
1967.

Hille, E. und Phillips, R.S.: Functional Analysis and Semigroups (revised edition).
American Math. Soc. 1957.

Jerome, J.W.: Approximation of Nonlinear Evolution Systems. Academic Press, 1983.

Lax, P.D. und Richtmyer, R.D.: Survey of the Stability of Linear Finite Difference
Equations. Communications Pure Applied Math. 9 (1956) 267-293.

Meis, Th. und Marcowitz, U.: Numerische Behandlung partieller Differentialgleichun-
gen. Springer, 1978.

Richtmyer, R.D. und Morton, K.W.: Difference Methods for Initial-Value Problems
(second edition). Interscience 1967.

Strikwerda, J.C.: Finite Difference Schemes and Partial Differential Equations. Wads-
worth and Brooks/Cole, 1989.



Kapitel 16

Fourierreihen, Fouriertransformationen und
die Stabilititsanalyse

16.1 Einfiihrung

Sei X ein (reeller bzw. komplexer) Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - ||.
Sei T ein linearer Operator mit dem Definitionsbereich D(7") und Wertebereich R(T') ,

T:DT)CcX<>R(T)CX.
Sei I der identische Operator auf X , A eine komplexe Zahl,
Ty =M &T.

Jede komplexe Zahl gehort genau einer der folgenden vier Punktmengen an:

1. p(T) , die Resolventenmenge des Operators T . A € p(T), wenn T; ' existiert und
stetig ist.

RO\T) :=Ty' = (M <T)™!

heifit Resolvente des Operators 7' im Punkt A.
2. P,(T), das Punktspektrum. \ € P,(T), wenn Ty ' nicht existiert.

3. C,(T), das Stetigkeitsspektrum. \ € C,(T), wenn Ty ' existiert, R(Ty) = D(Ty")
dicht in X ist, aber 7} ! nicht stetig ist.

4. R,(T), das Restspektrum. A\ € R,(T), wenn T, ' existiert, aber R(T)) = D(T) ')
nicht dicht in X ist.
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Beispiel 16.1 Im einfachen Fall X = R* | T € Mat(n x n) , T symmetrisch, hat 7' n
Eigenwerte )\; und entsprechende Eigenvektoren x;. Die Higenvektoren bilden eine Basis
fiir X

i Ixel?
mit
%kl = (xx,xx)
(u,v) = Zn: u, vy
k—1
Es gilt

P,(T)={\,..., \u},
da (AxI ©T) keine Inverse hat.
Wird z.B. die Randwertaufgabe
et = f, 0<t<m,
z(0) = z(r)=0

durch die Differenzengleichung

s
<:hD D, — h, —_=
+ z f7 n+1
approximiert, ist
2 <l
0
<1 2 <l
T =
0 s 2 sl
s12

h
X = (4 sin2k§)/h2 ,
x; = (sin kh,sin 2kh, ..., sin nkh)T .
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Beispiel 16.2

X = L,(0,7),

T = &i,
D(T) = {ze€XnC*0,n):z(0)=z(r) =0}
R(T) = C(0,7).

T ist symmetrisch, da
(¢, Ty) = @/ zij dt = @/ Fydt firalle z,ye D(T)
0 0

Weiter gilt
Tx, = Ao
mit
z(t) = sin(kt) , ke N, .

Es gilt

Die Eigenfunktionen x; bilden eine Basis fiir X,

o0
r = Z AT
k=1
a _ (.'L',.’Ek)

E =
($k7$k)

Joo z(t)sin kt dt
[T (sin kt)2dt

/ z(t)sin kt dt
0

2|

Obwohl die Folge

k
Sk = Z ATy
j=1

gegen x € X in der Norm von X konvergiert, ist die Konvergenz nicht immer gleichmasig.



204 Fourierreihen, Fouriertransformationen und die Stabilititsanalyse

Abbildung 16.1: Das Gibbs Phédnomen bei der Sinusentwicklung von 7 —z in [0, 7], Abbruch nach
25 Summanden

Beispiel 16.3 [Gibbs Phénomen)]

z(t) = woet, 0<t<m
2 K
ar = — / (m <t)sin kt dt
T3
2 | 1 [ cos kt
= — {&—[(mt)cos ki), / €8 gt
T k / k
2
= =
Sei
ko2
si(t) =Y = sin jt
j=1J
Es gilt
lim sgx(t) =7 ot t e (0,m)
k—0

aber es gibt eine Konstante o > 0 mit

sup |sp(t) & (7 &t)| >, firale keN,
0<t<m

Beispiel 16.4

X = LQ(0,00),
Tr = &z,
D(T) = {z€XNC*0,00): Tz € X, z(0) =0} .
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In diesem Fall sind die Funktionen
zx(t) =sin(At) , A € Ry
nicht Eigenfunktionen, da z, ¢ X . Es gilt aber:

Satz 16.1 (,,Sinustransformation®) Sei f € Ly(0,00) . Der Limes

(Sf)(p 1}1_1)1;0 \/7 / sin ut) f

ezistiert in der Norm von Ly(0,00).

S ist ein isometrischer Isomorphismus von Ly(0,00) nach Ly(0,00) ,
S*’=1, §'=8§.
Sex

[ 17" @t < oo
0

und weiter f(0) =0 . Dann gilt:

WSS () = <ASF") (k) -
Beweis: Siehe z.B. Dunford + Schwartz, II, S. 1388

Wird die ganze x-Achse betrachtet, dann gilt ebenfalls

Satz 16.2 (,,Fourier-Transformation*)
X ={fi+ifa: f1,f2 € La(00, +0)},

mit der Norm

+00
lall? = [ |o)at
Ser f € X . Der Limes

+A

(Ff)(k) = lim e % f(2)dx (16.1)

1
A—oo /2 4
existiert in der Norm von X .
F ist ein isometrischer Isomorphismus von X nach X mit Inverse F~!

+A

(F)@) = Jim \/%_ﬂ [ et ik (16.2)
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(-R, 0) 0 (R,0)

Abbildung 16.2: Der Halbkreis Br(0)
Beweis: Yosida, S. 153, Dunford /Schwartz S. 1382 ff.

Bemerkung 16.1 Manchmal werden F und F ! umgekehrt definiert. Auch abweichende
Vorfaktoren kommen in der Literatur vor.

Die Berechnung von Fourier Transformationen erfolgt manchmal mit Hilfe der Funkti-
onstheorie:

Beispiel 16.5 Se: f(z) = —~;. Man berechne Ff.

1422 °

Als erster Schritt wird das Integral als Linienintegral in der komplexen Ebene betrachtet:

+00 1 +o00o 1
—ikz —ikz
dr = / —d
/ € 1 I .’L‘2 X } € 1 T Z2 z

Sei nun k < 0. Die Pole von - sind +i. Das Residuum von L in +i ist (Remmert,
S. 304, Regell):

. (ze0) . (z 1) 1
lim = = =
i 1422 =i (zei)(z414) 20

Sei g die Peripherie des Halbkreises Bg(0) und I'y dessen Bogenteil (siche Abb. 16.2)
so daf

—ikz

dz

1+ R0 ) 1+ 22

oo o ikz

/ 2dz:7r-e+k<:)>lim
z

— o0 FR
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Auf T'g gilt allerdings fiir £ < 0,

7ikz| 7ik($+z'y)|

e = e

— |efikzeky|
]
< 1.

Es folgt,

Es folgt,

= \/gek, fir k£ < 0.

Ist £ =0, so ist

1 7o
FNO) = = [ 1t

+00

= arctanz
V2T ]
NZS

—00

2
Ist £ > 0, so gilt:

+00
: 1
/ efzkz dx
1+ 22

—0o0

B 70 (coskz + isinkz)

1+ 22 de

— 00
—+o00
coskzx
e 5 €T
1+=x

—0o0

7oocos((<:>k)x) o

1+ 22
—00

= \/fe_k.
2
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Zusammenfassend,
(FF)(k) = \/ge““, keR

Nach dem Residuensatz (Remmert, S. 306) gilt:

1 / efz'kz d Z
— | ——dz = res,
27TZ’YR (1+ 22) g
1
= — €
21

+k

16.2 Die Anwendung von Fouriertransformationen fiir
Stabilitidtsanalyse
Die Methode wird fiir das Lax-Wendroff-Verfahren erlautert. Zuerst wird ein Lemma

zitiert:

Lemma 16.1 Set u € Ly(<o0,+o0), a€R . Se:
v(t) =ut+a), teR.
Dann st v € Ly(<00,+00) und
b= Fv = e Fy = etk
Beweis: Einfache Berechnungen.

Das Anfangswertproblem

us+cu, = 0, t>0,
u(z,0) = f(z), z€R

wird mit Hilfe des Lax-Wendroff-Verfahrens approximiert. In der Praxis wird so ein Ver-
fahren nur auf Gitterpunkte angewandt, aber es kann auf alle Punkten angewendet wer-
den:

A
u(z, (j +1)At) = % (1 + eNu"(z ©h, jAL) + (1 AN u(z, jAL) &
A
& % (1 ecA)u”(z + h, jAL) reR, jeN. (16.3)

Sei X = Ly(<o00,4+00) und f € X . Sei
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vi(z) = u?(x,jAt) , reR. (16.4)
Dann gilt v; € X,
cA 912 cA
vjs1(z) = o (1+ cA)v;j(z <h) + (1 ©c*X%)v;(z) S (1ec)vj(z), zeR.
(16.5)

Mit Hilfe von Lemma 14.1 folgt aus (16.3), da88

8y1(k) = gl b, ) (k) (16.6)

mit

A . A .
glk,h,N) == % (14 ch)e ™" + (1 c2)2) @% (1 ch)et (16.7)

G = g(k, h,\) heilt Verstarkungsfaktor.

Definition 16.1 Sei u"(x,t) eine Approzimation zur analytischen Lésung u(z,t) ei-
nes Anfangswert-Randwertproblems, die mit Hilfe eines numerischen Verfahrens V
erzeugt wird. Seien f;, f die Anfangswert- bzw. Randwertdaten.

Das Verfahren V heifit stabil genau dann, wenn es eine Konstante K = K(T) gibt,
so dafs

[u ()| < K(OHIIAN + I fll} . fiir alle ¢ € [0,T7. (16.8)

Sei nun u(z,t;) mit Hilfe der Gleichung (16.3) definiert. Es gilt

[0;(k)| < sup lg(ky by M) (90 (k)| = | f (k)] (16.9)

Das folgende Lemma ist niitzlich:

Lemma 16.2 Sei X = Ly(<00,+00,C) . Set g: R — C stetig. Set G: X — X mat

(Gw)(k) = g(k)w(k) .

Dann 1st
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|Gw]]
1G] == SUD T Sup l9(k)] - (16.10)

Es folgt aus (16.6), (16.7), daf die Bedingung (16.8) genau dann erfillt wird, wenn
9l = IG7fl <K -[Ifll, 0<jAt<T (16.11)
mat

(Gw) (k) := g(k, b, \) - w(k) . (16.12)

Es folgt weiter aus dem Lemma, daf das Differenzenverfahren (16.3), (16.11),
(16.12) genau dann stabil ist, wenn es eine Konstante o > 0 gibt, mit

sup |g(k,h, )| <14 aAt. (16.13)
k

Diese Bedingung heifit die von Neumann Bedingung.

Wir iiberpriifen jetzt die von Neumann Bedingung. Es gilt:

2

22
92 = % (e=*h epetikh) 4 02/\ (e=h 4 e+ikhY 1 (1 5202
cA A\? ?
= |5 (<2i sin kh) + — 2cos kh + (1 &c\?)
= 2N\(sin kh)® + c*A*(cos kh)? + (1 ©c*A)? + 2¢° X3 (1 &c?A\?) cos kh
= 4PN (1 &5%) + N (1 825%)% + (1 £°0%)% + 220% (1 &°)\?) - (1 ©25%)
mit s :=sin (%) .
Es folgt
19> = [N+ (1 e2N?)? + 2202 (1 <2 A2)] + st [e42A? + 4\ 4PN (1 eA2)0?))

= 1ast 4.2\ (1 ec?)\?)
Die von Neumann Bedingung wird genau dann erfiillt, wenn
L4 (1ec?N?) <1,
d.h.

leA] < 1.
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16.3 Stabilitit fiir Mehrschrittverfahren und Systeme
von Gleichungen

Bisher haben wir nur skalare Differenzengleichungen betrachtet. Es gibt zwei Falle, wo
vektorielle Differenzengleichungen erforderlich sind.

16.3.1 Systeme von Gleichungen

In vielen Andwendungen werden mehrere Unbekannte gesucht.
Beispiel: Fiir den Blutflufl durch die Aorta gilt:

v v 10p_
ot 0z  pOz

ov (0S\op  (8S\op  (8S\
582+(3p> 3t+v<3p>82+v(8z>+¢_0
mit

v = Blutgeschwindigkeit

p = Blutdruck

z = Abstand in der Aorta von der Herzklappe
S = S(p, z) gegeben.

f

In vielen Anwendungen treten Differentialgleichungen héherer Ordnung auf, die, wie bei
gewohnlichen Differenzialgleichungen, durch Systeme von Gleichungen erster Ordnung
ersetzt werden konnen.

Beispiel: Die Wellengleichung

Ut = gy
u(z,0) = fo
u(z,0) = fi

u(0,1) = go
u(l,t) = g1

kann als ein System von Gleichungen erster Ordnung formuliert werden. (siehe z. B.
Gustafsson, Kreiss und Oliger S. 364): Sei

v(z,t) /t%(x,T)quL/zfl@)dg
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Es gilt:

mit

16.3.2 Mehrschrittverfahren
Beispiel: Das Leapfrog Schema fiir die Gleichung
U +cuy =0

ist PR . .
wltt sul” ul, . Sul_y
+c

N o 0

Hier setzt man

Es folgt:

ul ™t 0 «l ul Sl 0 ul_, +eA 0 ul,
j+1 + J + J + J =0
v; <l 0 Uj 0 O vy 0 0 Viyq

Wie fiir lineare skalare Gleichungen kann Fourier Transformation angewandt werden. Es
folgt:
Vit = GvI

wo v/ (k) € C™ und G eine lineare Abbildung ist. Allerdings entspricht G jetzt Multipli-
kation durch eine m x m Matrix g:

(Gw)(k) = g(k, Ax, At)w(k)

mit

0 <1 ) <ed 0 ) cA 0 2chisin kAzx <l
gk, Ax, At) = 4 g kAT 4 gfikAT = .
1 0 0 0 0 O =l 0
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Satz: Sei g(k, Ax, At) die Verstarkungsmatrix fiir das lineare Differenzenschema mit kon-
stanten Koeffizienten:

Y BiTPu" < Y BT u™ =0

BEN1 BEN
mit
TPu(z) == u(z, + fiAzy, ..., 24 + BaAzy)
fir
B e Z%u(x) € R, BS, B? € Mat(p x p)
No,Nl C Zd,
so dafi:
% Ams,ﬁsks ) Aﬁsﬁsks
gk, Ax,At) = | Y Bbe == > BPe = ke
ﬂeNl ,36./\/0
Sei

(Gw)(k) := g(k, Ax, At)w(k),k € C?,
G : (Ly(&00, +00) 4 i Ly (00, +00))%.

Dann ist das Verfahren stabil g.d.W. es Konstanten K, 7 existiert mit

|G™|| = sup |[g(k, Ax, At)"|| < K
kcCd

fiir alle n mit nA¢t < T, alle At mit 0 < At < 7, und ||Ax|| — 0. O

Ist p = 1, so erhdlt man die von Neumann Bedingung: Das Verfahren ist stabil g.d.W.
ein o > 0 existiert mit

sup |g(k, Ax, At)| < 1+ aAt.
keCd

Ist p > 1, so ist es viel schwieriger, allgemeine Stabilitatsbedingungen herzuleiten.
Beispiel: (GKO S. 175)

wird durch

0 1
vitl = | T & Az’D} | vV
0 0
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approximiert. D.h.

ot = ! @(vfﬁ + vfjj @21}?’2)
P2 L2
1 4sin®(%)
g(k, Ax, At) =
0 1
mit ¢ = kAx.

Die Eigenwerte von g sind gleich 1, aber G™ ist nicht beschrankt.
Satz: Eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitat eines Differenzenverfahrens mit
Verstarkungsmatrix g, ist dafl

p(g) :== maz|);| <1+ aAt,

wo ); die Eigenwerte von ¢ sind.

Beweis: Fiir jede Matrixnorm
-]
gilt:
p(g) <llgll- O

Die Bedingung
p(g) <14 aAt

heifit von Neumann Bedingung.

Satz: (GKO S. 175)
Es gebe eine Matrix
T (k, Ax, At)

und eine Konstante K mit

a) ||T||,|T Y| < K, fiir alle k, Ax, At

b) T~'¢T sein eine Diagonalmatrix.

Dann ist die von Neumann Bedingung notwendig und hinreichend fiir Stabilitat.

Definition: Ein Matrix A € Mat(p, p, C) heifit normal falls

AP A = AA
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mit

AP = AT,

Satz:(Golub und v. Loan, S. 313)
(Schur Zerlegung)
Sei A € Mat(n,n,C). Dann existiert eine unitare Matrix Q € Mat(n,n,C) mit

QH AQ = R.
wo R eine recht Dreiecksmatrix ist.

Satz: (Golub und van Loan, S. 314)
A € Mat(n,n,C) ist normal g.d.W. eine unitdre Matrix Q) € Mat(n,n,C) existiert mit

QYAQ = A
wo A eine Diagonalmatrix ist. O

Satz: Die Verstarkungsmatrix g sei normal. Dann ist die von Neumann Bedingung not-
wendig und hinreichend fiir Stabilitat.

16.4 Eine Anwendung von Fourier Transformatoren:
Die Fundamentall6sung der Wirmeleitungsglei-
chung

Wie schon vorher erwahnt, kann die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung
mit Hilfe der Fouriertransformation hergeleitet werden.

Wir betrachten das Anfangswertproblem
Uy = Ugy (16.14)
u(z,0) = f(z), zeR. (16.15)
Lemma 16.3 Sei u € Ly(<00,+00,C) N Ly (<00, +00,C). Die Ableitung u, = u' exi-
stiere fiir jedes r € R und v’ € L; . Dann gilt:
uz(k) = +ika(k), keR. (16.16)

Beweis:
Es gilt fiir alle A € R (Rudin, Satz 8.21, S. 179).
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u(A) e * = y(eA)- et ¢ / [u(z)e **) dx
= u(eA)- et 4 / [u'(z)e ** oiku(r)e **]dr (%)

Da u € Ly, gilt @ € Cy (Rudin, Satz 9.6, S. 184):

lim |u(A)|= lim |u(A)]=0.

A—00 A——o00

Weiter gilt (da u,u, € L;), da3

+A +A
lim /u(m)eﬂkzdx, lim /uz(x)e*mdx
A—00 A—00

~A ~A

existieren.
Das Lemma folgt aus (*).

Bemerkung 16.2 Es ist durchaus moglich, dafl die Schlufifolgerung unter schwacheren
Bedingungen beweisbar ist.

Satz 16.3 (Faltungssatz (Yosida, S. 148)) Das Faltungsprodukt f x g zweter Funk-
tionen ist:

+oo

(fx9)@)i= [ FW)glwy)dy (16.17)

— 00

Sei f,g und fxg € Ly . Dann 1st die Fouriertransformierte des Faltungsprodukts f*g
bis auf /21 gleich dem Produkt der Fouriertransformierten der einzelnen Faktoren:

F(fxg) = V2r(Ff)-(Fg) (16.18)
V2rF(f-g) = F(f)xF(g). (16.19)

Beweis: (von (s.0.))
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1 +00 +o0o
(F(F o)) = o= / e dy [ fy)g(w oy)dy

1 +00 +00 )

- &/ / M) TR £ (y)g(z y)da dy
1 - e

= 7 / —kY £ () dy / e tk(z— y)g(x@y)dm
\V &aTr
1 +o00 +00

= 5 | MWy [ e gt

—00 —00

= Vo f(k)-§(k) .

Bemerkung 16.3 Sei f,g € L; . Dann ist f x g € L; (Rudin, Satz 7.14, S. 146 und Satz
9.2, S. 181)

f*g:\/27rjg.

Satz 16.4 (von CWC gebastelt!) Sei X = Ly(<o0,+00,R) N Li(<o0, +00,R). Sei
wezter

1. feX

2. u(z,t) eine Losung von (6.46), (6.47) mit:
(a) ue CA(Rx R,) .
(b) u(-,t), up(-, 1), Usa(-t) € X.

Dann gilt:

/ e’(mff)2 - f(&)dE fir zeR,teR, (16.20)

Beweis:
Es gilt nach Lemma 14.3, daf}

Ugn(k,t) = <k?a(k,t), kER,t>0),

so daf , aus der Differentialgleichung (16.14),

d
Eu(/lc t) = <k*i(k,t), t>0.
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Es folgt sofort, daf

a(k,t) = e ¥t (k).

Nach Anwendung von Satz (Faltungssatz) folgt:

)

mit
g(z,t) = (F((,1)(2),
g(kat) - ke
D.h.
1 7
, 1) = — & *
R R (%)
Es gilt:
g(l’ t) — L 700 e—k2t€+ikmdk
’ V2T .
_ 70 e ¥t(cos kx + isin kz)dk
V2T .
1T .
= 0 / e " 'cos kx sk (Da sin kx eine ungerade Funktion ist)
7r
L& () */‘” e
= k=" dk
V2 nz::(] (2n)! J
= 1 i( /e Vs (K =5, 2dk =
V2 15 (2n t"+1/2 ) ’
1 1 i ex?\" T(n+1/2)
Vo e\t T(2n+1)
1 i A T(n+1/2) /27
Vet 2\t T(n+1)-T(n+1/2) - 22n+1/2
da

I'(22) = \/L_ L9212 D (3) . T(z 4 1/2)

Es folgt
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g(:L‘,t) = 6712/475 (**)

~

Die Gleichung (16.20) folgt sofort aus (x) und (xx).

Bemerkung 16.4 Die Herleitung der Gleichung (16.20) war das Hauptziel der o.a.
Uberlegungen. Es wire evtl. sinnvoll gewesen, hinreichende Glattheit von v und f
anzunehmen, um damit die Beweise zu vereinfachen.

Die Funktion

Glz,6,t) = 2\}7? exple(z ©¢)/44] (16.21)

wird die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung genannt.

Literatur:
Dunford, N., Schwartz, J.T.: Linear Operators I, II, III. Interscience.
Yosida, K.: Functional Analysis, second edition. Springer, 1968

Rudin, W.: Real and Complex Analysis. McGraw Hill, 1966.






Anhang A

Die Punktmechanik

A.1 Einleitung

Die Theorie partieller Differentialgleichungen wird sehr stark durch die Anwendungen
beeinflufit, da dadurch interessante und wichtige Aufgaben erkannt werden konnen.
Viele partielle Differentialgleichungen entstehen in der Kontinuumsmechanik, die eine
Erweiterung der Newtonschen Mechanik ist. Die Newtonsche Mechanik wird deshalb in
diesem Kapitel kurz beschrieben.

A.2 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome (Newton: 1643 - 1727) lauten:

Lex prima: Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmigen
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte gezwungen wird, seinen
Zustand zu andern.

Lex secunda: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher
jene Kraft wirkt.

Lex tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Lex quarta: Zusatz zu den Bewegungsgesetzen: Regel vom Parallelogramm der Krafte,
d.h. Kréfte addieren sich wie Vektoren. Damit wird das Superpositionsprinzip der

Kraftwirkungen festgelegt (das Prinzip der ungestorten Uberlagerung).

Sei nun M ein Massenpunkt mit:
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|
3

(t): Masse zur Zeit ¢

x = x(t): Koordinaten zur Zeit ¢
dx(t
v = v(t):= % :  Geschwindigkeit zur Zeit ¢
dv(t)  d*x(t) . .
a = a(t):= T Beschleunigung zur Zeit ¢

Die Newtonschen Axiome lauten dann:

Axiom A.1 (Das Trigheitsgesetz) Der Massenpunkt verharrt im Zustand der Ru-
he oder der geradlinigen gleichférmigen Bewegung, bis dieser Zustand durch das
Ewnwirken von Krdften beendet wird. D.h.

dv
F=0= —=0. Al
Axiom A.2 (Das dynamische Grundgesetz) Die erste zeitliche Ableitung des li-
nearen Impulses des Massenpunktes ist gleich der auf thn einwirkenden Kraft F.

D.h.

d
7 (mv)=F. (A.2)

Ist die Masse m konstant, dann gilt:

dv
ma=m — (A.3)
(Kraft = Masse mal Beschleunigung.)
Die Beziehung
F= 2 (mv) (A4)
= — {mvVv .
dt

1st zum einen Definition der Kraft, zum anderen Gesetz.

Wirken gleichzeitig mehrere Krdfte F; auf den Massenpunkt, so gilt

d
7 (mv) =F :=%,F; . (A.5)
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Axiom A.3 (Das Reaktionsprinzip, Wechselwirkungsgesetz) Ubt der Massen-
punkt M, auf einen Massenpunkt M, die Kraft Fi, aus, so ubt der Massenpunkt
M, auf den Massenpunkt M, eine Kraft Fo; aus, deren Betrag gleich dem von Fi,
und deren Richtung entgegengesetzt ist, Foy = &F 5. (Kraft = Gegenkraft, zu jeder
“actio” gehdrt eine “reactio”.)

A.3 Das n-Korperproblem

Das beriihmteste Beispiel der Anwendung der Newtonschen Axiome ist das n-Korper-
problem.

Seien M; bis M,, (n > 1) n Punktmassen im R3 mit Koordinaten

ri(t) = (zx(t), yr(t), 21(t))

und Massen my. Nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz iibt die Masse M, (£ # k) eine
Anziehungskraft

mgimy ry =Ty

F., = . A6
Kt Y |I‘k <:>I'g|2 |I‘g =Ty ( )
auf My, wobei v die Gravitationskonstante ist.
Die Bewegungsgleichungen der n Korper sind:
d2 n
p
D.h. es gilt
. " my - (z¢ Sx)
mpdy = ymy Z (A.8)

= ok Szl + [y Syl + |2 S22
£k
mit entsprechenden Gleichungen fiir y; und z;. Dies ist ein System von 3n Differential-
gleichungen zweiter Ordnung fiir die 3n Unbekannten zy, v, 21,--- , Tn, Yn, Zn-

Das n-Korperproblem besteht in der Beschreibung des Gesamtverlaufes aller Lésungen
der Bewegungsgleichungen fiir beliebig vorgegebene Anfangswerte. Trotz der Bemiihun-
gen hervorragender Mathematiker seit 250 Jahren ist dieses Problem fiir n > 3 bis heute
ungeldst geblieben.
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Die Geschichte des n-Korperproblems wird wie folgt in dem Buch von Siegel [1956, S.
21] beschrieben:

Im Jahre 1858 duferte DIRICHLET zu seinem Freunde KRONECKER, er habe
eine allgemeine Methode zur Behandlung der Probleme der Mechanik gefunden,
und zwar gehe diese Methode nicht auf die direkte Integration der D:ifferentialgler-
chungen der Bewegung aus, sondern bestehe in einer stufenweisen Anndherung
an die Losung des Problems. In einem anderen Gesprdch sagte er noch, dafl thm
der Beweis fiir die Stabilitat des Planetensystems gelungen sei. Da DIRICHLET
bald darauf starb und keine schriftlichen Aufzeichnungen tber diese Entdeckungen
hinterliefs, so wissen wir nichts weiteres iber seine Methode. WEIERSTRASZ ver-
mutete, es handele sich daber um Entwicklungen in Potenzreihen, und er bemdihte
sich dann, eine entsprechende Losung des n-Korperproblems zu finden; auch wies
er seine Schiler S. KOVALEVSKI und G. MITTAG-LEFFLER auf diesen Ansatz
hin. Auf Anreqgung von MITTAG-LEFFLER stiftete der damalige Koénig von
Schweden und Norwegen sogar einen Preis fir die Losung der Aufgabe, eine fir
alle Zeiten giltige Reihenentwicklung der Koordinaten der n Korper zu finden.
Der Preis wurde 1889 POINCARE zuerkannt, obwohl er die gestellte Aufgabe
auch nicht gelést hatte;, doch enthdlt seine Preisschrift eine Fiille von originellen
Ideen, die fir die weitere Entwicklung der Mechanik von grofier Bedeutung waren
und auch andere Teile der Mathematik befruchteten. SchliefSlich wurde 20 Jahre
spdter die Preisaufgabe im Falle n = 3 durch SUNDMAN gelést. Die hauptsdachliche
Schwierigkeit des Problems rihrt davon her, dafs es bisher nicht gelang, etwaige
Zusammenstofle von zwer Koérpern durch geeignete Ungleichheitsbedingungen fir
die Anfangswerte von vornherein dauernd auszuschlieffen. SUNDMAN umging
diese Schuwnrerigkeit, indem er an Stelle der Zeit t eine neue unabhdangige Variable
w derart einfihrte, dafl t und die sdmtlichen Koordinaten q als Funktionen von w
auch ber einem ZusammenstofSizweier Korper noch requldr bleiben, und so gewann
er Reihenentwicklungen von q und t nach Potenzen von w, welche den gesamten
Bewegungsvorgang darstellen.

Das n-Korperproblem bleibt noch ungelost. Neuere Ergebnisse werden in Siegel und
Moser [1971], Abraham und Marsden [1978] beschrieben.

A.4 Arbeit und Energie

Sei M ein Massenpunkt, der einer Kraft F unterworfen ist und sich entlang einer Kurve
C von P; nach P, bewegt.
Die geleistete Arbeit ist:
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&

P1

Abbildung A.1: Bewegung eines Massenpunktes

P> t2
%n\ m.%n\ F - dr(t)
P t1

Um einen Massenpunkt M zu beschleunigen und ihn auf eine bestimmte Geschwin-
digkeit v zu bringen, muflArbeit geleistet werden. Diese steckt dann in Form von
kinetischer Energie 7' im Massenpunkt. D.h.
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1 d
=5 / m%(v v)dt
t1
_ 1 2 2
= S m (vl emP)
= TryeT
wobei
1
T := —m|v]?
2

die kinetische Energie eines Massenpunktes M mit Masse m und Geschwindigkeit v ist.

Sei F eine Kraft, die auf einen Massenpunkt M mit Koordinaten r einwirkt. Sei V (r) eine
reelle Funktion mit

F(r) = <«grad V(r)

Man spricht dann von einem konservativen Kraftefeld.

Wenn sich ein Massenpunkt unter Einwirkung einer konservativen Kraft F von P, nach
P, entlang einer Kurve C bewegt, ist die geleistete Arbeit

Py
W = /F-dr
P,
P

= <:>/ grad V(r) - dr
P,

Diese Arbeit ist in diesem Fall somit wegunabhangig.
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Gilt
F = ograd V(r) ,

dann heifit die skalare Grofie V(r) potentielle Energie, skalares Potential oder kurz
Potential.

Beispiel A.1 Bei dem n-Korperproblem ist die Gravitationskraft, die auf den Mas-
senpunkt M; einwirkt, gleich

n
Fr, = ) Fy
trh
n
my - (I‘E <:>I'k)
= m _
T 2 ey o
{4k

= &grad, V(ry,...,ry,)
mait
n £-1

V(ry,...,rp) :<:>fyz

=1 j=1

m;my
R I

so dafl ber dem n-Korperproblem die Gravitationsskrdfte konservativ sind.

Beweis:
Sei
1
r,a) =
o(r,a) roal
B 1
[z 2a1)? + (y ©a2)? + (2 Sa3)?]V/?
Dann gilt:
0 &1/2 &
% _ / 2(z ©ay) = T
oz [(z&a1)?+ (y ©a2)? + (2 ©a3)?]?/? |r <al?
Es folgt
dp
5%
grad, p(r;a) = | 37
dp
0z
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Fir V gilt:
n £-1
V(ry,...,1.) =&Y > ymymep(ryire)
=1 j=1
so dafl
grad, V = -grad,, Z ymymep(ry; Ty)
{=1

(£

= <:>Z ymymye grad, o(ry; 1)

{=1

(£
n (I'k <:>I'g)

= + mEmg ————~
; Mgy |I'k @I'e|3
LAk

k
= <:>Z Fr, = &F,
ot

Bemerkung A.1
dw grad p(r;a) = @ + Qyy + ¢, =0,
so dafl ¢ und V die Laplace-Gleichung erfillen.

Bewelis:

Sei ohne Einschrankung a = 0.

T
P == @,
7|2
woraus folgt, dafl
® T T
? PP TR
2.2 z2
RICNN & 0
7| i 7|
2
¥ z
MR

Die Tatsache, dafl ¢ eine Losung der Laplace-Gleichung ist, folgt durch Summation von

Pzr » Pyy und ¢,,.

Diese Eigenschaft von ¢ und V wird spater verallgemeinert.
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A.5 Erhaltungssitze
Seien My,... ,M, ein System von Punktmassen. Der Vektor
P = Z mrVg
k=1
heifit linearer Impuls des Systems.
Behauptung A.1 (Erhaltung des linearen Impulses) Solange  keine  duferen

Krdfte auf das System wirken, ist der lineare Impuls konstant.

Beweis:

dp
dt

da Fy, = &Fy (Lex tertia).

Der Vektor

L=

k=1

heifit Drehimpuls des Systems. Der Vektor

heifit Drehmoment.

mgre X Vi

DI:ZI'kXFk

k=1

Behauptung A.2 (Erhaltung des Drehimpulses) Solange keine dufleren Krdfte

auf das System wirken, ist der Drehimpuls konstant.
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Bewelis:

d L d &
— = — mgre X Vi
dt dt &=
n n
= mgry X ‘.’k + Z mki'k X Vg
1 k=1
n
rkXFk+Z mgVg X Vi

T

Il
M=

k=1 k=1
n n
= ZZrkXer (VXVZO)
k=1 (=1
£k
n n
= Z Z (I‘k <:>I‘g) X Frp
1 <k

i}

da Fy, ein Vielfaches von (rj <)) ist.

Behauptung A.3 (Erhaltung der Energie) Solange keine duferen Krdfte auf das
System wirken, 1st die Gesamtenergie £ :=T + V konstant.

Beweis: Es gelte:

ar

n
= <:>Z vy -grad, V
k=1

= &) grad, V(ry,...,Ty,)
k=1
av
dt
Als erstes Integral fiir eine C'-Kurve £(t) = (&1(¢),...,&n(t)) € R™ bezeichnet man ei-
ne C'-Funktion H : R™ — R mit 4 H({(¢)) = 0, d.h. H ist konstant ldngs der Kurve £(t).
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Fiir das n-Korperproblem ergeben sich also folgende erste Integrale fiir (zy,... , 2,) € R%":

a) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des linearen Impulses beschreiben, z.B.
Z my Ty = const
k=1
b) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des Drehimpulses beschreiben, z.B.
Z mpg (ykzk @Zkyk) = const
k=1
c) 1 erstes Integral, das die Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt:
"1
> = mglve]>+ V(r1,...,r,) = const
-1 2
d) 3 weitere erste Integrale, z.B.:
Z my(zy Stiy) = const

k=1

Es wurde von Bruns gezeigt, dal jedes weitere algebraische erste Integral fiir das
n-Korperproblem eine Linearkombination dieser zehn ist.
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Anhang B

Die Laplace-Transformation

B.1 Einleitung

Sei f eine Funktion, die fiir ¢ > 0 definiert ist. Aus dieser Funktion f bildet die Laplace-
Transformation eine Funktion f(s) = £(f)(s) auf folgende Weise:

L(f)(s) == / e f(t)dt . (B.1)

Z.B.ist f(t) =e” ', dann ist

. i 1
t)= [ e e tdt = :
£(t) / et =

Die Laplace-Transformation findet mehrere Anwendungen bei der Warmeleitungsglei-
chung.
Ist u(z,t) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, dann definieren wir 4(z, s) :

u(z, s) ::/ e Stu(z, t)dt .
0

Es 1aBit sich dann leicht feststellen, dafl 4 eine gewdhnliche Differentialgleichung erfiillt:
su(z,s) ©u(z,0) = Uz, s) -

Ist diese gewohnliche Differentialgleichung analytisch 16sbar, dann wird u(z, s) gewonnen
durch die inverse Laplace-Transformation, auf 4(z, s) anzuwenden.

Sehr viele der bekannten analytischen Losungen der Warmeleitungsgleichung sind mit
Hilfe der Laplace-Transformation herleitbar.
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B.2 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation (B.1) 148t sich auch im Sinne des Lebesgueschen Integrals
definieren (siehe Dunford-Schwartz), aber wir beschranken uns auf (eigentliche und un-
eigentliche) Riemann Integration.

Definition B.1 Eine Funktion f(t) heifst J-Funktion, falls:
1. f(t) wst wm Intervall [0,+o00| definiert bis auf isoliert liegende Ausnahmestellen.

2. f(t) ist in jedem endlichen Teilintervall [T},t;] etgentlich integrabel bis auf
héchstens endlich viele Stellen, wo sie absolut uneigentlich integrabel 1st, d.h.

zo T0+4e
limg [ |f@)lde -+l [ 7]
Tpo—€ Zo

existiert.

Definition B.2 Se: f eine J-Funktion. Gibt es so € C derart, dafi der Grenzwert

w—r00

lim / et £ (£)di
0

ezistiert, so heiffit f(t) L-Funktion. Dazu ist notwendig und hinreichend, daffl man
zu jedem € > 0 ein Q = Q(e) so wdhlen kann, dafl

v f(t)e *otdt

1

<e€

fir jedes Wertepaar wi,ws; mit Q < w; < wy .

Der Wert

Flso) = / e f(t)dt = lim / =50 £ (1) dit
0 0

—00

heift das Laplace-Integral von f(t) fir den Parameterwert s, .

Ein besonderer Fall ist der, daf$ das Laplace-Integral absolut konvergiert, d.h. dafl

w—>00

lim / o5t £ (£)|dt
0

ezistiert. Dazu 1st notwendig und hinreichend, dafi man zu jedem € > 0 ein Q = Q(¢)
so bestimmen kann, daf
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w2

/ e B 50t £(1)|dt < e

w1

fir Q <w; <wsy . f(t) heyBt dann eine L,-Funktion .
Satz B.1 (Doetsch I, S. 33) Ist
lf@®)|<C fir t>T,

so ist das Laplace-Integral fiir jeden Parameterwert s, mit Rsy > 0 absolut konver-
gent.

Satz B.2 (Doetsch I, S. 33) Ist ein Laplace-Integral in einem Punkt s, absolut kon-
vergent, so ist es in der abgeschlossenen Halbebene Rs > Rsy, absolut konvergent.

Satz B.3 (Doetsch I, S. 34) Das genaue Gebiet absoluter Konvergenz des Laplace-
Integrals 1st eine offene oder abgeschlossene Halbebene Rs > «a bzw. Rs > «a, wobe:

a reell st und o0 < a < 400. Der Rand Rs = a kann nur entweder ganz
(wie bei der Funktion f(t) = 1z , a = 0) oder gar nicht (wie bei der Funktion
f(t) =1, a = 0) zum Gebiet absoluter Konvergenz gehéren. o heifit Abszisse

absoluter Konvergenz, das Gebiet R > o bzw. Rs > o heiyfSt Halbebene absoluter
Konvergenz des Laplace-Integrals.

Satz B.4 (Fundamentalsatz (Doetsch I, S. 35)) Konvergiert ein Laplace-Integral
flir sqy:

flso) = [ e f(tyat

so konvergiert es in jedem Winkelraum W (so,v < 7/2) gleichmdfig. Insbesondere
konvergiert es also fiir jedes s der offenen Halbebene Rs > Rsy. Sez

B(t) = / e 7 f(r)dr fir t>0. (B.2)

Dann gilt:

1.

F(s) = (s es0 /e sl (t)dt  fiir Rs > Rsg (B.3)
0
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A

fs ) + / 5 sg)e O B(t) & f(s0)]dt
0
fir Rs >Rsy und s=sg. (B.4)

Die in (B.8) und (B.4) vorkommenden Integrale konvergieren fir Rs > Rsy absolut,
das in (B.4) konvergiert gleichmdfig in jedem W (s, < 7/2).

Beweis:
Durch partielle Integration folgt fiir beliebiges komplexes s:

/ e—stf(t)dt — / e—(s—So)te—sotf(t)dt
0 0
= e_(s_s")t(I)(t)‘: + (s ©s0)

= e 0 P(W) + (s ©5)
Addiert man hierzu die Gleichung

= fs0)(1 e~ C=509) o(s o 50) / e~(=0)t f(50Vdt |
0

so ergibt sich:
/ e St f(t)dt = f(so) + 6_(5_50)“’[(1)@)) <:>f(30)] +/ (s @30)6_(3_30)’5[@(15) <:>f(30)]dt . (%)

Wegen ®(w) — f(so) fiir w — oo konvergiert der zweite Summand auf der rechten Seite
von () fiir w — oo in der Halbebene Rs > Rs, gleichméBig und zwar gegen 0 .

Wegen ®(w) — f(so) fiir w — oo ist |®(w) < f(so)| beschrankt. Der dritte Summand
in (*) konvergiert gleichméafiig im Winkelraum W. Die linke Seite konvergiert also auch
gleichméBig in W und es gilt:

A

70 e *'f(t)d ) + 70 (s <sg)e (s= SO)t[CI)(t) & f(s0)]dt .

Das ist der Ausdruck (B.4), der fiir s = s; und fiir jedes s mit Rs > Rsy gilt, da man
jedes solche s in einen Winkelraum W einfassen kann.
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LaBt man den Punkt s; weg und betrachtet nur Rs > Rsy, so ist
(s <s0) / e~ (5730}t £ (50)dt
0

konvergent und gleich f(s), so dafl sich (B.4) auf (B.3) redusziert.

Die Funktionen ®(¢) und ®(t) < f(s,) sind fiir ¢ > 0 stetig und haben Grenzwerte fiir
t — oo, sind also beschrankt, so dafl die Integrale (B.3) und (B.4) nach Satz B.1 fiir
R(s <sp) > 0 absolut konvergieren.

Der folgende Satz beschreibt die Konvergenzeigenschaften fiir (einfache) Konvergenz.

Satz B.5 (Doetsch I, S. 37) Das genaue Gebiet der (einfachen) Konvergenz des
Laplace-Integrals ist eine Halbebene Rs > (3, deren Rand Rs = [ ganz, teilweise
oder gar nicht zum Konvergenzgebiet gehoren kann, wober oo < 3 < +o00.

B heiflt Konvergenzabszisse, das Gebiet Rs > [ mit Einschlufider eventuellen
Konvergenzpunkte auf Rs = (3 die Konvergenzhalbebene, die Gerade Rs = 3 die
Konvergenzgerade des Laplace-Integrals.

Bemerkung B.1 <00 < § < a < 400, wobei alle iiberhaupt denkbaren Falle vorkom-
men konnen.

f(t) L(f) Konvergenzgebiet
1
1 - Rs >0
s
<t< 1
0 O_t_a} —e Rs >0
1, t>a S
1
et Rs > Ra
PR
og s
log ¢t Rs >0
Beispiel B.1 °8 Sg < s ”
cosh at - Rs > |Ral
s? <a
sinh at —— Rs > |Ral
s? <a
cos at - Rs > |Ial
S ta
sin at —_— |Rs| > |Ia|
82 —Ea?
Jo(t Rs >0
o(?) T

Weitere Eigenschaften:
Ist £(f) bekannt und f;(t) := f(at + b), dann 148t sich £(f;) leicht berechnen, z.B.:
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Satz B.6 (Doetsch I, S. 85) Ist f eine L-Funktion

fit) = f(at), a>0, (B.5)

so ist f; eine L-Funktion und

~ ~

1
A= (5 (B6)
L(f1) ist konvergent fiir Rs > af3, wenn L(f) fir Rs > 3 konvergiert.

Satz B.7 Ist f(t) eine L-Funktion, so ist auch o(t) = [; f(7)dr eine solche.
Wenn L(f) fir ein reelles so > 0 (einfach) konvergiert, so konvergiert L(p) vm Falle
so = 0 fir Rs > 0, @m Falle sy > 0 fir s = sy und Rs > sy und es st

L(pt)) = +L(f(@) [ fir Rs>0 im Falle s,=0,
d.h.p(s) = % f(s) fir s=sy und Rs >s, wm Falle sq,>0. (B.7)
Auflerdem 1st
0(1) , wenn sy=0,
= B.
o) { 0(e*®) fir t—>o0 , wenn s5>0, (B-8)

so daf L(p) fiir Rs > sy sogar absolut konvergiert.

Beweis:

Im Falle s, = 0 folgt die Gleichung f(s) = s@(s) fiir Rs > 0 aus Satz 15.4, Gleichung
(B.3). Dafidie stetige Funktion ¢(¢) beschrankt ist, ergibt sich daraus, dafl £(f) fiir
s =0, d.h. [§° f(t)dt existiert, also ¢(¢t) fiir ¢ — oo einen Grenzwert hat.

Im Falle sy > 0 setzen wir

T

W(z) = / e to(t)dt (x> 0)

0

und

g(z) = e**P(z) , h(z) = e

Dann ist ¢'(z) und A'(z) fiir x > 0 vorhanden [wegen der Stetigkeit von ¢(¢t)], h'(z) #
0, h(x) reell, h(z) — oo fiir £ — oo (hierfiir wird s, > 0 gebraucht) und
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g'(z) e (sot) +¢')

_ _ = '
h’(.’l?) - 550" S0 (80¢ + 1/} )
1 B T
= = s [ e et +e 0p(a)
So
[ D
1| . 7
= o @e’s"tcp(t)‘ojL/ esOtf(t)dtwLesozgo(x)]
0
1 i —Ssot
S / e~ f(£)dt .
So

0
Da L(f) fiir s, konvergiert, hat ¢/(z)|h'(z) fiir z — oo den Grenzwert f(so)/so, folglich
hat nach der de I’'Hospitalschen Regel g(z)/h(z) denselben Grenzwert:

x

B —y@) = [ ettt > - (o),

0

das heifit

Die Gleichung

das heifit

zeigt weiterhin, dafl

also

p(z) = 0(e%)
ist.
Fiir jedes reelle s > sy trifft die Voraussetzung erst recht zu, so dal die Gleichung

o(s) = f(s)/s auch fiir diese s gilt. Da, wie gezeigt werden kann, f(s) und ¢(s)
analytische Funktionen sind, dehnt sie sich auf Rs > s, aus.
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Satz B.8 (Doetsch I, S. 99) Se: f(t) fur ¢t > 0 differenzierbar und f'(t) eine L-
Funktion.

Dann gilt:
1. f ist ewne L-Funktion.
2. Der Grenzwert

fo = lim f(¢)

t—+0

existiert.

3. Wenn L(f') fir ein reelles sy > 0 konvergiert, so konvergtert L(f) auch fir sy,
und es st

—

f'(s)=s f(s) &f(0) (B.9)

fir s =sy und Rs > sg .
4. L(f) ist fir Rs > so absolut konvergent.

Beweis:
In Satz B.7 ersetzt man f durch f'. Es folgt aus Gleichung (B.7), mit

p(t) = f(t) =1(0),

f(s) & 1(0) =

Satz B.9 (Doetsch I, S. 100) Se: f(t) fir ¢ > 0 n-mal differenzierbar und f"(¢)
eine L-Funktion.

Dann:
1. f(t),...,f™(t) sind L-Funktionen.

2. Die Grenzwerte
FO0):=lim fP@t), 0<k<nel

t—0

existieren.
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3. Wenn L(f) fir ein reelles sy > 0 konvergiert, so konvergiert L(f) auch fir s,
und es st

LUNs) = () &3 fEDO) 574 fir s=so und Rs > 5.
k=1 (B.10)

Beispiel B.2 Man 16se die Anfangswertaufgabe:

¢y _ sin ¢
y(0) = %, ¥'(0)=y-
Es gilt:

LG = s*esy Sy,

Es folgt:

N33
Il
|

_|_
|

_|_

y(t) = yo+yy-t+1esint

Bemerkung B.2 Da s% nicht meromorph ist, kann fiir diese Funktion der Residuensatz

nicht benutzt werden.

B.3 Die komplexe Umkehrformel fiir die Laplacesche
Transformation

Fiir die Fourier-Transformation gilt:

FF)E) = f(e) = \/%_ﬂ F(w)e=edu
f@) = o= [ fleoerac.

|
3

Sei nun

filt) = e () H (2)
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fiir geeignete v > 0, wo H(t) die Heaviside Funktion ist. Es folgt:

1 “+00 +00
Al = — / ettt g / fi(w)e~du
2w . .
1 “+00 [e’e]
= %_/ e+it§d§0/f(u)e_7“e_i“§du.

Setze s := v+ i€,

Es gilt:
1 +00 00
fit) = 2—th / etiqe / f(u)e *du
T —00 0
1 ' st p
= o | etio)e
y+ioo
= 5 / et f(s)ds
y—100

Hiermit haben wir die komplexe Umkehrformel heuristisch hergeleitet.
Es gibt mehrere Satze {iber die Umkehrformel. Der folgende Satz geniigt fiir viele Zwecke:

Satz B.10 (Doetsch I, S. 263) f(s) sei in der Halbebene Rs > z; > 0 holomorph
und in der Gestalt

(& S
f(S):——i‘F, (0<O[§1,6>0)

darstellbar, wo ¢(s) in jeder Halbebene Rs > x1 + 0 > x; beschrdnkt ist. Dann ist

A

f(s) die Laplace- Transformierte der Funktion

1 4100 .
f(t)=V.P. _/ e f(s)ds, (z> ). (B.11)

Das Integral (B.11) st als Cauchyscher Hauptwert zu verstehen. Es existiert fir
jedes t > 0 und ist von r unabhdngig.
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Beispiel B.3

5 s
f(s) = eprerRi reell
; 1 a?
/() s N s(s? <a?)
1 s
1l
s s
a’s?
90 = pea

Satz B.10 ist daher anwendbar mit c =1, a=1,¢e=2, ; =2a .

1 r+io0o
J(t)=V.P. _/ et f(s)ds .

Fiir die Berechnung von f(t) ist es oft niitzlich, den Integrationsweg zu deformieren.

Satz B.11 (Doetsch, S. 224) Es sei eine Schar von Halbkreisen H, um s =0 links
von der imagindren Achse mit den Radien p, gegeben, wobei py < pi,... ,pn S 00.

Eine Funktion f(s) sei auf U, H, definiert, stetig, und genige auf H, der
Abschdtzung

1£(s)| <6, wo 6,0 fir nesoo.

Dann 1st
/ e®f(s)ds =50 ber t>0 fir n&s oco.
Hn
Beweis:
Fiir s := pe®? gilt
3mw/2
| / e f(s)ds| < 4y, / gtencos 0, 4
H, w/2

™

=g [

0
w/2

= 20,pn / e tPnsin 0qp
0

Fir 0 < 6 < «/2 gilt:
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B A
P

C P 0 2a
D E

Abbildung B.1: Der deformierte Weg fiir Beispiel B.2

2
sin 6 > — 6
7
und folglich
w/2
| / e f(s)ds| < 26npn / e~ tPn20/7 dp
H, 0
1 e ton .
= 25n$<:>—>0 bei t>0 fiir nvs oco.

(2/m)t

Beispiel 17.2 Fortsetzung

Es ist
1 2a+1ip
t S _
" 2 / e’ P ds=ry(t)+r_(t) <I(p),
a—ip

wobei r, bzw. r_ das Residuum in dem Pol +a bzw. <a bezeichnen und I das Integral
um den Weg ABCDE bezeichnet (siehe Abbildung B.1).
Nachdem (siehe Hilfssatz 2)

I(p) &> 0 fiir ps> oo
1
— — _+tat
Ty 9 €
1
r — - efat
2
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folgt, daB8 f(s) die Laplace-Transformierte von
1
f(t) = 3 (e® + e™%) = cosh at

ist.

Beispiel B.4 [Carslaw + Jaeger, S. 327]

Wir betrachten die Warmeleitung in einem unendlich langen Zylinder vom Radius a mit

der Anfangstemperatur Null und der aufleren Temperatur V :

v 1ov 1o

or2  r Or "k Ot
v(r,0) = 0,0<r<a
v(a,t) = V,t>0.

Fiir v = Lo gilt:

2 19 .
- —ed®=0,0<r<a,
r

dr?
wobei ¢? = s/k, weil

0
L (8_1tj> =stv<1-v(r,0) = s0 .
Die Randbedingungen sind:

v beschrankt bei » = 0
v(a,8) =L(V) = V/s.

Die Besselsche Gleichung fiir Jy(x) ist:

1
y+-y+y=0.
x

z := Iy(qz) := Jo(iqz) = io: (Eqm)

i rir!
erfiillt die Gleichungen:
dz . dJy
JR— —_ 2 JE—
dx 1 dx ige
d*z 2 d>J,

iqx

=0, (0<r<a,t>0)

(B.12)

(B.13)
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Nachdem )
J() . 1 dJO . . -
12 (iqx) + gz dz (igzr) + Jo(igr) =0
folgt
1 : L 1 .,
(g2 " gz ig " 7T
oder

A
Z+—z2&q¢°2=0.
x

Es folgt, da8 die Losung (B.12), (B.13) ist:

5 — ¥ Dlar)
s Iy(qa)’
¢ = s/k.

Zur Berechnung von v = L () wird die Umkehrformel angewandt:

ot oo Iy(y/s/kr
iy T B

21 R 5 Iy(y/s/ka)

Die Nullstellen von Jy(z) seien 0 < ap < o < ... < @ S 00 .
Die Nullstellen von

ds .

Iy(ga) = Jy(iga)
sind deshalb bei
1GnQ = Qp
oder
2. K 9
Sn 1= KRGy 1= S 0y,
a

Es folgt aus (B.15) durch Residuumberechnung, daf

> 14 Iy(qn
o(r,t) =V +> et— —— 0(4n7)
n=0 Sn ds IO(qa)

8=S8n

Zur Berechnung von £ Ij(ga) ist die Beziehung
v !
S (@) ©d,(2) = Jon(z)

niitzlich. Fiir v = 0 folgt:
Jo(z) = Ji(z)

(B.14)

(B.15)
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und
d d
2T - '
Is o(qa) s Jo(iqa)
ia _
= 2(]—K-J6(zqa)
1a .
= <:>2q—/<c Ji(iqa) .
Es folgt (ig = a,/a) :
d Ela-a-t
Il - et .
ds o(qa) . % ay, Ji(an)
a2
N +2fmzn Jl(an)
und
X a2 a2y Jo(anT/a)
v(r,t) = V&2V e rlon/a?p 0 17
(r:?) nz::[) anJ1(an)

B.4 Andere Integraltransformationen

Andere bekannte Transformationen sind:

1. Fourier-Transformation

+00
1 .
FfE)=— t)e “dt .
10= = [ 100
2. Fouriersche Sinustransformation
2 7 ,
Ff© == [ s@sin(et)dt
0
3. Fouriersche Cosinustransformation
2 o0
Fl (€)== [ 1(t)cosetyat
0

4. Mellin-Transformation

MJ(s) = / f(@)* tdz .

o

5. Hankel-Transformation

H,f(&) = | zf(z)],(§z)dz .
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