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Zuerst einige theoretische Grundlagen zur Diskretisierung der
Warmeleitungsgleichung und der Poissongleichung.
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Ausgangsgleichung

Ausgehend von Masse-, Impuls- und Energieerhaltung ergibt sich
Gleichung der Form

per + pV « Ve +pV x V =V« (kVT) (1)

k - Warmeleitfahigkeit
T - Temperatur
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Ausgangsgleichung

Ausgehend von Masse-, Impuls- und Energieerhaltung ergibt sich
Gleichung der Form

per + pV « Ve +pV x V =V« (kVT) (1)

k - Warmeleitfahigkeit
T - Temperatur
Annahme:

» e hochstens von Temperatur abhingig

> spez. Warme (bei konstantem Volumen) ¢, konstant
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Ausgangsgleichung

Ausgehend von Masse-, Impuls- und Energieerhaltung ergibt sich
Gleichung der Form

per + pV « Ve +pV x V =V« (kVT) (1)

k - Warmeleitfahigkeit
T - Temperatur
Annahme:

» e hochstens von Temperatur abhingig

> spez. Warme (bei konstantem Volumen) ¢, konstant
—e=e+ ¢ (T — Tp)
ey Innere Energie (pro Masseeinheit) bei Referenztemperatur Ty
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Vereinfachungen

Zusitzlich: VV = 0 vereinfacht (1) zu:

pe, Te+pc,V« VT =V (kVT) (2)

Daniel RaR Heat Flow



Heat Flow
Heat Equation
Heat Flow Irregular Domains

Poisson Equation
Stefan Problems

Vereinfachungen

Zusitzlich: VV = 0 vereinfacht (1) zu:
pe, Te+pc,V« VT =V (kVT) (2)
mit V =0 sogar zur Standardwirmeleitungsgleichung:

pc, Tt =V * (kVT) (3)
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Diskretisierung

Zeitdiskretisierung explizites Eulerverfahren

T T ,

mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen
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Diskretisierung

Zeitdiskretisierung explizites Eulerverfahren

Tl T 1

~ VT (4)

mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen

) Lk
Annahme: p und ¢, konstant; k = ey

Tn+1 _Tn "
=V (kv (5)
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Diskretisierung

Raumliche Ableitungen: Zentraler Differenzenquotient.

Nachteil: Zeitschrittbeschrankung fiir Stabilitat

~ 2 2 2
A ae Ty T

A <1 (6)
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Alternative Diskretisierung
Zeitdiskretisierung: implizites Eulerverfahren
Tn+1 _Tn R
———— = Vx (kV T 7
N < (k9T 7

keine Einschrankung fiir At, wie beim expliziten Verfahren
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Alternative Diskretisierung

Zeitdiskretisierung: implizites Eulerverfahren

Tn+1 _Tn R
T :V*(kVT"'H) (7)

keine Einschrankung fiir At, wie beim expliziten Verfahren

Umformen: A
T AV« (kVT ) = 77 (8)

V % (kV T™1) mit zentralem Differenzenquotienten diskretisieren.
Fiihrt zu einem symm. LGS, das einfach mit schnellen linearen
solvern geldst werden kann
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Genauigkeit

Gleichung (7): Genauigkeit 1.-Ordnung (Zeit) bzw. 2.-Ordnung
(Ort)
Uberall Genauigkeit O((Ax)?): At ~ (Ax)?

Wegen Stabilitat des impliziten Verfahrens reicht jedoch At ~ Ax
= erhebliche CPU-Rechenzeit wird gespart!
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Crank-Nicolson

Aus Numerik-Partieller-DGL'en diirfte das Crank-Nicolson-Schema
bekannt sein:

Tl T 1 PRI SR S

2.-Ordnung Genauigkeit in Ort und Zeit, At ~ Ax
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Crank-Nicolson

Aus Numerik-Partieller-DGL'en diirfte das Crank-Nicolson-Schema
bekannt sein:

Tl T 1 . 1 A
_ == kvTrl) 4 2 kVT"
Az SV (KVTTE) + 2V (kVTT) (9)
2.-Ordnung Genauigkeit in Ort und Zeit, At ~ Ax
Umformen:
T %v « (kYT = T4 %v «(kVT")  (10)

= symmetrisches LGS fiir T/
Wieder kann man alle rdumlichen Ableitungen mit dem (standard)

Zentralen Differenzenquotienten berechen.
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Jetzt statt Kartesischem Gebiet Gleichung (3)

pc, Tt =V % (kVT)

auf einem unregelmassigen Gebiet. Z.B. Inneres der
2-Dimensionalen Skizze

Kreise: Berechnete Lésung; Rote Linie Berechnungsgebiet
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Ansatz: Gebiet in kartesisches reguldres Gitter einbetten
== man kann Level Set Methode ® benutzen, um Rand zu
definieren.

Z.B. kann (3) gelost werden mit Dirichlet-Randbedingungen

T = g(X, t) am Rand, auf dem ¢ = 0 gilt.
Ebenso kénnen kompliziertere Randbedingungen benutzt werden
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Die rdumlichen Ableitungen werden mit Hilfe der Werte von
T = g(X,t) auf dem Rand berechnet.

Bei Euler (Zeit-)Diskretisierung erhilt man als
Zeitschrittbeschrankung fiir Stabilitat:

A 2 2 2

Atk( <1 (11)

(@1AX)2 + (esz)Z + (@3AZ)2) >

©; Zellenanteil in den jeder raumlichen Dimension fiir Zellen, die
vom Rand geschnitten werden. Es gilt: 0 < ©; <1
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Die rdumlichen Ableitungen werden mit Hilfe der Werte von
T = g(X,t) auf dem Rand berechnet.

Bei Euler (Zeit-)Diskretisierung erhilt man als
Zeitschrittbeschrankung fiir Stabilitat:

A 2 2 2
Atk( <1

©16x7 " (@aiy) T (@302 = (1

©; Zellenanteil in den jeder raumlichen Dimension fiir Zellen, die
vom Rand geschnitten werden. Es gilt: 0 < ©; <1

Da ©; willkiirlich klein sein kdnnen = At ebenso klein, also

bendtigt man implizite Euler Verfahren, z.B.
Rickwarts-Euler-Verfahren oder wieder Crank-Nicolson
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Poisson-Gleichung
Vi (B(X)Vu(X)) = £(X) (12)

mit 3 positiv, nach unten beschriankt durch ¢ > 0
unregelmaRiges Gebiet, durch Level Set Funktion definiert auf
kartesischem Gitter mit Dirichlet-RB u = g(X, t) auf der & =0
Isokontur
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Poisson-Gleichung
Vi (B(X)Vu(X)) = £(X) (12)

mit 3 positiv, nach unten beschriankt durch ¢ > 0
unregelmaRiges Gebiet, durch Level Set Funktion definiert auf
kartesischem Gitter mit Dirichlet-RB u = g(X, t) auf der & =0
Isokontur

Einfachheitshalber: 1-Dimensionaler Fall: (Buy)x = f
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Poisson-Gleichung
Vi (B(X)Vu(X)) = £(X) (12)

mit 3 positiv, nach unten beschriankt durch ¢ > 0

unregelmaRiges Gebiet, durch Level Set Funktion definiert auf
kartesischem Gitter mit Dirichlet-RB u = g(X, t) auf der & =0
Isokontur

Einfachheitshalber: 1-Dimensionaler Fall: (Buy)x = f

3, nur auf Gitter bekannt = Werte zwischen Knoten definiert
als Durchschnittswert der Knotenpunkte

2B. 8 Bitbis

. l =
/+2
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In Ermangelung von Schnittzellen: standard Diskretisierung

By (B2 — B,y (M=)

Ax

NI

~f (13)

fiihrt zu LGS mit symmetrischer Matrix = fast linear solver (z.B.
PCG-Verfahren)
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Ann. Interfacepunkt x; liegt zwischen Gitterpunkten x; und x;41
mit Dirichlet-RB u = u; bei x;

Wir wollen nun die numerischen Lésung im Gebiet links von x;
berechnen.
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Ann. Interfacepunkt x; liegt zwischen Gitterpunkten x; und x;41
mit Dirichlet-RB u = u; bei x;

Wir wollen nun die numerischen Lésung im Gebiet links von x;
berechnen.

(13) ist giiltig fiir alle Unbekannten auf der linken, einschliesslich
uj_1, aber kann nicht auf x; angewandt werden, um nach u;
aufzuldsen, da das Teilgebiet links von x; keinen giiltigen Wert fiir
Ujiy1 enthalt.
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Ann. Interfacepunkt x; liegt zwischen Gitterpunkten x; und x;y1
mit Dirichlet-RB u = u; bei x;

Wir wollen nun die numerischen Lésung im Gebiet links von x;
berechnen.

(13) ist giiltig fiir alle Unbekannten auf der linken, einschliesslich
uj_1, aber kann nicht auf x; angewandt werden, um nach u;
aufzuldsen, da das Teilgebiet links von x; keinen giiltigen Wert fiir
Ujiy1 enthalt.

Das kann man berichtigen, indem man einen , ghost value, uf; bei
xi+1 definiert und (13) umformt zu

—uj

ub
ﬂi+§( ) B
Ax

(" =)

NI

=f (14)
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mogliche Kandidaten fiir u,-GJrl sind
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mogliche Kandidaten fiir u,-GJrl sind

¢ 2u+2(0%—2)ui+ (1 - 0%)uj_y
A 0210
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mogliche Kandidaten fiir u,-GJrl sind

¢ 2u+2(0%—2)ui+ (1 - 0%)uj_y
A 0210

@ € [0,1] definiert durch © =

= | o~ |, da ® SDF ist, die auf x/ verschwmdet.

Daniel RaR Heat Flow



Heat Flow
Heat Equation
Heat Flow Irregular Domains

Poisson Equation
Stefan Problems

Da (16) und (17) sich fiir kleine © schlecht verhalten, werden sie

fir © < Ax nicht benutzt.
Stattdessen setzt man u; = uy, was bewirkt, dass das Interface von

x; nach x; verschoben wird.
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Da (16) und (17) sich fiir kleine © schlecht verhalten, werden sie
fir © < Ax nicht benutzt.

Stattdessen setzt man u; = uy, was bewirkt, dass das Interface von
x; nach x; verschoben wird.

Diese Stérung 2.-Ordnung der Interface location verringert nicht die
gesamt 2.-Ordnungs Genauigkeit der Losung, die man erreicht,
wenn man (13) benutzt um nach den verbleibenden Unbekannten
aufzuldsen.
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Asymmetrische/Symmetrische Diskretisierung
(17) in (13) ergibt fir g =1

(332) - (5
1(0Ax + Ax)

=f (18)

Diese Gleichung wird benutzt um numerische Methoden
2.-Ordnung zu erhalten, um , Stefan Probleme” zu lsen.
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Asymmetrische/Symmetrische Diskretisierung
(17) in (13) ergibt fir g =1

(332) - (5
1(0Ax + Ax)

=f (18)

Diese Gleichung wird benutzt um numerische Methoden
2.-Ordnung zu erhalten, um , Stefan Probleme” zu lsen.
Alternativ ergibt (16) in (13) eine symmetrische Diskretisierung

By (5% — 6,3 (M=)

Ax

—f (19)

Dies ist ebenso von 2.-Ordnungs Genauigkeit.
Uberdies kann man wieder fast linear solver benutzen um das
entstehende LGS zu I6sen, da es symmetrisch ist.
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Um das zu sehen, nehmen wir an, dass in (13) die standard
Diskretisierung 2. Ordnung benutzt wird um das LGS fiir u an
jedem Gitterpunkt ausser an x; zu bekommen

Ebenso wird (14) benutzt um eine lin. Gleichung fiir u; aufzustellen,
mit neuer Unbekannten u?,;, &hnlich (16).

In der Praxis werden (16) und (14) kombiniert um (19) zu erhalten
und damit ein LGS.

Losen des LGS ergibt wohlbestimmte Werte fiir u an jedem
Gitterpunkt im Teilgebiet und einen wohlbestimmten Wert von u
(aus (16)).

Bezeichne im folgenden & als Lésungsvektor, der alle diese Werte
von u beinhaltet.
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Jetzt: modifiziertes Problem mit Dirichlet-RB: u;1 = u,-G+1 bei
Xiy1; UG aus U
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Jetzt: modifiziertes Problem mit Dirichlet-RB: u;1 = u,-G+1 bei
Xit1; uﬁrl aus 0

Kann mit Standarddiskretisierung aus (13) diskretisiert werden,
ausser bei x;, wo man (14) benutzt. —> Genauigkeit 2.ter Ordnung
Beachte: (14) ist Standarddiskretisierung 2. Ordnung, wenn
Dirichlet-RB uj4+1 = ”i(jrl bei x;11 angenommen werden!

= neues LGS kann auf Standardart geldst werden, um 2.
Ordnung Lésung (in jedem Gitterpunkt) zu erhalten.

U exakte Losung des LGS impliziert, dass 4 2. Ordnung Losung
diese modifizierten Problems ist

= U kann benutzt werden um die Interface location fiir mod.
Problem zu erhalten.
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Der lin. Interpolant, der u; bei x; und uﬁrl bei x;11 benutzt, kann
die Interface location des exakten x; vorraussagen.

Interpolationen hdherer Ordnung erzeugen hdchstens Stérung vom
vorhergesagten Interface von O(Ax?)
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Der lin. Interpolant, der u; bei x; und uﬁrl bei x;11 benutzt, kann

die Interface location des exakten x; vorraussagen.

Interpolationen hdherer Ordnung erzeugen hdchstens Stérung vom
vorhergesagten Interface von O(Ax?)

= Interface loc. des mod. Problems hdchstens O(Ax?) Stérung

von der richtigen Interface loc. von x;

Daher ist 4 2. Ordnung Losung eines mod. Problems, bei dem die
Interface location in einer Gréssenordnung von O(Ax?) gestdrt ist.
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Der lin. Interpolant, der u; bei x; und uﬁrl bei x;11 benutzt, kann
die Interface location des exakten x; vorraussagen.

Interpolationen hdherer Ordnung erzeugen hdchstens Stérung vom
vorhergesagten Interface von O(Ax?)

= Interface loc. des mod. Problems hdchstens O(Ax?) Stérung
von der richtigen Interface loc. von x;

Daher ist 4 2. Ordnung Losung eines mod. Problems, bei dem die
Interface location in einer Gréssenordnung von O(Ax?) gestdrt ist.
Das macht & ebenso zu einer (2. Ordnung) Ldsung des originalen

Problems.
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0 rdumlich variierend
= B; .1 aus (19) kann durch ,ghost value" 5:&1
2

56
festgelegt werden mit der iiblichen Approximation 3;,1 = %
2
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0 rdumlich variierend
= B; .1 aus (19) kann durch ,ghost value" 5:&1
2

X G
festgelegt werden mit der (iblichen Approximation ﬁi+% = B’Jf"“.
Dabei gilt:

+(0 - 1)5;

56, = O (20)
(vgl. (16))
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In mehreren raumlichen Dimensionen werden die Gleichungen in
einer ,,Dimension-fiir-Dimension"-Methode diskretisiert.

Dabei wird die oben skizzierte 1-Dimensionale Diskretisierung
benutzt (fiir (Buy)x, (Buy)y, (Buz)z).

Das (schon oben betrachtete) nachfolgende Bild zeigt eine typische
Ldsung im 2-Dimensionalen mit rdumlich variierendem g
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Die selben Techniken kdnnen benutzt werden um die raumlichen
Terme in (10) und (8) zu diskretisieren, um sym. LGS fiir die

Temperatur T,.”Jrl zu erhalten
Hierauf kann man dann wieder fast linear solver anwenden.
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»Stefan Probleme” modellieren Interfaces an Phaseniibergéngen
(unreagiertes Material -> reagiertes Material)

Die Interfacegeschwindigkeit betrigt W = D % N, wobei

D = (Vn)u + S gilt, mit Reaktionsgeschwindigkeit S.

Das tiefergestellte u kennzeichnet eine unreagierte Materialmenge
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Unter Beriicksichtigung der Effekte der Warmeleitfahigkeit, und der
Annahme V) # D(d.h.S # 0) erhélt man eine sog.
Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung fiir die Engergieerhaltung:
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Unter Beriicksichtigung der Effekte der Warmeleitfahigkeit, und der
Annahme V) # D(d.h.S # 0) erhélt man eine sog.
Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung fiir die Engergieerhaltung:

p(Vn — D)

L p)(Vu - D) = kYT «A] (1)

[(pe +
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Unter Beriicksichtigung der Effekte der Warmeleitfahigkeit, und der
Annahme V) # D(d.h.S # 0) erhélt man eine sog.
Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung fiir die Engergieerhaltung:

p(Vn — D)?

L p)(Vu - D) = kYT «A] (1)

[(pe +

Diese Gleichung kann man umschreiben zu:

2 ¢2 .
“puS(le+ P+ PL) VTN (@)

indem man die R-H-Sprungbedingung fiir Masseerhaltung,
[p(Vny — D)] = 0, benutzt
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab

> die spezifische Warme ¢, ist bei konstantem Druck konstant
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab

> die spezifische Warme ¢, ist bei konstantem Druck konstant

» die Enthalpie pro Masseeinheit betrigt (bei
Referenztemperatur Ty) ho
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab

> die spezifische Warme ¢, ist bei konstantem Druck konstant

» die Enthalpie pro Masseeinheit betrigt (bei
Referenztemperatur Ty) ho

» Temperatur verlauft kontinuierlich entlang des Interface
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab

> die spezifische Warme ¢, ist bei konstantem Druck konstant

» die Enthalpie pro Masseeinheit betrigt (bei
Referenztemperatur Ty) ho

» Temperatur verlauft kontinuierlich entlang des Interface
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Weitere Annahmen sind:

» die Enthalpie pro Masseeinheit h = e + (%) hangt
hauptsachlich von der Temperatur ab

> die spezifische Warme ¢, ist bei konstantem Druck konstant
» die Enthalpie pro Masseeinheit betrigt (bei
Referenztemperatur Ty) ho
» Temperatur verlauft kontinuierlich entlang des Interface
= h=hg+ c,(T — Tp) und (22) wird zu

p2S? 1

=puS(thol + 1&)(T1 = To) + 251 5]) = [kVT N (23)

Wobei [T] = 0 gilt und T; die Interfacetemperatur bezeichnet
Einfachheitshalber: Ty = Standardreaktionstemperatur (z.B. 0°C
bei gefrierendem Wasser)

Daniel RaR Heat Flow



Heat Flow
Heat Equation
Heat Flow Irregular Domains

Poisson Equation
Stefan Problems

Fiir Stefan Probleme nehmen wir an, dass keine Ausbreitung
jenseits der Vorderseite stattfindet ([p] = 0)

Wie verringern also entsprechend die R-H Sprungbedingungen fiir
Masse und Impuls zu [Vy] =0 und [p] =0
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Fiir Stefan Probleme nehmen wir an, dass keine Ausbreitung
jenseits der Vorderseite stattfindet ([p] = 0)

Wie verringern also entsprechend die R-H Sprungbedingungen fiir
Masse und Impuls zu [Vy] =0 und [p] =0

das vereinfacht (mit p, = p, = p)(23) zu:

—puS([ho] + [p](T1 — To)) = [kV T * N] (24)
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Fiir Stefan Probleme nehmen wir an, dass keine Ausbreitung
jenseits der Vorderseite stattfindet ([p] = 0)

Wie verringern also entsprechend die R-H Sprungbedingungen fiir
Masse und Impuls zu [Vy] =0 und [p] =0

das vereinfacht (mit p, = p, = p)(23) zu:

—puS([ho] + [p](T1 — To)) = [kV T * N] (24)

setzt man schliesslich noch die Standard-Interface-Randbedingung
T; = T ein, so erhalt man

—puSlho] = [kV T % N (25)
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Losen von Stefanproblemen

SP 18st man {iblicherweise in 3 Schritten:

1. Durch (25) bestimmt man die Interfacegeschwindigkeit.

Dies geschieht durch Berechnung von Ty = VT x N in einem Band
liber dem Interface und anschliessender Extrapolation dieser Werte
entlang dem Interface, so dass (Ty), und (Ty), an jedem
Gitterpunkt in diesem Band definiert sind

Das erlaubt uns S in einer ,Knoten-fiir-Knoten"-Methode zu
berechnen

2. Man benutzt die Level-Set-Methode um das Interface zu seinem
neuen Ort zu entwickeln.

3. Die Temperatur wird in jedem Teilgebiet unter Benutzung von
Dirichlet-RB fiir die Temperatur am Interface berechnet.

Durch die Dirichlet-RB wird das Problem in 2 separate
Unterprobleme aufgeteilt, die jeweils mit obigen Methoden geldst
werden
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Figure 23.2. Stefan problem in three spatial dimensions. A supercooled material
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N =
QL - QA

WS AN

arid  orientation  effects  with

7 surface tensio
ition is the fourfold anisotropy boundary condition
26 — )} & with (left) 8 = 0 and (right) fg = 7/4. The
in the right figure is that of the ¢

shape ¢ stal in t

rotated by /4, demonstrating that the artificial grid anisotropy is
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