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Implicit Functions

Points
- Zuerst wird der Fall eines eindimensionalen Gebietes 2 g R betrachtet
und wir wéhlen hier Q™ := (—1,1) als den inneren und Q% := (—o00, —1)U

(1,00) als den duBeren Teil des Gebiets 2, der Rand besteht nur aus den
beiden Punkten -1 und 1, d.h. 99 := {—1, 1} und wird Interface gennant.

Hier im eindimensionalen Fall sind Inneres und AuBeres 1-dim und das
Grenzgebiet nulldimensional. Im allgemeinen gilt im R", dass die Teilge-
biete n-dimensional sind und das Grenzgebiet (n-1)-dimensional ist. Man
spricht dann davon, dass das Grenzgebiet, die Codimension 1 hat.

Nun unterscheidet man zwischen einer expliziten und einer impliziten
Darstellung dieses Grenzgebietes.

In der expliziten Darstellung werden alle zum Grenzgebiet gehorigen Punkte
aufgezihlt, wie oben geschehen mit 9Q = {—1,1}. In der impliziten
Darstellung wird jedoch dieses Grenzgebiet als Urbildmenge eines Funk-
tionswertes einer Funktion ¢ definiert.

In dem oben genannten eindimensionalen Fall wiirden zum Beispiel die
Nullstellen der Funktion ¢(x) = 22 — 1 dasselbe Grenzgebiet beschreiben.
Hier gilt im Allgemeinen, dass die implizite Funktion ¢(Z) auf R™ definiert
ist und die Urbildmenge nur (n-1)-dimensional ist.

Oben haben wir die Nullstellen einer Funktion betrachtet, aber es ist
generell egal, welche Urbilder man betrachtet. Denn man kann durch
Addition oder Subtraktion eines Skalars eine neue Funtion definieren und
deren Nullstellen betrachten. Diese beiden Funktionen unterscheiden sich
dann nur um einen konstanten Term und deswegen stort dieser auch bei
spaterer Differenziation nicht.

Deswegen wird auch im weiteren immer davon ausgegangen, dass die Null-
stellen von ¢ das Grenzgebiet représentieren.

Curves

Nun betrachten wir im 2-dimensionalen Fall Kurven die den R? unterteilen,
dabei sind nur geschlossene Kurven von Interesse, da nur sie ein ein-
deutiges Inneres und Auferes garantieren.

Als Beispiel betrachten wir ¢(#) = 2 + y? — 1, hier definieren die Null-
stellen gerade den Einheitskreis als Grenzgebiet 092 = {Z] |Z] = 1}. De-

mentsprechend sind Inneres und Auferes definiert als Q~ = {#| |Z| < 1}
bzw. QF = {Z| |7] > 1}.

Obige Darstellung fiir 912 ist bereits die explizite, was in diesem Fall auch
nicht schwer zu sehen ist. Nur generell fithrt die explizite Darstellung zu
einigen Problemen.

Denn man bréuchte dann eine Parametrisierung der Kurve Z(s), wobei
s € [s0,sf]. Und diese wird im Allgemeinen nicht trivial sein, also muss
man eine Diskretisierung fiir das Intervall [so,sf] wéhlen, welche nicht
zwingend reguldr sein wird. Es werden nun fiir jeden Knotenpunkt s; die
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Koordinaten von Z(s;) gespeichert und mit hoherer Anzahl an Knoten-
punkten steigt die Qualitat der Losung, d.h. starke Abhéngigkeit von
Diskretisierung!

Bei der Diskretisierung einer impliziten Darstellung wahlt man ein be-
schriinktes Gebiet D C 2 und diskretisiert dieses mit Punkten (z;,v;), i =
1,..., N, um hiermit die implizite Funktion ¢ zu approximieren. An dieser
Stelle erkennt man einen kleinen Nachteil der impliziten Darstellung, da
hierbei ein 2-dimensionales Gebiet diskretisiert wurde und nicht, wie im
expliziten Fall, ein eindimensionales Intervall. Dies relativiert sich jedoch,
da man sich nur fiir die Punkte nah des Grenzgebietes interessiert, d.h. es
sind nur die # interessant, die nah bei den Nullstellen von ¢ liegen. Alle
weiter entfernten Punkte miissen nicht berechnet werden; es ist nur eine
lokale Approximation wichtig.

Beide Diskretisierungen (explizite und implizite) machen keine exakten
Aussagen dariiber, wo das Grenzgebiet liegt, sie liefern nur Informationen
an den gewahlten Stiitzstellen.

Im expliziten Fall hat man durch die Diskretisierung endlich viele Punkte
auf der Kurve gegeben und kann durch stiickweise Interpolation, i.d.R.
mit Splines, die restliche Kurve approximieren.

Bei der impliziten Darstellung hat man nun ¢ an endlich viele Stiitzstellen
gegeben und muss hier wieder interpolieren. Hier kennt man nun keine
Punkte auf dem Grenzgebiet, es sei denn man hat Stiitzstellen ¥ mit
d(Z) = 0 gewihlt.

Ublicherweise wird man hierfiir ein kartesisches regulires Gitter wihlen,
dh {(zpy)|1<i<m,l<j<nitmit Az=z41—2;¥V1<i<m-1
und Ay = yj+1 —y; V1 < j <n—1. Zur einfacheren Fehlerabschétzung
wéahlt man nun auch noch Az = Ay. Dementsprechend hat unser obiges
D folgende Gestalt, D = [x1, %] X [y1,Yn]; jedoch ist ¢ nur in der Nihe
des Grenzgebietes von Interesse und man muss fiir eine lokale Néherung
nur verhétlnisméBig wenige Gitterpunkte auswerten.

Im eindimensoinalen Fall besteht die explizite Darstellung der Grenze nur
aus einzelnen Punkten und deswegen ist keine Diskretisierung notwendig.
Die implizite Funktion ¢ ist dann auf einem Intervall D = [z1,2,,] zu
diskretisieren, aufler falls ¢ bereits eine analytische Funktion ist, d.h. sie
ldsst sich lokal als konvergente Potenzreihe darstellen. Auch hier wird man
iiblicherweise wieder eine dquidistante Unterteilung wahlen.

Surfaces

Im dreidimensionalen Raum betrachten wir die Einheitskugel als Stan-
dardbeispiel, d.h. unsere Grenze ist die zweidimensionale Sphére der
Einheitskugel. Diese wird durch die Nullstellen der impliziten Funktion
(Z) = 22 + y?® + 22 — 1 représentiert. Als Inneres und AuBeres ergeben
sich dann wieder Q~ = {Z| |Z] < 1} bzw. QT = {Z] |Z| > 1}, die explizite
Darstellung der Sphére ist durch 992 = {Z] |Z| = 1} gegeben.

Auch hier wird wieder fiir nicht analytische Funktionen eine entsprechende
Diskretisierung benétigt. Diese ist aber im dreidimensionalen Raum schw-
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erer zu verwirklichen, da man nicht mehr, wie im zweidimensionalen Fall,
eine strikte Ordnung der Elemente gegeben hat, da Elemente auf einer
Ebene nicht so einfach zu ordnen sind wie Elemente auf einer Kurve. Falls
man jedoch die Lage und Zusammenhang der Oberflache kennt, kann man
diese mit Dreiecken iiberdecken und approximieren. Wenn der Zusammen-
hang der Oberfliche unbekannt ist und diese gegebenenfalls sogar Locher
hat, ist dies im Allgemeinen nicht gut losbar.

Da sich der Zusammenhang im Allgemeinen dynamisch veréndert, kann
man keine feste explizite Angabe iiber die Grenzgebiete machen. Im zwei-
dimensionalen Fall kann man diese Probleme noch relativ gut handhaben.
Falls Gebiete verschmelzen, hat man zwei verschiedene Parametrisierun-
gen gegeben und kombiniert diese zu einer neuen. Falls sich ein Gebiet
aufspaltet, teilt man die gegebene Parametriesierung in zwei neue ver-
schiedene auf.

An dieser Stelle wird nun ein klarer Vorteil der impliziten Darstellung
deutlich, da diese unabhéngig von dem Zusammenhang von Q2 ist. Man
kann auch hier wieder ein dreidimensionales reguliares Gitter wahlen und
wie im zweidimensionalen Fall vorgehen; dieses Verfahren lasst sich auch
noch beliebig hoherdimensional weiterfithren.

Geometry Toolbox

Da wir die Nullstellen von ¢ als Représentation der Grenze gewéahlt haben,
konnen wir nun in der impliziten Darstellung anhand des Vorzeichens von
(&) entscheiden, ob # innerhalb (¢(Z) < 0) oder auBerhalb (¢(Z) > 0)
liegt. In einer expliziten Darstellung wére dies sehr viel komplizierter.
Oftmals entscheidet man dies dann folgendermafien; man verbindet den
zu Uberpriifenden Punkt # mit einem Punkte Zy, von dem man weif3, ob
er innerhalb oder auflerhalb liegt, und nun entscheidet man je nachdem
wie oft diese Verbindungsstrecke die Grenze schneidet, wo & liegt.

Falls die Grenze nur durch endlich viele Punkte gegeben ist, muss fiir die
Zwischenstelle wieder interpoliert werden.

Bei numerischer Interpolation treten aber immer gewisse Fehler auf, die in
diesem Fall dafiir sorgen kénnen, dass innere Punkte als aulerhalbliegend
berechnet werden oder umgekehrt. Solange diese Fehler gering bleiben,
sind diese akzeptabel und falls man zusétzlich ein ”gut-stelltes Problem”
vorliegen hat, ist diese 16sbar. Vorsicht ist nur geboten, falls ein sogenan-
ntes ”schlecht-gestelltes Problem” vorliegt, d.h. es gibt keine (eindeutige)
Losung, die stetig von den Daten abhéngt.

Fiir das gut gestellte Problem wiirde eine Verfeinerung des Gitters de-
mentsprechend eine Verbesserung der Losung bedeuten. Fiir gute Ap-
proximationen sollte die implizite Funktion ¢ moglichst glatt sein, spater
werden wir ¢ als eine ”signed distance function” wéhlen, aber dazu im
néachsten Kapitel mehr.

Mit impliziten Funktionen lassen sich sowohl einfache boolesche Mengen-
operationen als auch komplexere ” constructive solid geometry”-Operationen
gut berechnen; diese werden zum Beispiel bei ”computer-aided design”



bendtigt.

Seien ¢ und ¢ zwei gegebene implizite Funktionen, dann stellt ¢(&) =
min(¢1 (%), p2(Z)) die Vereinigung der durch ¢; und ¢ dargestellten in-
neren Gebiete dar. ¢(Z) = max(¢;(Z), p2(Z)) reprasentiert dann den
Schnitt der inneren Gebiete, ¢(Z) = —¢1(Z) ist das Komplement und
¢(Z) = min(¢p1(Z), —p2(F)) reprisentiert das innere Gebiet von ¢; ohne
das Innere von ¢s.

Der Gradient V¢ steht senkrecht auf der Hohenlinie von ¢ und hat fiir
einen Punkt ¥y auf der Grenze dieselbe Richtung wie der zugehorige
(4uBere) Normalenvektor, d.h. fiir Punkte auf der Grenze ist N = %
der (duBere) Einheitsnormalenvektor. Da wir den Einheitsnormalenvek-
tor nicht nur fiir Randpunkte definieren wollen, werden wir eine andere

Darstellung als die obige bendétigen.

Fiir den eindimensionalen Fall mit ¢(x) = 22 — 1 ergibt sich mit obiger
Darstellung N = ﬁ Also gilt fiir alle Punkte 0 <z <1: N =1 und fiir

alle -1 <2 <0: N=-1.

Fiir = 0 ist ist der Normalenvektor nicht definiert. Dieses Problem kann
man zum Beispiel damit beheben, dass man N =1 oder N = —1 setzt.
Auch im zwei- und dreidimensionalen Fall treten diese Probleme bei null
auf. Auch hier kann man eine beliebige Richtung als Normalenrichtung
wéhlen. Der Versuch ein kleines € > 0 im Nenner zu addieren, falls dieser
null ist, liefert leider eine Normale mit \Z\_f | # 1 und sogar N=0.

Auf unserem reguldren Gitter kénnen wir die Ableitungen durch ver-
schiedene finite Differenzenverfahren approximieren,

dem Vorwirst-Differenzen-Verfahren D¢ = ¢i+&;¢i,

dem Riickwarts-Differenzen-Verfahren D~ ¢ = @;7‘1;“1 oder

dem Zentralen-Differenzen-Verfahren D¢ = %ﬁ’l,

wobei die ersten beiden Verfahren erster Ordnung sind, und der Zentrale-
Differenzen-Quotient zweiter Ordnung ist.

Falls nun die Differenzen-Qoutienten in jeder Richtung null sind, dann
verschwindet der Nenner in der ersten Darstellung des Einheitsnormalen-
vektors und wir konnen wieder eine beliebige Richtung fiir diesen wahlen.
Dies verschlechtert die berechnete Losung nicht, da der Fehler hierbei nur
in der Groflenordnung des Rundungsfehlers ist und somit kleiner als der
Fehler, der durch das Finite Differenzen Verfahren entsteht, ist.

Betrachten wir hierfiir erneut unsere eindimensionale implizite Funktion
#(x) = 22 —1 und seien Gitterpunkte z; _ = —Az, z; = 0und 7,41 = Ax
gegeben. Die exakten Werte sind dann ¢; = —1 und ¢;—1 = Az? — 1 =
¢i+1. Der Vorwartsdifferenzenquotient ergibt ﬁi =1, der Riickwartsdif-
ferenzenquotient Z\_fz = —1 und der Zentraledifferenzenquotient ist nicht
definiert bei z; = 0. Wenn man nun jedoch zu ¢;+1 oder ¢;_; ein kleines
e > 0 hinzuaddiert, so ist D% # 0 und man erhalt ]\71 =1 bzw. ]\71 =-—1.
Man kann also bei jeder Naherung, die stabil unter kleinen Veranderungen
der Daten ist, eine beliebige Richtung fiir den Normalenvektor wéhlen,
falls der Nenner verschwindet.
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Ebenso gilt N = %' im zwei- und dreidimensionalen Fall, fiir alle & # 0.
Und wir wihlen wieder eine beliebige Normale fiir & = 0.

Falls ¢ geniigend glatt ist, kann man die Normalen auf der Grenze mittels
der auf den Knotenpunkten berechneten Normalen approximieren. In der
Regel geniigt dann bei Benutzung eines der oberen finiten Differenzenver-
fahren, wenn man von den Knotenpunkten ausgehend interpoliert. Dafiir
ist nun wieder wichtig, dass ¢ keine unndotigen Oszillationen oder steile
oder flache Gradienten hat.

Die mittlere Kriimmung der Grenze ist als Divergenz des Normalenvektors
N = (n1,n2,n3) definiert, d.h.
H:VON:%-F%'F%.

ox dy 0z
Daraus ergibt sich, dass in konvexen Regionen x > 0, in konkaven Regio-
nen £ < 0 und in ebenen Fliachen x = 0 gilt. Nun kénnte man die partiellen
Ableitungen hier durchaus mit finiten Differenzen Methoden berechnen, es
erweist sich aber als genauer und giinstiger auf ¢ zuriickzugreifen. Wenn

man ¢ einsetzt, erhélt man Kk =V e (%) und ausgeschrieben dann

R = (¢2 ¢yy 2¢x¢y¢xy + ¢2¢x:c + ¢2 Doz — 20,00, + d’zd)xac + Q%szz -
20y ¢=0y= + D2byy) /|IVSI.

Fiir Ableitungen zweiter Ordnung in x-Richtung eignet sich das folgende
Differenzen-Verfahren: 8 20~ % kurz D} D, ¢ oder aquivalent
dazu D D} ¢. Fiir die zwelten partiellen Ableltungen in x- und y-Richtung
ist Dngqﬁ oder D) D9¢ eine gute Wahl. Dies sind alles Verfahren zweiter
Ordnung,.

In dem eindimensionalen Beispiel (¢(x) = 22 — 1) ist k = 0, auBer im
Ursprung, da dort der Nenner erneut null ware. Dies ist aber hier eine
hebbare Singularitdt und man kann x = 0 tiberall definieren.

Im zwei- und dreidimensionalen Beispiel ergeben sich dann k = ﬁ bzw.

K= % Jedoch liegen hier nun im Ursprung keine hebbaren Singularitéten
mehr vor. Aber es gilt dann x = 1 bzw. x = 2 auf der eindimensionalen
bzw. zweidimensionalen Grenze.

Die Tatsache, dass k — 00, sobald wir uns dem Ursprung néhern, ist nicht
weiter von Bedeutung, da wir auf unserem Gitter nicht néher als Az an
diesen heran kommen koénnen. Dementsprechend macht es auch wenig
Sinn zu versuchen Kreise (oder Sphéren) mit kleinerem Radius als Az Zu
modellieren. Deswegen werden wir die Kriitmmung durch —A— <k < A
beschranken. Falls ein Wert auﬁerhalb dieses Bereiches berechnet wird,
wird dieser einfach auf _E bzw. Az gesetzt.

Calculus Toolbox

Die charakteristischen Fuktionen vom Inneren, Q~, und vom AufBeren,
Q7T, sind durch

_ 1 falls (&) <0, 1 falls ¢(&
X~ (@) = { 0 falls ¢((f)) S0 P xT(@) :{ 0 falls ¢E §< o segeben.
Wobei wir hier nun den Rand zum Inneren hinzugenommen haben, damit
wir nur innere und duflere Gebiete haben und keine Sonderbetrachtung
des Randes notwendig ist.



- Da obige charakteristische Funktionen auf mehrdimensionalen Vektoren
arbeiten, wolllen wir uns es etwas einfacher machen und das ganze mittels

der Heaviside-Funktion im Eindimensionalen betrachten, sprich

| 0 falls ¢ <0, .
H(9) —{ 1 falls ¢ > 0 definieren.
Daraus ergibt sich dann, dass x1(Z) = H(¢(Z)) und x (&) = 1 — H(¢(Z))
fir alle # sind; die Tatsache, dass ¢ weiterhin im mehrdimensionalen
definiert ist, stort bei der Benutzung von H(¢) nicht weiter.

- Das Integral einer Funktion f {iber Q~ ist dann Jo F(@)x ™ (Z)dZ baw.
umgeschrieben mittels Heaviside-Funktion [, f(Z)(1 — H(¢(%)))d#. Ana-
log gilt fiir das Integral iiber QF fiir eine Funktlon I, fQ f(@) H(o(Z))dx.

- Die Ableitung der Heaviside Funktion in Normalenrichtung N ist als die
Dirac-Delta-Funktion definiert, d.h. §(Z) = VH(¢(Z))e N, welche iiberall,
aufler auf der Grenze 99, wo ¢ = 0 gilt, null ist.

Mit Hilfe der Kettenregel, N = W und Vo () e Vo(Z) = |V (T)|? erhilt

v -
man §(%) = H'($() V() o roiizy = H' (6(F)|V)T)|.
Die eindimensionale Delta-Funktion ist als Ableitung der Heaviside-Funk-
tion definiert, d.h. §(¢) = H'(¢). Da diese ebenfalls iiberall verschwindet,
auBer bei ¢ = 0, konnen wir obige Gleichung fir § umschreiben zu

3(2) = 6(¢())|V(Z)|.

- Das Integral einer Funktion auf dem Grenzgebiet 02 ist definiert als
fQ Z)dZ, welches wir mittels der eindimensionalen Delta-Funktion
zu fQ 7)o(¢ ( 7))|V¢(Z)|dZ umschreiben kénnen. Normalerweise wiirde
man Volumen- bzw. Randintegrale berechnen in dem man Q= bzw. 0
aufteilt. Aber anstatt komplizierte zweidimensionale Flachen im drei-
dimensionalen Raum zu bearbeiten, konnen wir nun auf die oben hergelei-
teten Integralformel iiber ganz €2 zuriickgreifen.

- Fir die Berechnung des Randintegrals ist es nun notig die eindimension-
ale Delta-Funktion zu berechnen. Nun gilt jedoch 6(¢) = 0 tiberall, auler
auf dem (niedrig-dimensionalem) Grenzgebiet, welches Volumen null hat.
Deswegen ist dies nicht mit Standardmethoden zu approximieren. Darum
betrachten wir nun eine (mit Fehlerordnung 1) verwackelte Heaviside-
Funktion:

0 fiir ¢ < —e,
H(¢) = %+2%+%sin(%¢) fir —e < ¢ <,
1 fir e < ¢

Hierbei ist € ein verdnderbarer Parameter, der angibt um wieviel man
verwackelt. Als eine gute Grofe stellt sich € = 1.5Az heraus, um die
Breite der Grenze auf die Groflie von drei Gitterzellen zu setzen; falls ¢
normiert ist zu einer ”signed distance function” mit |V¢| =1 (s. 2.Kapi-
tel).

- Da die eindimensionale Delta-Funktion als Ableitung der Heaviside-Funktion
definiert war, gilt nun fiir die verwackelte Delta-Funktion:

0 firr ¢ < —e,
80(d) =4 =+% cos(—d’) fiir —e < ¢ <,
0 fire < ¢



Mit dieser Delta-Funktion kénnen wir nun obiges Randintegral mit Stan-
dardtechniken wie zum Beispiel der Mittelpunktsregel 16sen. Auch die
beiden anderen Volumenintegrale kénnen mit der verwackelten Heaviside-
Funktion auf Standardwegen gelGst werden.

Dies fiithrt nun insgesamt zu einem Verfahren erster Ordnung, denn wenn
man zum Beispiel dasVolumen von 2~ bestimmen will, miisste man f9(1,
H(¢(Z)))dV 16sen. Hierbei ist nun, unabhéngig vom gewéhlten Verfahren,

ein Fehler der Ordnung O(Az) nicht vermeidbar. Falls eine hohere Fehlerord-
nung notwendig ist, kann man noch auf kompliziertere Verfahren zuriickgreifen
(z.B. ?marching cubes”).
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2.1

Signed Distance Functions

Introduction

- Nun werden wir hier endlich die Anforderungen an unsere implizite Funk-

2.2

2.3

tion ¢ spezifizieren. Wir wihlen ¢ als eine ”signed distance function”, d.h.
¢ ist eine Distanzfunktion, sie ist im Inneren negativ, im Aufleren positiv
und auf dem Rand null; zusétzlich gilt |V (Z)| = 1.

Distance Functions

Eine Distanzfunktion d(Z) misst den (kiirzesten) Abstand eines Punktes
& zu einem gegebenen Rand 09, d.h. d(¥) = ﬂmiggﬂf— Zr|).
Tr€

Falls nun Z¢ der néchstgelegene Randpunkt zu Z ist, dann ist dies auch der
néchste Randpunkt fiir jeden Punkt 3 auf der Verbindungsstrecke. Also
wiirde jede Abweichung von dieser Strecke den Abstand erhéhen und so ist
diese Strecke die Strecke mit dem grofiten Gefille der Funktion d. —Vd
liefert nun fiir jeden Punkt auf dieser Verbindungsstrecke einen Vektor
der von & zu Z¢ zeigt. Da d den euklidischen Abstand misst, gilt auch
|Vd| = 1, denn falls man doppelt so nah am Rand ist, liefert d nur noch
einen halb so grofilen Wert.

Jedoch ist letzte Gleichung (|Vd| = 1) nur richtig, falls es einen eindeutig
bestimmten nachsten Randpunkt fiir & gibt. Da solche Punkte durchaus
auftreten konnen gilt obige Gleichung nicht im Allgemeinen, liefert aber
in der Regel eine geniigend gute Approximation des Gradienten. Ein an-
genehmer Vorteil der Level-Set-Methoden ist die Einfachheit, mit welcher
solche entarteten Punkte numerisch bearbeitet werden.

Signed Distance Functions

Eine ”signed distance function” (kurz SDF) ist nun eine Funktion mit
|p(Z)| = d(£) VZ. Ebenso muss sie erfiillen, dass sie identisch null ist, fir
alle Randpunkte Z € 01, negativ fiir alle inneren Punkte, d.h. ¢(Z) =
—d(Z) V& € Q7 und postive fiir alle dufleren Punkte, d.h. ¢(Z) =
d(Z) vz € Q.

Eine SDF hat nun alle von uns im ersten Kapitel an die impliziten Funk-
tionen geforderten Eigenschaften und sogar noch ein paar mehr. Zum
Beispiel gilt wegen |Vd| = 1 nun auch |V¢| = 1, solange es einen eindeuti-
gen néchsten Randpunkt gibt. Distanzfunktionen d haben einen Knick auf
der Grenze, wo d = 0 ein lokales Minimum ist. Dies erschwert es auf oder
in der Ndhe der Grenze die Ableitungen von d zu approximieren. SDF je-
doch sind monoton auf dem Grenzgebiet und kénnen deswegen dort sehr
viel besser abgeleitet werden.

Nun koénnen wir zu einem gegebenen Punkt & mit Zuhilfenahme der Tat-
sache das ¢(Z) eine SDF ist, folgende Gleichung benutzen, um den néchsten
Randpunkt Z. zu ermittlen, o = & — qS(:f’)N, wobei N wieder der lokale
Einheitsnormalenvektor zu & ist.

Dies gilt natiirlich auch nur fiir den Fall eines eindeutig bestimmten néchsten
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Randpunktes, liefert also nur eine Approximation. Gleichungen dieser
Art sind aber dennoch sehr niitzlich fiir uns, da sie als Approximation in
gentigend vielen ”Regelfallen” richtig sind und nur in wenigen Féllen nicht
gelten, welche hoffentlich nicht fiir einen globalen Zusammenbruch der nu-
merischen Methode sorgen. Falls dem aber dennoch so sein sollte, kann
eine Sonderfallbetrachtung helfen, sowie zum Beispiel in unserem Fall, als
der Nenner der Gleichung N = % verschwand und wir eine beliebige
Normalenrichtung wahlten.

Examples

Im ersten Kapitel wahlten wir QAS(:L') = 22 — 1 als Reprisentation fiir die
Randpunkte 09 = {—1,1}, als SDF wéhlen wir nun ¢(z) = |z| — 1.
Diese Funktion hat dieselben Nullstellen und stellt also dasselbe innere
und &uBere Gebiet dar wie ¢. Fiir alle z # 0 (da die Ableitung in 0
nicht definiert ist) gilt nun wieder |[V¢| = 1 . Dieser Knick von ¢ ist aber
dennoch kein grofleres Problem. Denn in der Berechnung (z.B. der Nor-
malen in 0) wird dennoch ein fester Wert ausgerechnet, da wir nur unsere
Gitterpunkte gegeben haben und deswegen diesen Knick nicht berechnen,
sondern ihn ”abrunden”. Da die Ableitung im Intervall [—1, 1] liegen wird,
ist fiir solche Knicke nichts weiter zu beachten, und das Schlimmste was
passieren kann ist, dass der Gradient null wird, aber den Fall hatten wir
im ersten Kapitel schon behandelt.

Im zweidimensionalen ersetzen wir ¢(Z) = 22 4+ y2 — 1 durch die SDF
¢(Z) = /22 +y? — 1, welche auch wieder den Rand 9Q = {Z] |¥] = 1}
reprisentiert. Hier gilt nun ebenfalls fiir alle @ # 0 Vo] = 1 und es
liegt bei & = 0 ein (mehrdimensionaler) Knick vor. Auch hier wird dieser
Knick durch unser Gitter ”abgerundet” und stellt kein Problem dar, aufer
dass nun lokal |[V¢| # 1 gilt. Dort ist ¢ also keine SDF mehr und man
muss aufpassen, wo man |V¢| = 1 verwendet hat. In der Regel fiihrt dies
aber nicht zu groflen Fehler und zusétzlich kommen solche Knicke meisten
weit entfernt von den Nullstellen, also den fiir unsere Berechnungen der
Grenzgebiete wichtige Regionen, vor.

Im dreidimensionalen Fall benutzen wir nun statt ¢(Z) = z2+y2+22—1 die

SDF ¢(Z) = v/2? + y? + 22 —1, um die Einheitssphére, 0Q = {Z] |Z| = 1},

darzustellen. Der Knick bei # = 0 wird auch hier wieder ”verwischt”.

In diesen drei Beispielen lag der Knick immer nur in einem einzigen Punkt
vor, doch dies muss nicht immer so sein. Betrachten wir das eindimen-
sionale Beipiel ¢(Z) = |z| — 1, welches im zweidimensionalen die beiden
Geraden x = —1 und « = 1 als Grenze hat. Hier hat nun jeder Punkt
auf der Geraden = = 0 einen Knick in x-Richtung, d.h. es liegt hier eine
ganze Gerade mit Knicken vor. Analog liegt im dreidimensionalen Fall
eine ganze Ebene mit Knicken vor.

Aber diese werden auf unserem Gitter alle ”abgerundet”, so dass wir keine
Definitionsliicken fiir die Ableitung vorliegen haben und das dort lokal
V| # 1 gilt, schadet nicht weiter.
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2.5 Geometry and Calculus Toolboxes

- Ebenso wie bei den allgemeinen impliziten Funktionen kénnen wir hier fiir
die SDF die booleschen Operationen definieren, d.h. fiir zwei SDF ¢; und
¢2 stellt ¢(Z) = min(¢1(Z), p2(Z)) die Vereinigung und
¢(Z) = max(¢1(Z), p2(Z)) den Schnitt der inneren Gebiete dar.

d(T) = —¢1(Z) stellt das Komplement des inneren Gebietes 7 dar und
d(Z) = max(¢p1(Z), —p2(F)) beschreibt das Gebiet, welches iibrig bleibt,
wenn man {2, aus {}; herausnimmt.

- Wie wir im ersten Kapitel gefordert hatten, sollen unsere impliziten Funk-
tionen so glatt wie moglich sein. Dies wird durch die SDF gut erreicht, ins-
besondere wenn der Knick ”gegléttet” wurde. Denn da |V¢| = 1 tiberall,
auBer in der Ndhe des Knickes, gilt, lassen sich viele Formeln des letzten
Kapitels vereinfachen.

Der lokale Einheitsnormalenvektor N erfiillt dann N = V¢ und die Kriim-
mung x lasst sich mithilfe des Laplace-Operators 16sen, k = A¢g, was nun
sehr viel besser zu handhaben ist als die "alte” Darstellung.

- Der groie Gewinn, den wir durch die SDF erhalten ist leicht zu sehen,
jedoch weder Normalenvektor noch Krimmung werden exakt bestimmt.
Denn man hat generell |V¢| # 1, zum Einen in der Nihe des Knickes und
zum Anderen aufgrund der numerischen Berechnung des Gradienten.
Vereinfachte Darstellungen ergeben sich auch noch fiir die mehrdimensio-
nale Delta-Funktion, §(Z) = §(¢(&)), wobei §(¢) wieder die eindimension-
ale Delta-Funktion. Und auch Randintegrale sind somit einfacher zu 16sen,

o F(#)3(6)F))dz.

11



