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1 Einfiihrung in die Problemstellung

1.1 Motivation: Entwicklung von Mikrostrukturen

Die Motivation fiir die Betrachtung geometrischer Fliisse ist physikalisch begriindet. An-
genommen, man hat irgendeine irregulére, fliissige Masse, auf die keinerlei Krafte (wie
Gravitation) wirken. Aus den Gesetzen der Thermodynamik wissen wir, dass abgeschlos-
sene Systeme immer versuchen, den Zustand geringster Energie anzunehmen. Da es sich bei
der fliissigen Masse nicht um eine Kugel handelt, hat sie nicht die kleinste Oberfliche fiir
ihr Volumen. Sie wird ihre Oberfliche also reduzieren. Die hier interessante Fragestellung
ist nun: Wie entwickelt sie sich? Welche Formen kann sie annehmen? Welche Gesetzmé-
Rigkeiten bestimmen die Bewegung?

Betrachtet man beispielsweise einen Eiskristall unter dem Mikroskop, so hat dieser
nicht die Form eines Balls, sondern eher die eines hexagonalen Prismas. Wie entwickelt
sich gefrierendes Wasser zu solch einer Struktur?

Ein weiteres Beispiel ist das Erstarren von Legierungen. Hier sieht man eine Simulation
des Erstarrens einer Kupfer-Nickel Legierung:
http://www.ctcms.nist.gov/ wcraig/

1.2 Losungsansitze

Um Probleme wie die oben beschriebenen zu 16sen, miissen haufig zunéchst viele vereinfa-
chende Annahmen gemacht werden, wie z.B Isotropie (=der betrachtete Stoff verhélt sich in
alle Richtungen gleich), Regularitit, Linearitit gewisser Zusammenhénge, Differenzierbar-
keit von Funktionen. Bei den praktisch relevanten Problemen sind solche Annahmen haufig
ungerechtfertigt und fithren zu einer falschen Beschreibung der physikalischen /chemischen
Vorgénge. Es wire niitzlich, wenn man ein generelles Verfahren entwickeln konnte, das ohne
die oben beschriebenen Vereinfachungen auskommt und so eine systematische Beschreibung
mikrostruktureller Prozesse zulésst.

Der in diesem Vortrag vorgestellte Ansatz ist das Finden eines sogenannten ’gradient
flows’. Die Idee, die hinter dieser Methode steckt, ist die folgende: Durch die Thermody-
namik haben wir die gesamte freie Energie einer Struktur gegeben und wissen, dass sich
das System so entwickeln wird, dass diese Energie méglichst schnell minimiert wird. Daher
bestimmen wir zunéchst den Gradienten der Energie als Funktion von der gesuchten Eigen-
schaft (z.B. Gesamtenergie in Abhéngigkeit von der Oberfliche, der Konzentration, etc.).
Dieser zeigt, wie wir wissen, in Richtung der groften Steigung. Anschliefend bestimmen
wir die gesuchte Eigenschaft dadurch, dass die zeitliche Ableitung dieser Eigenschaft dem
Verhalten des negativen Gradienten entsprechen soll: %c(m, t) = —VF(c) (z.B. fiir die Ge-
samtenergie F in Abhéngigkeit von der Konzentration c¢). Um diese Idee besser verstehen
und umsetzen zu kénnen, wollen wir zunéchst einen Zusammenhang zwischen Gradienten
und Skalarprodukten herstellen.



2 Gradienten und Skalarprodukte

2.1 Skalarprodukte fiir Vektoren

Wir kennen Skalarprodukte fiir Vektorrdume wie den R™. Hier ist uns aus Analysis 2 auch
bekannt, dass

[ 7@+ t9))imo = L(®) =< V/(@), 7>

Die Richtungsableitung in Richtung eines Vektors ¥ ist gleich dem Standardskalarprodukt
aus dem Gradienten der Funktion mit dem Richtungsvektor ¥. Was passiert aber nun, wenn
wir statt des standard Skalarproduktes ein beliebiges anderes Skalarprodukt wéhlen? Gibt
es zu diesem Skalarprodukt einen anderen Gradienten, so dass die obige Gleichheit weiter-
hin gilt? Diese Problemstellung, ndmlich zu einer Linearform L(¥)) und einer Bilinearform
B(w, ) ein w zu finden, so dass L(¥) = B(w,?) fiir alle ¢ des Vektorraums gilt, nennt
man Variationsformulierung. Sie ist uns letztes Semester in der Numerik partieller Diffe-
rentialgleichung bereits einmal begegnet: Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu
diesem Problem liefert das Lax-Milgram Lemma. (Voraussetzungen 'symmetrische, stetige,
koerzive Bilinearform’ sind fiir ein Skalarprodukt trivialerweise erfiillt.)

Sei < -, >3 ein beliebiges Skalarprodukt. Dann ist

< U, W >p= Zviwj < €, €5 >p
Mit < e;,e; >p= a;; erhélt man eine symmetrische Matrix A = (a;;);; und somit
< U, W >p=< AV, W >

Damit gehort also zu < -,- > der Gradient V. ., = A*1V<.7.> In unserem Problem (wie
oben beschrieben) soll nun aber der Gradient eines Funktionals (d.h. einer Funktion von
einer Funktion) bestimmt werden. Konkret auf das obige Beispiel bezogen heifst dies: Bei
der Diffusion hingt die Energie F von der Konzentration c ab. Die Konzentration selbst
ist aber wiederum eine Funktion ¢(#,t) (abhingig von dem Ort und der Zeit). Wir wollen
nun nach dem Vorbild der Vektorrechnung den Gradienten VF(c) aus einem geeigneten
Skalarprodukt eines Funktionenraums bestimmen.

2.2 Innere Produkte fiir Funktionen

Analog zu Vektoren, kann man auch fiir Funktionen Skalarprodukte definieren. Uns be-
kannt ist beispielsweise das Ly Produnkt

<fgzp=gef= [ gV
Durch ein Skalarprodukt wird immer eine dazugehdrige Norm induziert:

Il =v<ff>

Im Gegensatz zum Standardskalarprodukt in euklidischen Vektorrdumen haben wir bei
Funktionen keine intuitive Vorstellung vom Wert der zu einem Skalarprodukt gehdrigen
Norm. Der Begriff ’Linge eines Vektors’ ist anschaulich. Was bedeutet es aber fiir eine
Funktion, 'nah an 0’ zu sein? Dieser Begriff ist wichtig fiir die Bestimmung unseres Gradi-
enten VF'(c), denn wenn wir wollen, dass der negative Gradient in Richtung des groften
Abstiegs zeigt, muss zunéchst klar sein, was dies fiir eine Funktion bedeutet.
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Abbildung 1: Funktionsdefinition

Betrachten wir beispielsweise folgende Funtion:

Fiir zwei verschiedene Werte von 3 hat diese Funktion folgende Gestalt:

fix) fx)

x=0 x=2n | 2n

Abbildung 2: Gestalt von f fiir verschiedene 3

Stellt man sich nun die Frage welche der Funktionen 'ndher an 0’ liegt, so muss man
sagen, dass dies vom physikalischen Zusammenhang abhangt, den die Funktionen beschrei-
ben.

Handelt es sich bei f um eine Funktion, die die Position von Korngrenzen (d.h. Begren-
zungen von Mikroteilchen) beschreibt, so wird der Abstand der beiden Hiigel unwichtig
sein. Beide oben gezeichneten Funktionen sollten als 'gleich weit von 0 entfernt’ angesehen
werden. Dies ist z.B. in der Ly Norm erfiillt.

Handelt es sich bei f allerdings um eine Temperaturverteilung, so wird es mafigeblich sein,
ob die Hiigel(warmer und kalter Bereich) nah an einander stehen (sich also schnell ausglei-
chen) oder nicht.

Immer wenn etwas von einem Bereich in den anderen 'flieffen’ muss, wird der Abstand
der Hiigel eine Rolle spielen. Bei der Diffusion miissen beispielsweise Teilchen von Bereich
hoher Konzentration in den Bereich niedriger Konzentration fliefen. Fiir diesen Fall bietet
sich die H~! Norm an. Das zugehorige Skalarprodukt ist wie folgt definiert:

< f,g>g-1= /quf . ng)g dVv

Dabei ist ¢f eine Losung der Poisson-Gleichung V2¢; = f(&), wobei wir die moglichen
Losungen auf die Menge der ¢y mit [ ¢rdV = 0 beschrinken. Symbolisch schreibt man
auch ¢f = (V)71 f.

Um das etwas unhandliche H ! Produkt besser zu veranschaulichen, kann man sich folgen-
des vorstellen: ¢ ist das Temperaturprofil im Gleichgewichtszustand, wenn die Wirme-
quellenverteilung durch f gegeben ist. Die H ! Norm ist somit die L? Norm der Flussdichte.

Betrachtet man die oben definierte Funktion fiir sehr kleine ¢, so erhélt man im Limes
eine Funktion aus zwei & Distributionen. Fiir das H~! Produkt miissen zunichst ¢ und
V¢ bestimmt werden. Man erhéilt:



Abbildung 3: Stammfunktionen von f

Somit ergibt sich fiir die H~! Norm:

Abbildung 4: H~! Norm

Hier sieht man die Abhéngigkeit der Norm von .

Das H~! Produkt kann man auch noch auf eine andere Weise schreiben: Wegen

Ve (pr-Vo,)=VoreVo, +ds-v
Gilt:

< f,g>g1= /V¢f o Vop,dV = /V o (¢pf-Vog)dV — /(;Sf -gdV
Nun kann man den ersten Term mittels des Satzes von Gaufl vereinfachen:
/v o (¢f-Vog)dV = fgbf VpydS =0

wenn man davon ausgeht, dass ¢ auf dem Rand Null ist. Wie wir spéiter sehen werden, ist
diese Form niitzlich, um den zu einem Skalarprodukt gehdrigen Gradienten zu finden.

3 Prinip des ’gradient flows’ am Beispiel der Diffusion

3.1 Physikalische Ausgangssituation

Betrachten wir nun am Beispiel der Diffusion die Vorgehensweise: F(c) sei die gesamte, freie
Energie eines Systems in Abhéingigkeit von der Konzentration c. F ist hiufig als Integral
iber die freie Energiedichte f gegeben, die z.B. von der Konzentration, dem Gradienten
der Konzentration und dem Ort abhéngt. F lasst sich dann also schreiben als:

Fle) = / F(e(@), Ve(@), &) de
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Ist v das Flussfeld, so betrigt die freie Energie fiir kleine ¢t > 0: F(c+tv). Damit ist die
anfingliche Verdnderungsrate der Funktion gegeben durch:

[%F(C +tv)]i=o =< VF(c),v >

Auch hier gibt es zu jedem inneren Produkt einen Gradienten, so dass obige Gleichheit
gilt. (— > Existenz und Eindeutigkeit folgen aus dem Satz von Lax Milgram. Man kann
innere Produkte durch Modifikation des Gradienten in einander umrechnen. Statt einer
Umrechnungsmatrix erhalten wir bei Funktionen einen Operator)

3.2 Gewichtung von inneren Produkten

Um der jeweiligen Physik eines Problems gerecht zu werden, kann es sinnvoll sein die Ska-
larprodukte noch zu gewichten, d.h. mit einer konstanten oder von x abhéngigen Funktion
M zu multiplizieren. Die gewichteten Produkte haben dann die Form:

< f,g >L2:/J]:3dv

< fog>ma= / (VMV)~ flgdv

So kann beriicksichtigt werden, dass sich Konzentrationsgefille in Regionen hoher Teil-
chenmobilitdt schneller ausgleichen als in Regionen niedriger Mobilitét. Solche Regionen
kénnten z.B. durch lokale Temperaturunterschiede entstehen: In den warmeren Regionen
ist die Mobilitdt deutlich hoher als in den kélteren.

3.3 Berechnung des Gradienten VF

Fiir das Beispiel der Diffusion schauen wir uns die Berechnung des Gradienten aus dem
mit einer Konstanten gewichteten H~' Produkt einmal an:

Bei der Diffusion ist die gesamte freie Energie gegeben durch F(c) = % [ ¢ Wir suchen
nun also einen Gradienten, der fiir das H ' Skalarprodukt folgende Gleichheit erfiillt:

[%F(C +wt)]i—0 =< VF(c),v >

Also

25 e+ vravio =~ [(7) 9 F(@uav

Bilden der Ableitung liefert:

: / 20V =~ / (V) IV F(e)vdV

Etwas anders geschrieben, muss also fiir alle Funktionen v gelten:

‘/GM@-MV:/RV%1VF@LMW
Da diese Gleichheit fiir alle v erfiillt sein muss, muss schon gelten:
~Mc = (V*)'VF(c)
bzw.

VF(c) = —MV?c



3.4 Bestimmung des ’gradient flows’

Zu einem physikalischen Problem, bei dem die Gesamtenergie gegeben ist, kann man also
zu einem geeigneten Skalarprodukt den Gradienten der Energiefunktion berechnen. Als
néichstes sucht man die Funktion c¢(t), so dass die zeitliche Entwicklung dieser Funktion dem
negativen Gradienten der Energiefunktion entspricht und sich somit immer (entsprechend
der Thermodynamik) in Richtung der kleinsten Energie entwickelt. In unserem Beispiel
suchen wir also die Konzentration c(t) so, dass

d
%c(t) =-VF(c)

Diese Konzentration erfiillt nun insgesamt die Gleichung %c(f, t) = MV?c(%,t). Wie wir
sehen, haben unsere Berechnungen das richtige Ergebnis geliefert. Die erhaltene Gleichung
ist die Diffusionsgleichung. Um die obigen Gleichung nun tatséchlich zu l6sen, entwickeln
wir ein Verfahren, das im Wesentlichen dem impliziten Eulerverfahren entspricht.

Wir fixieren eine Startkonzentration c¢(0) Fiir einen festen Zeitschritt At = 277 konstruieren
wir die Folge ¢;(0) = ¢(0), ¢;(2At), ¢;(3At), ¢;(4At) ...

so, dass fiir alle k = 0,1,2, ... die Felder ¢ = ¢;((k + 1)At) aus den vorherigen Feldern
¢ = ¢;j(kAt) errechnet werden, indem man den Ausdruck

(QAt) <(q—c),(q—c)>

minimiert. Fiir solch ein q gilt, dass 4" = —VF(q), denn: Wenn der Ausdruck in g minimal
ist, so ist der Gradient(beziiglich q) dieses Ausdrucks gleich Null.

V(F(q) — F(e)+ —— < (g — ). (g — &) >] =0

2At
1
= V,F(q)+ 2—&2@ —c)=0
g—-c
— _V,F

Die linke Seite dieser Gleichung kénnen wir als Naherungslésung fiir die zeitliche Ableitung
der Konzentration ansehen. Nun haben wir also fiir jeden Zeitpunkt kAt ein Konzentrati-
onsfeld ¢(Z). Durch lineare Interpolation in der Zeit erhalten wir eine Entwicklung c;(t).
Um nun die tatséchliche Konzentration zu erhalten, zeigt man, dass der Limes fiir j— > oo
existiert und setzt ¢(t) = limj_>oop;j(t). Um auf diese Weise eine Konzentration c zu
konstruieren, braucht man einige Voraussetzungen, wie die Positivitiat von F, lower Semi-
continuity (liminf f(x) < f(x) fiir alle x an jedem Punkt x), und eine Holderstetigkeit
(mit Exponent 1/2) der linearen Interpolationen iiber ¢;(t). (Der Konvergenzbeweis wird
hier nicht mehr ausgefiihrt.)

4 Anwendungen des ’gradient flows’

4.1 Beispiele fiir die Herleitung physikalischer Gleichungen

Mit diesem Schema kann nicht nur das Problem der Diffusion behandelt werden. So ergibt
sich beispielsweise im Lo Produkt mit F' = % i y? ein Gradient VF = My, also insgesamt
die Losung der Bewegungsgleichung ¥= —My. Mit F = %f(Vf)2 ergibt sich (ebenfalls)
die Losung der Wiarmeleitungs-/Diffusionsgleichung % =Af.



4.2 Zusammengesetze freie Energiedichten

Eine iibliche Form fiir freie Energiedichten ist f(y(%)) = fhom(y) + €2I'*(Vy). Dabei ist
from die freie Energiedichte fiir ein homogenes System und der zweite Term beriicksichtigt
Energie aufgrund von Gradienten in y . Fiir isotrope Oberflachen ist I'(Vy) = Vy.

So ergibt sich fiir €2 = 0.5 im H ! Produkt die Cahn-Hillard Gleichung: Y= —VMV(f;  (y)—
V -T'T"). Sie beschreibt die Entwicklung eines Konzentrationsfeldes wihrend einer Phasen-
trennung, wobei die Konzentration insgesamt eine Erhaltungsgrofie ist. Metallegierungen
sind beispielsweise in der fliissigen Phase homogen gemischt. Erstarrt die Legierung aber
wieder, so trennt sich das homogene Gemisch zum Teil wieder. Es bilden sich Teilchen einer
Metallsorte, die kleinere Metallteilchen der selben Sorte in sich aufnehmen und so wachsen.
Dieser Prozess ist auf www.ctcms.nist.gov/ wcraig durch Farben schon illustriert.

Im L? Produkt erhélt man die Allen-Cahn Gleichung: Y= —M (f;  (y)—V-T'T'. Auch
hierbei handelt es sich um eine spezielle physikalische Gleichung der Materialwissenschaf-
ten. (Entwicklung einer nicht-Erhaltungsgrofte wihrend ’anti-phase domain coarsening’ =
"anti-Phasen Gebietsvergroberung’)

4.3 Bewegung geometrischer Strukturen

Als néchstes schauen wir uns an, ob man mit der ’gradient flow’ Methode nicht nur Tem-
peraturverteilungen oder Konzentrationen behandeln, sondern auch die Bewegung einer
geometrischen Struktur beschreiben kann.

Sei Cy eine glatte Kurve in der Ebene. Betrachte Vektorfelder viic,, die senkrecht auf
C stehen. Diese sollen eine Anfangsgeschwindigkeit beschreiben, mit der sich die Kurve in
den einzelnen Punkten bewegt. Fiir verschiedene v’s und kleine Zeiten t bezeichnen wir mit
Ct(v) die Kurve, die wir erhalten, wenn wir den Punkt p auf Cy zum Punkt p+tv(p)vc, (p)
verschieben. Wieder wihlen wir ein inneres Produnkt und eine Energiefunktion in Abhén-
gigkeit von der Oberflache, um daraus den Gradienten und die Beschreibung der Kurve zu
erhalten. Im folgenden sei die Energiefunktion die Lange der Kurve.

4.3.1 DMotion by curvature

Im Ly Produkt muss der Ausdruck LENGTH (Cat(v)) + 55 fCo v? iiber alle v minimiert
werden. Das Ergebnis entspricht (fast) der Kriimmung der Funktion Ca¢(v). Dies fiihrt
(nach dem oben beschriebenen Verfahren) zu einer Kurve, deren normale Geschwindigkeit
der Kriimmung der Kurve zu dieser Zeit am jeweiligen Punkt entspricht:

v = k oder bei gewichtetem L? Produkt: v = Mk (zu 'motion by curvature’ siehe auch
Kapitel 4/ Jans Vortrag).

Solche Bewegungen treten bei Grenzflichenbewegungen auf, bei denen sich die bulk energy
(Energie, verursacht durch Kréfte, die auf das ganze Volumen wirken, also z.B. Gravitation
im Gegensatz zur Oberflaichenspannung) nicht &ndert und die Geschwindigkeit der Grenz-
flache hauptséchlich durch die Mobilitét beschrankt wird.



4.3.2 Surface diffusion

Das H~! Produkt (mit der der Linge der Kurve als Energiefunktion) liefert als optimale
Geschwindigkeit (fast) —Ag,k, wobei r die Kriimmung von Ca ist. Diese Grenzflichen-
bewegung ist eine Art Oberflichendiffusion, bei der die durch die Kurve eingeschlossene
Fléache konstant bleibt.

Man konnte sich auch vorstellen, beliebige positive Linearkombinationen von Ly und H !
zu betrachten und so weitere Arten von Oberflichenbewegungen zu erhalten.

4.3.3 Motion by weighted mean curvature

Bei den vorangegangenen Beispielen sind wir davon ausgegangen, dass die Oberflichen-
energiedichte fiir alle Teile der Kurve gleich ist. Als Energiefunktion haben wir die Lange
der Kurve verwendet. Wenn man den Einfluss ungleichméfiger Oberflichenenergien mit
einbringen will, so muss man die Zunahme der Oberfliche noch mit der Oberflichenener-
giedichte gewichten und dann iiber alle Geschwindigkeiten des Gewichteten Terms mini-
mieren. In diesem Fall spricht man von ’motion by weighted mean curvature’. Diese hat
die Form v = Mk, wobei x die mit der Oberflichenergie gewichtete, mittlere Kriimmung
ist. Mochte man bulk energy Anderungen bei der Bewegung beriicksichtigen, so muss man
die Energiefunktion dndern. Das innere Produkt beschreibt nur die Kinetik und hat keinen
Einfluss auf mogliche Energiednderungen.

4.3.4 Waulff Formen

Wie schon mehrfach erwéhnt, versucht ein System immer den Zustand kleinst moglicher
Energie zu erreichen. In diesem Zusammenhang macht es Sinn, zu einer Oberflichenener-
giefunktion ¢ folgende Definition einzufiihren:

W = {z € R®: 2-u < ¢(u) fiir jeden Einheitsvektor v € R3}. Dies ist die sogenann-
te Wulff-Form (Wulff shape). Eine grundlegende Eigenschaft der Wulff-Form ist, dass
d(0W) < ¢(dK) wenn K ein Kérper mit dem gleichen Volumen wie W ist. W hat also
fiir sein Volumen die kleinste Oberflichenenergie. Man nennt die Oberflichenenergie ellip-
tisch, falls ihre Wulff-Form glatt und gleichméfig konvex ist. Man nennt sie kristallin, falls
ihre Wulff-Form ein Polyeder ist.

4.3.5 Beispiel Seifenblasen

Ein wichtiger Teil der geometrischen Mafstheorie beschiftigt sich mit Partitionsproblemen.

Dies Bedeutet zu gegebenen Volumen Vi, Vb, ..., Vi eine Einteilung des Gebietes K in
Regionen K', K2, ..., KV zu finden. Hierbei muss hiufig ein Term der Form
> MK NSKY)
0<i<j<N

minimiert werden. Dabei hiingen die verschiedenen Oberflichenenergie-Integranten ¢/ von
den verschieden mdglichen Grenzflichen K’ N JK7 ab. Um die Minimalisierung wirklich
ausrechnen zu konnen miissen einige, bestimmte Vorderungen gemacht werden.

In einem mathematischen Modell fiir Seifenblasen(gefiige) sind die Oberflichenenergien



alle proportional zur Oberfliche. Daher kann man verwenden, dass ¢*/(v) = |v| fiir alle i,j
und v. In diesem Fall vereinfacht sich der zu minimierende Term zu

1 1
3 > AREA(SK')

Dies ist vollstdndig analog zur vorherigen Betrachtung vom Rand der Kurve(in 2D) als
Oberflachenenergie. Die fiir Seifenblasen zutreffende Bewegung gehorcht dem ’motion by
curvature’ Gesetz (mit einer Art Randbedingung).

Bei allen moglichen Zusammensetzungen von Seifenblasengefiigen kénnen sich die Seifeno-
berflichen nur auf zwei mdogliche Arten treffen: Entweder drei Oberflichen treffen sich
entlang einer glatten Kurve in einem Winkel von jeweils 120° oder vier solcher Kurven
treffen sich in einem Punkt in einem (tetraedischen) Winkel von cos~!(—1/3) ~ 109° und
vereinigen so sechs Oberflichen. Diese Ergebnisse waren zwar schon Mitte des 19.Jh. be-
kannt, wurden aber erst 1974 als Konsequenz der Oberflichenminimierung bewiesen.

Die Wulff-Form einer einzelnen Seifenblase ist eine Sphére. Treffen sich zwei Seifenblasen,
so behalten sie ihre dufsere Spharenform bei und die "Trennwand’ im Innern ist wiederum
eine Spére. Dabei treffen sich die Oberflichen immer in einem Winkel von 120°. Dieses
Problem ist als 'Double Bubble problem’ bekannt gewordene und wurde erst im Jahre
2000 bewiesen.

4.4 Beriicksichtigung der bulk energy

Als néchstes schauen wir uns einmal Fille an, bei denen die Oberflichenenergie unstetig
oder nicht differenzierbar ist. Betrachten wir beispielsweise ein Material, dass aus verschie-
denen Teilchen(Kérnern) besteht (oder in verschiedenen Aggregatzustinden vorliegt) und
bei dessen Bewegung das Material in den Kérnern (oder den Phasen) nicht erhalten bleibt.
Die Gesamtenergie dieses Systems setzt sich zusammen aus der Summe der Grenzflichen-
energien und den bulk energies der Phasen:

F= Z/ Yab (Flap (T dA+Z/FdV

20Sap

Der gradient flow einer solchen Oberfliche mit einem entsprechend der Mobilitédt ge-
wichteten Lo Produkt fiithrt zu einer Normalengeschwindigkeit von

v=M(ky,+ AF)

Dabei ist M eine Mobilitdtsfunktion, - die gewichtete, mittlere Kriimmung und AF die
bulk energy pro Volumen der Phase hinter der Oberfliche minus die bulk energy pro Vo-
lumen der Phase vor der Oberflache.

4.5 Eckige Wulff-Formen

Wie oben erklart, betragen die Winkel an Dreifachverbindungen von Seifenblasen immer
120°. Da fiir keine Oberfliache eine bestimmte Richtung bevorzugt ist (die Wulff-Form der
Seifenblase ist ja ein Kreis), teilt sich der gesamte Raumwinkel von 360° bei Dreifach-
verbindungen gleichmifig auf. Legt man die Position einer Grenzflache fest, so sind auch
die anderen beiden Grenzflichen eindeutig festgelegt. Ist die Wulff-Form eines Stoffes aber
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beispielsweise ein regulidres Achteck, so gibt es ausgezeichnete, energetisch gleichwertige
Raumrichtungen und somit drei verschiedene Gleichgewichtspositionen, (wenn man ein

Segment festhélt):
Woct o I Y >

() (i} (i)
Abbildung 5: Wulff-Form: Achteck

Die Anzahl an Gleichgewichtspositionen fiir Dreifachverbindungen wird sogar noch ho-
her, wenn die Wulff-Formen der drei Oberflachen regelméfige Sechsecke sind.

@) A

) Gy () @w) ()

Abbildung 6: Wulff-Form: Sechseck

Der Grund dafiir ist, dass bei diesen eckigen Wulff-Formen mehrere Winkel Minima der
Grenzflichenenergie-Winkel Funktion sind. Daher konnen geometrisch verschiedene, aber
energetisch gleiche Formen auftreten.

Im Allgemeinen kann man auch hier eine Variationsformulierung nutzen, um vorher-
zusagen, wie sich eine Kofiguration bewegt. Dabei muss auch hier die oben angegebene
Energiefunktion mit einem passenedem Skalarprodukt benutzt werden.

Gibt es Dreifachverbindungen, so kdnnte man die Bewegung des Trippelpunktes be-
schreiben. Man schaut sich an, welche Energieinderungen auftreten, wenn man den Punkt
(Zn,Yn) in einem Zeitintervall At zu einem Punkt (z,41,yn+1) bewegt. Nun spielen die
Energiednderungen aller drei Grenzflichen S; eine Rolle. Wieder kann man die Energieén-
derung bestimmen und den dann resultierenden Term minimieren.

Eine weitere Moglichkeit ist, dass sich eine Grenzflache an einem Trippelpunkt weiterbe-
wegt und so die Art des Trippelpunktes dndert. Dies nennt man Einfiihren kleiner Seg-
mente.

-
."
Ay
/=

‘5-:2 small segment

*
Abbildung 7: Einfiihren kleiner Segmente
Auch hier kann die Bewegung mittels einer Variationsformulierung berechnet werden.

Es tritt allerdings eine Nebenbedingung auf, ohne die diese Art von Bewegung nicht reali-
siert werden kann.

Man kann beweisen, dass das Einfiihren von mehr als einem Segment nie zu einer wei-
teren Energieminderung fithren kann. Nun muss kann die Bewegung eines Trippelpunktes
insgesamt bestimmt werden, indem man schaut, ob die Nebenbedingung zum Einfiithren

11



kleiner Segmente fiir eine der Grenzflichen erfiillt werden kann. Ist dies der Fall, so wird
die dazugehorige Bewegung ausgefiihrt, sonst kann das Verfahren ohne Einfiigen eines Seg-
mentes angewandt werden. Kann die Bedingung fiir alle Grenzflichen erfiillt werden, so
ist die gewéhlte Formulierung des Problems falsch/nicht geeignet um die Bewegung des
Trippelpunktes zu bestimmen.

4.6 Innere Produkte als Volumenintegrale

In allen beschriebenen Verfahren, wurde fiir das innere Produkt {iber die Oberflache der
Kurve intergriert. Es kann allerdings fille geben, bei denen dieses Verfahren nicht mehr
anwendbar ist - z.B. wenn Singularitdten auftreten. Um solche Schwierigkeiten zu vermei-
den, konnte man auf die Idee kommen, statt des Flachenintegrals ein Volumenintegral iiber
von der Kurve eingeschlossene Flidchen zu verwenden. (Eine Dimension héher sind Singu-
laritdten Nullmengen?).

Um ein solches Verfahren umzusetzen, muss man sich folgende Frage stellen: Wenn
ich ein Anfangsvolumen hab und zu einem anderen Volumen iibergehen mdéchte, wie grofs
ist der Abstand der beiden Mengen? Um ein Maf fiir die Entfernung zweier Mengen von
einander zu haben, verwendet man hiufig die symmetrische Differenz. Sie ist definiert als:

KAL=(L-K)U(K—L)

Also die Vereinigung des Teils von L der nicht in K liegt mit dem Teil von K der nicht in L
liegt. Zwei Mengen sind also nah beieinander, falls sie bis auf kleine Teile Deckungsgleich
sind.

Man kann folgende (fiir das L? Produkte relevante) Relation zeigen:

1 / , 1 9
— dist(x, Cy)dzr =~ / v
At Jr Ak ( ) 2At Je,

Statt iiber alle Geschwindigkeiten v zu minimieren, kann nun {iber alle moglichen Volumen
von K minimiert werden. Einigen Entwicklungen kénnen auf diese Weise trotz gewisser
Singularitéten fortgefiihrt werden.

5 Zusammenfassung

Die Interpretation eines inneren Produkts als Moglichkeit zur Beschreibung von Bewe-
gungen in einer Variationsformulierung ist keine neue Theorie der Physik, sondern eher
Hilfsmittel eines verallgemeinerten Konzepts, mit dem sich Bewegungsgleichungen herlei-
ten lassen. Das vorgestellte Variationsprinzip lésst sich auch fiir nichtstetige Energien an-
wenden und ist zur Beschreibung von Oberflichen zum Teil deutlich einfacher als Systeme
von Differentialgleichungen. Ein weiterer Vorteil ist die klare Trennung von Kinetik und
Thermodynamik. Alle Kinetik ist im inneren Produkt enthalten, wihrend die Thermody-
namik in der Energiefunktion steckt. So kdnnen beide Teile getrennt voneinander variiert
werden. Die vielfaltigen Anwendungen zeigen, dass dieses Verfahren von grofer praktischer
Bedeutung ist.
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