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1 Einfuhrung
1.1 Level-Set Methoden

Level-Set Methoden

e Level-Set Methoden stellen einen generellen Rahmen zur Berechnung von sich entwickelnden
Formen dar

e Die Idee ist, eine Folge von Formér(t) ¢ R? ¢ € R durch
Ot) = {x € RY¢(x,t) < 0}
zu beschreiben

e Diese Darstellung eignet sich besonders, um topologische Verdnderungen zu handhaben

1.2 Inverse Probleme
Inverse Probleme
e Ziel: Ziehe aus gemessen Daten Ruckschliusse auf die Ursache dieser Daten

e Esistnicht die Losung einer Gleichung gesucht, sondern man will mit Hilfe der bekannten Lésung
Informationen tber eine andere Unbekannte bekommen.

e Beispiele (siehe AbHl):

— Radar, Seismologie:Erkennung eines unbekannten Objektes aus Daten Uber reflektierte
Schall- oder Radarwellen

— Computertomographie: Versuche, die Struktur im Inneren eines Kdrpers zu bestimmen,
indem Strahlen durch den Kdrper gesendet und an der Oberflache gemessen werden.

— Designoptimierung: Versuche eine Struktur zu finden, sodass ein gewlnschter Effekt auf-
tritt (d.h. bestimmte Daten, zum Beispiel am Rand eines Gebietes, werden nicht gemessen
sondern vorgegeben).

1.3 Beispiele
Beispielproblem 1: Erkennung von Einschliissen

e Problem: Finde Einschliisse oder Hohlraume in elastischen Materialien, d.h. finde ein Gebiet
Q C D (vgl. Abb. 2).

e Dazu werden Messungef} = uy|,, , M C 9D fir verschiedene Belastungep durchgefiihrt
(k=1,...,N), wobeiu; LOsung ist von:

Aup, = 0 mD\Q

1 u, = 0 aufl’coD
@ Za%k = g, aufdD\T
S = 0 aufoQ

e Das Inverse Problem entspricht Minimierung von

N
1
@ =53 [ = il et
k=1
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Abbildung 2: Beispielproblem 1: Erkennung von Einschliissen



Beispielproblem 2: Bandstruktur-Design
¢ Eine wichtige Klasse von Problemen ist die Minimierung von Eigenwerten:
J(Q) = J(A(Q)

wobei A(©2) = (X;(2));en die absteigend geordneten Eigenwerte beziglich der Helmholtz-

Gleichung

@) —Au = AMgo+ qxa)u in D
u = 0 aufoD

sind.

e Anwendung zum Beispiel: Design von photonischen Kristallen. Bandlicken in photonischen Kri-
stallen sind Strukturen, in denen sich elektromagnetische Wellen gewisser Frequenz nicht aus-
breiten. Die Grof3e der Bandlucke entscheidet im Wesentlichen tber die Leitfahigkeit der Kristall-
struktur. Ein typisches Ziel ist, flr einen gewissen Frequenzbereich eine maximale Bandllcke zu
erreichen.

e Mdgliche Aufgaben sind die Minimierung oder Maximierung des ersten Eigenwektds (=
+1) oder die Maximierung einer Bandlické((A) = A\, — Ag+1)-

Beispielproblem 3: Rekonstruktion

e Ziel: Rekronstuktion eines stuckweise konstanten Quellterms in einer partiellen Differenzialglei-
chung, die an der Schnittstelle zweier Gebiete unstetig ist

e Einfachstes Problem: Finde C D mit Messungen = u|,; fir M C D oderM C 0D, wobei

—Au—xq = 0 inD

®) v = 0 aufoD

e Das Formfunktional sei )
9@ = [ Ju- s d
2 Ju

2 Level-Set Methoden und Formberechnung

2.1 Formableitung

Entwicklung einer Formschar
Fur eine gegebene Mengekdnnen wir die zeitliche Entwicklung der Mengé€Xt) in einem Ge-
schwindigkeitsfeld/ definieren:

d ,
@ () = {y(0lu(0) € 0. 9 (7) = V(s in 0.0}
Die Formableitung eines Funktionalsin RichtungV € C%!(R?) ist dann:
d
dJ(;V) = dt J () ],=o



Formableitung
Hadamard-Zolésio: Unter gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen existi®ri einC'>°, sodass

d.h. die Formableitung ist ein lineares Funktional ¥omyq. Wir schreiben mit/,, :=V - n:
dJ (V) = J ()W,

Es gilt also

© T(6(,0) < OV = 2 T, 1) < )]y

e Es gibt zwei Grundformen von Formfunktionalen:
e Gebietsfunktionalder Form
Jaom (2) = / g dz
Q
o Randfunktional@ler Form

Tna(€) = / g !
o0

fur eine hinreichend glatte Funktign

Formableitung von Gebietsfunktionalen
Firg € W' (R?) und ein beschranktes messbares Gebiexistiert die Formableitung voriy,,
und ist gegeben durch

dJgom(; V) = / div(gV) dx
Q

Falls¢) ein offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand ist, dann gilt nach dem Gaul3'schen Integralsatz:

Jh (V= / gV, dor?=!
oN

Formableitung tGber Level-Set Methoden
Aus (6) kdnnen wir die Formableitung direkt aus der Level-Set Methode berechnen. Erinnerung:

Q(t) = {z € RY(x,1) < 0}
und ¢ l6st die Level-Set Gleichung

?;erVn\wy:o inR? x R

SeiJ z.B. ein Volumenfunktional der FornmH Heaviside-Funktion)
1@ = [ gwde= | ga)H(~o(w,0)da
Q R
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Dann folgt

Denn mit Hilfe der co-area-Formel

©®) [ A@@) B@voai = [

A B(x)ds(x)d
A [ Bisa

erhalten wir
Lrom) = 4 | s@(=ota.1) do
¢
— _/Rd g(aj)5(—¢(m,t))a
_ /Rd 9(@)5(=6(x, )V (2) |V (x, 1) da
_ / 5(p) / 9(@)Va(z) ds(z)d(z)
R {#(-t)=p}

= / gV, dot1
{$(-,t)=0}

(z,t) dox

Formableitung von Randfunktionalen

Firg € W,2?(R%) und ein beschranktes messhares Gebigtit 9 € C2 existiert die Formablei-
tung von.J,, fr alleV € C} (R?) und ist gegeben durch

dJyg(1;V) = div(gn)V - n dsrd!
o0

_ 9g d—1
= /69(871 + gk)V -nd

wobein die auRere Normale unddie Krimmung ist. Hier gilt:

9
T (O, = / (aTg1 + gk)Vydot !
o0

Dies erhalten wir ahnlich wie im vorigen Fall (siel&)f
J(Qt)) = x)ds
0w = [ e@s
- [ow g() ds(x)dp
R {¢(-t)=p}
=~ | o@iole.) IVo(z.0)] da
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Daraus folgt

|
=
2
=
[

/ V¢V¢t
Lo (510196100 + 56520 ) o

V6(6)Vs wwt)
YOIV 1§
/Rdg ( Vgl OO g ) 4

B A VoV,

- /ﬂgd5(¢)< i <g|V¢r¢’t>+g N )dm

. Vvo, . (Vo
JRC < 2R (|v¢|)> d““’

Vé (Vo
/Rd 5() [V 6| Va (ng Ty dw (Nqﬁl)) "

_ Vo . (W))
= Vi, (Vg—— tgdiv| ——))d
/{¢(.¢)0} (g\V¢!+g " Vgl §

= / Vo (89 +g /<a> ds
20(t) on

wobein die duRere Normale und= div(n) die Kruimmung ist. Also haben wir

_4a
Cdt

)
T (Q)V, J(Q(t) = / (aﬁ + gK)Vypd o d1
=0 on on

3 Formoptimierung

3.1 Level-Set-basierte Formoptimierung

Level-Set-basierte Formoptimierung
1. Die zu optimierende Form wird als Nullstellenmenge einer stetigen Funktieprasentiert.
2. Wabhle ein Formfunktional (©2(¢)) und berechnd.J(2(t); V)
3. Berechne hieraus eine GeschwindigRéjt sodassl.J(2(t); V) < 0

4. Fuhre mit diesen?/, einen lterationsschritt aus, d.h. Gberfilitg nach(2;,, (Diskretisierung
von (4)).

5. Durch Iteration der letzten beiden Punkte wif(f2(¢)) minimiert, d.h. die Fornf2(¢) entwickelt
sich zur optimalen Forni/, entspricht also etwa der Suchrichtung bei klassischen Optimierungs-
problemen in Vektorraumen.
Fur Beispiele siehe z.B1].
3.2 Gradientenverfahren

Gradientenverfahren

e Gradientenabstiegsverfahren (vd])[fiur Level-Set Methoden funktionieren analog zu Gradien-
tenverfahren in klassischen Optimierungsproblemen.
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e Problem: Verhéltnis von Schrittweite zum Gradienten (d.h. der Formableitung), da es keine zu-
grundeliegende Vektorraumstruktur gibt

e Als ersten Ansatz betrachten wir Probleme der Form

@ T (Q)V, = / Vipo drd!
o0

fur eine Dichtefunktiorpq

e Hier kdnnen wir
Vn(')ﬂ = —PQ(1) auf o

wahlen und erhalten

d

19U = I @O0 == [ oo Pt

Verallgemeinerung des Gradientenverfahren

e Da J'(Q) ein lineares Funktional vol, ist, ist die Darstellung?®) nach dem Riesz’schen Dar-
stellungssatz moglich, fallg’ () ein lineares stetiges Funktional ali(99?) ist.

e Ist dies nicht der Fall, so wahle einen Hilbertrauti{Q2), auf dem.J’(Q2) ein lineares stetiges
Funktional ist

e Anstelle von ) benutzen wir nun die schwache Form
®) =T QD) Wa = (Va6 Wady ey YWa € ¥ (1))
Beispielproblem 1 - Fortsetzung

Beispielproblem 1 - Erkennung von Einschliissen
Das Formfunktional fiir Beispielproblem 1 lautete

©) s =iy [ = s et
275 m

Daflr definieren wir die Losung, des adjungierten Problems

Aw, = 0 inD\Q
wr, = 0 aufl’ coD
S0k — xn(up— fr) = 0 aufdD\T
Qur = 0 aufoQ

mit der Indikatorfunktiony .



Nun kénnen wir die Formableitung vo8)(berechnen:

d
dJ (V) = o7 (1)
t=0
N
d (1 d—1
—1vM t=0
N
= > / (uae) — fi) ugd A"
k=1"M =0
owy, _
= > / T tamd
k=1"M =0
(%2 —0 auf oD\ (TUM)) / owy, de1
Z aD\T on  2(0)

(u=0 auf"'=u'=0 aufT") Z / Owy, Uy i1
B n "
oD

k=1"P

N
= Z /D (V- Vwkugl(o) + Vkaub(O))dx

(Aw:kzo) Z / VkauQ ))d
D\Q

*) _
= fz ag(vukakVn)d%d !

Fur (*) betrachen wir die schwache Losung vdi (

Augp dr = / 0-pdr
é)\ﬂ D\Q
Gzgen) VurVe de — / Tk o gt = g
D\Q ap\e) In
& VurVe do = / gy dt !
D\Q OD\T'
Differentation nactf2 / d—1
& / Vup Vo dr + / (VupVo)Vy, d#t =0
D\Q (D\Q)
(Setzeé;: wi) Vup,Vwp dv = — Vg Vg V,d 4"
D\Q o0

e Als Formableitung erhalten wir

N
=-> | V- VuypVpdot™



e Aufgrund der homogenen Neumann-Randbedingungen fiuind w;, auf 02 vereinfacht sich
dies furd = 2 zu
Z/ ouy, akadjfl
o0 or

Aus (8) ergibt sich die Gleichung

N

Ve Wad iy = D | Vg - VugWod#™! YW, € H (Q)

Dies ist die schwache Formulierung von

AV, +V, = 0 inD
V., = 0 aufdoD
[Pn] — S0 Vg -V, = 0 aufoQ

wobei|.] der Sprung bed(? ist.
Die Geschwindigkeitl;,, erhalten wir also, indem wir diese Neumann-Randbedingung zu einer
Dirichlet-Bedingung umformen.

Projizierte Gradientenverfahren
Projizierte Gradientenverfahren
e Wir betrachten Bedingungen der Form
c(Q)=0
fur einen Operato€’, der in einen Banachraubh abbildet

e Hierfur kdnnen wir ebenfalls eine Formableitung definieren und erhalten daraus ein Projiziertes
Gradienten-Verfahren

Optimierung mit Lagrange-Multiplikatoren
Wir wollen
(10) minj(z) mit c(z) =0

I6sen. Suche dazu Punktesodas$/j ein Vielfaches vorV ¢ fir die implizit definierte Funktior(x) =
0 ist (vgl. Abb.3). Fir ein vorerst unbekanntpgiefinieren wir:

L(z,p) =j(x)+p-c(z)
p heilRtLagrange-Multiplikatoroder auckduale Variable Dann gilt

V.L(z,p) = 0 & Vyji(z) = —pVye(z)
VpLl(z,p) = 0 & clxg) = 0

Um (10) zu I6sen suchen wir also Punkte mit

VL(z,p) =0
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Abbildung 3: Optimierung Uber die Lagrange-Funktion: Suche Maximumjai, indem Punke auf
der Mannigfaltigkeiic(z) = 0 gesucht werden, die eine Isokonjift:) = d; beruhren
Lagrange-Multiplikatoren fir Formfunktionale
e Fir den Operatof’ (D c RY) — U betrachten wir also
L p) = J(Q) + (p, C(Q))
fur die duale Variable < U/*
e Die Formableitung der Lagrange-Funktion ist
L)V, =T (QV, + <p, C”(Q)Vn>
und fur die Ableitung nacl erhalten wir einfach die Bedingun@(2) = 0

e LOsung des Optimierungsproblem ist Sattelpunkt der Lagrange-Funktitithre Gradientenab-
stieg durch

e Ersetze ) duch

(11) (V1) Wa ey = — L () p(8) We YW, € V(1))

e Durch diese Gleichung sintd,, und p noch nicht eindeutig bestimmt, daher flige 2. Gleichung
hinzu:
12) O (1)) Val-1) = 0/(0(1)) = 0

e Aus (11) und (12) kdnnen wir nunV,, (-, ¢) und die duale Variabley(¢) bestimmen

Wir betrachten als wichtigen Spezialfall die Bedingung, dass die Flache konstant bleibt, d.h.

C’(Q):/ﬂdw—c

Hier erhalten wir



Sei V¥ die Geschwindigkeit, die wir aus) (d.h. ohne Beachtung der Volumenbedingung) erhalten
wirden. DamitC(£2) = 0 erfillt bleibt, errechnen wir

_ 0_1/ 0 7 apd—1
(13) Vo= Vi~ gy |,

Beispielproblem 2 - Fortsetzung

Beispielproblem 2 - Bandstruktur-Design

e Betrachte/(A) = —\, d.h. Maximierung des ersten Eigenvektors

e Die schwache Form der Helmholtzgleichur®) lautet:
(14) / Vuy - Vodz = )\1/ (o + q1x)urvdx
D D

e Daraus ergibt sich (fiw = u,)

N fD |Vu1]2d:r
1 pr—
Ip(@0 + aixe)uide

uy ist hierbei der erste Eigenvektor mit Normierung
(15) / (g0 + arxo)uide =1
D

Daraus kénnen wir die Formableitung berechnen:
TV, = —N(QVi
2 [pVur - Vijde
Ip(0 + qixe)uide

fD |Vuy |2 dx

([ (a0 + qixo)uddz)?
fD |Vul|2 dx

(f(q0 + q1xe)uddz)?

+2

/ (g0 + q1xQ)wuidz
D

+q1 / Vnu%d,%”d_l
o0

wobeiw/ die Ableitung vonu; nach der Form ist. MitX4) und (15) sowie |, |Vu1|2 dx = )\ folgt
J )V, =q / Vould At / |V |? da
o0 D
Fir einenL?-Gradientenfluss erhalten wir
V9 = —qlu%/ V|? da
D

und daraus schlie3lich miL8)

1
_ 2 2 - 2 d—1
V, = CI1/D|VU1| dx (ul ST /muldjf >

12



Abbildung 4: Maximierung vork;: Die Dichtefunktion nach verschiedenen Iterationsschritten (aus Os-
her & Santosa4])

3.3 Newton-ahnliche Verfahren

Newton-ahnliche Verfahren

e FUr eine Funktiory (z) lautet die Taylor-Entwicklung vom Grad 2:
flate) = f@) + f @)+ 5 (@)

e Analog ist die quadratische Approximation vdf(2) bzgl. der Schrittweite, alst),:
J(Q) + J(QV, + %J”(Q)(Vn, Vo)

e Dieser Term wird minimal, wenn die Newton Gleichung
(16) J' () Vi, Wy) = =T (QOW,, YW, € ¥(Q)
erfullt ist.

e Falls die bilineare Formy” positiv definit ist erhalten wir hieraus elf),, das das Formfunktional
J minimiert, da es dann eifi < 0 gibt, sodass

9 7©) V= 1" @i V2) < BIVa?

Im Allgemeinen ist/”(2) global nicht positiv definit. In diesem Fall benutzt man als Naherung nur
den positiv definiten Teil vo”’(2) in Gleichung (6) zur Wahl der Geschwindigkel,.

13



3.4 Gaul3-Newton Verfahren fur kleinste-Quadrate-Methode
GaufR3-Newton Verfahren fir kl.-Quadrate-Methode
e FUr Funktionale der Form
HQ) = S IFQ) 2l P a2

(% nichtlinearer OperatorZ Hilbert-Raum) kann man Gauf3-Newton-&hnliche Verfahren wie
das Levenberg-Marquardt Verfahren verwenden.

e Die Hauptidee der Gauf3-Newton Technik ist eine spezielle sequentielle quadratische Approxi-
mation des Funktionals durch Weglassen der zweiten Ableitunge¥Aosomit kénnen Gaul3-
Newton Verfahren als verkirzte Newton Verfahren interpretiert werden.

e Hierzu bilden wir die ersten beiden Formableitungen yon
J(QV, = <ﬁ’(Q)Vn, F(Q) — z>
JNQ)(Vp, Wy) = <ﬁ’(Q)Vn,ﬁ’(Q)Wn>
+(F"( Q) (Vo W), Z(Q) — 2)

e Durch Weglassen der 2. Ableitungen vénin der Newton-Gleichung erhalten wir:
a7 (F'( OV, F (OW,,) = — <ﬂ’(Q)Wn,§(Q) — z> YW, € 7 ((t))

e Um die Iteration zu stabilisieren und um eine schlechte Konditionierung des linearen Systems zu
vermeiden fligt man einen zusatzlichen quadratischen Term dercFﬂ)Y/mﬁ,/(Q) hinzu. (Levenberg-
Marquardt Strategie)

e Dies fuhrt zu dem linearen System
(18) (T ( OV, Z ( OWy) + o (Vy, Wn),y(m = —(F'( OW,, Z(Q) — 2)

e FiUra > 0ist dieses System automatisch gut gestellt und man kann eine absteigende Eigenschaft
nachweisen.

Im Allgemeinen kénnen wir davon ausgehen, dass ein Gaul3-Newton Verfahren die notwendige An-
zahl an Iterationen deutlich reduziert. Allerdings heif3t das nicht, dass der gesamte bendtigte Rechenauf-
wand auch reduziert wird, da das Lésen vbi) pzw. (18) aufwendig sein kann. Fir spezielle Probleme
kénnen z.T. aber effiziente Verfahren zur Lésung des Gleichungssystems entwickelt werden, mit denen
das GauRR-Newton Verfahren deutlich schneller berechnet wird als ein Gradientenverfahren.
Beispielproblem 3 - Fortsetzung
Beispielproblem 3 - Rekonstruktion

e Wir wenden das Levenberg-Marquardt Verfahren nun auf Beispielproblem 3 an.

e Die Ableitung von% () = u|ys bzgl. der Form ist:

(29) F )V, = |m
wobeiu’ € H}(D) die schwache Lésung von

/ Vu/Vodr = / Vod AL, Yo € HE (D)
D o0

ist.
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Rekonstruktion
o Weiter gilt:
(20) F*(O(F(Q) + F'(QV,, — 2) = w|aq in L*(0Q)

wobeiw die Losung des adjungierten Problems ist:
/ VwVo dz :/ (u+u — 2)vdr Yov e H} (D)
D M

e So erhalten wir zur Bestimmung der Geschwindigkeit folgende Gleichung:

(22) oV, +w =0

e Aus (19), (20) und 1) kann man nun/, w und schlie3lich/,, bestimmen.

4 Erweiterungen fir spezielle Eigenschaften

Erhalten der Topologie

Erhalten der Topologie

¢ In manchen Anwendungen soll die Topologie einer Form erhalten bleiben (z.B. Designoptimie-
rung).

e Dies ist bei Level-Set-Verfahren nicht garantiert.
e Dazu verwenden wir eine variierte Version des Formfunktionals, und zwar fur kleine:
Je(2) == J(2) + eH(Q)
mit
H(Q) =— /m (log [dq (z + oVda(z))] + log [—dg (x — oVdg(x))]) ds?!

Dabei istd, die signed distance functiaru 052, d.h. es ist

do(z) >0 furz e RN\Q
do(z) <0 furxz e

(siehe Abb5 und6)

Bildung von Lochern

Bildung von Lochern

e Z.T. erzeugen Level-Set Methoden nicht genug topologische Anderungen. Z.B. kénnen die vor-
gestellten Methoden keine ringartigen Strukturen rekonstruieren.

e Zur Erzeugung innerer Lécher kénnen wir topologische Ableitungen verwenden. Diese messen
die Anderung des Formfunktionals bzgl. der Bildung von Léchern bzw. Punkt@rbizw. Q\ D,
im Gegensatz zur Formableitung, welche die Anderung des Formfunktionals bzgl. einer Verschie-
bung vonox.

15



x — oVdq(z)

Abbildung 5:dq (x + cVdq(x)) > 0 und—dgq (z — oVdq(z)) > 0

x — oVdg(z)

Abbildung 6:dq (z + oVdq(z)) > 0, aber—dq (x — oVdq(z)) < 0
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e Die toplogische Ableitung bzgl. einer Anderung im Pumkt D sei

J (N\Br(T)) — J(©)

%Ilrol Br(@) N D)| firz e Q
dzJ(Q;T) =

. J(QUBR@)-JEQ) .. _

gﬂr()l Br(z) (D) furz € D\Q

falls der Limes existiertBg(z) ist die Kugel umr vom RadiusR.

o Wir setzeng(z) := dzJ(; ). Istg(z) < 0, so wird die Erzeugung eines Lochs das Formfunk-
tional J reduzieren.

Bildung von Léchern

A

e Nun kann die topologische Ableitupgentweder zur Formableitung oder direkt zur Level-Set
Gleichung hinzugefuigt werden als zuséatzliche Bedingung um neue Ldcher enstehen zu lassen:

ol B
E+Vn|v¢| - g

e INnQ_ qgilt:

— Istg(x) < 0, so sollte an dieser Stelle ein Loch entstehen, gl dolite ansteigen.
— Istg(z) > 0, so sollte hier kein Loch entstehen.

e InQ, qilt:

— Istg(z) < 0, so sollte an dieser Stelle ein zusatzliches Geflietentstehen, d.hp sollte
fallen.

— Istg(x) > 0, so sollteg hier nicht fallen.
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