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1. Integraloperatoren:
Sei Q C R beschriinkt, k € L2(Q x Q). Dann ist der Integraloperator
K : L?(Q) — L?*(Q) mit Kern k definiert durch

(Kz)(s) = /Qk(s,t)x(t) dt, s €.

Zeigen Sie

(i) Ist ky, = D01 i(s)¥i(t) mit ¢; € L2(Q), ¥; € L*(), so gilt fiir den
Integraloperator K,, mit Kern k,: dimR(K,) < n, insbesondere ist

K, kompakt.
(ii) Sei k € CY(Q x Q), und der Operator K,, mit dem Kern k,, definiert
durch
1
kn(s,t) = k(o,7)dodr, (s,t) € QxQ;,4,j=1,...

513 Japxar

Dabei sei 2 = (J;, Q}'NQ7} habe Maf null, und es sei diam(£2;") < %
mit einer Konstante C' unabhiingig von n. Zeigen Sie, dass R(K,,)
endlichdimensional ist und dass ||K — K, || — 0.

2. Approzimation von Integraloperatoren:
Implementieren Sie numerisch die Approximation eines Integraloperators
aus Aufgabe 1 (ii) fiir Q = [0,1] und Q;; = [(i—1)/n,i/n]x[(j—1)/n,j/n].
Testen sie die Approximation fiir einen Kern & und eine Funktion z ihrer
Wall fiir verschiedene Werte von n.

3. Spektraleigenschaften:
Sei K : X — X ein kompakter und selbstadjungierter Operator. Zeigen
Sie:
(i) o(K) C [=IK]], [ K]]]-
(ii) o(K)N{=|K|, K|} # 0, d.h || K]|| oder —|| K| ist Eigenwert.

(iii) Sei K positiv semi-definit, d.h. (Kz,2) > 0 fiir alle z € X. Dann gilt
o(K) C [0, [IK]],



