Ubungen zur Vorlesung Inverse Probleme

Ubungsblatt 1, Abgabe bis 24.10.2007, 12 Uhr, Briefkasten 85

1. Inverse Warmeleitungsproblem
Gegeben sei die Wirmeleitungsgleichung

U =  Upg, x € (0,1), t>0
u(0,t) = wu(l,t) =0
u(l’, 1) = ul(x)v uy € L2(Oa 1) :

(a) Losen Sie die Gleichung durch Separation der Variablen u(z,t) = @(z)1(t).
Hinweis: Entwickeln Sie L = 92 mit den Dirichlet-Randbedingungen nach den Ei-
genfunktionen ¢y (z). Benutzen Sie dann die Darstellung in der Eigenfunktionenbasis
u(z,t) = > p0 | artr(t)pr(x), um die ay zu finden.

(b) Bestimmen Sie die Losung u® der Wirmeleitungsgleichung bei einer Stérung
u’(x,1) = uy (z) + dsin(nrz), d >0, n €N,

und den Lo-Fehler zwischen u(x,t) und u®(x,t) jeweils fiir ¢ = 1 und ¢ = 0. Begriinden
Sie, dass das inverse Wirmeleitungsproblem schlecht gestellt ist.

2. Numerische Differentiation
Sei f € C3[0,1] und f? eine Stérung von f mit

1= fll <6,  6>0.

Als N#herung der Ableitung einer Funktion betrachten wir einen Differenzenquotienten Dy,
mit einer Schrittweite h > 0.

(a) Berechnen Sie fiir die einseitigen und den zentralen Differenzenquotienten den Loo-Fehler
der Anngherung Dy, f° zur exakten Losung f'.

(b) Bestimmen Sie fiir ein gegebenes § > 0 die optimale Schrittweite hop;, die den Gesamt-
fehler minimiert.

3. Programmieraufgabe
Implementieren Sie die Problemstellung in Aufgabe 2 fiir eine Funktion f ihrer Wahl. Geben
Sie die exakte Funktion f’ und die numerische Differentiation von f? fiir verschiedene Werte
h und § aus. Wie sieht die Fehlerabschitzung fiir die gewéhlte Funktion aus?



