AUFGABE 3

FRANK WUBBELING

Wir zeigen:
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Jim == (2,y,2) = —50(x,y) in D'(IR°).

Es sei

eik\ /22 4y2 422 etkr

f(ili’, Y, Z) = =

a2+ y?+ 22 r
mit 7 = /22 + y? + 22 und damit

or =z

0z r’
Dann gilt

Of  ikzetr ey

0z r2 r3

Wir wollen zeigen, dass f fiir infinitesimal positives z ein Vielfaches
der Delta-Distribution ist. Sei also ¢ eine Testfunktion im IR* ¢ €
C°(IR?). Sei supp ¢ C Kr(0). Dann ist zu zeigen, dass das Integral I
von f gegen ¢ gerade ¢(0,0) = d(yp) ist. Fir 1, gilt
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mit Polarkoordinaten (/1) und = 7’ cosv, y = 1’ sint). Zur Verein-
fachung der Schreibweise behalten wir die Variablen (z,y) in Abhéngig-
keit von (r’,¢)’) bei. Insbesondere gilt 2 + y* = r* und damit r =

V2 + 2+ 22 = V2 + 22,
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Weiter gilt

By / 2 R
R Zer = [2/2 log(r™ + 2 )}O —,.00
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(wegen zlogz —. 0 0) und

R’ ’ R
r ' = |— < R 1
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fiir jedes positive R’, unabhéngig von R’. (Hier wird z > 0 benotigt,
ansonsten stiinde hier —1.) Da eV *+*¢(x y) beschrinkt ist, ver-
schwindet der erste Term in I, fiir z — 0. Im zweiten Term schreibt
man das Integral fOR als f; + fﬁR. Das zweite Integral konvergiert fiir
z — 0 gegen 0 (denn der Integrand ist positiv, und foe und fOR konver-
gieren fiir z — 0 gegen 1, also konvergiert die Differenz gegen 0).

Setze

g(r,y) =e o(r,y).

Der einzige verbleibende Term von [, fiir z — 0 ist dann

/27r /E< W) g9(z,y)dr'dy
/ / ( (r2 + 22 3/2> dr'dy

fiir ein (Z, ) aus dem Integrationsgebiet, denn g ist stetig (siehe unten).
Fiir ¢ — 0 zieht sich das Integrationsgebiet auf den Nullpunkt zusam-
men, d.h. g(Z,9) —c-0 9(0,0) = ¢(0,0). Fiir 2 — 0 konvergiert das
Integral dann gegen —2m. (Zur Vermeidung von Abhéngigkeiten zwi-
schen z und € wéhle zunéchst € klein, fest und dann z fiir alle Terme
gleich.)

Insgesamt konvergiert I also gegen —2mp(0,0) = —27d(¢p).



Beweis zur Mittelwerteigenschaft: Es gilt

. 27 € Z?“/ ,
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2 € Z’IJ ,
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Falls g stetig und das Integrationsgebiet zusammenhéngend ist, werden
alle Werte zwischen Minimum und Maximum angenommen und es gibt
ein (Z,y) mit der gewiinschten Eigenschaft.
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Setze nun G(z,y,2) = 1= f(z,y, z). Dann ist %—f(x,y, +0) = —36(z,y)
in obigem Sinne.



