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Numerik . Zahlenméaflige Losung mathematischer Probleme, wie
Lineare Gleichungssysteme
Nichtlineare Gleichungen/Nullstellen
Darstellung von Funktionen

Eigenwertprobleme

Integrale

mit Hilfe von Computern Sicherheit, Effizienz, Einfachheit.
Vorkenntnisse : Anfingervorlesungen

Hohere Programmiersprache (C, FORTRAN, MATLAB)
Literatur . G. Opfer: Numerische Mathematik fiir Anféanger,

3. Auflage, Vieweg 2001.

H.R. Schwarz: Numerische Mathematik,

3. Auflage, Teubner 1992.

J. Stoer: Einfithrung in die Numerische Mathematik I,
5. Auflage, Springer 1989.

J. Werner: Numerische Mathematik 1, 2, Vieweg 1992.

Eigentiimlichkeiten der Numerik:

1. Hat den Charakter eines Handwerks: Uben, iiben, iiben!

2. Umgang mit Ungenauigkeiten: Rundungsfehler, Datenfehler.
3. Effizienz und Praktikabilitat.

4. Benutzt Hilfsmittel aus vielen mathematischen Disziplinen.



Ausblick
Typische Fragestellungen der Numerik:

1. Nullstellen
fR—=R.

Suche 7 € R mit f(7) =

flx) = z? +pr4+q:Tio=—p/2E\/p*/4—q

fx) = 2"+ a2 '+ dag?
f(z) = € —sinz?

Allgemeiner:

Iterative Verfahren:

mify
mny = f(x)
mn/
mnxQ/mnxl mnxo mnox
/

Abbildung 1: Newton-Verfahren
Ausgangsndherung x. Berechne Folge () von Néherungen nach folgendem
Rezept (Algorithmus):

Sei = berechnet. Berechne Tangente an y = f(x) in (z, f(zx)). Nehme als
Zi41 die Nullstellen der Tangente.

y = [l + i)z — )
0 = flae) + f'(@e) (Trpr — )
= T f($k) ewton- verianren
LTe+1 — k — f/(xk) N t Verfah
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Beispiel:

flz) = 2°—a, Tia=+va (a>0)

r2—a 1 a
T+l = T — 92 ZQ(iUk-i—xk)

Numerisches Beispiel: a =2, 71 = 1.414213. ..

k T Anzahl der korrekten Dezimale
0 1 1
1 1.5 1
2 1.417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562 10
Fragen:

Konvergenz x — 7, fiir welche x(?
Wie schnell ist die Konvergenz?
Ubertragung auf Systeme von Gleichungen?

2. Integration
f:R'—-R'.

b
Berechne [ g(z)dz.

Stammfunktion F' von f bekannt:

/f(m)dx — F(b) — F(a) .

Annahme: Routine zur Berechnung von f(x) fiir jedes x steht zur Verfiigung.

mny

nnre = a mnz, = b mnz

Abbildung 2: Trapezregel
xi=a+ih,i=0,....,n, h=(b—a)/n
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Approximiere das Integral durch die Fliache der Trapeze:

T = D (fao) + Fa) + L (Fa) + (@) b (F@na) + F))

2 2 2
1 1
= h<2f0+f1+"'fn—1+2fn>a fi= flzi) .
Beispiel:
1
/exd:c:e—l = 1.71828...
0
1 1
T —1.(= 4= = 1.859
! (2+26)
1/1 1
1 1/1 1
T—4:4(2+61/4+€1/2+63/4+2€) = 1.727
Fragen:

Konvergenz fiir h — 07
Wie schnell ist die Konvergenz?
Formeln mit besserer Konvergenz?

3. Lineare Gleichungssysteme

A(n,n)-Matrix reeller Zahlen, b € R".

Gesucht: z mit Az = b.
Cramer’sche Regel: A; entstehe aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte mit
b. Dann gilt

det(A]> .
i L S R
m_7 det(A) I ] ) 7n
Anzahl der Rechenoperationen:
det(A) : Summe von n! Produkten mit je n Faktoren, also

n!(n — 1) Multiplikationen und

n! — 1 Additionen/Subtraktionen, d.h.

(n 4 1)! Multiplikationen +O(n!) weitere Operationen.
(Wir werden spéter sehr viel effizientere Methoden zur Berechnung von De-
terminanten kennenlernen.) Das gleiche gilt fiir det(A;). Also benétigen wir

(n + 2)! Multiplikationen + O((n + 1)!) weitere Operationen.

Wir werden ein Verfahren angeben, das mit %n3 Operationen auskommt.



Beispiel: n = 20:

| =
(n+2)! 1.1 1021
L 4
Auswirkung von Fehlern:
T+ T = 1 Ir = 1
Losung
T, + 099.CE2 = 1 To — 0
1.01z; +1.01zy = 1 x) =20 ~ 2
Losung
r1+0.99z, = 1 Ty = —100 ~ —1

Dieser Fehler hat nichts mit Rundung zu tun.



Kapitel 1

Fehler beim numerischen
Rechnen

1.1 Absoluter und relativer Fehler
x € R, & Naherung fiir x.

Absoluter Fehler : Az =2 —=x
Relativer Fehler : Azx/x=(Z—x)/x (x#0)

In der Numerik ist der relative Fehler der wichtigere. Er wird in Prozent
angegeben.

Fehlerfortpflanzung;:
Auszuwerten sei y = f(z), f: R" — R™.

Wie héngt der Feher der y; mit dem der x; zusammen?
Satz 1.1.1 Sei D offen und konvex, und sei f € C*(D). Dann gilt

afi

sup
zeD 0Ty

m

Ayl <)

Jj=1

(2)

’Al’]‘, z:l,,n

Beweis: Mittelwertsatz der Differentialgleichung.

Folgerung: Fiir die relativen Fehler nahe bei x gilt ungefahr

‘Ayz = Zkl] Al’j )
Yi j=1 Lj
o,
hle) = [os g ) fa)]
J

Die k; heiflen Verstéarkungsfaktoren.



Beispiele:

1) y1 = x22, ki =1
2) y=x1/79 , ki =1
3)m=a¢,  ku=ld
4)91:$’1+ZE2, kli:ﬁ,

Hier sind die Verstarkungsfaktoren grof, falls 1 + x5 klein im Vergleich zu
1, To. Zahlenbeispiel:

1.14 -1.03 = 0.11
1.15—-1.02 = 013
Fehler ~ 1% Fehler ~ 20%

5) y? — x1y — 19 = 0, also
y1:%+\/a s ygz%_\/a 7d:$%/4+$2

ki =|25] ke = |3
Die Verstirkungsfaktoren sind groB, falls v/d klein im Vergleich zu z, y; oder
Ya-

1.2 Rechnerarithmetik

Wir beschreiben eine fiktive Rechnerarithmetik, die wir dezimale normalisier-
te Gleitkommaarithmetik mit Mantissenldnge m nennen. Existierende Rech-
ner verfiigen iiber eine Arithmetik, die unserer fiktiven sehr nahe kommen.
Eine gewisse Standardisierung ist mit dem IEEE P754 Standard versucht
worden.

1. Menge A der Maschinenzahlen. Dies ist die Menge der Zahlen der Form

a==x0.a;...an10b
0<a; <10, b ganz
a; #0 oder a =0 (Normalisierung)

b heift Exponent, +0.a; ... a,, Mantisse.

Beispiele: m =4
0.3142101 ist Maschinenzahl mit Wert 3.142.

0.31425101, 0.0314491 sind keine Maschinenzahlen.



2. Rundung. Eine Abbildung rd : R — A heiffit Rundung, falls
lrd(z) — x| < |a — 2|
fiir alle a € A.
Beispiel: Fiir z = 0 sei rd(z) = 0. Fiir x # 0 sei = £0.a1a5... 10° mit
ay # 0 und rd(x) = +al0’, wobei

- 0.a1...a, falls a,. <4,
| 0.ay...ap, +107™ falls apyq >5.
Fir m = 4 ist z.B.

™ = 3.1415926. .. rd(m) = 0.3142, .1

)
10
VBT = T7.5498. .. rd(v/57) = 0.7550, 1
r = 0.12535... rd(z) = 0.1254
v = 0.1253499...  rd(z) = 0.1253
Die Zahl
eps=5-10""

heifit Maschinengenauigkeit. Wir setzen immer eps < 1 voraus.

Satz 1.2.1 Fir jede Rundung rd gilt fir x # 0
rd(z) — x
x

< eps

Beweis: Sei © = +0.a; ... Gy, ... 10°, a1 # 0. Offenbar ist

Ird(z) — x| < 5107™7'10°,
lz| > 10°7'.
Division ergibt die Behauptung.
O

3. Maschinenoperationen
Die reellen Operationen +, —, /, - konnen in A im allgemeinen nicht aus-
gefiihrt werden.
Beispiele: m = 2.

1/0.9 =1.111... ¢ A

1.1-1.1=1.21 ¢ A

0.1340.0071 =0.1371 ¢ A
Man definiert Maschinenoperationen &, ©, @, ® durch

r@y=rdlx+y), voy=rdlz—y) usw.

10



Satz 1.2.2 Der relative Fehler der Maschinenoperationen ist < eps.

Beweis: Klar nach Satz 3.2.1.

O

Eines der gréfiten Probleme der Rundungsfehleranalyse liegt darin, dal Satz
3.2.2 fiir mehr als zwei Operanden nicht mehr gilt.

Beispiel: m = 2.
0.75 4 0.055 — 0.80 = 0.005

In Maschinenarithmetik wird daraus
(0.75 @ 0.055) © 0.80 = 0.01

oder
0.75 @ (0.05560.80) =0 .

In jedem Fall bekommt man einen relativen Fehler von 100%! Uberdies sieht
man: Maschinenoperationen sind nicht assoziativ!

In dem Beispiel sind zwei Dinge passiert:
1. Es ist zunéchst ein kleiner Fehler entstanden.
2. Dieser Fehler wird durch eine nachfolgende Addition/Subtraktion verstérkt.

Die durch Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen verursachte Verstarkung
eines Fehlers nennt man Ausléschung (= Ausléschung korrketer Dezimalstel-
len). Vermeidung von Ausléschung ist ein fundamentales Ziel der Numerik.

11



Kapitel 2

Lineare GGleichungssysteme

2.1 Das Gaufl’sche Eliminationsverfahren

A reelle (n,n)-Matrix, b € R". Gesucht ist z € R" mit Az = b. Eindeutig
16sbar falls det (A) # 0. Ausfiihrlich:

1171 + a1 92+ - - Fay T, = by
A21T1 + A22%2 + -+ + A2 nTp = by
Un1 %1+ Ap2Ty + -+ ApaTy = by
Elimination von z; aus den Gleichungen 2,...,n: Sei a1 # 0. Multiplizie-

re die 1-te Gleichung mit ¢;; = a;;/a;; und subtrahiere die entstandene
Gleichung von der i-ten, 1 =2, ..., n:

(@2 — liraro)xe + -+ (@in — linan 1)y, = b; — £ 1by

Dies ist ein System von n — 1 Gleichungen in z», ..., x,. Wir schreiben es als
a%xz + a%xg + -+ a%xn = b§2)
a%xz + ag?g),xg + -+ a;(f,)lxn = b§2)

aq(f%:cg + aff’%xg%—---—l—ag%xn = b

)

W =V — 110 62 = oV — )

irj irj i Ui
Zur Vereinheitlichung haben wir ag}j) = a;;, bgl) = b; gesetzt.

Elimination von x5 aus den Gleichungen 3, ..., n: Sei a% # 0. Mit 4,5 =
ag)/a% erhalten wir wie oben fiir i = 3,...,n:

(CLE?:;) — Ei,ga%) T3 + -t <CL£72,3 — Ei,gag}l) Ty — bEQ) — &72[)&2)

12



Dies ist ein System von n — 3 Gleichungen in z3, ..., x,. Wir schreiben es als

@:(),3?3553 + aé‘?’im +- 4t ag’%xn = b:(f’)
aff’?),xg + aﬂm +--+ af,)lxn = P
a,(%:cg + aﬂm + -+ aﬁf%mn = b
az(i') = agzj — i 2a22y) L 0P =0 — ;0

So macht man weiter, bis man bei einer Gleichung in der Unbekannten x,,
ankommt.

o, =
a’r:bn - a7(’bnn1 - gnn 1a”$l,n llr)z ) bszn) = bgzn_l) - ggln—l) Enn 1b(n 1)

(n—1) ; (n-1)
gnn 1—ann l/an 1n—1 -

Damit ist der Elminationsprozefl abgeschlossen. Es folgt das Riickwértseinset-
zen:

Tn = bgtn)/anv?n ’
v = (b —afws— - aéilxn) fag)
T = (bgl) - af%fcz - —a nl’n) /aﬁ,f

Dies ist das vollstdndige Eliminationsverfahren. Es 148t sich durchfiihren,
wenn die “Pivotelemente” ag? # 0 sind.

Pseudocode fiir das Eliminationsverfahren:
elim (A, b, z,n)

{ for j=1,...,n
{ fori=j+1,....n

{ =aij/a;y;
for k=j+1,...,n a = amg —{*a;;

}

for j=mn,...,1

{ =10
for k=j+1,....,n x; =, — a; * Ty;
T = 2/ a5

}

Anzahl der Rechenoperationen (1 flop = 1 Mult./Div. + 1 Add./Sub.):
K; = Anzahl der flops fiir j-ten Eliminationsschritt:

Kj=(n—j)*+0(n—j)

13



Ganzer Eliminationsprozef:
- L3 2
Z Kj = -n"+ O(n )
=1 3

Riickwiirtseinsetzen: $n*+ O(n).

Satz 2.1.1 Das Gauf$’sche Eliminationsverfahren kann in %n3+ O(n?) flops
durchgefiihrt werden.

Rundungsfehler:

Die einzige rundungsfehlerrelevante Operation ist a; ,—¥¢; ja;x, li; = a;j/a;;.
Wir nehmen an, daf zu Beginn der Rechnung alle a;; Grofenordnung 1
haben. Ausloschung tritt dann genau dann auf, wenn ein a; j klein wird. Wir
unterscheiden drei Fille.

1) Fiir das kleine a;, ist k > j. Dann kann a; ; —¥¢; ja;  trotz des groien re-
lativen Fehlers von a; ; noch genau berechnet werden. Die Ausléschung
ist harmlos.

2) Fiir das kleine Element a;  ist k = j. Dann ist ¢; ; klein und hat grofien
relativen Fehler. a; ; —¢; ja;; kann aber trotzdem genau berechnet wer-
den. Die Ausléschung ist harmlos.

3) a;; féllt klein aus. Jetzt ist ¢; ; groB und hat grofien relativen Fehler.
a; ), —¥; ja; 1, kann nicht mehr genau berechnet werden. Die Ausloschung
ist nicht harmlos.

Um Fall 3) zu vermeiden, vertauscht man vor dem j-ten Eliminationsschritt
die Zeile j mit der Zeile i > j, fiir welche |a; ;/a; ;| moglichst grofl wird. Man
spricht von maximaler Spaltenpivotsuche.
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2.2 Die LR-Zerlegung

Wir wollen nun den Eliminationsprozess in einer anderen Form darstellen.
Wir nennen die (n,n)-Matrix L = (¢;) linke Dreiecksmatrix, wenn ¢; , = 0
ist fiir £ > ¢. Ebenso nennen wir die (n,n)-Matrix R = (r;;) rechte Drei-
ecksmatrix, wenn 7, = 0 ist fiir 4 > k. Die invertierbaren linken (und auch
rechten) Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.

Unter der LR-Zerlegung einer (n,n)-Matrix A versteht man die Berechnung
von Dreiecksmatrizen L, R mit A = LR. Ist die LR-Zerlegung hergestellt,
kann Ax = b durch

Ly=b , Rx=y

ersetzt werden. Diese Systeme mit Dreiecksmatrizen konnen durch sogenann-
tes Vorwirts- bzw. Riickwértseinsetzen gelost werden:

y = b1/€1,1 ) Tn = yn/Tn,n )
Y2 = (b2 - 52,1?;1)/5272 ) Tn-1 = (yn—l - Tn—l,nxn)/rn—l,n—l >
Yn = (bn - fn,lyl - gn,nflynfl)gn,na T = (?/1 —T12%2 — — 7’1,nl’n)/7"1,1 .

Jeder dieser Prozesse erfordert $n*+ O (n) flops.

Zur Herstellung der L R-Zerlegung verwenden wir die Elementarmatrizen.

1
1
L=
T+
—Ly, 1
Sie weichen nur in der j-ten Spalte unterhalb des Diagonalelementes von
der Einheitsmatrix ab und enthalten dort die Elemente —{; 1 ;,..., =0y ;.

Elementarmatrizen geniigen einigen einfachen Rechenregeln.

1) Anwendung auf einen Vektor:

a1 ai
L. a; _ | %
J+1 741 j+1,5%5
an, Ay, — Un ;05

2) Anwendung auf eine (n,m)-Matrix A : L;A entsteht aus A durch
Subtraktion des /; j-fachen der j-ten Zeile von der i-ten Zeile, i =
j+1,...,n. Dies ist genau die Operation, die wir beim j-ten Elimina-
tionsschritt durchgefiithrt haben.
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3) Aus 1) folgt sofort: L; ist invertierbar, und L;l entsteht aus L; durch
Streichen der Vorzeichen der /; ;.

4) Das Produkt L;Ly, j < k, berechnet sich durch “Uberlagern” von L;,

Lki
1
1
LiLy = 1
: 1
—Lrt1k
—lpj —lp i 1
Neben den Elementarmatrizen bendtigen wir noch Permutationsmatrizen. Sei
{i1,...,1,} eine Permutation von {1, ..., n} und sei e; der i-te Einheitsvektor
in K™. Dann ist
e;,
P = :
e;
die zur Permutation {41, ...,4,} gehorende Permutationsmatrix. Auch Per-

mutationsmatrizen geniigen einfachen Rechenregeln.

1) Anwendung auf einen Vektor:

2) Anwendung auf eine (n,m)-Matrix A : PA entsteht aus A durch Per-
mutation der Zeilen entsprechend der Permutation {i,...,4,}.

3) AP* entsteht aus A durch Permutation der Spalten geméfl der Permu-
tation {i1, ..., i}

4) P ist invertierbar, und P~! = P*. Insbesondere ist PP* = P*P = I,
also P unitér.

Zum Schlul wollen wir noch das Zusammenspiel von Elementar- und Per-
mutationsmatrizen betrachten. Sei P eine Permutationsmatrix, welche nur
Zeilen > j vertauscht, d.h. iy = 1,...,4; = j. Dann gilt PL;P* = L}, wobei

16



L die gleiche Form wie L; hat, aber mit (gemif der Permutation) vertausch-
ten Elementen () ; = {;, ;, k> j. Dies sieht man sofort, wenn man

0

—lji1,
s 0

schreibt und die Wirkung von Links- bzw. Rechtsmultiplikationen mit P
und P~ studiert. Es folgt die Vertauschungsrelation PL; = L P. Wir kénnen

nun das Eliminationsverfahren durch rekursive Linksmultiplikation der Ma-
trix (A, b) mit Permutations- und Elementarmatrizen darstellen. Sei P; die
Permutations- und Elementarmatrix, welche die Zeilenvertauschung (z.B.
durch maximale Spaltenpivotsuche) vor dem j-ten Eliminationsschritt ausfiihrt.
P; vertauscht also nur die Zeilen j, ..., n untereinander. Sei L; die Element-
armatrix mit ¢; ; = a; ;/a; ;, wobei a; ; nun das (i, j)-Element vor Beginn der
Elimination im j-ten Eliminationsschritt, also unmittelbar nach Anwendung
von P; ist. Das Eliminationsverfahren lautet dann

Ly 1Pyq--- L2P2L1P1<A7 b) = (R; y) .

Dabei ist R die rechte Dreiecksmatrix, die im Laufe des Eliminationsprozesses
entsteht, und y die zugehorige rechte Seite. Das Produkt auf der linken Seite
kann man durch die Vertauschungsregel P,L; = L’ Py, k > j, vereinfachen.
Fiir n = 4 ist z.B.

L3P3L2P2L1P1 - L3P3L2L/1P2P1
- L3L/2P3L/1P2P1
= L3LyL!'P3PyPy
= L'p |

L= (L)) "(Ly)'Ly' , P=PPP .

Nach unseren Rechenregeln ist L eine linke Dreiecksmatrix, die durch “Uber-
lagern” der Elemente ¢;;, i > j, entsteht. P ist diejenige Permutationsma-
trix, die alle wiahrend der Elimination aufgetretenen Zeilenvertauschungen
ausfiihrt.

Satz 2.2.1 Zu jeder (n,n)-Matriz A gibt es eine Permutationsmatriz P, so
dafs PA eine LR-Zerlegung mit ¢;; =1, 1 =1,...,n hat.

Bemerkungen:

1) Fir die Giiltigkeit von Satz 1 ist es unerheblich, ob A invertierbar
ist oder nicht. Ist A nicht invertierbar, so kann man einmal kein von Null
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verschiedenes Pivotelement mehr finden. In diesem Fall kann man den Eli-
minationsschritt unterlassen, also L; = P; = I setzen.

2) Wie das Beispiel A = ( 0

1
1 0
P falsch.

3) Die LR-Zerlegung von A kann mit Hilfe eines leicht abgeénderten Pro-
gramms elim hergestellt werden. Die Matrix L erh&lt man, indem man die
U’s als {; ; speichert. R ist die durch die erste j-Schleife umgeformte Matrix
A. P erhalt man als Produkt aller ausgefiihrten Zeilenvertauschungen.

) zeigt, ist der Satz ohne die Permutation

4) Hat man mehrere Systeme Az = b, 4 = 1,...,m mit ein und derselben
Matrix A zu l6sen, braucht man die L R-Zerlegung nur einmal auszufiihren.
Danach kann man jedes System durch n?+ O(n) flops 16sen.

2.3 Die Cholesky-Zerlegung

Eine (n,n)-Matrix A = (a;;) heifit hermitesch, wenn A = A* oder a;; = aj;.
Falls A hermitesch ist, ist (z, Ay) = (Ax,y) reell, und A besitzt n reelle
Eigenwerte und ein zugehoriges Orthogonalsystem von n Eigenvektoren. Ist
dariiber hinaus (z, Az) > 0, so heifit A positiv semidefinit. Ist (Az,z) >
0 fir x # 0, so heiffit A positiv definit. Ist A positiv definit, so offenbar
auch alle Untermatrizen (a;;)k<;j<¢ mit k& < ¢; insbesondere sind also die
Diagonalelemente positiv.

Wir wollen annehmen, die positive definite Matrix A besitze eine LR - Zer-
legung. Sei also A = LR und ¢;; = 1,4 = 1,...,n. Dann ist A* = R*L",
also A = R*L* eine weitere L R-Zerlegung von A. Sei D die Diagonale von
R. Dann ist A = R*(D*)"'D*L* eine LR-Zerlegung von A, deren linker
Faktor nur 1’sen auf der Hauptdiagonalen hat. Nach der Eindeutigkeit der
LR-Zerlegung (Aufgabe 10) ist also L = R*(D*)~! und D*L* = R. Es folgt
D = D* also D reell (im Falle K = C, sonst ist diese Aussage leer). Es ist
also R = DL* mit einer reellen Diagonalmatrix D, d.h. R und L* stimmen
bis auf eine reelle Diagonalmatrix iiberein. Nach geeigneter Fixierung der
Diagonalen von L kann man also R = L* annehmen, und wir kommen zu

A=LL". (3.1)

Dies nennt man die Choleskey-Zerlegung von A. Der folgende Satz gibt die
genaue Eindeutigkeitsbedingung, sein Beweis einen bequemen Algorithmus.

Satz 2.3.1 Sei A positiv definit. Dann gibt es genau eine linke Dreiecksma-
trix L mit positiven Diagonalelementen, so daff A = LL*.
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Beweis: A = LL* bedeutet elementweise geschrieben
j p—
Z Cinljy =0a;; , n>i>j>1; (3.2)
k=1

fir K = R kann das « -7 - Zeichen natiirlich wegfallen. Das nichtlineare
Gleichungssystem (3.2), bestehend aus n(n + 1)/2 Gleichungen fiir ebenso
viele Unbekannte. Es ld3t sich rekursiv auflésen. Die Gleichungen fiir j = 1
lauten

fi’llezai’l, z:l,,n

Fiir ¢ = 1 ergibt sich ¢, ; = /a1 ;. Dabei wurde ¢;; > 0 und a; ; > 0 benutzt.
Fiir die weiteren Elemente der 1. Spalte von L ergibt sich dann

biv=a;1/lin, 1=2,....,n.

Damit ist die erste Spalte von L bestimmt.

Die Gleichungen (3.2) fiir j = 2 lauten

Uirlag +Vliglao =a;o, 1=2,...,n.

62,2 =\ a22 — \52,1 2.

Dabei wurde angenommen, dafl der Radikand positiv ist, und dafl {55 > 0.
Die weiteren Elemente der 2. Spalte von L ergeben sich dann zu

Fiir 7 = 2 ergibt sich

lin = (a;2 — gi,lzzz)/gzz , 1=3,...,n.

Damit ist auch die zweite Spalte von L bestimmt.

Wir wollen nun annehmen, Spalten 1,...,j—1 von L seien bereits bestimmt.
Dann schreiben wir die Gleichung (3.2) fiir die j-te Spalte hin, also

gi,lzj,l R &7]‘_12]‘7]‘_1 + gi,jzj,j = CLZ‘J‘ s 7 = j, e,

Fiir 7 = j ergibt sich aus ¢;; > 0 sofort

iy = \/aj,j — > = =1 (3.3)

wenn nur der Radikand positiv ist. Die weiteren Elemente der j-ten Spalte
sind dann

Cig = (aij = linljn — - = Lijalii1) /L5 . (3.4)

Die auf der rechten Seite von (3.3), (3.4) auftretenden Elemente von L stehen
bis auf ¢; ; alle in den bereits berechneten Spalten von L, und ¢, ; ergibt sich
aus (3.3). Wir sehen, dafl alle Elemente von L berechnet werden konnen,
wenn nur der Radikand in (3.3) immer positiv ausféllt. Dies wollen wir nun
durch vollstandige Induktion zeigen. Fiir j = 1 ist dies richtig, weil a;; > 0.
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Sei es richtig bis zu einem j > 1. Dann lassen sich die Spalten 1,... 7 — 1
von L berechnen. Diese bilden die (n,j — 1)-Matrix L;, und es gilt

1,1
a/fl 1 o« o Cl,1 71
LjL; = =5 I ) (3.5)
aj1 T G-t Ljj
an,l e an,j—l xn,j e 'Tn,n

Es wurde nur die linke Hélfte der Matrix notiert; die rechte ergibt sich aus
der Hermitezitédt. Die Elemente z; ; sind ohne Bedeutung mit Ausnahme von
xj;, und dieses ist
2 2
i = [Gal™+ -+ 1l

Wir zeigen, dal x; ; < a; ;. Wére namlich z;; > a; ;, so wire die (7, j)-Matrix

aia
aj—1.1 Aj—-1,5-1
aj,1 aj—1,5 Ljj

(wieder haben wir nur die linke Hélfte notiert) positiv definit, denn dies wire
ja schon fiir x;; = a;; richtig, um so mehr also fiir z;; > a; ;. Damit hétte
aber die rechte Seite von (3.5) mindestens den Rang j, wihrend die linke Seite
als Produkt von Matrizen mit hochstens j — 1 Zeilen bzw. Spalten hochstens
den Rang j — 1 haben kann. Es kann also x; ; > a; ; nicht richtig sein. Damit
ist z;; < a;; fir j =1,...,n, dh. der Radikant in (3.3) ist immer positiv,
und L 148t sich in eindeutiger Weise bestimmen.

Der Beweis fiithrt sofort zu einem Programm fiir die Cholesky-Zerlegung.
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Cholesky (A,n) /x Uberschreibt den links unteren Teil von A mit
seiner Cholesky-Zerlegung L. Arbeitet nur auf
dem linken unteren Teil von A % /

{for 7=1,....,n

for i=7,...,n
{ s=aij—ai1%Tj1— - —aj_1%aqjj-1 ;
if (i =j)
{if (s <0) { print (“Matrix nicht pos. def.”) ;

exit (1) ;
}
else a;; = sqrt (s) ;
}
else ;5 = S/Clj’j )
}
}

Fiir die Anzahl der benétigten flops findet man
& Ny 1 g 2
(n—7)(7—1+0(1)) =g" + O(n?) .

7=1

Dies entspricht dem Eliminationsverfahren fiir hermitesche Matrizen (verglei-
che Ubungsaufgabe 7). Das Gleichungssystem Az = b kann nach Berechnung
von L gelost werden durch Losung der Systeme Ly = b, L*x = y wie nach
der LR-Zerlegung.

2.4 Die (QR-Zerlegung

Sei A eine (n, m)-Matrix, n > m, mit linear unabhéngigen Spalten a4, ..., a,, €

K"™. Bekanntlich kann man die Spalten von A orthogonalisieren, d.h. man

kann ein Orthonormalsystem von Vektoren ¢y, ..., ¢, finden, so daf3
sp(ai,...,a;) =sp(q1,...,¢q;), j=1,....m (4.1)

gilt. Hierbei bedeutet sp(a, b, ...) den von a, b, ... aufgenannten linearen Un-
terraum. Die Orthogonalisierung kann durch das Schmidtsche Verfahren ge-
macht werden. Wir setzen

q1 = a1/7“1,1 y, Tl = ||a1||

mit der euklidischen Norm. Damit ist (4.1) fir j = 1 erfiillt. Haben wir
bereits orthonormale Vektoren ¢, ..., ¢;_; bestimmt, so setzen wir

qA] = aj — Tl,qu — s — Tj_17ij—1 (42)
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und bestimmen die r; ;,i=1,...,7—1, so, daB (¢;,¢;) =0,i=1,...,5 —1,
also

rij = (a;,q) - (4.3)
Dann setzen wir
4G =4;/rig > rig =gl
So bestimmen wir rekursiv ¢, ..., ¢m,. Die 7;; konnen nicht verschwinden,
wenn aq, ..., a,, linear unabhéngig sind. Offenbar gilt

aj =T+ g, J= 1 m

Mit der (n,n)-Matrix @ = (q1, . - . , gm) und der rechten (m, m)-Dreiecksmatrix
R, deren (i, 7)-Element r; ; ist fiir ¢ < j lautet dies

A=QR. (4.4)

Dies ist QQ R-Zerlegung von A. Nach Herleitung ist diese Zerlegung in eine or-
thonormale Matrix ) und eine rechte Dreiecksmatrix R eindeutig bestimmt,
wenn man die Diagonalelemente von R positiv annimmt.

Numerisch ist das Schmidtsche Verfahren vollig ungeeignet. Nach (4.2), (4.3)
ist ndmlich

7.l = min a; — .
;1 qesp(ql,...,qj,g” i — 4l

¢; wird also sehr klein ausfallen, insbesondere dann, wenn a; fast linear
abhéngig von ay, ..., a;_; ist. Bei der Berechnung von ¢; treten also Ausléschun-
gen auf, so dal auch ¢; nicht genau berechnet werden kann.

Ein stabiles Verfahren zur () R-Zerlegung ist das Householder-Verfahren. Wir
beschreiben es fiir reelle Matrizen A. Es macht Gebrauch von Spiegelungen

S=1-2w" , |v]|=1

an der Hyperebene v*. Dabei tritt das dyadische Produkt (vv*);; = v;v; auf.
Es ist
S? = (I —2ww*)(I —2w*) = I—4ov*+ dov*ov*
= [ —4vv* + 4ov* = 1

und S = S*. Also ist SS* = §*S =1, d.h. S unitér.

Das Householder - Verfahren bestimmt Spiegelungen Si,...,S5,,_1, so dafl
Sj---S1A in den Spalten 1, ..., j bereits rechte Dreiecksgestalt hat. Wir be-
schreiben ausfiihrlich die Bestimmung von S. Die erste Spalte von S A lautet

Siaq. Wir miissen S; also so bestimmen, dafl S;a; ein Vielfaches von e; ist.
Dies kann man auf zwei Weisen erreichen, nédmlich
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Spiegelachse v/ Spiegelachse vi-

a
N ! 7
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
AN Ve
AN 7
AN 7/
AN Ve
AN 7/
AN Ve
AN 7
Spiegelung an v/t RN Spiegelung an vi-
< - e e e e = —— - - N4 _— e ——— =
//\\ €1
Ve AN
7/ AN
7/ AN
Ve AN
7/ AN
Ve AN
7/ AN
Ve AN
7 AN
7/ AN
Ve AN
durch Spiegelung an vy, wo v; = (a1 + age1)/B1, (1 = |l + ajeq| mit
a; = £|la1]]. Zur Vermeidung von Ausloschung wihlt man a; = ||ay|| sgn
(aLl)- Mit
B = |lai|*+af +2aa17 = 20(a; +ar;)
2’U>1k(11 = %(al + alel)*al = é(”CMHQ + Oélal’l)

= %041(@1 +aiq) = [
erhalten wir, wie erwartet, fiir die erste Spalte von S; A

Sia; = (I —2vv})a; = ay — 2v1vay
= a — fivi =a; — (al - 04161) = —Qi€7 .

Die weiteren Spalten sind
Siar = ar, —2vvja, . k=2,...,m.
S1A hat die Gestalt
—Q1 T2 - Tim
0
S1A = ' ,

. AQ

0
wobei A, eine (n — 1,n — 1)-Matrix ist. Wir eliminieren nun die Elemente

unterhalb des (2, 2)-Elements durch Linksmultiplikation mit einer Spiegelung

der Form
10 --- 0

I — 20903
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wo nun I die (n—1,n—1) Einheitsmatrix und v, € R"™", [Jvy]| = 1 bedeuten.
vy berechnet sich aus der ersten Spalte von A, genau so, wie sich v; aus a;
berechnete. Es wird dann

—Q1 T2 T1,m
0 —Qg T23 -+ Tom
S9S1A = : 0
: As
0 0

mit einer (n — 2,n — 2)-Matrix A3. Nach m Schritten erhélt man

R
S+ S A = ( o)

mit der rechten Dreiecksmatrix

—Q1 Ti2 - Tim
R =
o Tmfl,m

Es folgt
R R
a=sies () =s( ) -er.

wobei () aus den Spalten 1,...,m von S besteht. Damit haben wir die Q)R-
Zerlegung von A gefunden.

Es ist nicht zweckmiBig, die Matrix S oder @ wirklich zu berechnen. Es
ist némlich sehr einfach, Sz alleine mit Hilfe der Vektoren v; € R" /"' zu
berechnen. Es ist ndmlich

2=t 21
Sjr = n—j-1 _ 9 n—j—1 y L= n—j+1 )
x —2(vj,x Ju; x

wobei 2771, 2777+ die Langen j — 1 bzw. n — j + 1 haben.

Dies verlangt nur 2(n — j — 1) + O(1) flops. Die sukzessive Berechnung von
Sx = Sy ---Spz erfordert daher etwa fiir n = m nur m? + O(m) flops,
also ebenso viele wie die Berechnung von Sz bei vorberechnetem S. Ein Pro-

gramm zur () R-Zerlegung berechnet also zweckméfligerweise nicht (), sondern
die Spiegelungsvektoren vy, ..., vp,.

gr_ demp (A, a,m,m)

/ * Fiihrt die QR-Zerlegung der (m, n)-Matrix A durch. Nach Ablauf enthélt
A in und unterhalb der Diagonalen die Vektoren vy, ..., v,, und oberhalb der
Diagonalen die Auflerdiagonalelemente von R. Die (negativen) Diagonalele-
mente von R werden auf den Vektor a geschrieben. x /
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{ for j=1,....m
{0y = llall* sen (a;5); B = /205 % (0 + a,);
aj; = (aj; +a;)/53;
fori=j5+1,....n a;; = a;;/5;
for k=7+1,...,m
{v=2x(ajp*aj;+ -+ ang*an;);
fori=y7,....n ap=air—7y*a;;

}

}

Dieses Programm wird noch ergénzt durch zwei weitere Programme, welche

Sz bzw. S*z bilden.

q- mal _z(A,x,n,m)
/ x  Uberschreibt  mit Qz nach Aufruf von
gr_ demp (A, a,n,m) * /
{ for j=m,...,1
{7 =2x(aj;*zj+ -+ an; * Tn);
fori=y7,....n x; =2, —v*a;;;
}
}
¢ mal_xz(A,x,n,m)
/ % Uberschreibt  mit Q*z nach Aufruf von
gr— demp (A, ,n,m) x /
{ Wie oben, aber j=1,...,m}
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/ »  Uberschreibt  mit Sz nach Aufruf von
gr_ dump (A, a,n,m) % /

{ for j=m,...,1
[/ = 20 (ag 2y + -+ any )

fori=yg,....n x; =x; —v*a;;;

}

}

q¢* mal_z(A,z,n,m)

/ % Uberschreibt  mit S*z nach Aufruf von
gr_ dump (A, a,n,m) * /

{ Wie oben, aber j=1,...,m}
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2.5 Fehlerabschitzung bei linearen Gleichungs-
systemen

Im letzten Paragraphen haben wir eine Methode zur Bestimmung der Lésung
eines linearen Gleichungssystems kennengelernt. Wir werden nun die Abhéngig-
keit dieser Losung von Storungen untersuchen. Hierzu zunéchst ein

Beispiel:

Lose Az = b mit

(L) (0

Wir erhalten die Losung x = < é

hafteten Niherungen A, b bekannt:

. 1.001 1.001 " 1
AZ( 1 0.99) ! b:<1>‘
Die Loésung = von Az = b ist
o 100/91
* =\ —100/1001 | -

Obwohl wir also einen Fehler von nur 0.1% in den Daten haben, bekommen
wir einen Fehler von iiber 10% in der Losung.

). Statt A, b seien nun nur die fehlerbe-

Wir werden versuchen, dieses Phéanomen zu erkldaren. Hierzu wiederholen wir
einige Grundbegriffe der linearen Algebra.

Definition 2.5.1 Eine Abbildung || - || : V — R=° eines C-Vektorraums
V' in die nichtnegativen reellen Zahlen heifit Norm, falls fir alle x, y € V,
a e C gilt

1) llz] =0 2=0
2) |loz| = |of||z|

3) llz+yll < ||z|| + |lyl| (Dreiecksungleichung).
Beispiele:
Sei V' = C". Wir benutzen

n 1/2
a) Euklidische Norm: ||z||; = <k§_:1 |xk|2>

27



b) oo-Norm: 2]l := max |z

n
¢) 1-Norm: x| = ; |24
d) Sei || - || eine Norm und 7" eine nichtsingulére (n, n)-Matrix. Dann ist
auch
[zl = |T|
eine Norm.

Wir wollen nun spezielle Normen im Vektorraum der Matrizen definieren.

Definition 2.5.2 Sei || - || eine Norm in C". Dann heifit Sei | - || eine
Norm in C". Dann heifst
A
H . ” : C(n,n) N RZO, ||A|| .= sup ” 5UH
e [l2]
die zugeordnete Matrizennorm.
Bemerkung: Es gilt
Ax T
4l = sup = sup 4t = s aa)
wecm |7 zed™ [E4l lzl|=1, ze€™
Korollar 2.5.1 Die zugeordnete Matrizennorm || - || hat folgende Eigen-
schaften:
1) || - | ist eine Norm im Vektorraum der Matrizen.
2) Sei A Eigenvektor von A. Dann gilt || A|| > |Al.
Beweis: Sei x Figenvektor von A zum FEigenwert A, ||z|| = 1.
Dann ist Al = [[Az]| = [[Az] = [Al[lz]] = |A].
3) 1 AB| < [|AIBI[-
Beweis: Ser B # 0.
|ABz|| [ABz|| Bz
|AB]| = sup = sup T < [[All-1IBI-
wec” T seen Boso 1Bzl ]
Beispiele:
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a) Unendlichnorm: Sei ||z|/o = 1, A # 0.

n

Az = miaX’Z@ikxkl
k=1

n
< max Z la ||k
k=1

n n
< max Y |ag|, also [[Az]le < max > |ayl .
bok=1 bok=1

n
Das max Y |a;x| werde fiir i = 7 angenommen. Definiere
i k=1

Ty :
K 0 sonst .

. :{ajk/|ajk| , ajr #0

Dann gilt ||Z||cc = 1, und es ist

n

n n n
|AZ |00 = max | > ande] = | Y ajpd| = > laje| = max }_ |ai| .

k=1 k=1 k=1 k=1
Also gilt ||A|| = max; i |a;,|. Fir A =0 ist dies klar.
k=1

b) Euklidische Norm: Es gilt ||Alls = p(A*A)Y2, wobei p(X) der Betrag
des betragsméifiig grofften Eigenwerts von X ist. Insbesondere ist fiir
hermite’sche Matrizen (d.h. A = A*) ||A|l2 = p(A).

Beweis: Ubungsaufgabe 13.

¢) 1-Norm:  [[All; = max; 3~ [ag].
d) T—Norm:
| T Ax| ITATy||
I Al = 1Allr = sup = T
e Tl pyeer ITT My
TAT !
e Yl

Wir wissen, daB8 p(A) < ||A|| fir jede Matrix A und daf§ fiir hermitesche
Matrizen ||Ally; = (p(A*A))/?2 = p(A?)'/?2 = p(A). Man kann daher fragen:
Gibt es fiir jede Matrix A eine (von A abhingige) Vektornorm || - |4, so daf}
|A||* = p(A)? Die Antwort ist nein, aber es gilt der
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Satz 2.5.1 Zu jeder Matriz A € C™™ und jedem e > 0 eistiert eine Norm
| - |lae auf dem C", so daf fiir die zugeordnete Matriznorm

[Allae < p(A) +¢.

qgilt.

Beweis: Sei

Bei der Bildung von BD fiir eine Matrix B wird Spalte k von B mit %!
multipliziert. Bei der Bildung von D~!'B wird Zeile k von B mit ¢~*+! mul-
tipliziert.

Sei nun J = P~ AP die Jordansche Normalform von A. J hat die Form

Al o
T Hn—1
@) An

wobei die A Eigenwerte von A sind und yy, € {1,0}. Dann hat C := D~*JD
die Form

)\1 gl O
Eln-1
O An

Definiere ||z|| s := |||z mit T := (PD)~'. Dann gilt:

[Allz = [ID7'PTAPD]jo = [|Clloe < p(A) + £ .

Definition 2.5.3 Sei A € C™" invertierbar. Dann heifit k(A) = || A|||| A7
die Kondition von A beziglich || - ||.

Satz 2.5.2  Sei A € C™™ invertierbar, und AA € C™™ eine Matriz mit
|ATY|AA] < 1. Dann gilt:
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a) (A -+ AA) ist invertierbar,

1A~

[(A+AA)™ < ~ :
1— [[A-[[|AA]

b) Seib e C"\{0}, Ab € C". Seien x, Az die Lisungen von Ax = b und
(A+ AA)(x + Az) = (b+ Ab). Dann gilt

Azl k(A)
Iz~ 1 — k() iegt

INTERIN]
+ .
SRR

Beweis:
zu a) Es gilt fiir y # 0
(I +ATTAA)y| > [lyll — AT AAy]| > [lyll(1 = [[A7[[JAA]) > 0.

Die zur Matrix (I + A"'AA) gehérende lineare Abbildung ist also injektiv
und damit ein Vektorraumisomorphismus als Abbildung von C" nach C".
Deshalb sind (7 +A7*AA) und A+ AA = A(I+ A 'AA) invertierbar. Setze

nun y = (I + A~*AA)~'z. Durch Einsetzen erhalten wir
ol > [I(7 + AT AA) " 2| |(1 — AT [[[|AA]) -

Fiir jedes z gilt damit

1
I+ A'AA) g < Al
I )tall < T el
oder
(I + AT AA) | < 1 .
S T A A4l
Damit gilt
NA+ A4 = (1 + A7 a4y A < — A
T A A4

zu b) Wir betrachten zunéchst die Gleichungssysteme

(A4+ AA)(z+ Azx) = b+ Ab,
Axr = b.

Durch Subtraktion erhalten wir

(A+ AA)Az = Ab— AAx
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und damit
Axr = (A+AA) (AL — AAx).

Mit den Norm—Rechenregeln gilt

”m” o HH<A+AA> A — Ade]
1A <HAbH )

< + |AA

T A aAr ey 144
A ( 1Ab +HAAH)

T k() B \ ATl A

_ KA (186 A4)
= A el Al )

— k(AL ol I

Wir koénnen den Satz so interpretieren:

Bei kleinem Fehler [|AA|| wird der relative Fehler von Matrix und Ergebnis-
vektor um den Faktor k(A) erhoht (verstérkt).

Wir wollen nun unser einfithrendes Beispiel aufkléren. Es galt:

(11 9 99 —-100
A_<1 0.99)’ A _<—1OO 100)'
Wir erhalten:
k(A)s = 2200 = 400 .

Wir miissen also damit rechnen, dafl ein gegebener Anfangsfehler in A und
b sich um einen Faktor 400 verstédrkt in x auswirkt.

Wir betrachten das Beispiel nun geometrisch. Die Losung des Gleichungssy-
stems 148t sich auch graphisch als Schnittpunkt von zwei Geraden bestimmen.
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Ly Erste Gerade L,
_ _ _  Zweite Gerade Lo
Ly leicht gestort

AN
0.1
( O\

AN

.
%
\\\
AN
NN
AN

(0,0) (\1@) T2

Grafische Darstellung des Modellproblems
Durch kleine Verschiebung von Ly geht x von (0, 1) nach (1,0).

Eine kleine Anderung von A oder b bewirkt eine grofie Anderung der Koor-
dinaten des Schnittpunktes.

Wir wollen die Fehlerbetrachtungen auf die Rundungsfehler anwenden. Bei

Losung von Az = b entstehen zunéchst bei der Eingabe auf dem Rechner
Rundungsfehler AA=A— A, Ab=0b—0.

Mit dere Maschinengenauigkeit eps ist dann

[ -V .
[A] S [lel
Die Anwendung des Satzes verlangt nun zunéchst einmal
k(A)eps <1. (5.1)

Ist dies der Fall, so folgt aus dem Satz fiir die Losung & von AZ = b mit
Ar=x—17

~ k(A) eps. (5.2)
Wir nennen dies den unvermeidbaren Fehler. Er ist nicht durch den verwen-

deten Algorithmus zur Losung von Az = b bedingt, sondern allein durch die
Maschinengenauigkeit und die Kondition von A bestimmt.
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2.6 Unter- und iiberbestimmte lineare
Systeme

Sei A eine (n, m)-Matrix iiber K. Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit
iiberbestimmt fiir n > m, unterbestimmt fiir n < m. Im ersten Fall ist Ax = b
in der Regel unlosbar, im zweiten Fall in der Regel nicht eindeutig losbar.
Wir wollen eine verallgemeinerte Losung von Az = b definieren, welche immer
eindeutig bestimmt ist, und Verfahren zu deren Berechnung angeben.

Wir bezeichnen mit ker(A) den Nullraum, mit range(A) den Wertebereich
von A, also

ker(A) = {xe K™:Azx =0},
range(A) = {ye K":3zx e K™ mit y= Az} .

Weiter bezeichnen wir fiir lineare Unterrdume U, V von K" mit U + V die
Summen von Vektoren aus U, V. Ist U L V| so schreiben wir fiir U +V auch
U & V. Fiir spéter notieren wir, daf§ ker(A) = ker(A*A).

Aus der linearen Algebra erinnert man, dafl Az = b genau dann lésbar ist,
wenn b L ker(A*). Wir wollen dies etwas anders formulieren.

Satz 2.6.1 Flir jede (n,m)-Matriz A gilt

K" = ker(A*) @& range(A) .

Beweis:  Zunichst ist ker(A*) L range(A). Ist ndmlich A*z = 0 und
y = Az, so folgt
(x,y) = (z,Az) = (A*z,2) =0,

also L y. Es bleibt zu zeigen, dafl ker(A*) + range(A) = K" ist. Wére
dies nicht der Fall, so gidbe es ein y € K" mit y # 0 und y L ker(A*),
y L range(A). Wegen y L ker(A*) wire Ax = y losbar, also y € range(A).
Dies steht im Widerspruch zu y L range(A) und y # 0.

O
Als ersten Schritt zur Definition einer verallgemeinerten Losung schwéchen
wir den Losungsbegriff ab. Wir verlangen nicht mehr, dal Ax — b = 0 ist,

sondern nur noch, dafl || Az — b|| moglichst klein ist. Dabei verwenden wir die
euklidische Norm.

Satz 2.6.2 ||Ax —b|| nimmt genau dann fir x = xo sein Minimum an, wenn

A*Axy = A*D.
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Beweis: Nach Satz 1 ist b = by + by mit by € range(A) und by € ker(A*).
Dann ist Az — by L by, und wir haben

[Az = bI* = | Az — by — ba|* = [[ Az — by [|* + [[b2]]* -
||Az — b|| ist also minimal genau dann, wenn Az — b; = 0, und dies ist genau
dann der Fall, wenn A*(Azx —b) = 0.
O

Bemerkungen:

1) A*Ax = A*b heiBit System der Normalgleichungen. z° heifit Kleinste-
Quadrate-Losung. Man spricht auch von der (Gaufischen) Methode der klein-
sten Quadrate.

2) Die Normalgleichungen sind immer lésbar. Dies folgt natiirlich aus dem

eben bewiesenen Satz. Man kann es aber auch direkt bestétigen. Es ist ja
ker(A) = ker(A*A), also

A*b € range(A*) L ker(A)
und damit A*b L ker(A*A).

Die zweite Bemerkung zeigt, dafl die Kleinste-Quadrate-Losung von Ax = b
immer existiert. Leider ist sie i. allg. nicht eindeutig.

Definition 2.6.1 z* heifit verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Lisung von
Ax = b, wenn

1) x ist Kleinste-Quadrate-Lisung.

2) Unter allen Kleinste-Quadrate-Lisungen hat x* minimale Norm.

Satz 2.6.3 x" existiert und ist eindeutig bestimmt. x T ist genau dann ver-
allgemeinerte Losung, wenn

A*Axt = A%, " € range(A¥) .

Beweis: Sei zy Kleinste-Quadrate-Losung, also A* Azxy = A*b. Nach Satz 1,
angewandt auf A*, ist xo = x1 + 2 mit 1 € range(A*) , xo € ker(A). Auch
xp erfiillt die Normalgleichungen und ist damit Kleinste-Quadrate-Losung.
Es gibt also immer eine Kleinste-Quadrate-Losung x; in range(A*). Jede
weitere Kleinste-Quadrate-Losung x ist dann von der Gestalt x = z1 + y mit
y € ker(A*A) = ker(A). Wegen z; L y ist

1 = fla[I* + [y 11* -

Die Kleinste-Quadrate-Losung ™ minimaler Norm erhilt man also in ein-
deutiger Weise durch y = 0 oder 2™ = ;.
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Fiir m = 2 und K = R wird Satz 3 auch aus folgender Zeichnung klar:

range(A*)

ker(A)

Die gestrichelte Linie ist der affine Unterraum der Kleinste-Quadrate-Losun-
gen.

Die Zuordnung b — x ist offenbar linear. Also gibt es eine (m,n)-Matrix
AT mit 7 = ATb. AT heifit verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Inverse von
A. Ist n = m und A invertierbar, so ist natiirlich A* = A~!. Hat A vollen
Rang, so kann man A" aus Satz 3 leicht berechnen. Fiir n > m sind dann
ndmlich die Normalgleichungen eindeutig losbar, und man bekommt sofort

At = (ATA) A

Ist n < m, so ist 7 = A*y und A*AA*y = A*b, also AA*y = b. Da jetzt
AA* invertierbar ist, folgt y = (AA*)71b und 2+ = A*(AA*)~1b. Also ist in
diesem Fall

AF = A"(AA)

Die Bildung von Matrizen wie A*A, AA* ist nicht unproblematisch.
1) Wir betrachten das Beispiel

1+ g2 1 )

1 1
0 ¢

Ist € so klein, dafl €2 < eps, so kann A*A auf der Maschine nicht zu-
verléssig berechnet werden.
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2) Sei n» = m und A invertierbar. Mit ||A|| = (p(A*A))Y/? erhalten wir
dann

|AAll = (p(A*A)*)!V2 = p(A*A) = ||A]?
(A=A = [|A=H)?

und damit
k(A*A) = k(A)2 )

Ist also k(A) > 1, so ist k(A*A) > k(A). Die Kondition von A*A ist dann
viel schlechter als die von A.

Die Standard-Methode zur Berechnung der verallgemeinerten Losung von
Ax = b ist die QR-Zerlegung. A besitze vollen Rang. Im {iberbestimmten
Fall, also n > m, fithren wir zunéchst die QR-Zerlegung von A durch. Die
Normalgleichungen lauten dann

A*Ar = R*Q*QRa" = R*Rat = R*Q*b
oder, da R* vollen Rang hat,
Rzt = Q. (6.1)

2T berechnet sich nun durch Riickwirtseinsetzen. Fiir AT bedeutet dies AT =
R7'Q*.

Im unterbestimmten Fall, also n < m, beginnen wir mit der () R-Zerlegung
von A*. Die 2T charakterisierenden Gleichungen

A Azt = A'D =A%y
schreiben sich dann als
QRR*Q*Qz=QRb, z7=Qz.
Esist @*Q = I, und QR hat maximalen Rang. Also folgt
Rz=10, rt=Qz. (6.2)

Jetzt kann z durch Vorwirtseinsetzen berechnet werden. AT ergibt sich zu
At = Q(R*)™L.

Im Gegensatz zu den Normalgleichungen haben (6.1), (6.2) verniinftige Kon-
dition. Betrachten wir wieder den Fall n = m. Fiir A = QR ist

1A = [OR| = max 19FZ0 _ o 1Bzl _
#0 HIBH g Hl’H

2]

und entsprechend fiir A™'. Also k(A) = k(R), d.h. die Quadrierung der
Kondition findet nicht statt.

37



Kapitel 3

Nichtlineare Gleichungen

3.1 Existenz von Losungen

Sei f: K™ — K" eine Abbildung. Gesucht ist ein 7 € K™ mit f(T) = 0.

Beispiele:

1)  f(x) = 2> = 2pr — q fir K = C oder K = R. Sei d = p* + ¢q. Im
komplexen Fall gibt es zwei Losungen fiir d # 0, eine Losung fiir d = 0.
Im reellen Fall gibt es fiir d > 0 zwei Losungen, fiir d = 0 eine, fiir d < 0
iiberhaupt keine. Die Berechnung der Lésung 7 kann durch die Formel

$1,2:pi\/:i

erfolgen. Die Auswertung dieser Formel ist aber im Hinblick auf Rundungs-
fehler keineswegs harmlos. Ist etwa p > 0, |¢| < p, so ist v/d ~ p, und bei
der Berechnung von x5 tritt Ausloschung auf. In diesem Fall ist es besser, x»
nach der Formel x5 = —¢/x; zu berechnen.

2)  f(z) = 23 + 3pz — 2¢ fiir K = C. Die Berechnung der - maximal drei -
Losungen kann durch die Cordani’schen Formeln erfolgen:

ry = u—+v , Ty = E1U+ €V , T3 = E&Uu+&U

u = (@+Vad)'P e = =V, d = P
1
e12=—5(1£iV3).
Auch hier tritt unter Umsténden, ndmlich fiir |p| < |q|, Ausléschung auf.

3) f(r) =z —tanz, K = R. Ein Blick auf den Graphen von tan z zeigt,
daf es in jedem Intervall ((k — 1), (k+ 3)7), k € Z, genau eine Lésung gibt.

Ein primitives Verfahren zur Losung von Gleichungen in R ist die Intervall-
halbierung. Sei f : R — R stetig und f(a)f(b) < 0, a < b. Dann liegt in
(a,b) sicher eine Nullstelle von f. Zu ihrer Berechnung verwenden wir den
Algorithmus
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fa=1a) 5 fo=f(b);

while (b—a>c¢)
{ c=(+0a)/2
fc = f(C);

if (fuf.<0) {b=c;fo=fu}
else {a =c; fo = fo}
}

Nach n + 2 Funktionsauswertungen hat er das Intervall (a,b), in dem eine
Losung liegt, um den Faktor 2" verkiirzt. Fiir einfache Funktionen f ist dies
akzeptabel. Wir werden natiirlich effizientere Methoden kennenlernen.

Das theoretische Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind Fix-
punktsitze. x € R" heifit Fixpunkt einer Abbildung ¢ : R" — R", falls
g(x) = x. Jede Aufgabe f(x) = 0 148t sich in der Form g(z) = = schreiben.
Man braucht ja nur g(z) = f(x) + x zu setzen.

Satz 3.1.1 (Fizpunktsatz von Brouwer): Sei D C R" konvex und kompakt,
g: D — D stetig. Dann besitzt g in D einen Fizpunkt.

Beweis: Der Beweis fiir n > 1 findet sich in E. Burger, Einfithrung in der
Theorie der Spiele, 2. Auflage, S. 162-165. Fiir n = 1 ist der Satz trivial:
Sei D = [a,b]. Ist g(a) = a oder g(b) = b, so besitzt ¢g einen Fixpunkt.
Andernfalls ist g(a) > a, g(b) < b. Die Funktion f(z) = x — g(z) hat dann in
la, b] einen Zeichenwechsel und damit eine Nullstelle, und diese ist Fixpunkt
von g.

O
Beispiele:

1) In R? betrachten wir

( T > < sin(zy + €™) >

g = _ T2

To cos(x; — e*2)

Die Menge D = {x € R?: ||z|s < 1} ist konvex und kompakt, und g ist
dort stetig. Offenbar ist g(D) C D. Also hat g in D einen Fixpunkt.

2)  Der Brouwer’sche Satz wird héufig auf Probleme der Volkswirtschaft
angewendet. Ein Markt bestehe aus n Giitern mit Preisen z1,...,2, > 0
und aus m Teilnehmern (Produzenten oder Konsumenten). Bei den Preisen
r = (z1,...,,) kauft oder produziert der (-te Teilnehmer die Menge ff(x)
von Gut 7. Die totale Nachfrage bzw. Produktion von Gut i ist dann f;(x) =

S ff(x). Man sagt, der Markt sei im Gleichgewicht, wenn
=1

filx) <0, i=1,...,n, fi(zr)=0 falls z; >0.

Wir machen folgende Voraussetzungen:
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1) Die Nachfrage hiangt nur von den relativen Preisen ab, d.h.
filte) = fi(z) , t>0.

2) Der Markt ist abgeschlossen, d.h.
Saiff(x)y=0, (=1,....m
i=1

3) Die ff sind stetig.

Dann gibt es einen Preisvektor x, bei welchem der Markt im Gleichgewicht
ist.

Zum Beweis setzen wir D = {z € R" : 2 > 0, i x; =1} und auf D
i=1

x; + Max (0, fi(z))
1 +é1 Max (0, fu())

gi(z) = , t=1,...,n.

Die Abbildung g(x) = (¢1(x),...,gn(x)) ist dann stetig auf der konvexen
kompakten Menge D und bildet D in sich ab. Nach dem Satz gibt es ein
x € D mit g(x) = z, also

T = zi+ Max (0, fi(x)) L i=1,....n.

1+ I;Z:l Max (0, fr(x))

Hieraus folgt, dal = Gleichgewichtspunkt ist (Aufgabe 26).
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3.2 Iterationsverfahren

[terationsverfahren gehoren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der Numerischen
Mathematik. Sie berechnen mittels einer - oft sehr einfachen - Rekursions-
formel eine Folge von Néherungen, welche gegen die gesuchte Losung kon-
vergiert. Grundlage vieler Iterationsverfahren ist der Fixpunktsatz fiir kon-
trahierende Abbildungen.

Definition 3.2.1 Sei D C K" und g : D — K" eine Abbildung. g heifit
kontrahierend in D (beziglich der Norm || - || in K™), wenn es eine Konstante
q <1 gibt mat

lg(z) =gl < allz =yl

fir alle x, y € D. q heifit Lipschitzkonstante von g in D.

Satz 3.2.1 Sei D C R" konver und g : D — R" differenzierbar. Sei
q=sup|lg'(z)[ < 1.
zeD

Dann ist g in D (beziiglich || - ||) kontrahierend. Dabei ist g’ die Jacobi-Matrix
2u g, also

991 991
dx1 0 Oz g1
/ . .
g=1 fir  g=
9gn Ogn.
Ox1 ’rt Oxn g'I’L

Beweis:  Sei f(t) = g(tx + (1 —t)y), 0 <t < 1. Nach der Kettenregel ist

f'(t) =g (tr+ (1 =t)y)(z—y)

also

lg(z) =gl = /(1) = FO) = II/f’(t)dtH

< sup ')
0<t<1

= sup ||¢g'(tx + (1 = t)y)(z —y)|
0<t<1
< qllz -y,

weil D konvex ist.
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Satz 3.2.2 (Kontraktionssatz, Fizpunktsatz von Banach): Sei D C K™ ab-
geschlossen und g : D — D kontrahierend. Dann hat g in D genau einen
Fizpunkt T. Das Iterationsverfahren

" =g(2F), k=0,1,...

konvergiert fiir jede Wahl von 2° € D gegen T, und es gilt mit der Lipschitz-
Konstanten q von g in D

=" — 27

k
ot — 7)) < -
1

Beweis:
1) Existenz von 7.
Es ist ¥ € D falls 2° € D, und
"t =¥ < glla® — 27| < Pl =2t < < gFllat -2

also fiir £ > j

/-1
ot = 7| = [ Do —ab)|
k=j
/-1
S ZkaJrl_ka
k=j
/—1
< Dbt =2
k=j
= O+ =)
¢ 1 0
< et -2 (2.1)
q

wegen der Formel fiir die geometrische Reihe. Also gilt 2° — 27 — 0 fiir ¢,
j — oo, d.h. (z%) ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent gegen ein
T € R". Da D abgeschlossen ist, ist sogar T € D, und wegen der Stetigkeit
von g ist

7= lim a* = lim g(a"") = ¢(7) ,

also  Fixpunkt von g.

2) Eindeutigkeit

Wire 7 ein weiterer Fixpunkt von g in D, so hitten wir
17— 2| = [lg(x) — g(@)]| < qllz— 2| -
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Wegen g < 1 folgte ||z — || = 0.
3) Fehlerabschitzung

Lassen wir in (2.1) ¢ — oo streben, so folgt

Iz — 27| < I -

Hxl —x

Beispiel: ~ Wir wollen die Losung von x = tanx, in [5, 2F] durch Iteration

2 )
berechnen und versuchen zunéchst

" = tan2® .
Es ist g(r) = tanz und damit ¢'(z) = 1/cos?>z > 1. g ist also nicht kontra-
hierend. Wir miissen unsere Gleichung erst in geeignete Form bringen. Dazu
T 3T

schreiben wir fiir x € [T, 7] fiir 2 = tanx

r=tan(z —7) oder arctanx =z —7 oder x =7+ arctanx

und setzen g(z) = 7 + arctan z. Dann ist ¢'(z) = 1/(1 4+ 2?). In D = [%, %]
ist dann |¢'(z)] < 1/(1+7%/4) < 1, und g bildet D in sich ab. Nach (2.1) ist
g in D kontrahierend mit ¢; = 1/(1+ 7%/4) = 0.2884. Also hat g in D genau

einen Fixpunkt, und das Iterationsverfahren

k+1

x = 7 + arctan 2"

konvergiert gegen diesen. Mit 2° = 7 erhalten wir

k T |t — 2 Lt — 2% T — a2k
0 3.1416 — — 1.3518
1 4.4042 0.5117 0.1279 0.0892
2 4.4891 0.1476 0.0118 0.0043
3 4.4932 0.0426 0.0011 0.0002
4 4.4934 0.0122 0.0001 0.0000

Wir sehen, dafl die Fehlerabschitzung viel zu pessimistisch ist. Man kann
auch D = [r, 2] wihlen mit ¢o = 1/(1 + %) = 0.092 und bekommt dann
bessere Abschétzungen.

Welche Fixpunkte von g sind durch das Iterationsverfahren z*t1 = g(z*)
berechenbar? - Durch Skizzen im R' kommt man zu der Vermutung, da8
dies die “anziehenden” Fixpunkt sind, d.h. diejenigen mit |¢’(Z)| < 1. Dies
ist der Inhalt des néchsten Satzes.
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Satz 3.2.3 (Lokaler Konvergenzsatz): Die Abbildung g : K™ — K™ besitze
einen Fizpunkt T, und es gebe eine Umgebung von T, in der g kontrahierend
ist. Dann gibt es eine Umgebung U(T), so daf$ das Iterationsverfahren x*! =
g(z®) fiir jedes 2° € U(T) gegen T konvergiert.

Beweis: Wir konnen annehmen, dal g in D = {z € K" : ||z — Z| < r}
mit einem, r > 0 kontrahierend ist, und zwar mit der Lipschitz-Konstanten
q < 1. Dann ist fiir x € D

lg(z) — 7|l = [lg(z) — g(@)|| < gllz —Z| <qr,

also auch g(x) € D. ¢ bildet also die abgeschlossene Menge D in sich ab und
ist dort kontrahierend. Nach Satz 2.2 konvergiert das Iterationsverfahren fiir
2’ e D.

Bemerkungen:

1) Sei K = R. Die Bedingung des Satzes 2.3 ist erfiillt, wenn ¢ in T stetig
differenzierbar ist und p(¢'(Z)) < 1 ist. Dann gibt es ndmlich nach Satz
1.3.2 eine Norm || - || in R" mit ||¢'(Z)|| < 1 fiir x = Z. Wegen der
Stetigkeit von ¢ gilt dies dann auch in einer konvexen Umgebung von
Z. Nach Satz 2.1 ist g in dieser Umgebung kontrahierend.

2) Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens ist offen-
bar die Lipschitz-Konstante ¢ entscheidend:

k+1

lz**" — 7] = lg(a") — g@)II < qlla” — 7] .

Der Fehler vermindert sich also in jedem Schritt (mindestens) um den
Faktor ¢ < 1. Wir sprechen von linearer Konvergenz. Nach Satz 2.3 und
Bemerkung 1 ist fiir die Konvergenzgeschwindigkeit die Zahl p(¢'(T))
entscheidend. Gilt hingegen fiir ein Iterationsverfahren

|25 — 7)) < Cla* —=||?

mit einer Zahl p > 1, so sprechen wir von Konvergenz (mindestens)
der Ordnung p. Fiir p = 2 sprechen wir von quadratischer, fiir p = 3
von kubischer Konvergenz. Quadratische Konvergenz ist dadurch ge-
kennzeichnet, dafl sich die Anzahl der korrekten Dezimalen von x* bei
jedem Schritt verdoppelt.
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3.3 Das Newton-Verfahren

Zu l6sen sei das nichtlineare System f(z) = 0, f : D — R", D C R".
Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens 2*t! = g(2*) wird
nach Bemerkung 2 aus dem vorigen Paragraphen durch die Zahl p(¢'(Z))
bestimmt. Bei der Umwandlung einer Gleichung der Form f(z) = 0 in eine
Fixpunktgleichung x = g(x) versuchen wir daher ¢’(z) = 0 zu erreichen. Wir
machen fiir ¢ den Ansatz

g(x) ==+ A(x) f(z)

mit einer invertierbaren Matrix A = (a; ), d.h.
gi(w) = i+ 3 ai;(x) f;(x) -
j=1

Wir berechnen die Jacobi-Matrix ¢'(z). Es ist

Jgi ", Oa,;; " of;
L=, b g P
8@ A + Z 81'4 f] + =1 i 81'4

J=1

Fir x = 7 ist f(T) = 0, und wir kénnen diese Gleichungen zusammenfassen
zu

g@ =1+A@[ (7).
Um ¢'(Z) = 0 zu erreichen, brauchen wir also nur

Alz) = —(f'(2))™

zu wahlen. Damit wird

g(z) =z — (f'()) " f(2), (3.1)
und das Iterationsverfahren zur Losung von f(z) = 0 lautet
2= ah = (f(2") 7 () (3.2)

In dieser Form verlangt das Verfahren die Inversion von f’(z*). Dies ist fiir
grofe n unzweckméflig. Man schreibt daher

Fia)(@ = ah) + @) = 0. (3-3)

Dies ist das Newton-Verfahren zur Lésung von f(z) = 0. Man hétte es auch
einfacher durch Linearisierung herleiten kénnen. Ist 2* eine Niherung fiir die
gesuchte Losung Z, so hat man fiir f € C?*(D)

f(x) = f(@*) + f'(@*) (@ = 2*) + O (|lz — 2"[|) .
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Man vernachléssigt nun O(||z — 2*||?) und nimmt als neue Niherung z**!
fiir 7 die Losung von

0= fa*) + /() (& — *) .

Dies ist genau (3.3). Im R' ersetzt das Newton-Verfahren also die Kurve
y = f(x) durch die Tangente in % und berechnet x*™! als Nullstelle der
Tangente.

Beispiel: Wir lésen in R! die Gleichung 22 —2 = 0, berechnen also 7 = v/2.
Es ist

flz) -2 1 2
f’(:v)_x 2z _2<x+aﬁ)'

fla) =22, qla)=a-

Mit 2% = 1 erhalten wir

k xp Anzahl der korrekten Dezimalen
0 1 1
1 15 1
2 1417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562375 12

Satz 3.3.1 Die Abbildung f : R" — R" besitze die Nullstelle T, sei in einer
Umgebung von T zweimal stetig differenzierbar, und f'(T) sei invertierbar.
Dann gibt es eine Umgebung D von T, so dafS das Newton-Verfahren fir alle
20 € D quadratisch gegen T konvergiert.

Beweis:  Sei g(z) = = — (f'(z)) "' f(z). Wegen ¢'(T) = 0 gibt es eine
Umgebung D von T mit ||¢/(z)|| < 1/2 fiir x € D. Nach Satz 2.3 konvergiert
das Iterationsverfahren z¥t! = g(z*), also das Newton-Verfahren, gegen 7,
wenn nur z° € D.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz bilden wir
M-z =t 7 (f(@N) T () - f(@) -
Der Satz von Taylor liefert
fah) = f(@) = f(@") (" —7) +e(T - 2¥)
le(@ — a")|| < Mllz — 2|

mit einer Konstanten M, welche die zweiten Ableitungen von f enthélt. Dazu
setzen wir D so klein voraus, da§ f € C*(D). Es folgt

g —7 = b7 — (2F —7) - (f'(a"))e(m — 2F)

—f’(a:k)_le(f — ).
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Sei nun N eine Konstante mit ||(f/(*))"'|| < N. Dann gilt
l=5 — 7| < NM|ja* —=]*

und dies bedeutet quadratische Konvergenz.

Was passiert, wenn f’(Z) nicht invertierbar ist? - Wir betrachten den Fall
n=1.Sei also f(x) =0, feC? f(z)=0,aber f'(T) # 0. Dann ist

f(z) = (z —7)p(x), p(@)#0
mit p € C?. Wir berechnen
f'(x) = 2(x—7)p(x)+(x—7)*p (2), f'(x) = 2p(x)+4(x—T)p' () +(z—7)*p" (2)

und erhalten fiir g(z) =z — f(x)/f'(x)

@) @) (-2 2p(e) + O — 7))
90 = 1=Fn T T PR T i - 2@ + Ok - D)
= J(1+0@ 7).

Also ist ¢'(Z) = 3, und nach Satz 2.3 folgt lineare Konvergenz. Fiir f/(z) = 0
konvergiert das Newton-Verfahren also immer noch, aber die quadratische
Konvergenz geht verloren.

Der Rechenaufwand fiir das Newton-Verfahren wird im wesentlichen durch
die Berechnung von f’(z) bestimmt. Es gibt verschiedene Varianten des
Newton-Verfahrens, die diesen Aufwand reduzieren.

1. Das vereinfachte Newton-Verfahren
Hier ersetzt man einfach (f/(z%))”" durch (f/(z°))"", iteriert also gemif
f/<l‘0)(.%‘k+1 o xk) — —f(l’k) ]

Man hat immer noch lokale Konvergenz, aber die quadratische Konvergenz
geht verloren.

2. Das Sekanten-Verfahren (“Regula falsi”) (n =1)

Hier ersetzt man die Tangente des Newton-Verfahrens durch die Sekante in

den Punkten %, 2*=', also

ok _ g1 0
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k+1

und nimmt als neue Niherung """ die Nullstelle dieser Sekante, also

e <f(xk) - f(af"‘l)>_1 )

xk — pk-1

Mit anderen Worten: Man ersetzt f'(z*) durch den Differenzenquotienten in

aF, 2*~1. Dies ist auch in C sinnvoll.

Satz 3.3.2 Sei f : R — R in einer Umgebung der Nullstelle T zweimal stetig
differenzierbar, und sei f'(Z) # 0. Dann gibt es eine Umgebung D von T, so
daf das Sekanten-Verfahren fiir jede Wahl von 2°, x' in D gegen T konver-
giert, und zwar gilt | — 2*|| < ¢, wobei ¢, — 0 mit der Konvergenzordnung

(1++/5)/2 =1.618.

Beweis:
a) ks gibt eine Konstante C, so da
Es gibt eine K C, so daf§
2" — 3| < Clah T2 —7|, k=1,2,...

Hierzu schreiben wir

fh) = fh)  fEh) - f@)

— (T i k-7
B €5 ¥ )

P = ) - o et )
= o) 7e)

mit ¥ zwischen 2% und 2*~!. In einer Umgebung D von T ist
[f'(@)=m>0, [f'(z)]<M

und daher
M|zk1 — 7|

)

2 —] < o 3]
m

falls @y, 21 € D. Ist D = [T —&,T + ¢] und 2°, 2! € D, so folgt also
|ze — | < 52%, und fiir 5% < 1 ist auch 2o € D. Damit bleiben alle
2% in D, und (a) ist gezeigt.

48



(b) Wir setzen e/ = C|z* — Z|. Dann wird

frorr < fro + fo1 -

Sei Fy = Fy = 1 und Fpoy = Fy + Fr_q. Ist |fol, |fi] < 1, so gilt
offenbar f, < Fy, k= 0,1,.... Die F}, kann man leicht berechnen. Mit
=11+ V5)ist

Fk = ClTk + 02(_7_)_k s

72 1
ClL —= ——— Coy = .
1472 7 14 72
Wir setzen nun €, = e*. Dann ist
Sk P = ea((-m) TR er(r) TR
87—
k-1

und dies strebt wegen 7 > 1 fiir £ — oo gegen 1. Also gilt ¢ < cef_;
fiir ein geeignetes ¢ > 0, und

1 1 1
— 7| = —eft < Zeft = —¢; .

¢ - C C

[

Die Behauptung des Satzes folgt mit ¢, = e /C.
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3.4 Iterationsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme

Das Standardverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Elimi-
nationsverfahren. Bei sehr groflen Systemen mit spezieller Struktur kénnen
iterative Verfahren aber giinstiger sein. Dies trifft insbesondere zu auf linea-
re Systeme, deren Matrizen nur sehr wenige von Null verschiedene Elemente
haben (diinnbesetzte Matrizen).

Sei Az = b zu losen. Sei A = D + L + R mit

0 (@)
a1y o ' 0 C.l1,2
D = c . . , L e a/l.’l ’ s R =
o . '
pi .. Qpp—1 0 O

Das Gesamtschritt- oder Jacobi-Verfahren zur Losung von (D + L+ R)x = b
lautet
Da**' 4 La* + Ra* = b,

wihrend das Einzelschritt- oder GauB-Seidel-Verfahren geméaf
(D + L)z"" + Rz* =b

iteriert. Elementweise lauten Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren

l’f—i_l = (bl — Zai’jm;?) /am' s

J#i

i1
xf“ = (bi—ZaU ktl Z a; )/a”.

j=1 Jj=1+1

Der rechentechnische Unterschied zwischen den beiden Verfahren zeigt sich
am deutlichsten bei der Programmierung

GS(z,n) /x Fiihrt einen Gesamtschritt durch x/
{ fori=1,...,n
= (bi — X aijx;)/ai;
J#i
T =z

}

ES(x,n) /% Fiihrt einen Einzelschritt durch x/
{ fori=1,...,n
vy = (b — X a;525)/ai;
J#i

}

Die Iterationsvorschrift des Einzelschrittverfahrens wird also durch sukzessi-
ves Uberschreiben ausgefiihrt. Man braucht also nicht zwei Vektoren z, '
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zu halten, sondern kommt mit einem aus. Da x haufig sehr grof ist, ist dies
von Vorteil. Dariiber hinaus werden wir sehen, dafl das Einzelschrittverfahren
h&ufig schneller konvergiert als das Gesamtschrittverfahren.

Beispiel: ~ Wir wollen das Dirichlet-Problem
—Au=f in Q, uwu=0 auf 90

fiir das Quadrat Q = (0,1)? in R? 16sen. Hier ist A = 9%/02% + 0?/0y? der
Laplace-Operator. Man iiberdeckt €2 durch ein Gitter mit Schrittweite h = %

und ersetzt die Differentialgleichung im Gitterpunkt < ; ) h durch

2 .o
4ui,j — ('u/i+17j + 'LLZ',L]' + 'LLZ'J'Jrl + 'LLZ'J,1) =h fi,j , 1,) = 1, N 1.

Dies ist ein lineares System von (n — 1)? Gleichungen in ebensovielen Unbe-
kannten w; ;; die u; ; mit i,j € {0,n} werden Null gesetzt. Ist h hinreichend

klein, so hofft man, daf u; ; eine gute Naherung fiir u (( ; ) h) ist.
Ein Einzelschritt lautet nun einfach

fort = 1,....n—1 for j=1,....,.n—1
Uiy = (hfij+wirry + w1y + Ui+ uigo1)/4;

Beide Verfahren kann man beschleunigen durch Einfithrung eines “Relaxati-
onsparameters” w. Fiir das Gesamtschrittverfahren setzt man

Pt = (1 — W)k + w(b; — Zaz’,jx?)/ai,i ,
i

und fiir das Einzelschrittverfahren
i—1 n
E+1 _ k k+1 2
= —way tw b= Y i = Y e | Jai
=1 j=it1

Man bildet also gewichtete Summen der k-ten und der k£ + 1-ten Ndherung.
Das letzte Verfahren heifit SOR (successive overrelaxation) und spielt eine
wichtige Rolle. Fiir die Programmierung von SOR gilt das iiber das Einzel-
schrittverfahren Gesagte.

In Matrizenschreibweise haben alle diese Verfahren die Form
2" = Bk + ¢
Dabei ist fiir das Gesamtschrittverfahren

B=-DYL+R), ¢c=D"%,
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fiir das Einzelschrittverfahren
B=—(D+L)'R, c=(D+L)""
und fiir das SOR-Verfahren
B=(D+wL) " ((1-w)D—-wR), c=w(D+wL)™ .

Alle unsere Konvergenzaussagen werden auf folgendem Satz beruhen:

Satz 3.4.1 Das Iterationsverfahren
" = Bab 4 ¢

konvergiert genau dann fir jede Wahl von z° und ¢, wenn p(B) < 1. In
diesem Fall konvergiert es gegen die eindeutig bestimmte Losung T von T =
Bz +c.

Beweis: Ist p(B) < 1, so gibt es nach Satz 5.1 eine Norm || - ||, so
daB ||B|| < 1. Damit ist g(x) = Bx + ¢ kontrahierend im ganzen Raum.
Konvergenz gegen 7 folgt dann aus Satz 2.2.

Sei umgekehrt das Verfahren fiir alle 2°, ¢ konvergent. Wir wihlen fiir 2°, ¢
den Eigenvektor y von B mit Eigenwert A. Dann ist

=1+ A+ + M)y
Dies ist nur konvergent fiir |A| < 1. Also ist p(B) < 1.

Definition 3.4.1 FEine (n,n)-Matriz A iber K erfillt das starke Zeilensum-
menkriterium, wenn |a;;| > X |aij|, i = 1,...,n. Sie erfillt das schwa-

che Zeilensummenkriterium, wenn diese Ungleichungen mit mindestens einer
Ausnahme im schwachen Sinne (d.h. mit > an Stelle von >) gelten.

A heif$t reduzibel, wenn man {1,...,n} so in zwei disjunkte nichtleere Men-
gen I, J aufteilen kann, daf a;; = 0 fir (i,j) € I x J. Andernfalls heifst A

1rreduzibel.

Ist A reduzibel, so kann man A durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in

die Form
(A 0
(a4

bringen. Das Gleichungssystem Ax = b zerfallt dann in zwei kleinere Systeme
mit den Matrizen A;, As.
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Satz 3.4.2 Flir die (n,n)-Matriz A sei eine der folgenden Bedingungen erfillt:
(a) A erfiille das starke Zeilensummenkriterium.
(b) A erfille das schwache Zeilensummenkriterium und sei irreduzibel.

Dann konvergiert das Gesamtschrittverfahren zur Lésung von Ax = b fir
jedes b und 2° gegen die eindeutig bestimmte Lisung T von AT = b.

Beweis:  Wir zeigen, da p(D™'(L+ R)) <1, wo A= D + L + R. Unter
der Voraussetzung (a) ist

1

ID"YL + R)||o = malx

Do laigl <1,

laiil 57

also in der Tat p(D~'(L + R)) < 1. Unter der Voraussetzung (b) folgt nur
p(D7'(L + R)) < 1. Es geniigt daher zu zeigen, dal D~'(L + R) keinen
Eigenwert A mit |[A\| = 1 hat. Wére A ein solcher und z ein zugehoriger
Eigenvektor mit ||z||« = 1, so hétten wir fiir alle i € [ = {i : |z;| = 1}

1= |ai| = [M]ai| = [(D7H(L + R)x)

Za”x] >

|a” JFi
also
Za”xj laii|, i€l.
J#i
Wegen des schwachen Zeilensummenkriteriums kann J = {1,...,n}\ I nicht

leer sein. Da A irreduzibel ist, gibt es (o, jo) € I x J mit a;, j, # 0. Dann ist

L=[Azi| = [(D7H(L+ R)z)

Z Qg L5

j#io

‘am iol

Z |amj| <1.

|a’10 7'0| FESD)
Dieser Widerspruch zeigt, dafl es keinen solchen Eigenwert A geben kann.

O
Satz 3.4.3 Die (n,n)-Matriz A sei positiv definit. Dann konvergiert das

SOR-Verfahren zur Lisung von Ax = b fiir jede Wahl von 2° und b, wenn
0<w<2.
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Beweis: Wir haben zu zeigen, da8 fiir die SOR-Matrix B,, = (D+wL)~!((1—
w)D — wR) der Spektralradius p(B,) < 1 ist fiir 0 < w < 2. Sei « ein Eigen-
vektor von B, zum Eigenwert A mit |\| = p(B,), also

(1 —w)D —wR)x =D +wL)x .
Inneres Produkt mit z ergibt
(1 —w)(Dzx,z) —w(Rx,x) = AN((Dx,x) +w(Lx,x)) .

Wir setzen d = (Dzx,x), { = (Lx,x). Weil A hermitesch ist, gilt (Rx,x) =
(L*z,x) = (x, Lx) = £, also

(1 —w)d —wl = \d + wl)
oder _
(1 —w)d—wl
d+ wl '
Mit £ = a+ i, a, € R bekommen wir, weil d > 0,
(1 -w)d—wa)? +w?3
(d+ wa)? 4+ w?f3?

A:

A" =

Es ist also genau dann |A| < 1, wenn
(1 —w)d —wa| < |d+wal .
Mit o = a/d lautet dies
11 —w—wd| <|1+wd]. (4.1)
Da A positiv definit ist, gilt
0<(Ar,z)=d+{+0=d+2a=d(1+2d),

also o/ > —1/2. Fiir 0 < w < 2 kénnen wir die Betragsstriche bei |1 + wd/|
in (4.1) weglassen und erhalten

1 —w—wd|<14+wd

als Bedingung fiir |A| < 1. Dies ist aber fiir 0 < w < 2 richtig.

Die Bedingung an w kann man nicht abschwichen. Es gilt ndmlich

Satz 3.4.4 Sei B, die SOR-Matriz fir eine beliebige Matrix mit nichtver-
schwindenden Diagonalelementen. Dann gilt

p(B.) > w—1].
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Beweis: Es ist
B,=({I+wD 'Ly ((1-w)—-wD'R).

Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten ist also det (B,,) = (1—w)n.
Sind A, ..., A, die Eigenwerte von B, (nicht notwendig verschieden), so gilt

p(B)" > A1+ M| = |det(B,)] =1 —w|™,

und daraus folgt die Behauptung.
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Kapitel 4

Eigenwertprobleme

4.1 Eigenwertprobleme bei Matrizen

Eigenwertprobleme sind neben den linearen Gleichungssystemen die zweite
Grundaufgabe der numerischen linearen Algebra. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt zunéchst einige Tatsachen zusammenstellen.

Definition 4.1.1 Sei A eine kompleze (n,n)-Matriz. X € C heifit Eigenwert
von A, wenn es x € C", x # 0 gibt mit Ax = \x. x heifit dann FEigenvektor
von A zum Eigenwert \.

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf§ A Eigenwert von A
ist, hat man also
e(N)=det (\[—A)=0.

©(\) heiit “charakteristisches Polynom von A”. ¢(A) ist ein Polynom genau
vom Grade n in A:

P(A) = A" — (an a) AU (=1)"det (A) .

Definition 4.1.2 Jedem Eigenwert A von A ordnen wir zwei Vielfachheiten
2

Seine algebraische Vielfachheit o(X) = Vielfachheit von x als Nullstelle von
p(A).

Seine geometrischeVielfachheit p(\) = Anzahl der linear unabhdngigen Ei-
genvektor zu .

Sind also Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwert von A und sind o}, = o(\g)
ihre algebraischen Vielfachheiten, so gilt

o) = TTO = M) . gak—n.

k=1
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Fiir die geometrischen Vielfachheiten pp = p(\g) gilt nur

m
dope<n.
k=1

Definition 4.1.3 Die (n,n)-Matrizen A, B heiffen dhnlich, wenn es eine
nichtsinguldre (n,n)-Matriz x gibt mit

A=XBX .

Satz 4.1.1 Seien A, B dhnlich. Dann haben A, B die gleichen Figenwerte
mat tibereinstimmenden algebraischen und geometrischen Vielfachheiten.

Beweis: Sei A = XBX . Dann ist
det (AN — A) = det (X(\[ - B)X™1)
— det (X)det(A] — B)det (X~
= det (\[ - B) .

Die charakteristischen Polynome stimmen also iiberein, also auch die Eigen-
werte samt ihrer algebraischen Vielfachheiten. Ist nun A ein Eigenwert von
A der geometrischen Vielfachheit p, so gibt es p L.u. Eigenvektoren x4, ..., ),
zu A, also

Arxp =Xy, k=1,....p.

Mit Y = XﬁlfL‘k gllt
Byk = X1AX X_l.l'k = X_1A$k = )\X_ll'k
= )\yk )

also sind yi,...,y, lL.u. Eigenvektoren von B zu A. Die geometrische Viel-
fachheit von A als Eigenwert von A ist also nicht grofler als die geometrische
Vielfachheit von A als Eigenwert von B. Da die Voraussetzungen in A, B
symmetrisch sind, miissen die geometrischen Vielfachheiten iibereinstimmen.

O

Beispiele:

1) A= . Dann ist det (\ — A) = [T (A—dj), also Ay = dj,
k=1
0 d,
mit FEigenvektor ep = k-tem Einheitsvektor. Offenbar ist

P =o(N), k=1,....n.
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dy
2) A= XDX ' mit D = . Nach Satz 6.1.1 und Beispiel
dn
1) ist Ay = di, p(Ae) = 0(Mg), B = 1,...,n. Dem Beweis von Satz
6.1.1 und Beispiel 1) entnimmt man die Eigenvektoren =, = Xej, = k-
te Spalte von X. Matrizen dieser Art, welche also dhnlich zu einer
Diagonalmatrix sind, nennt man diagonalisierbar.

[
3) J(u) = # .t Es ist det (M — J(p)) = (A — p)™, also

I
ist A\ = p der einzige Eigenwert von J(u), und er hat die algebraische

Vielfachheit n. Ist = ein Eigenvektor zum Eigenwert p von J(u), so gilt

0 1 O 1 2
I3
: x
(J(p) — pl)z = X ‘= =0,
0 0 Tn e
0

und der einzige l.u. Eigenvektor ist © = e;. Also ist die geometrische
Vielfachheit von p fiir n > 1 verschieden von seiner algebraischen Viel-
fachheit, ndmlich 1.

Bis auf Ahnlichkeiten sind die Matrizen J(u) bereits die allgemeinsten Ma-
trizen, soweit das Eigenwertproblem betroffen ist. Es gilt ndmlich der

Satz 4.1.2 (Jordan’sche Normalform). Jede kompleze (n,n)-Matriz ist dhn-
lich einer Matrix

Die J, sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Beweis: Siehe etwa F. Lorenz, Lineare Algebra II, Kap. IX, §4.

Bemerkungen zu Satz 1.2:
1) Jedes Ay, £ =1,...,7 ist Eigenwert.

2) p(A) = Anzahl der J, mit A auf der Hauptdiagonalen. Die ), sind also
die nach ihrer geometrischen Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte.
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3) o(A) = Summe der Langen samtlicher J, mit A auf der Hauptdiagona-
len, denn

det (\[—J) = T det (A —Jp) = TT(A— A)”
/=1 =1
v, = Lénge (Jy) .

Beispiel:

)
S N = >

Sei nun A eine Matrix mit Jordan’scher Normalform J, also
J1
A=XJX 1  J=
Jr
mit einer geeigneten Matrix X. Wir wollen uns die Bedeutung von X klar-

machen. Sei v, die Linge von J,. Wir spalten X auf entsprechend der Auf-

spaltung von J:
X =(Xy,....X,)

mit (n, vy)-Matrizen X,. Dann haben wir
AX@IXKJZ, 621,...,7’.

Insbesondere ist der von den Spalten von X, aufgespannte Teilraum ein in-
varianter Unterraum von A. Wir untersuchen diese Gleichung fiir ein ¢ und
setzen v = vy, A = M. Seien xq,...,x, die Spalten von X,, also X, =
(x1,...,2,). Dann lautet die Gleichung

(Azy, ..., Azy) = Az, Ao + 21, ..., Az, +21)

oder
AZL’l = )\xl R

A.I'Z' = /\l’i—l-l’i_l, 7::2,...,V.

x1 ist also Eigenvektor zum Eigenwert A\, wie wir schon aus Beispiel 3 und
Satz 6.1.1 wissen. Fiir die weiteren Vektoren x; gilt

(A—)\I):Ei:xi,l, ’i:2,...,V7

also '
(A — >\I>171$i =T, (A - )\)Zl’z =0.
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Definition 4.1.4 Ein Vektor mit (A — X))z # 0, (A — X)'z = 0 heifst
Hauptvektor der Stufe i von A zum FEigenwert X. Der von allen Hauptvek-
toren zu einem Eigenwert X von A aufgespannte Teilraum heifit invarianter
Unterraum von A zum Eigenwert .

Bemerkungen:

1. Hauptvektoren der Stufe 1 sind gerade die Eigenvektoren, der von ihnen
aufgespannte Teilraum heiffit Eigenraum zu .

2. Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist gleich der Dimension
des zugehdrigen invarianten Unterraumes.

3. Eine komplexe (n,n)-Matrix besitzt n l.u. Hauptvektoren, ndmlich die
Spalten einer Matrix X, welche sie auf Jordan-Form transformiert.

Definition 4.1.5 FEine (n,n)-Matriz A heifst hermitesch, wenn A = A* mit
—T

A=A

Beispiel: Folgende Matrizen sind hermitesch:

(=) 3

Insbesondere sind reell-symmetrische Matrizen hermitesch.

Satz 4.1.3 Sei A hermitesch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell. A
besitzt n l.u. paarweise orthonormale Figenvektoren.

Bemerkung: Die Jordan’sche Normalform einer hermiteschen Matrix ist
also eine reelle Diagonalmatrix. Die Matrix X kann unitdr gewahlt wer-
den, also X X* = I. A heifit positiv definit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind.
(Az,z) = 1 stellt dann ein Ellipsoid dar mit Halbachsen 1/4/), in Richtung
des /-ten Eigenvektors.

Beweis:

1) Realitdt der Eigenwerte. Ist Az = Az, so ist (z, Az) = A(z,z) und
(z,z) > 0 geniigt es zu zeigen, daf} (x, Az) reell ist. Dies folgt aus

(x,Ax) = (A*x,x) = (Az,x) = (x, Ax) .
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2) Orthonormalitét der Eigenvektoren.

Sind 1, 9 Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten \;, A, so
gilt
0= (A.Clﬁl,.’ll'g) — (Al'g,l‘l) = ()\1 — )\2)(331,232) y

also sind xy, xo orthogonal. Sind x4,...,zs die Eigenvektoren zu dem
Eigenwert A\, so kann man diese orthonormalisieren.

3) Es geniigt zu zeigen, dafl keine Hauptvektoren der Stufe 2 auftreten
konnen. Ist x ein solcher, so ist

(A= XD, (A= N)x) = (z,(A = X)?2) =0,

also (A — M)z = 0, im Widerspruch zu (A — Az # 0.

4.2 Die Potenzmethode

Sei A eine komplexe (n,n)-Matrix. Wir wollen die Eigenwerte A; von A be-
rechnen. Das einfachste Verfahren ist die Potenzmethode. Ausgehend von
einem Vektor (9 bildet sie der Reihe nach die Vektoren

) = Az = Ak+150) k=0,1,....
Wir analysieren die Potenzmethode zunéchst in dem Fall

IA1] > A2 > ... > [\

Dann hat A n l.u. Eigenvektoren x4, ..., x,, und es gilt
2O = Nem
i=1
® = Ak = ZCiAkxi = Zcz-)\fxi
i=1 i=1
= Mex +r)

n ) k
T — ZCZ‘ (?) xT; .
i=2 1

Offenbar geht rp, — 0 mit £ — oo, und zwar gilt

Irull =0 ((j))
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Zur Berechnung von A\; wihlt man einen komplexen Vektor d und bildet
(e, d) = M(ci(1,d) + (ri, d)) -
Ist ¢1(x1,d) # 0, so gilt fur k — oo

(z*+D) | ) _ c1(zy,d) + (Try1,d) A
(x(k)7 ) Cl(xlad)+(rk’d)

(:L'(kJrl),d) B & k
(z®,d) Mt O A 7
Az
A

ab.
1

Genauer gilt

d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit hangt von

Einen Eigenvektor x; zu A; bekommt man als Grenzwert der Folge 2(*)/ xgk)
fiir geeignet gewéhltes j (j-te Komponente von z; nicht 0!).

Beispiel:
90 231 70 1 391 190756
A= 110 336 110 |, z© zM & = 1 556 272836
70 231 90 1 391 190756

Mit d = (1,1,1)T erhilt man

(2, d)
(0, d)

(2, d)

Fiir j = 2 lauten die normierten Vektoren z(*)/ xgk):

1 0.703237 0.699160
1 1 1
1 0.703237 0.699160

Die exakten Werte sind

0.7
)\1 =490 s )\2 =20 s I = 1
0.7
Aus dem kleinen Verhéltnis i—f = 0.04 erklért sich die schnelle Konvergenz.

Zur Berechnung der weiteren FEigenwerte bildet man die Matrix
T = (A — ul)~'. Diese hat die Eigenwerte (A\; — p)~! mit den Eigenvek-
toren z;. Zur Berechnung von A\, wéhlt man p so, dafl

Ao —pf <|Ni—p , i#2
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Dann ist (A\y — u) ™! betragsgrofiter Eigenwert von 7. Diesen kann man nach
der Potenzmethode berechnen. Zur Bildung von
S O
(A—pDz®+) = g®)

mufl man bei jedem Schritt ein Gleichungssystem mit ein und derselben Ma-
trix 16sen. Man braucht also die LR-Zerlegung nur einmal durchzufiihren.

Dieses Verfahren heif3t “inverse Potenzmethode” oder Wielandt-Iteration.

Sei nun A eine beliebige Matrix mit Jordan’scher Normalform J, also

Ji
A=XJX ', J= , Jo=

Die Eigenwerte A, sind also nach geometrischer Vielfachheit gezihlt (d.h.
hat A\, die geometrische Vielfachheit p,, so tritt A\, p,-mal auf) und nach
abnehmenden Betriagen geordnet:

] > ] > > [0

Seien 2 = Az®* -1 die Vektoren der Potenzmethode. Mit z*) = Xy(*)
wird y®*) = Jy*=Y_Spalten wir y® auf in Teilvektoren y@k) der Lange vy, so

entsteht
k
Y
(k=1) k, (0) }

k k
yé)zjeye ) yé): eYe g:]_’“'77“7 y(k):

Yy

Zur Berechnung von J§ setzen wir

0 1 O
Jo= Nl +Ny , N;,= .
O 0

Wegen N, = 0 wird dann fiir k& > 1

vp—1 k
JE= W+ N =% ( v ) NTUNY

v=0
vp—1
SR> <k>/\;”N[
v=0 v
= )\’ZM%

mit einem Polynom My, vom Grade < v, in k. Damit haben wir

ylgk) = /\?Mgkyéo) , 0=1,...,r.
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Um nun wieder zu den x*) zuriickzukommen, zerlegen wir X = (X;,..., X,)

mit (n, vy)-Matrizen X, und haben dann
a® = Xy® Z ngg =) )\]ZXEMEkyéO) :
=1

Diese Darstellung von z*®) ist der Ersatz fiir die oben benutzte Entwicklung
nach Eigenvektoren, in welche sie fiir v, =1, £ =1, ..., r iibergeht.

Wir untersuchen die Potenzmethode nun fiir verschiedene Falle.

Fall 1: Es gibt einen Eigenwert A\; maximalen Betrages, und es ist p(\;) =
a(A) = p.

Es ist also

A= A== A > o] 2 2 N

p r
™ = SN My + 3 NX My
=1 t=p+1

Fir ¢ =1,...,pist v, = 1 und My, die (1,1)-Matrix 1. Also wird

k
2B {ZXZJ(O) Z( )XzMzkyéo)}

l=p+1
= )\’f{l’l + Tk} .

Hier ist z; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, und r, hat die Grolenordnung

\ k
(pH> Tt =0 , k— oo,
At

wo ¥ = Max v,. Damit hat man in diesem Fall die gleichen Verhéltnisse
(> p

wie im oben diskutierten Fall. Die Konvergenz ist im wesentlichen (\,1/),)";
der Faktor k¥~! wichst so langsam, dafl er numerisch kaum bemerkt wird.

Fall 2: Es gibt einen Eigenwert \; maximalen Betrages, aber es ist p(\;) <
O'()\l).
Wir betrachten den einfachsten Spezialfall p(A;) = 1, o(A1) = 2. Es ist dann

$(k) = )\’leMlkygo) + Z )\]ngMgkyéo)
(=2

k
= A {XlMlkyl +Z< A) XeMekyS”}
1
= A {XlMlkZAO)‘i‘?"k} :
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Ahnlich wie oben ist 7, von der GréBenordnung

mit v = Max v,. My, ist ein Polynom vom Grade 1 in &, d.h.
(>1

XlMlkygo) =a-+ kb

mit geeigneten Vektoren a, b € C?. Bildet man nun (2*, d) und die Quotienten
zur Berechnung von \;, so entsteht

(x*Y, d)
(™), d)

(a,d) + (k+1)(b,d) + (rks1,d)
(a,d) + k(b,d) + (rg,d)

— Az (1+ O(llg))

fiir k — oo, wenn nur (a,d) # 0. Man hat also auch in diesem Fall Konvergenz
gegen \{, aber sehr langsam.

Fall 3: Es gibt verschiedene betragsmaximale Eigenwerte.

Wir behandeln wieder den einfachsten Spezialfall
Al = [Ao] > [As[ = >[N\ . A FE N

mit o(A1) = o(A2) = 1. Es ist dann

P = X X 43 XM
=3

Ao )" O
= )\]f {lego) + (/C) ngéo) + Z </\f> XgMgkyéO)}
(=3

W\ F
= M {leﬁo) + (;) ngéo) + rk} .
1

Wie in den fritheren Fillen geht 7, — 0 mit & — oo, und zwar (beinahe)
geometrisch. Setzen wir

A )
22 _ gla , O0<a<2m |
A1

So ist

Y
<2> = "% = cosak + isinak .
A
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Der Vektor

W\ F
Xy + (;) Xoys”
1
ist also (i. allg., d.h. fiir yéo) # 0) nicht konvergent, vielmehr oszillierend. In
diesem Fall haben wir also keine Konvergenz.

Zusammenfassend haben wir den

Satz 4.2.1 Die Potenzmethode konvergiert, wenn es genau einen betrags-
grofiten Figenwert gibt. Stimmen fir diesen die algebraische und geometri-
sche Vielfachheit tiberein, so ist die Konvergenz geometrisch. Gibt es ver-
schiedene betragsgleiche Eigenwerte, so ist die Potenzmethode nicht konver-
gent.

4.3 Der LR~ und der QR-Algorithmus

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir alle Eigenwerte einer Matrix durch
die Potenzmethode berechnen kénnen. Im Prinzip kann das - wie oben be-
sprochen - durch die inverse Potenzmethode geschehen. Wir werden aber eine
sehr viel elegantere Methode finden.

Betrachten wir wieder den Fall n betragsméfiig verschiedener Eigenwerte,

also |A1| > |Aa| > -+ > |\,], und es gebe n lLu. Eigenvektoren zy,...,z,.
Wenden wir die Potenzmethode auf n Startvektoren xgo), ..., 29 gleichzeitig
an, also

Xk+1 = AX} ) Xi = (xgk)7 R >x(k)> )

n

so passiert nicht viel Interessantes: Alle Spalten von X werden von A, do-
miniert. Um dies zu vermeiden, gehen wir raffinierter vor. In der ersten Spalte
machen wir die ganz normale Potenzmethode, normieren wgo) allerdings so,
daf} die erste Komponente 1 ist:

7’1111351) = AZL’%O) .

In der zweiten Spalte wollen wir aber moglichst keine Anteile von x; haben.
Daher subtrahieren wir ein geeignetes Vielfaches von xgl):

r22:1:gl) = Aajgo) — rlgxgl) .

. . . 1 .
r1o bestimmen wir so, dafl die erste Komponente von xé ) verschwindet. Da-

nach wird ro5 so bestimmt, dafi die zweite Komponente von :Egl) 1 wird.

Entsprechend geht man in der Spalte j vor: Man mochte, dafl a:y) moglichst

keine Anteile von x4, ..., x;_; hat und subtrahiert dazu Vielfache von xgl), cee 3351,)1
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(1)

so, daf} die ersten j — 1 Komponenten von x;° verschwinden. Anschlieend

wird x§1) so normiert, daf} die j-te Komponente 1 ist:
rjjxgl) = Axg»o) — rljxgl) — T’le’él) — .= rj_l,jxy_)l , j=1,...,n. (3.1)

FaBt man die 7;; zu der rechten Dreiecksmatrix Ry zusammen, so lautet dies
X1Ry=AX, . (3.2)
Xj ist eine linke Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale 1. Wir haben hier also
die LR-~Zerlegung von AX, vorliegen. Die Potenzmethode lduft nun folgen-
dermaflen: Sei Xy = 1.
Ist X berechnet, so bilde man die LR-Zerlegung
Xpi1 R = AXy (3.3)

von AXy, wo also X1 der linke Faktor ist.

Aufgrund der Herleitung erwarten wir, daf§ mit £ — oo

k
1’5) — T

k
a:é [ T12Z1 + 72222

k
xg) — TpT1 + TopTo + ... + Thnly

mit geeigneten Zahlen r;;. Anders ausgedriickt: Mit einer rechten Dreiecks-
matrix R gilt
Xy —= XR |, X=(x1,...,2,) . (3.4)

Nach einer Idee von Rutishauser kann man die Rechnung sehr elegant durchfiihren:

Man setze
Ly=X."Xp1 , Apr=X,'AX, .

Dann sind die L, linke Dreiecksmatrizen mit Diagonale 1, und die A; sind
alle ahnlich zu A. Es gilt weiter

Ay = X AX = (Lkajh)AXk = LpRy
Apn = (Xh DXy = (RiXi DX = Rily

Schliefflich erwarten wir noch, daf geniigt der vermuteten Konvergenz X, —
XR mit k — o0

A =X 'AX), - RT'XTAXR=R"'JR,

wobei J die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A\, auf der Diagonalen ist.
Damit sind wir beim LR-Verfahren angelangt:

1) Ay = A.
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2) Ist Ay berechnet, so bilde man die LR-Zerlegung

A = LRy,
und setze
Ak+1 = RkLk .
3) Fiir groBe k gilt

At

)\2 X
Ap ~

@)

mit irgendwelchen Elementen oberhalb der Diagonalen.

Tatséchlich kann man unter gewissen Voraussetzungen nur zeigen, dafl die
Diagonale von Ay gegen eine Permutation der Figenwerte konvergiert. Wir
werden das LR-Verfahren jedoch nicht weiter verfolgen. Es hat den Nach-
teil, dal die LR-Zerlegung ja nicht immer durchfiithrbar ist und numerische
Stabilitdt nur durch Pivotisierung, also Zeilenvertauschungen, erreicht wird.

Durch eine leichte Modifikation des LR-Algorithmus kommen wir zum QR-
Algorithmus: Wir bestimmen 74 j,...,7rj_1; in (3.1) so, dafl xg»l) orthogonal

oV ,$§1_)1 ist und danach r;; so, da83 x§1) die Lénge 1 hat. Dann hat

man wieder (3.2), aber X ist jetzt eine unitdre Matrix. Die Potenzmethode
lautet wieder wie in (3.3), nur daB jetzt statt der LR-Zerlegung eine QR-
Zerlegung mit unitdrem Faktor Xy, durchgefithrt wird. Wieder erwarten
wir (3.4). Mit den Matrizen

Qr=X;"Xp11 . Ar=X,"AX;
finden wir genau wie beim LR-Verfahren
Ap = QR Apy1 = RiQx
Damit haben wir den QR~Algorithmus gefunden:
1) Ag=A
2) Ist Ay berechnet, so bilde man die QR-Zerlegung
Ay = QrRy

und setze
A1 = RpQy
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3) Wir erwarten

Ak—>

Lemma 4.3.1 Sei A, — A und QR = Ay die QR-Zerlegung von Ay. Dann
gilt Qr, — Q, R — R, wo QR = A die QR-Zerlegung von A ist.

Beweis: Die erste Spalte von Qp R, = Ay lautet

k) (k k
Al =l

Wegen rglf) > 0, Hq§k)H2 =1 und agk) — a; konvergiert rﬁ)

, etwa gegen 71q7.
Damit konvergiert auch qgk), etwa gegen ¢;. Die zweite Spalte von Q. R, = Ay
lautet

k) (k k) (k k
A0l + 0 = .

Weil Q. unitér ist, gilt r YS) = (aé’“), q%k)) — r19. Also konvergiert auch rég) qgk)
s ween [ 1 nch 7 — i, it anch g9 — g,

Es ist klar, dafl man so fortfahren kann und
Rk — R ) Qk - Q

bekommt mit einer rechten Dreiecksmatrix R und einer unitdren Matrix .
Dies muf3 die QR-Zerlegung von A sein.

Satz 4.3.1 A besitze n betragsmdfSig verschiedene Eigenwerte \q, ..., \,. Sei
A > X >+ > || >0 und A= XJ ' X~ die Jordan’sche Normalform
von A. X1 besitze eine LR-Zerlequng. Dann gilt fiir die Matriz A;, des QR-
Algorithmus’ fiir k — oo

Beweis: Sei X7! = L_R_ die LR-Zerlegung von X ~!. Der Beweis be-
ruht auf dem Vergleich zweier QR-Zerlegungen von A*. Die erste dieser QR-
Zerlegungen bekommen wir aus

AP = XJF X' = XJ'L_R_=XJL_J*JFR_ .
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Wegen unserer Numerierung der Eigenwerte ist J*L_J~* von der Form I+ F},
mit Fj, — 0. Also haben wir

AP = X(I+ F)J*R_ .
Sei nun X = QR die QR-Zerlegung von X. Dann gilt

Ak = QR(I + F)J*R_
— QU +Gy)RJ*R_

mit G = RE,R™' — 0. Sei P,S, = I + G, die QR-Zerlegung von I + Gy
Nach dem Lemma gilt P, — I, Sy — [. Wir haben also

A* = QP,SLRJ"R_ (3.5)
mit unitdren Matrizen P, — [ und rechten Dreiecksmatrizen S, — I. Die
zweite QR-Zerlegung von AF ist

AF=Qo-+ Qr_1Ry—1-- Ry . (3.6)

Dies ist der Fall ¢ = k£ der Identitat

Qo Qrv 1Ay jRi o1 Ro=QoQp1Ry_1- Ry,

die man fiir £ = 0, ..., k folgendermaflen beweist. Fiir £ = 0 ist die Identitéat
trivial. Es geniigt also zu zeigen, daf§ die linke Seite von ¢ unabhingig ist,

also
14 Al

Wegen Ak_g = Rk_g_le_g_l, Ak_g_l = Qk_g_le_g_l bestéitigt man dies
unmittelbar.

Aus dem Vergleich der QR-Zerlegungen (3.5), (3.6) bekommen wir
Qo Qr1=QP; , Ry ---Ry=S,RJ*R_ .
Aus der ersten dieser Beziehungen folgt
Qr=1(Qo - Qr1)"'Qo-Qr=(QP:) ' QPpy1 — I, (3.7)
aus der zweiten

Ri=RiRp_1 - Ro(Rp—y---Ry)™ = Sy RJIR_RT'JFRS!
(3.8)
= Sy RJR'S;' — RIR!.

Also gilt
Ar = QiR — RIR™",

und dies ist eine Matrix der behaupteten Art.
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O

Bemerkungen: Sind die Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillt, so treten
folgende Anderungen ein.

I.  Ist A\; mehrfacher Eigenwert mit o(\;) = p(\;), so gilt der Satz un-
veréndert.

Dann ist namlich die Matrix J*L_J~* von der Form L + F}, mit einer linken
Dreiecksmatrix L, und (3.5) gilt nach wie vor, wobei jetzt P, — P, Sy — S
mit einer unitdren Matrix P und einer rechten Dreiecksmatrix S ist, welche
nicht mehr notwendig / sind. (3.7) gilt dann nach wie vor, wihrend in (3.8)
R durch SR ersetzt werden muf.

II.  Wir lassen jetzt die Vorraussetzungen, dafl die algebraische mit der
geometrischen Vielfachheit iibereinstimmt, fallen. A besitze also r Eigenwerte
ALy ooy A mit A > A > -+ [A\| > 0, und zu jedem Eigenwert A, gehtren
ein oder mehrere Jordankéstchen, die wir zu J; zusammenfassen. J; hat dann
die Gestalt

e 01

. o |
J,

wo 0y = 0 oder 0, = 1. J, ist ein o(A\;) x o(A;)-Matrix. Spaltet man L_
geméB J auf, L_ = (L;;), so wird

k —k _ 7k —k
(J'L-d*), = Lyl
>\i g -1 . .
— )\— ]\417]€Z—JUJ\4'J’]C y 1 >] y
J

wobei M, i, M;kl Polynome hochstens vom Grade < o();) in k sind. Also gilt
fiir K — oo nach wie vor

(JrL_J*) =0, i

2y

Die weitere (recht miithsame) Untersuchung zeigt nun, dafl A, entsprechend
J aufgeteilt werden kann in Blocke A;j;, wobei fiir £ — oo

A’L]k‘—>0 fir ©>7,
Alle o()\;) Eigenwerte von A;;, konvergieren gegen \;.

III.  Den Fall betragsgleicher aber verschiedener Eigenwerte brauchen wir
nicht zu betrachten, da wir ihn durch shifts vermeiden.
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4.4 Praktische Durchfiihrung des
QR-Algorithmus

Die QR-Zerlegung nach Householder bendétigt %nS flops, das Produkt RQ
deren $n®. Damit verlangt ein einziger QR-Schritt In® flops.

Eine erhebliche Reduktion dieser Anzahl erreicht man, wenn man den QR-
Algorithmus auf Hessenberg-Matrizen anwendet. Fiir eine Hessenberg-
Matrix H = (¢;;) ist h;; = 0 fiir ¢ > j + 1. Man sieht leicht, daf ein
QR-Schritt eine Hessenberg-Matrix immer wieder in eine solche iiberfiihrt.

Ist A eine beliebige (n,n)-Matrix, so kann man mit Hilfe des Householder-
Verfahrens eine unitéire Matrix U berechnen, so dafl H = UAU™* eine Hes-
senberg - Matrix ist. Dazu setzt man U = U,,_; - - - Uy, wobei U; die Gestalt

I; O
Ui =
(O 5¢>

mit der i-dimensionalen Einheitsmatrix I; und einer (n — ¢)-dimensionalen
Spiegelung S; ist. S; wird so bestimmt, daf§ der (n — i)-dimensionale Vektor
in der ¢-ten Spalte von U;_q --- U1 AU --- U} ; in und unterhalb der Haupt-
diagonalen in ein Vielfaches des (n — i)-dimensionalen Einheitsvektors e;

abgebildet wird.
Der QR-Schritt fiir Hessenberg-Matrizen kann durch die Givens-Rotation
1

1

ausgefiihrt werden. Die nichttrivialen Elemente ¢ = cos(p), s = sin(y) stehen
dabei in Zeilen und Spalten 7, k. U, vermittelt eine Drehung in der ¢ — -
Ebene um den Winkel ¢. Wir verwenden nur Ui mit den Elementen
cr = cos(pg), sk = sin(pg). In einem ersten Schritt iiberschreibt man die
Hessenberg-Matrix H durch den rechten Faktor R in der QR-Zerlegung H =

QR:
for Kk = 1,...,n—1
X
0

{ Bestimme ¢y so, daf ( O ) < ek ) = (

—Sk  Ck D1
for j=k,....n

hk,j _ Cr Sk th
P15 —SK  Ck P
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Der unitdre Faktor () ist dann natiirlich Uy, ---Uy;_;,. In einem zweiten
Schritt wird RQ gebildet:

for k=1,...,n—1
for j=1,...,k+1

C —S
(Rjks Pgin) = (hyks hjirn) ( o o ) :

Jeder dieser Schritte bendtigt 2n?, insgesamt also 4n? flops. Das ist erheblich
giinstiger als die %n?’ flops eines QR-Schrittes mit einer allgemeinen Matrix.
Zur Konvergenzbeschleunigung fithrt man shifts durch, und zwar in der Form

Ak_UkI = QkRk
A1 = RpQr+ ol .

Fiir o, verwendet man eine Néherung fiir den betragskleinsten Eigenwert,
etwa das (n, n)-Element von Ay. Das fiithrt zu einer schnellen Konvergenz von
An. Danach spaltet man Zeile und Spalte n ab und fiithrt den QR-Algorithmus
fiir die verbleibende (n — 1,n — 1)-Matrix weiter.
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4.5 Fehlerabschitzung bei
Eigenwertproblemen

Wir wollen zunéchst einen Satz kennenlernen, der ohne viel Rechnung die
grobe Lokalisierung der Eigenwerte einer Matrix gestattet.

Satz 4.5.1 (Gerschgorin) Sei A (n,n)-Matriz und seien
rio= > lag]
JFi
K, = {z€C:|z—ayl <r} .

Fiir die “Gerschgorin-Kreise” K; gilt dann:

a) Alle Eigenwerte von A sind in J K; enthalten.
i=1
b) m der Kreise K; seien punktfremd mit den restlichen K;. Dann haben
die in der Vereinigung dieser K; liegenden Figenwerte zusammen genau
die algebraische Vielfachheit m.

Beispiel:
3 2 1 =2 r = 5
A 1 11 0 1 r9 2
-1 0 12 -1 ry = 2
-3 1 0 3 ry = 4

Es liegen Eigenwerte jeweils der Gesamtvielfachheit 2 in K7 UK, und KU K.

Beweis:

(a) Sei A Eigenwert und = Eigenvektor von A mit ||zl = 1 = |2;,|. Az =
Az bedeutet

n
(aii — Nz = — Z i jTj
g
also .
|ai; — Afzi] <7 Jagllz] < i
2
Fiir i = 1o folgt A\ € Kj,.

(b) Der Beweis beruht auf einem Stetigkeitsargument. Wir geben nur die
Idee. Fiir eine exakte Fassung siehe etwa J. Werner, Kapitel 5.1.

Wir setzen A(t) = D+t(A— D) mit der Diagonalen D von A. Dann ist A(0) =

D, A(1) = A. Die Gerschgorin-Kreise von A(t) sind tK;. Wir beweisen (b)
fiir alle A(t) mit 0 < ¢ < 1. Wir benutzen folgendes
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Lemma 4.5.1 Es gibt n stetige Funktionen \i,...,\, auf [0,1], so dafs
A(t), ..., A(t) die Eigenwerte von A(t) sind.

Nun argumentiert man folgendermaflen. Fiir ¢ = 0 ist (b) offenbar richtig.
Wir wéhlen nun ¢, > 0 so, daf8 fiir ¢ < ¢, die Kreise tK;, tK; fiir alle ¢, j
mit a;; # a;,; punktfremd sind. Dann miissen fiir ¢ < ¢, wegen des Lemmas
in tK; genau so viele \;(t) liegen, wie es j gibt mit a;; = a;,;. Also ist (b)
richtig fiir A(t) mit ¢ < .

Lassen wir jetzt t weiter anwachsen bis zum ersten Mal einige der bisher
punktfremden tK; zusammenstoflen. Die so entstehende Vereinigung von
tK!s enthélt dann genau diejenigen Eigenwerte, welche bisher in den ein-
zelnen tKs lagen. So fortfahrend erhélt man schliefilich das Resultat fiir
At)in0<t<1.

O

Fiir hermite’sche Matrizen kann man einfache und befriedigende Aussagen
iiber die Lage von Eigenwerten machen. Zunéchst haben wir folgenden Ein-
schlieBungssatz.

Satz 4.5.2 Sei A hermite’sch und seien X\, x Ndherungen fir einen Eigen-
wert von A mit zugehorigem FEigenvektor. Sei d = Ax — Ax.

Dann gibt es einen Eigenwert A\, von A mit

d
]I

Beweis:  Sei {z1,...,x,} ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
A. Dann gilt

n n

r=Y cuyq=zix, |z3=> |

i=1 =1

und

d=Az —dx =) (A — Ny ,
i=1
I = 3 eI = AP = Y-l min A — A = [l — AP
i=1 ==

=1

O

Im allgemeinen Fall sind Storungsresultate sehr viel verwickelter und ungiinsti-
ger.
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Satz 4.5.3 Sei A eine (n,n)-Matriz mit Eigenwerten A1, ..., \., und sei v
die mazximale Linge der Jordan-Kdstchen von A. Sei X eine Matrix, welche

A auf Jordan’sche Normalform bringt. Sei A. = A+¢eF, 0 <e < 1. Dann
liegen samtliche Eigenwerte von A. in der Vereinigung der Kreise

Ki={2€C:|z— M| <Y (1 4 koo(X)||F|oo} -

Beweis: Esist A= XJX ! Alsohaben A+cF, J+eGmit G = X 'FX
die gleichen Eigenwerte. Wir behandeln zwei Fille.

1) J besteht aus genau einem Jordan-Kistchen der Linge v = n. Sei D

die Diagonalmatrix mit der Diagonale 1, €/¥,... e® =Y/ Dann ist
Al A eV
Al A el
J = ., D'JD = S
1 gl/v
A A

Die Matrix D~'(J + eG)D hat die gleichen Eigenwerte wir A 4+ ¢F. Wir
wenden den Satz von Gerschgorin auf D~(J + eG)D an. Die Gerschgorin-
Kreise haben Mittelpunkt A + eg;; und Radius

ri < eV g gty zn: lgij] = Y7 | 1+ zn: |94
j=1 j=1
G G
Jeder Eigenwert p von A, liegt in einem dieser Kreise, also
A+ egi —pl <7
fiir ein 7. Es folgt

IAN—p| < elgul 4+

< 14 gyl
j=1
< (14 Cl)
< (14 koo (X) [ Flloo) -
2) J besteht aus mehreren Jordan-Késtchen Jp, . .., J.. Dann setzt man D
aus Diagonalmatrix D1, ..., D, zusammen und hat dann
Dyt Dy
DN J+:eG)D = +eD7'GD .

D 'J.D,
Anwendung von 1) ergibt die Behauptung.
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Kapitel 5

Interpolation

5.1 Interpolation durch Polynome

Sei P, die Menge der Polynome mit komplexen Koeffizienten vom Grade < n.
P,, besteht also aus den Ausdriicken der Form

n
Z apr® | apeC.
k=0

Als Polynominterpolation bezeichnet man folgende Aufgabe: Gegeben seien
n—+1 “Stiitzstellen” xzq,...,x, € C und ebensoviel “Stiitzwerte” yo,...,y, €
C. Gesucht ist p € P, mit p(z;) =y, j =0,...,n.

Satz 5.1.1 p st eindeutig bestimmt, falls die x; paarweise verschieden sind.

Beweis: Das Interpolationsproblems ist dquivalent dem linearen Gleichungs-
system

Zak:pf:yj , j=0,...,n (1.1)
k=0
fir ag,...,a,. Wir zeigen, daf§ dieses eindeutig losbar ist. Dazu ist hinrei-
chend, dafl das zugehorige homogene System, also das System mit yy = y; =
oo =1y, =0, nur die Losung ag = a; = - - - a,, = 0 hat. Dies ist aber der Fall,

weil ein Polynom vom Grade < n nicht mehr als n+ 1 paarweise verschiedene
Nullstellen haben kann.
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Zur Berechnung des interpolierenden Polynoms koénnte man das lineare Glei-
chungssystem (1.1) 16sen, etwa durch die Cramer’sche Regel. Die Determi-
nante von (1.1) ist die Vandermond’sche Determinante

1 . 1
i Tn
V= . | = Tl — ) -
: : i>k
2} Ty

Diese ist also # 0, falls die x; paarweise verschieden sind, was einen neuen
Beweis von Satz 1 liefert. Wir ersetzen in V' die k-te Spalte durch die Zahlen
Yo, - - -, Yn Und bezeichnen das Resultat mit V). Die Losung des Interpolati-
onsproblems ist dann

i Vi
p(z) = Z apz® | ap = K
k=0

Fiir das praktische Rechnen ist diese Losung vollig ungeeignet. Wir werden
drei sehr viel praktischere Darstellungen von p finden.

1. Die Form von Lagrange

Man setzt "
T — x;
wi(z) = ] : Z‘ , 7=0,...,n.
i=0,izj Ti — Li
Es ist w; € P, Losung des speziellen Interpolationsproblems

1, k=j,
wj(xk) - { 0 sonst .

Fiir das gesuchte Polynom gilt dann
p(r) =D yjwi(x) .
j=0

Beispiel: n = 2. Stiitzstellen und Stiitzwerte seien

N~ O,

Wir berechnen

wo(z) = g:;ﬁgﬁo‘f;g = e 1@-3)

i
_ (@—z)(z—a) Lol —

wy(w) = Ty — x0)(2 —T1) sv(@ = 1)



und erhalten

1 3 1 b} 17
1 - o 1 - 2 1 .
p(z) 3(:1: )z —3) Qw(x 3) + 3w(9c ) 67 + - T+

2. Die Rekursionsformel von Neville

Wir bezeichnen mit p; ; das nach Satz 1 eindeutig bestimmte Polynom
€ Pr_i, welches y;, ..., yr an den Stellen x;, ..., x) interpoliert. Das gesuchte
Polynom ist dann p = pg . ,.

Satz 5.1.2 Es ist

1

pi,..k(T) = Peo—— ((x — xi)pis1, k(@) + (vx — 2)pi._g—1(x)) -

Beweis:  Auf der rechten Seite steht ein Polynom vom Grade k — i, das an
den Stellen z;, ...,z die Werte y;, ...,y annimmt. Nach Satz 1 ist dieses
eindeutig bestimmt und mufl daher mit p; _; iibereinstimmen.

O

Die Neville’sche Formel erlaubt die Berechnung des Interpolationspolynoms
p nach folgendem Schema (n = 3):

Zo Yo = Do
Po,1
T1 Yy = D1 DPo,1,2
P12 Po123 =D
T2 Y2 = P2 P123
P23
T3 Ys = D3

Bei Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle (und Erhohung des Polynom-
grads) wird das Schema einfach um eine Zeile erweitert, ohne daf8 die bereits
berechneten Teile des Schemas neu berechnet werden miifiten.

3. Die Newton’sche Form

Fiir p = po,...,» machen wir den Ansatz

pO,...,n(-T) = Ay+ Al(l' — J}o) + AQ(x — ;L'O)(x — 1'1) 4.
+A(r —x0)(x —21) - (T — XY q)
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mit noch zu bestimmenden Koeffizienten Ay, . . ., A,,. Die Bedingungen p(z;) =

yj, 7 =0,...,n ergeben fiir die Ay das lineare Gleichungssystem
A = Yo,
AO —+ A1($1 — .1'0) = U,
Ap + Ai(z2 — ) + Ag(z9 — x0) (29 — 27) = Y2,

AO+A1(xn_x())+"'+An(l‘n_x())"‘(xn—l'n_l) = Yn -

Die A;, konnen also durch Vorwértseinsetzen berechnet werden. Fiir das
Resultat gibt es eine elegante Darstellung durch “dividierte Differenzen”

[Yi, ..., yx]. Diese sind rekursiv definiert durch
il = i,
i ou] = e (Wi = i)
Z.B. ist
[vo, 1] = H ’
(Yo, y1,92] = T3 lxo (gi :% - 5%8 — zll> .

Man ordnet die dividierten Differenzen im “Differenzenschema” an:

o [Yo]
[?JO, yl]
1 (] [Y0, Y1, 2l
Y1, ) (Y0, Y1, Y2, Ys]
T2 [92] [yh Y2, Z/3]
[92, y3]
T3 [y3]

Satz 5.1.3 Fir die Koeffizienten A; gilt

Ai:[y07~--7y’i]; Z:O,,TL

Beweis:  Wir zeigen

Pie(@) =[] + Wis Yirr ) (@ — 23) + [Wis Yir1, Vi) (2 — ) (0 — 2341)
(1.2)
o Wi Gkl (@ — ) (2= @)

durch Induktion nach m = k —i. Fiir m = 0 ist (1.2) richtig. Sei (1.2) richtig
fir ein m > 0. Dann ist

Pik(@) = [Wir. k) — ) (2 — 2po1) + 1 (2)
= (Wi, uklz" T+ qa()
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mit ¢ € Pr_;_1, und ebenso gilt

Pistoor1(B) = Wist, - e )" 4 g3(w)
Nach Satz 2 ist mit r, € Pp_;
1

Pik1(¥) = m((x — Zi)Pit1,.. k1(2) + (Trr1 — 2)pi (7))
Wis -y Y] ()

= (Wi, ykr1)(® — ) - (x — zp) + 12(2) .

Offenbar mufl ro(x;) = y;, j =1,...,k sein. Nach Satz 1 ist also 7o = p; .
Da fiir p; 1 (1.2) bereits gilt, gilt (1.2) auch fiir p; 1.

-----

Beispiel: Wir haben oben das Interpolationsproblem

A
0 0 1
1|1 3
2 |3 2

durch die Lagrange’sche Form des Interpolationspolynoms gelost. Zur Losung
des gleichen Problems mit der Newton’schen Form stellen wir zunéchst ein-
mal das Differenzenschema auf:

0 1
2
13 -5/6
~1/2
32

Die Koeffizienten des Newton’schen Interpolationspolynoms stehen in der
obersten Zeile:

5 17 5
=1+22——x(z—1)=1+—x— -2,
p(x) + 2z 61’(33 ) +—_T -
Fiigen wir noch die Stiitzstelle x3 = 3 mit dem Stiitzwert y3 = 4 hinzu, so

lautet das erweiterte Differenzenschema

0 1
2
1 3 —5/6
—1/2 -1/3
32 —3/2
—2
2 4
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und das zugehorige Interpolationsproblem ist

3 1
p(z) = 1—1—2$—éx(:p—l)—gx(x—l)(a:—i’)).
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5.2 Der Interpolationsfehler

Seien in einem Intervall [a,b] n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
xg, ..., 2T, und eine Funktion f € C,i1]a,b] gegeben. Wir wollen f(x) fiir
x # x; approximieren.

Betrachten wir das eindeutig bestimmte Polynom p € P, mit p(z,) = f(x;),
7 =0,...,n. Der folgende Satz macht eine Aussage iiber den Fehler, der bei
einer Approximation von f durch p auftritt:

Satz 5.2.1 Zu jedem x € [a,b] existiert ein T € [a,b], so daf$ gilt:

B f(n+1) (i‘)
f($) - p@) = wlx m
mit

w(z) = [[(z - =)

J=0

Beweis: Sei T € [a,b] beliebig gewéhlt mit 7 # z;, j = 0,...,n. Wir
setzen

F(x) = f(z) — p(z) — Kw(z)

mit einer Konstanten K. Dann ist
F(x;)=0 , j=0,...,n.
Wir wihlen K nun so, daf§ auch F'(Z) verschwindet, also

K = <f_p> (7) .

w

Damit hat F' in [a, b] mindestens die n + 2 Nullstellen Z, xy, ..., z,. Durch
wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle folgt, daf F(™+Y) mindestens
eine Nullstelle Z in [a, b] besitzt.

Aus der Beziehung

FrtD(g) = fOtD(2) — K(n 4 1)!

folgt
K:<WW>@ZfWW@'
w (n+1)!
Also f(”+1)(;z-)
f(@) = p(T) = w(Z) ICESN
Diese Beziehung ist offenbar auch fiir 7 = z;, j =0,...,n erfiillt.
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Fiir den Interpolationsfehler erhalten wir die Abschéatzung

(n+1) (.
£(a) = pla)] < ()] max W |

1)  Wir betrachten zuerst den Fall gleichméBig verteilter Stiitzstellen z; =
a + jh mit der “Schrittweite” h = b’Ta Firx =a+60h, 0 <0 <n gilt

z) =h L0 -
j=0

also

|f(z) = p(z)| < " (H\ ) max |f0 ()] .

n + 1 z€[a,b]
(a) Fiir b — a — 0 bei festem n erhalten wir

f(@) = p(x) = O(h™) .

(b) Der Fall n — oo bei fester Intervallinge b — a fiihrt i.a. zu keiner
Konvergenz. Wir betrachten hierzu das Beispiel von Runge:

f(z) = (1+252*)"" in [~1,1]

1 I I I I ! I I I I
| 1/(1+25%t4) ——
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f wird an den Stellen z; = —1 + %, j =0,...,n durch ein Polynom
vom Grad n interpoliert. Die folgende Tabelle zeigt, dafl der Interpola-

tionsfehler fiir grofle n stark anwéchst.

n maXge(-1,1] | f(2) — p(2)]
1 0.96
5 0.43
13 1.07
19 8.57
2)  Wir wihlen die Stiitzstellen xg,...,z, nun so, daf max lw(x)]
moglichst klein ist.
Fiir [a,b] = [—1, 1] erhalten wir

w(e) = 2" T (1)
wobei fiir € [—1, 1] die Tschebyscheff-Polynome 7T;, wie folgt definiert sind:
T,(z) =cosnt , x=cost , 0<t<m.

In IV.3 haben wir gesehen, dafl
Typr = 20T, — Tps .
Die Rekursion zeigt, dafl T}, fiir n > 1 die Form
T,(z) = 2" '2™ + Polynom € P,_;

haben mu$.
Daher hat w(xz) = 27"T,,1(x) den Hochstkoeffizienten 1 und es gilt

lw(z)| <27" in [—1,1].
(j+1/2)m

(n1)
Bei dieser Wahl ergibt sich die Fehlerabschitzung

Max]| f* 1) (2)]
2" (n+1)!

Die Nullstellen z; = cos , 7 =20,...,n von w sind unsere Stiitzstellen.

|[f(x) = p(a)] <

Fiir das obige Beispiel ergeben sich folgende Werte:

n maxXge[—1,1] |f(z) — p(z)]|
1 0.93

5 0.56
13 0.12
19 0.04

Die Verbesserung ist erheblich, die Approximation aber immer noch unbe-
friedigend.
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5.3 Trigonometrische Interpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen wichtigen Spezialfall der Polynom-
interpolation, bei dem die Stiitzstellen in regelméfigen Abstéinden auf dem
komplexen Einheitskreis liegen.

Diese spezielle Problemstellung wird zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der
angewandten Mathematik fithren: Zur diskreten Fouriertransformation.

Die Stiitzstellen seien gegeben durch

z;=e" =cost; +isint;; t;=2mj/n; j=0,....n—1.

Beispiel: n =38

[ ] e I

.730:1

o
[ ]
Y

-1 Re x

Ty

Nach Satz 5.1.1 gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € P,,_; mit
pxj) =1y, j=0,...,n—1.

Die Koeffizienten von p bezeichnen wir mit gy:
n—1
p(x) =" fra’
k=0
Seien ¥y = (Yo, -, Yn_1)? € C" und § = (Yo, ..., ¥n_1)" € C". Dann kiénnen
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wir die Interpolationsaufgabe
n—1
k=0

in die Form

n—1
1 =z b
1 x zy! . .
y= y=Wy
n—1
1 2y o0 x4

umschreiben. Die Inversion der Matrix W erweist sich als sehr einfach:

Satz 5.3.1 Mit obigen Definitionen firx;, j =0,...,n—1 gilt fiir die Matrix
Ww:
WW* =nl .

Beweis: Firk, /=0,...,n—1 gilt:

n—1
(WW* e = > o1
=0

n—1
= 3 it
=0

n—1
— Ze2m'(k—f)j/n
7=0
n—1
— Z C]j mit q= 627T7j(k—€)/n
7=0

qq:11 , falls ¢ #1
n , falls g=1

0 , falls k#/4
n , falls =/

Damit haben wir gleichzeitig eine Orthogonalitétseigenschaft der trigonome-
trischen Funktionen gezeigt:

1 "—1ezmjkm_ 1, falls ke nZ
n = 1 0 , sonst
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Aus Satz 5.3.1 konnen wir folgern:

1
W= —w*
n
und damit 1
y=-Wy
n
In Komponenten:
gk — %2 —27r1]k/ny37 (1)
Y = ni 27r1]k/n , (2)

Gleichung (1) heift diskrete Fouriertransformation der Lénge n, (2) heifit

entsprechend inverse diskrete Fouriertransformation der Lange n. Beide wer-
den in der Angewandten Mathematik sehr hdufig benutzt. Man programmiert
jedoch nicht nach den Formeln (1) und (2), was jeweils n? komplexe Re-
chenoperationen beanspruchen wiirde, sondern benutzt erheblich schnellere
Algorithmen. Einen davon werden wir in 5.4 kennenlernen.
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5.4 Schnelle Fouriertransformation

Wir betrachten nun einen effizienten Algorithmus zur Berechnung von ¢, die
schnelle Fouriertransformation (FFT) von Cooley-Tukey.

Sei n gerade, n = 2m. Dann gilt

gk =D y¢" mit g =e M

Esist ¢ =1 und ¢ = ¢™/? = —1.

Die Idee ist nun, die Summe nach geraden und ungeraden Indizes zu zerlegen:

m—1 m—1

U = gy + Z q(%ﬂ)k?heﬂ
=0 £=0
m—1

m—1
= (@) y2e + 6" D" (®) *yaesa
0 =0

~
Il

= gr + ¢"uy

Wir sehen, daf} sich gx und wu; als Fouriertransformationen der Linge m =

n/2 berechnen, da gilt:

q2 _ 6—27ri/(n/2)

Weiter haben wir

Jk+m = Gk
Uk+m = Uk

und damit fir k=0,...,m—1

Uk = gk + ¢"up
Gksm = gk + ¢ TMup = g — ¢Fuy -

Sei nun M, die Anzahl der komplexen Multiplikationen und A, die Anzahl der
komplexen Additionen, die fiir eine schnelle Fouriertransformation der Lénge
n = 2P benétigt werden. Wenn wir die Berechnung von ¢* vernachliissigen,
erhalten wir Ay =0, My = 0 und

Mp = 2Mp,1 + 2p—1 5
A, = 24, +2°.

Wir benutzen nun folgendes Lemma: Ist fiir p=1,2...
My, = qMy 1+ 1y,

so gilt
p .
Mp = pMO +Z?"jqp_] .

j=1
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Anwendung des Lemmas ergibt

M, = ip2r = I(logyn)-n
A, = p2» = (logyn)-n.

Damit gilt der

Satz 5.4.1 Die Fouriertransformation der Linge n = 2P kann durch %n log, n
komplexe Multiplikationen und nlog,n komplere Additionen berechnet wer-
den.

Die Implementierung der FFT durch ein rekursives Programm ist sehr ein-
fach:

fit (y,n)
/* Fiihrt die FFT der Lange n = 2P durch */
{m=n/2;
for t=0,...,m—1{
gll] = y[24];
ull] = y[20 + 1];
}
if (m>1){
fft (g, m);
ftt (u, m);
}
for k=0,...,m—1{
ulk] = ¢* = ulk];
y[k] = g[k] + ulk];
ylk +m] = g[k] — ulk};
}
}

Die FFT nach Cooley-Tukey ist ein typisches Beispiel fiir das “divide and
conquer”-Prinzip der Informatik:

1. Zerlege das Problem in Teilprobleme.
2. Lose die Teilprobleme.

3. Setze die Losung der Teilprobleme zur Losung des ganzen Problems
zusammen.
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Beispiele:

~

n=1":1 9 = vy
n=2: Y = Y+

~

Y = Y — W

n=4 : q = p¥T/t=_j
go = Yot Y2 Up = Y1 + Y3
g = Yo — Y2 Uy =Y1 —Ys
Yo = go+ug
i = g1— 1w
U2 = go— Uo

U3 = g1+iu

Wir kénnen die FFT auch als Faktorisierung der Matrix W, fiir die Fourier-
Transformation der Lénge n ansehen, also

Wn _ (6—27rik€/n>

k,0=0,...n—1
Sei P, die Permutationsmatrix

€0
€2

€n—2
P,=|"
€1

€3

€n—1

mit dem Einheitsvektor e} des C™, in dem wir die Komponenten von 0 bis
n — 1 durchnummerieren. Sei m = n/2 und I, die (m, m) Einheitsmatrix,
D,, die Diagonalmatrix

D, = . ) q= 6—27ri/n .

Dann ist

Ly I I, 0 Wm0
mF(m —%><04%><0 LM)ﬂ'
Die FFT ergibt sich durch sukzessives Anwenden dieser Formel. Die Durchfithrung
der FF'T verlangt also nur drei Operationen:

1) Permutationen
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2) Multiplikation mit ¢¢ (Twiddle factor)

3) Die Anwendung von ( 1 _1 > (Butterfly)
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5.5 Splines

Ein Spline (spline (engl.) = Straklatte) ist ein diinner elastischer Stab, der
zwischen Gewichte (“Knoten”) gespannt Kurven darstellt. Sie wurden im
Schiffsbau verwendet. Wir werden unten sehen, dafl die Straklatte zwischen
den Knoten durch Polynome beschrieben wird, die an den Knoten unter ge-
wissen Differenzierbarkeitsbedingungen zusammengefiigt werden. Unter Spli-
nes oder Splinefunktionen versteht man daher in der Numerik Funktionen,
welche stiickweise Polynome sind und die an den Nahtstellen gewissen Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen geniigen.

Definition 5.5.1 Seien zo < ;1 < --- < z,, reelle Zahlen. Eine Funktion s
heifst Spline der Ordnung k zu xq, ..., x,, falls

1) s € CF2(R").

2) In jedem Intervall [x;, ;1] i = —1,...,n ist s ein Polynom vom Grade
<k—-1(x_1=—-00, Tpi1 =+00).

(Fir k=1 ist 1) leer.)

Beispiel: n =0, o =t,

Y
f<x>=<x_t>i‘1={ et

f ist ein Spline der Ordnung k zu x.

Mit Hilfe von f konnen wir bereits sehr niitzliche Splines erzeugen. Sei xy <

xy < -+ < x,. Wirsetzen f; = f(z;),7 =0,...,n. Die f; sind Funktionen von
t, was wir aber in der Bezeichnung nicht zum Ausdruck bringen. Dann sind
auch die dividierten Differenzen [f;, ..., fiix] Funktionen von t. Wir setzen

Beispiel: k=2, f(x) = (z —1t),. Esist

Bis(t) = (Tiye — x)fi, firr, fira]
= [fz‘+1, fi+2] - [fi, fi-i—l]
Jiv1 — firo B Ji— fira

Tiv1 — Ti42 Ty — Tig1

Wir betrachten 4 Falle.
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1) t < x;. Dann ist f; = x; — t, fixn = xip1 — t, fize = x40 — t, und es
wird Bz’g(t) = 0.

2) ZT; S t < H Jetzt ist fl = O, fiJrl = Tjy1 — t, fi+2 = Tjy2 — t, und es
wird Bug(t) =1- ($i+1 — t)/(szrl — .flfz)

3) Tip1 <t < wipo. Jetzt ist fi = fiy1 =0, fiyo = 240 — t, also By(t) =
(@iv2 — 1)/ (Tiv2 — ita).

4) w40 < t. Esist f; = fix1 = fiya = 0 und damit B;5(¢) = 0.

Wir erhalten also die stiickweise lineare stetige Funktion, die auflerhalb
[z, ;1] verschwindet und die bei z;,1 den Wert 1 annimmt, also einen Spline
der Ordnung 2.

Satz 5.5.1 B, ist ein Spline der Ordnung k, der auferhalb |x;, x;1)| ver-
schwindet.

Beweis:  f; ist fiir t # x; ein Polynom vom Grade < k£ — 1 in ¢ und fiir
alle t k — 2 mal stetig differenzierbar (fiir k£ = 1 ist die letzte Aussage leer).
Als Linearkombination solcher Ausdriicke ist [f;, ..., firx] in jedem Intervall
[z, x541] (j =i—1,...,i+k) ein Polynom vom Grade < k—1 und k£ —2 mal
stetig differenzierbar, also ein Spline der Ordnung k zu z;, . . ., x; . Firt < z;
ist f; = (z; —t)*! ein Polynom vom Grade k — 1 in z; fiir j =4,...,i + k.
Die dividierte Differenz [f;, ..., fitx] ist daher 0. Fiir ¢ > x;4y, ist f; = 0 fiir
j=1,...,i+ k. In beiden Fallen ist B;;(t) = 0.

O

Fiir das Weitere bendtigen wir ein Hilfsmittel iiber dividierte Differenzen,
das mit Splines eigentlich gar nichts zu tun hat.

Lemma 5.5.1 (Leibniz’sche Formel)  Sei f; = gjh;, j =1,...,i+k. Dann
qgilt
i+k
[fi7 SRR flJrk] = Z[gw s 7gr][h7“7 SRR hl+k] :

r=1i

Beweis: Seien f, g, h die Interpolationspolynome vom Grade k zu den
Stiitzstellen z;, ..., x;44 und den Stiitzwerten f;, g;, h;, j =4,...,1+k. Das
Newton’sche Interpolationspolynom fiir g, h lautet

g(x) = lg] + 96 gi)(x —25) + - [gis -+, G (T — i) -+ (T — igp)
itk
= 2[917"'7g7’](x_mi)”'<x_xr*1)7
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h(z) = [hipr] + [higr, higr—1] (@ — Tigp) + -+

iy R (= Tigg) - (2 — Tiq1)
itk
= Z[hs, o hi) (@ —migg) - (T — mey)

s=i

Multiplikation ergibt

itk
(gh)(z) = Z'[Qm s Grllhss - higk] (=) - (B—21 ) (T —Ts11) - - (T—Tign) -
’ (5.2)
Wir teilen die Summe auf in die Summe fiir » > s und den Rest. Die erste
Summe verschwindet fiir x = x;, ..., z;4;. Die restliche Summe ist ein Poly-
nom vom Grade < k, welches an den Stellen z;, . .., x; die Werte f;, ..., fiix

annimmt und daher mit f iibereinstimmen mu#f.

Der Hochstkoeffizient des restlichen Polynoms ergibt sich als Summe {iber
r = s, also

i+k

Z[gw s 795][h37 te thrk] )
und dies mufl mit dem Ho6chstkoeffizienten des Newton’schen Interpolations-
polynoms, also [f;, ..., fixx] iibereinstimmen. Dies beweist die Leibniz’sche
Formel.

Satz 5.5.2 Firk>2undi=0,...,n—Fk gilt

T —x;
Bip(w) = —— By y(z) + —HE L
Titk—1 — T4 Titk — Tiq1

itk — T
a Bi+1,k;—1(93) .

Beweis: Nach Definition (5.5.1) ist

Bin(@) = (@ivw — x)[fir - firw) . J3=(z;— )"

Wir setzen g; = (z; — 2)8? und h; = x; — 2. Dann ist f; = g;h;, j =

i,...,% 4+ k und damit nach Leibniz

itk
Bl7k(l') = (xiJrk - 'T’L) Z[gh cee 7gr][h7“7 ceey hl+k] :
Da h; ein Polynom vom Grade 1 in z; ist, verschwindet [h,, ..., ;] filr

r <1+ k— 1, und wir erhalten
sz(I) = (l‘z‘+k - xi){[gi, cen 7gi+k] [hi—i-k] + [Qi, e 7gi+k—1] [hi+k—1, hi+k]}
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= (Tigk — )G 5 Girk) (i — ) + (96, -+, Girn—1]}

= (Bip — ) { Gi+1, - Givr) — (g, - - - 7gi+k—1](
Titk — Ty

Tivk — ) + [Gis - - - 7gi+k—1]}

= [git1: s Girk) @ier — ) + (94, - - -, Gigr—1](x — T3)

Bii1— B
= _Dtlkol (Tiwp — ) + kI () (x —x;) .
Titk — Tijt1 Titk—1 — T4
O
Bemerkungen:

1) Zusammen mit

T, < x < Xig
B‘ ) = ) 1= i+1
() { 0 , sonst

ermoglicht Satz 5.5.2 die rekursive Berechnung der B; .

2) Diese Rekursion ist numerisch stabil, da nur Linearkombinationen po-
sitiver Zahlen gebildet werden.

Satz 5.5.3 Fiir k > 3 gilt

Bi,k—l(x) o Bi—}—l,k—l(x)} )

Tivk—1 — T Tigk — Ti41

Bia(o) = (b= 1)

Beweis: Nach Definition ist

Bi(®) = @ir — x)[fir - firn] » fi = (x5 — )i

Differentiation nach = ergibt

Bz{,k(w) = —(k = ) (@isn — 2)[Gis - Girn] 5

g5 = (z; —x)i7%.

Nach der rekursiven Definition der dividierten Differenzen ist

B (x) = —(k=1){lgix1,-- Girk] = 95> Girn—1]}

- 1){ Big-a(r) Bz’+1,k—1($)} '

Titk—1 — X4 Tirk — Ti41
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5.6 Interpolation mit Splines

Sel zg < x1 < -+ < x,, und

Seien n — k + 1 Stiitzstellen ¢ty < t; < --- < t,_; und ebenso viele Stiitz-
werte Yo, - . . , Yn—k gegeben. Wir wollen die a; so bestimmen, daf§ s(¢;) = y;,
7 =0,...,n—Fk ist.

Beispiel: k= 1. Dann ist s(t) = a; fir x; <t < ;4. Das Interpolations-

problem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn z; < ¢; < z;,1, und zwar ist
a; = Y, ZZO,,TL—]{

Satz 5.6.1 Das Interpolationsproblem st eindeutig l6sbar, wenn x; < t; <
Titks, ZIO,,n—k

Beweis:  Wir beginnen mit dem Fall £ = 2 und schreiben B; fiir B, .

Y
BO B1 Bz B3 B4
x
To 1 To T3 Ty Ty
Wir haben zu zeigen, dafl die (n — 1,n — 1)-Matrix
By(ty) Bi(to) 0 0
By(t1) Bi(t1) Ba(th) 0
B = =5
0 Bi(ta) Balts) Blts) (n=5)
0 0 Bg(tg) Bg(tg)

invertierbar ist. Fiir n = 2,3 ist dies elementar einzusehen. Den Fall n > 3
kann man auf n = 2,3 zuriickfithren. Dazu zeigen wir, daf fiir n > 3 nicht
alle AuBlerdiagonalelemente # 0 sein kénnen. Ist ndmlich etwa By(t;) # 0,
so ist ¢; < x5 und damit By(t1) = 0. Entsprechend argumentiert man in den
anderen Féllen. Ist aber ein Auflerdiagonalelement = 0, so zerféllt die Matrix
in Teilmatrizen. Im Falle By(t;) = 0 wéren dies

(B ) - (30 50 )

97



im Falle By(to) =0

Die letzte Matrix zerfillt wieder in eine (1, 1)- und eine (2, 2)-Matrix. Insge-
samt geniigt es also, die Invertierbarkeit der (1,1)- und der (2,2)-Matrizen
nachzuweisen, also die Falle n = 2,3 zu betrachten. Damit ist der Satz fiir
k = 2 bewiesen.

Sei nun die Behauptung richtig bis zur Ordnung < k fiir ein k£ > 3. Der Fall
n = k ist trivial. Eine typische Stelle der Matrix fiir die Ordnung k sieht

dann so aus:
Bj(tj-1) Bjsi(tj-1)
Bj1(t;) B;i(t;) Bj(t;)

Wiire hier Bjiq(t;) = 0, d.h. t; < xj41, so wéren erst recht alle Elemente
rechts und oberhalb dieses Elementes 0. Entsprechend wiirde aus B;_;(t;) =
0, d.h. ¢t; < x4, folgen, daB alle Elemente links und unterhalb dieses
Elementes 0 waren. In beiden Fiéllen zerfiele die Matrix in kleinere, und wir
konnten Induktion nach n treiben. Wir kénnen also annehmen, dafl z;;; <
tj < Tjtk-1, ]:O,,n—k

Sei nun a ein Vektor mit den Komponenten ag,...,a,_r und Ba = 0. Der
Spline
n—k
s=2> a;Bjx
j=0

wire eine C*~2-Funktion mit den n — k 4+ 3 Nullstellen to, ..., t,—k, To, Tp.
Nach dem Satz von Rolle hitte s n — k + 2 Nullstellen

To € (Io,to) y  Tn—k+1 € (tn,k,xn) ,
TjE(t]’_l,t]’), jzl,,n—k’

Wegen z;41 < t; < xj1,—1 mu dann

70 € (To, The1) s Tntkt1 € (Tn—kt1,Tn)

TjG(fL’j,ZL‘j+k_1), jzl,,n—k

gelten, wie man sich an Hand einer Figur klarmacht.

Mit 79, ...,Th_gr1 haben wir n — k + 2 Nullstellen von s’ gefunden, die in
den Trégern von Byj_1,...,Bn_kt1,-1 liegen. s’ 16st also das Interpola-
tionsproblem fiir Splines der Ordnung k£ — 1 mit den Interpolationsstellen
Ty« - Tn—k+1 und den Werten 0. Nach Induktionsannahmen ist dieses Pro-
blem eindeutig losbar. Eine Losung ist offenbar s’ = 0. Also ist ' = 0 und
damit s = 0. Damit ist auch a = 0.
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Der Beweis des Satzes gibt auch eine Methode, den interpolierenden Spline
zu berechnen. Man 16se das Gleichungssystem

ap Yo
Ba=y, a=]|": o oy=1":

Ap—k Yn—k

mit der Matrix B des Beweises. Diese Matrix ist eine Bandmatrix mit der
Bandbreite k, der Rechenaufwand also entsprechend gering.

Bei speziellen Interpolationsproblemen kann man eine explizite Form des
Gleichungssystems angeben. Unter dem natiirlichen kubischen Spline verste-
hen wir einen Spline der Ordnung 4, der auflerhalb xq, ..., z, linear ist. Der
interpolierende natiirliche kubische Spline s eriillt

s(x;) = yj, j=0,...,n
s"(xg) = §"(xz,)=0.

Wir werden zeigen, dafl s eindeutig bestimmt und leicht zu berechnen ist.
Wir machen in [z}, z,41] den Ansatz

i—y 2M;+ M,
s(x) = y;+ ( yth 82 J% o hj> (z — ;)
j

Mj+1_M' 3

M
+=L(x—x;)* + 6, L(x — ;)

2
mit h; = x;41 — x; und gewissen Zahlen M;. Man bestétigt leicht

s(z; £0) = y;, §"(x;£0)=DM;
Yir1 — Y 2M; 4+ My

N 10) = h

S (IJ + ) h] 6 J
— oyl 2M;+ M,_

S/(ZE]' — 0) yj yj ! ‘I’ J + J 1]’Lj_1 .
hj—l 6

s ist also genau dann Loésung unseres Interpolationsproblems, wenn

Yirr —Y;  2M;+ M, Bo— Y= Yo 2M; + M;_,
=

h— =1,...,n—1
h] 6 hj_l 6 7—1 > J ) y TV

M[):Mn:O

Dies ist ein lineares Gleichungssystem von n — 1 Gleichungen fiir die n — 1
Unbekannten My, ..., M,,_,. Es lautet in Matrix-Form

Ml b1
hj hj—1
Mn—l bn—l
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hn271 hn—Z + hn—l

A ist offenbar invertierbar, und es gilt sogar

) m?X(hj+hj+1)
) = I~ < oGS

100



Kapitel 6

Numerische Integration und
Differentiation

6.1 Die Formeln von Newton-Cotes

b
Sei f € Cla,b]. Wir wollen das Integral I = [ f(z)dz numerisch berechnen

und dabei nur Auswertungen von f benutzen. Solche linearen Integrations-
formeln haben die allgemeine Form:

I~ z”: A f(r)

k=0

mit x;, € [a.b], A € R'. Die x;, heiBen Stiitzstellen, die von f unabhingigen
A, heiflen Gewichte.

Wir betrachten die geschlossenen Newton-Cotes Formeln. Bei diesen sind die
Stiitzstellen dquidistant und schlieffen Anfangs- und Endpunkte von [a, b] ein:

w o= at+k-h ,  h=Yt  k=0,....n
k=0

Die Gewichte A; werden dadurch bestimmt, dafl f an den Stiitzstellen durch
ein Polynom p vom Grade n interpoliert wird und p an Stelle von f integriert
wird.

In der Form von Lagrange lautet p

n

Wir setzen



b b,

T — Ty
A, = /w xdx:/ dz
. k() g g%—w
04k

a

Wir substituieren x = ht + ¢ und erhalten

n

noy_y

A :h/ PN = hay

k g L—¢ Qg
0k

Fiir n = 1 erhalten wir damit die “Trapezregel”

1
t—1 1 1
= [ Sdat=5 . a= [=g
Qo O/ 1 9 ai 9

h b—a

L= S0+ ) =25

(f(a) + f(b)) -
Das Integral wird also durch die Fléche eines Trapezes angenédhert. Fiir n = 2

ergibt sich die trotz ihrer Einfachheit relativ genaue Simpson’sche Regel:

4 1
) a =5 g = =

3 3
= (s +ar (452) +50)

Die folgende Tabelle enthélt die Koeffizienten a;, fiir n < 4:

ag =

W

n ao a; asg as ay Bezeichnung

1 1 1 % Trapezregel

2 1 1 % Simpson-Regel

3 1 3 3 1 % Newton’sche g - Regel
41 7 32 12 32 7 - Z Milne - Regel

Fiir n > 8 konnen negative Gewichte auftreten, was aus Rundungsfehler-
griinden nicht gut ist. Wie wir spéter sehen werden, kann man Formeln
hoherer Genauigkeit konstruieren, indem man die oben angegebenen Regeln
auf Teilintervalle anwendet.

Beispiel:
I = jl’ewd:z::e—l = 1.7183
L o= i1t 18501
I (1 +4et? +e) = 1.7189

Iy = $(1+3e+3e?*+¢) = 1.7185

Man sieht, da der Ubergang von I; nach I, einen groBen Gewinn an Ge-
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nauigkeit ergibt.
Der folgende Satz gibt eine Abschéatzung fir den Fehler |I — I,,|:

Satz 6.1.1 i) Sei f € C""[a,b]. Dann gilt
1= L] < B+ max | f* ()]

1 n
= T J L1t kla .
"0

k=0

ii) Sein gerade und f € C"*?[a,b]. Dann gilt

I —I,| < h""3ck max]f M2 (2), ¢ =

n
n Ecn .

Bemerkung:  Bei geradem n gewinnt man durch den Ubergang zu n + 1
keine Potenz von h. Die Potenzen von h sind optimal, die Konstanten c,,, c*

n
konnten verbessert werden.

Beweis:

i) Es gilt

und nach Satz 5.2.1

w(z)

(n+1)!
mit w(z) = [1f_y(z — zx). Also folgt

(f =p)(x) = Fr(e)

-1, < +1 /| (@)ldz mae |70+ (z)

b
¢, ergibt sich aus der Berechnung von [ |w(z)|dx:

b

/|w(a:)]da: = /H |z — x|dx

a o k=0

n

- h”“/ T It — kldt .
0 k=0
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ii) Fiir gerades n ist w ungerade beziiglich der Intervallmitte ¢ = %2 es

gilt also

Damit hat man

/b (f = p)a)do

2

< d e n+2
] /\ Dlde - 5 a1 )

W, r{labf!f( ) (z)]

= W max| [0 (a)]

O

Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist,
sind diese Formeln zur praktischen Abschétzung des Fehlers unbrauchbar.
Ihr Nutzen liegt in der Information, mit welcher Potenz von h der Fehler
abféllt und dafl er vom Maximum einer hoheren Ableitung abhéngt.

Wir konstruieren nun Formeln hoherer Genauigkeit. Gegeben sei wieder eine

dquidistante Unterteilung z = a + kh, h =

b—a _
T,k‘—07...,n

Wir integrieren stiickweise mit der Trapezregel:

Tg+1

Tk

I= 7f(x)dx

(f (zx) + f(2zrs1))
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— ;L(f0+2f1+2f2+...+2fn_1+fn)
= T,

mit der Abkiirzung fi := f(zx).

Diese Formel heifit zusammengesetzte Trapezregel. Fiir den Fehler gilt:

n—1| Tkl
h
1-Tl=Y| [ f@de =3 (f@) + fan)
k=0| 7.
1
Nach Satz 6.1.1 gilt mit ¢; = 5 [¢(1 — t)dt = 35:
0

1 n—1
=T € = S8 max |7)
12 & ]

[Ikyxk-u

n .3 "
T rﬁgﬂf ()]

b—a
— h2 " )
g 1 max |f" ()]

IN

Fiir gerades n bilden wir nun analog die zusammengesetzte Simpson-Regel
Sh, indem wir die Simpson-Regel auf jeweils zwei aufeinanderfolgende Teil-
intervalle anwenden und anschlieBend summieren:

n_1 x
-1 T2k+2

I:/f(x)dw = / f(x)dx

=0

>

a Zog

12

w|

(fo+4fi+ fot fo+4afs+ fut+...)

AR 2 2+ 2 A+ f)
- 5,
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6.2 Das Romberg-Verfahren

Das Romberg-Verfahren beruht auf der Trapezregel. Durch Berechnen von
Integrationsformeln mit verschiedener Schrittweite h lassen sich Formeln kon-
struieren, deren Fehler mit einer hohen Potenz von h abfillt.

Fiir das Integral
b
I= / f(x)dx
ergibt die zusammengesetzte Trapezregel

Tl(h> = ;L(fo + 2f1 +...+ 2fn71 + fn)

mit

fi=f(x;)), x=a+ih, i=0,...,n, h=
n

Wir entwickeln nun 773 (h) nach Potenzen von h.
Satz 6.2.1 Sei f € C*™*?[a,b]. Dann gilt

Ti(h) = I 4+ c1h? + coh* + ... + ¢y h*™ 4+ O(h*™2)

mit B
_ P2k p(2k-1) p) — fF(2k=1)
und den Bernoulli’schen Zahlen By;:
1 1 1
By, = — By =—— Bg = —,.
2 6 ) 4 30 ) 6 427

Folgerung: f € C*"*?(R') 2r-periodisch. Dann gilt

a+2mw

/ F(x)de = Ty(h) + O(h2™+?) .

Wenn sogar f € C*°(R'), so gilt

a+2m
/ f(z)dz — Ty (h) — 0 schneller als jede Potenz von h .

a

Periodische Funktionen lassen sich also iiber die volle Periode auflerordentlich
gut mit der Trapezregel integrieren. Diese vereinfacht sich in diesem Fall zu

n—1
Ti(h)y=hY)_ f;.
j=0
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Wir konstruieren nun Formeln hoher Genauigkeit fiir beliebige Funktionen.
Wir bilden dazu

Ti(h) = I+ah® 4 b+ .. 4 cnh®™ + O(h?m+?) |
h

Ti(3) = I+a27h®+ o2 'ht 4. 4 a2 2 k2" 4+ O(h*™*) .

Damit ist
h
22T1(§) - Tl(h) = (22 — 1)] + 02(272 — 1)h4 4+ .+ Cm(2272m _ 1>h2m + O(h2m+2) :
]_ 2 h 272 — 1 4 2272m _ 1 o -
Mit
1 )
To(h) = o 1(2 T1(§) —Ty(h))

erhalten wir also
I =Ty(h) +chh* + ...+ h*™ + O(R*™T2) .
Durch Wiederholen dieses Verfahrens erhalten wir Formeln héherer Ordnung;:
Sei Ty(h) eine Formel der Ordnung h?*, d.h.
Tw(h) = I+ cph® + B2 4 4 e, h®™ + O(h*™H2) |

Ti(z) = IT+a2 W +. . +cn27°"h2m  + O(h™*?).

Damit wird

QQka(;L) — Ti(h) =

= (22 — DI + 1 (272 = D2 4 4 0 (2272M)RP™ 4 O(h2mH2) |
Mit

T (h) : ! (22ka(Z) — Ti(h))

Tk
gilt also
I - Tk+1(h> + O(h2k+2) .

Diese Konstruktion von Formeln hoherer Ordnung l&8t sich im sogenannten
Romberg-Schema darstellen:

h Ty (h)

h h \

2 T(3) —— Ta(h)

h h \ h \

1 () —— T(3) —— Tx(h)

. T(§) \ To(%) \ T5(5) \ T(h)
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Die Rekursion schreibt sich am besten in der Form

h 1 h
Tier1(h) = Tkz(§) + W(Tk(? = Tj(h)) .
Da T,(%) und T, (h) fiir groBe k und kleines h jeweils gute Néherungen fiir
sind, tritt beim Bilden der Differenz Ausloschung auf. Es lohnt im allgemei-

nen nicht, iber £ = 6 hinauszugehen.
Bei der Berechnung von 73 (%) wird man die schon in T} (h) bendtigten Funk-
tionswerte mitbenutzen: Mit f;11/0 = f(x; + %) ist

hy ook
4

TW(z) = —(fo+2fip+2f i+ . 4+ 2fn12+ fn)

2

_ Z(f0+2f1+2f2+...+2fn_1+fn)

h
+§(f1/2 + fajo+ oo+ 1))
1

= §T1(h) + Z(ﬁ/z + fajo .o F fao12) -

Der erste Teil ist bereits bekannt. Nur der zweite Teil mufl noch berechnet
werden.

Beispiel: [ = gl‘e’:da: = 1.718281828
h Ty T, Ty Ty
1 1.859140914
5 1753931092  1.718861151
T 1727221904 1.718318841 1.718282687
£ 1720518592 1.718284155 1.718281842 1.718281829

Die Romberg-Integration wird vor allem in Programmen zur automatischen
Integration benutzt. Sie sind etwa folgendermafien aufgebaut:

Eingabe:  Gewdiinschte relative Genauigkeit e, Intervallgrenzen a, b,
ein Unterprogramm zur Auswertung von f, maximale
Anzahl n der Auswertungen von f.

Ausgabe:  Eine Néherung I fiir das Integral 1 mit |1 — I| < ¢|1],
Zuverlassigkeitsindex.

Verfahren:

1) Man berechnet etwa 4-6 Spalten des Romberg-Schemas fiir h = b — a,

(b—a)/2,...
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2) Priifung der Genauigkeit in Spalte k. Es gilt
Tk(h) — I+ckh2k+ O<h2k+2),

Tk(*) — ]+Ck2_2kh2k+ O(h2k+2) )

Also folgt
h
Tk(g) —Ti(h) = (272 — DA% + O(R**?) |
W L p h Ti(h O(h%+2
Ch —m( k(g)— k(h) + O )

h
— 5k(§) 4 O<h2k+2) _
Man priift, ob e (%) ~ 27%¢,(2). Falls die Abweichung unter 10% liegt,
wird ¢ als Fehlerschéitzung akzeptiert.

3) Man fiihrt das Romberg-Schema so lange fort, bis in der Spalte ganz
rechts |e;(%)| < e|Th (%] gilt.

Wir miissen noch Satz 6.2.1 beweisen. Dazu einige Vorbereitungen. Seien By,
die Bernoulli-Polynome, d.h.

By = 1,

1
B, = B, /Bkdx:O, k=12, .
0

Z.B.ist By = v —1/2, By = 32> — 1z + 1/12. Die By, = k!By(0) heifien
Bernoulli-Zahlen.

Wir leiten einige Eigenschaften By her.

1) Fir k > 2 ist Bg(0) = By(1). Dies ist klar wegen

1 1
Bi(1) — Bi(0) = /B,;dx - /Bk_ldx —0 fiitk > 2.
0 0

2) Fir k > 1 ist Bogy1(1) = Bory1(0) = 0. Dazu setzen wir Py(x) =
(—=1)%By(1 — z). Diese erfiillen die gleiche Rekursion wie die By. Also
ist P, = By, woraus die Behauptung mit Hilfe von 1) folgt.
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Satz 6.2.2 (Einfache Version der Euler’schen Summenformel) Sei g € C*™ 20, n],
n ganz. Dann gilt

n

1

S 9(0) + 9(1) -+ gln = 1) + 59(n) — [ gde

— B
_ _/32m+ m+2) g o Z 2k2f;) (g(2k+1)(n) _g(2k+1)(0>) ‘

Dabei sind By, die Funktionen in R, welche aus By, durch periodische Fort-
setzung aus [0, 1] mit der Periode 1 entstehen.

Beweis: Die Eigenschaften der By fithren zu folgenden Eigenschaften der
By, : By, ist stetig fiir k > 2, Bapy1(0) = Bap1(n) =0, By = E;H fir £ > 1.
Der Beweis beruht auf zwei verschiedenen Auswertungen von

/Elg'dx
0
Einerseits haben wir
n o i+l S i+l
/Elg/diC = Elg/d$ = Z §19|§+1 — /Ellgdl'
4 =0 i=0 ’
n—1 1 . i+1
_ gli+1)+9@) /gdx
1 n
= 900)+g(1) + -+ gln— 1)+ Sg(n) — [ gdo

Andererseits gilt

/Elgld$ = /E;g’dx = —/Egg"da: + Bag'
0 0 0

So fortfahrend erhalt man schliefllich
/ B.¢'dx / Bomiog? 2 dx
0 0
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+ [+§2m+29(2m+1) — Boms1g®™ + -+ E29/]0
= " Bopss

- _ B - (2m+2)d (2k+1) _(2k+1) 0 )
0/ om2g x+k§:0 2 + 21 (¢ (n) — g*F+(0))

Aus dem Vergleich der beiden Darstellungen folgt die Behauptung.

O

Satz 6.1.1 folgt nun durch lineare Transformation des Intervalls [a,b] auf
[0,n]. Man setzt dazu einfach g(z) = f(a + hzx).

6.3 Integration nach Gauf3

Wir suchen eine Integrationsformel fiir das Integral

If = /bw(l‘)f(l‘)dl‘

mit einer in (a, b) streng positiven Gewichtsfunktion w. Eine Integrationsfor-
mel der Form

Gnf = iAjf(%‘)

hat die 2n freien Parameter A; und z;. Die Formeln von Newton-Cotes inte-
grieren ein Polynom n-ten Grades exakt. Wir wollen nun fordern, dafl

Gof =If fiir f€ Pons.

Dies ergibt gerade 2n Bedingungen fiir die 2n Parameter. Der folgende Satz
zeigt, daf diese Forderung maximal ist:

Satz 6.3.1 FEs gibt keine Formel G,,, die in Pa, evakt ist.

Beweis: Wir nehmen an, G,, sei eine solche Formel, also G, f = If fiir
alle f € Ps,. Dies wire dann auch richtig fiir das Polynom

flz) = ﬁ(f’ﬂ — ;)%

Jj=1

Offenbar ist aber G, f =0, [ f # 0.
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b
Sei nun H = Cla,b] und (f,g9) = [wfgdr mit einer Funktion w, die

” Gewichtsfunktion”, welche in (a, b) Stz:tig und positiv ist. Sei ug, uq,... L
u. Elemente von H und vy, vy,... die zugehorigen orthonormalisierten Ele-
mente. Ist ug =1, uy = x,...,u, = ", so nennt man die v,, “orthogonale
Polynome” (zu (a,b) und w).

Satz 6.3.2 vy hat in (a,b) genau k einfache Nullstellen.

Beweis:  zy,...,x,, seien die Zeichenwechsel von vy, in (a,b). Wir zeigen,
dal m = k gilt.
Sei ¢ = [I(x — x;) € Pp,. Wire m < k, so wire

i=1

b
(q,vr) = /qukdx =0.

Die Funktion qu; hat konstantes Vorzeichen. Also folgt
qg-ve=0 in (a,b)

und dies ist ein Widerspruch. Also ist m > k. Es kann nicht m > k sein, weil
v, den Grad k hat. Also ist m = k.

Bemerkung: Die Nullstellen von v trennen die Nullstellen von vy, 1.

Satz 6.3.3 Es gibt Konstanten oy, Bk, Vi, so daff vgr1 = (axx — Br)vg —
ViVk—1-

Beweis:  Wir machen den Ansatz: Up.1 = (v — [x)vx — YVk_1. Die Kon-
stanten [y, ¢ werden so bestimmt, daf§ v, orthogonal zu vy, ..., v wird.
Fir ¢ < k — 2 gilt:

(Vkt1, ve) = (@vk, ve) — Br(Ve, Vo) — Vi (Vi—1, ve) -

Dies verschwindet, da zv, € Pj_;.

Fiir ¢ = k — 1 und ¢ = k erhélt man die Gleichungen

(xvg, 1) =% =0 ,  (zvg,vE) — B =0.

Es gibt also Ok, Yk, so daB vp 1 L< vg,...,vx >. vpy1 entsteht aus vy durch
Normieren.
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Fiir die Werte der Koeffizienten oy, Ok, 7% gibt es Tabellen.

Beispiele: 1) [a,b] = [—1,+1]. Fiir w = 1 erhélt man vy = ¢, P, mit den
Legendre-Polynomen Pj:

P =1 Py = %(5333—337)
P, T Py = (352 —302? + 3)
P, = $(3z*—1)

2) a0 = [1,+1], w(z) = (1 — )7/,

Ti(z) = cos(kt) , cost=x.
Aus dem Additionstheorem folgt
Ti1(2) + Tia () = 22T4(2) , k=1,2,....

Bei einer anderen Wahl von [a, b] und w erhélt man andere Orthogonalsyste-
me:

a, 0] w Bezeichnung

[—1,+1] 1 Py Legendre-Pol.

[—1,+1] (1—a%)~1/2 T Tschebyscheff-Pol. 1. Art
[—1,+1] (1 — 22)1/2 Ui Tschebyscheff-Pol. 2. Art
[—1,+1] (1—2)*(1+2)®  P“" Jacobi-Polynome
(—00, +00) e/ H,, Hermite’sche Pol.

(0, 00) e L, Laguerre’sche Pol.

Zur Konstruktion einer in P,,_; exakten Formel (,, benutzen wir die or-
thonormalen Polynome v,. Wir wissen: v, hat in (a,b) genau n einfache
Nullstellen.

Satz 6.3.4 Es gibt Formeln G, welche auf Pa,_1, exakt sind. Die x; sind
die Nullstellen von v, und es gilt

Aj:a/bw(x)_ﬂl (;‘_Z)de

Beweis: Sei G,, die Newton-Cotes Formel zu den Nullstellen zq,...,x,
von v, also

an:; /w U ; xzda:f(xj).

j i=1 J
a i#j
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G, ist offenbar exakt in P, 1, da ja gerade das Interpolationspolynom vom
Grad n — 1 integriert wird. Ist f € Ps,_1, so schreiben wir

f=qu,+r mit ¢, r € P, (Division mit Rest) .
Dann ist

b b b
/wfdw = /qundm—l—/wrdx.

Das erste Integral verschwindet wegen der Orthogonalitdtseigenschaften der
vp. Das zweite ist G,,r, weil G,, ja auf P,,_; exakt ist. Also folgt

b
/wfda: = Gor = Go(r + quy) = G f

weil v,, an den Stiitzstellen von G,, verschwindet.

Also ist GG, exakt in Ps,_; und wir miissen nur noch die Formel fiir die
Gewichte bestétigen. Mit

ist wj2~ € Po,_a, also

b
/ww?dx = Gu(w?) = Agwi(a) = A .

Beispiel:  [a,0] = [-1,+1], w=1.
Die z; sind die Nullstellen der Legendre-Polynome p,,.

n T o T3 Ay Ay As
1 0 2

2| —/i +Vi3 11

3] —v35 0 V35| 3 8 3

1
I— / e dz — 2.350402
2

Die Simpson-Regel liefert:
I, = 2.362054
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Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertungen

Gs = 2.350337

6.4 Numerische Differentiation

Sei f € CP*(R'). Wir interessieren uns fiir eine Naherung fiir f*)(0), k < p,
die mit Hilfe der Werte f(z;) an den Stiitzstellen x; = jh berechnet wird.
Der Satz von Taylor liefert

, YN CON 1
Fih) =32 fO0)=—+ O .
=0 :
Wir bilden die Linearkombination

qu o, f(ih) = ij f<‘f>(0)€1'hf i i‘a; + O(RPHY)

i=—q =0 Toi=—q

und wéhlen die «o; so, daf3 fiir £ =0,...,p

ij#ai:{

i=—q

1, =k,
0 , sonst

Wir erhalten .

1

—RhFFP0) = 3 a;f(ih) + O(h*T1) .

k! =
Fiir 2g+1 = p+1 fiithrt das Gleichungssystem fiir die «; auf eine Vandermonde-
Matrix, ist also eindeutig 16sbar. Fiir 2g+1 > p+ 1 setzt man einige a; = 0,
bis man wieder eine Vandermonde-Matrix erhilt.

Wir haben also mit

DY =TS auf(ih) = F9(0) + O(h

1=—q

eine Differentiationsformel der Ordnung hP+1=*,

Beispiele: £k =1:

p:17qzlaaflzoaa():_laal:_'_l?

h) = f(0
D,(ll)f:f()hf(), F0) =D f+0(h) fiir feC?.
=2,q=1 - —0, =t
p=24,q4= ,O{_l——§,0é0— aa1_27
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D,Sl)f:W, 0y =DM+ 0O fir feC?.
k=2

=3, q=1 R

b= , 4§ = 7a—1_§a050__ ,051—5,
Déz)fzf(h)_Qngf(_h),f”(o):D,?>f+O(h2) falls feC*.

6.5 Der Fehler bei Integration
und Differentiation

b _
Sei If = [ f(x)dz zu berechnen. Steht anstelle von f nur eine Néherung f

mit relativem Fehler ¢ (also |(f — H(@)] < e|f(x)]) zur Verfiigung, so kann
nur die Ndherung [ f fiir I f berechnet werden. Es gilt

b
1f =111 < [1(f = H@lde < e1)f] (5.1)

Falls I|f|, |1 f| die gleiche GroBenordnung haben (z.B. falls f > 0), so haben
|If—1f]|, ¢|If| die gleiche GroBenordnung, also I f einen relativen Fehler der
GroBenordnung e.

Ist aber I|f| viel gréfler als |1 f| (z.B. wenn f eine stark oszillierende Funktion
ist), dann ist der relative Fehler von I f viel grofier als e.

Wir untersuchen die Fehlerfortpflanzung bei der Berechnung von f durch
eine Integrationsformel der Ordnung p:

Lf =Y Af(ey) . Inf— If] < ch?
j=1
Es gilt
\Lf—If| < |L(f—fl+|Tn— I)f]

< oS A1 ()] + ke

J=1

Sind nun alle Gewichte A; positiv, so ist

SISl = 3 Al = sl ~ 15

7j=1
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und damit ndherungsweise
\Inf — If| < el|f|+ch?. (5.2)

Vergleich mit (5.1) zeigt, daB hier e/|f| der durch die Problemstellung verur-
sachte, ch? der Algorithmusfehler ist. (Dabei haben wir den bei der Bildung
der j-Summe entstehenden Rundungsfehler nicht beriicksichtigt; er ist prak-
tisch ohne jede Bedeutung). Ist also die Schrittweite h hinreichend klein,
etwa

ch? < el|f], (5.3)

so ist der Algorithmusfehler akzeptabel. Dies ist nicht der Fall bei negativen
Gewichten, denn dann kann

eX_1Ajllf ()] > el|f|
j=1

sein.

Nun zur Differentiation! Im Prinzip kénnen f®)(0) (falls dies iiberhaupt Sinn
hat) und f®*)(0) beliebig verschieden sein. Wenden wir trotzdem eine Diffe-
rentiationsformel der Ordnung p 4+ 1 — £

K& ‘ )
DI f =55 3 auf(ih) . DIf = jO(0)] < et

i=—q

an, so wird

DI F— &) < [DP - £l +IDPf— f(0)
< ehFa 4 chPtik (5.4)

q

a = kY JaullfGih)]

1=—q

Hier kann man nun h nicht gegen Null gehen lassen, weil dabei der Fehler
iiber alle Grenzen wichst. Es gibt hier ein optimales h = hg, bei welchem der
Fehler minimal wird. Gréfenordnungsméflig kann man hg aus der Bedingung
(“balancing terms”)

eh™%a = chPt1=F

bestimmen zu hy = O(¢'/1+P)). Fiir h = hy ist dann
DI f = f9(0) = O /).

Ein Fehler € in f fithrt also - bei einer Formel der Ordnung p und optimaler
Wahl von h - zu einem Fehler ¢*, a =1 — z% < 1in f®. Dies bedeutet:

1) Numerische Differentiation fiihrt zu einem Genauigkeitsverlust.
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2) Dieser Verlust ist klein (d.h. a ~ 1) falls, p+ 1 > k. Insbesondere
héngt er von der Ordnung der verwendeten Differentiationsformel ab.

Beispiel:  Berechnung von f/(0) (k=1)

Formel P ho e
5 (f(h) = f(0)) 1 et/? et/?
s (f(h) = f(=h)) | 2 gl/? e/
4 81/5 84/5
6 £/ £7/8

6.6 Harmonische Analyse

Sei f 2m-periodisch. Solche Funktionen kann man in eine Fourier-Reihe ent-
wickeln:

Satz 6.6.1 Sei f stetig. Dann gilt

flz) = % + Y (ak coskz + by sinkz) |
k=0
1 2T
a = — /f(x) cos kxdx
0
1 2
by = - /f(x) sin kzdz

Beweis: Siehe etwa Heuser :Lehrbuch der Analysis I1.

Bemerkungen:

1) Gilt sogar f € C™, so ist ag, by = O(k™™).

2) st f stetig mit Ausnahme von zy und existieren dort die linken und
rechten Grenzwerte f(xo+0), so konvergiert die Reihe in xy gegen % (f(xo+

0) 4 f(xo — 0)).
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3) Die Berechnung der ag, by aus f heifit Fourier-Analyse, die Berechnung
von f aus ag, by heifit Fourier-Synthese. ay, b heiflen Fourier-Koeffizienten
von f, die Reihe Fourier-Reihe von f.

_— I, 0<oe<m . e
Beispiel:  f(z) = { 1 m<z<2r Offenbar ist a;, = 0 fiir alle k£ und
br = 0 fiir k gerade, b, = 4/7k fiir k ungerade. Also lautet die Fourier-Reihe
4 7 . 1 . 1 .
flx)=— <smx+ —sin3z + —sinbx + - - - ) :
T 3 )
Zur numerischen Fourier-Analyse nehmen wir an, da f an den Stiitzstellen
x; =2mj/n, 7 =0,...,n—1 gegeben ist. Dann hat man die Approximationen
9 n—1 ) n—1

ap ~ Ay = — Zf(xj)cosk:xj , b~ b, = —Zf(xj)sinlmj )
, n = ’ n =

Im Abschnitt {iber numerische Integration haben wir gesehen, dafl diese
Néherungen (fiir 27-periodisches f) kaum noch verbesserbar sind. Trotzdem
verhalten sich die genéherten Fourier-Koeffizienten ay,,,, bx,, ganz anders als
die exakten: ajp, bi,, haben in k die Periode n, wéhrend ay, by, fiir K — oo
gegen 0 streben. Man kann daher nur fiir £ < n erwarten, da8 ay,,, by, gute
Néherungen fiir a, by darstellen.

Wir gehen zur komplexen Schreibweise und das Intervall [—m, 7| iiber und
schreiben dann fiir Satz 1

+o0 }
f(l') — Z Cr ezkx’

k=—o0
1

L = — /f(:v) e~k dy
2m A

Die Approximation ¢, , fir ¢ ist mit z; =7j/n, j=-n,...,n—1

3
3
|
—

fj e—wikj/n

SRS

1 1

—ikx;
Cnk = — fje " =
n n

—-n

mit f; = f(z;). Dies ist genau eine Fourier-Transformation der Lénge 2n.
Die Fourier-Analyse kann also néherungsweise durch die schnelle Fourier-
Transformation durchgefiithrt werden. Zur Fourier-Synthese verwenden wir
aus den oben angedeuteten Griinden nur ¢,y fiir k = —n,...,n — 1, d.h.

n—1
flxg) ~ > cppe™

k=—n
n—1
wikj/n
= Z Cnk € il ’
k=—n
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weil ¢, 1 in k& die Periode n hat. Dies ist genau eine inverse diskrete Fourier-
Transformation der Lange 2n. Auch die Fourier-Synthese kann daher mit der
schnellen Fourier-Transformation durchgefiihrt werden.

Um das asymptotische Verhalten der ¢, ;, an das der ¢; anzupassen, multipli-
ziert man die ¢,  noch mit “Abminderungsfaktoren” oder “Filterfaktoren”
d,, , mit der Eigenschaft

dn,k’\’l , |k’|<<7’L,
dmkNO s |k|~n

(Sinknr/n)p
Ao = | —/——
’ km/n

mit einem geeigneten p, etwa p = 1,2 oder 3.

Eine hiufige Wahl ist
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Kapitel 7

Gewohnliche
Differentialgleichungen

7.1 Anfangswertaufgaben gewdhnlicher
Differentialgleichungen

Es soll eine ganz kurze Einfiihrung in die Theorie der Anfangswertaufgabe
gewoOhnlicher Differentialgleichungen gegeben werden. Fiir eine griindliche
Behandlung kann man etwa das Buch W. Walter, Gewthnliche Differential-
gleichungen, Springer 1972 (Heidelberger Taschenbuch) konsultieren.

Sei D C R? ein Gebiet und f € C(D). Die Gleichung

/

Yy :f(xay)

heifit gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine Losung dieser Dif-
ferentialgleichung ist eine Funktion y € C!, so daf3

Y (@) = fla,y(z))

gilt. Die Anfangswertaufgabe besteht darin, eine solche Losung zu finden,
welche auch noch durch den Punkt (xg,yo) geht, d.h.

y(wo) = o -
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Beispiele:

1) Bevolkerungswachstum.

Sei p(t) die Groe der Bevolkerung zur Zeit ¢, g(t,p) ihre Geburtsrate,
s(t,p) ihre Sterberate. pg sei die Grofle der Bevolkerung zur Zeit t.

Die Funktion p 16st offenbar die Anfangswertaufgabe
p_ _
E—g@m%—dtm , p(to) = po -

2) Lineare Differentialgleichung.

y =pl)y+qx) , pqgeCab).

Die Losung a8t sich explizit angeben. Man betrachtet zunéchst die
homogene Differentialgleichung (¢ = 0)

y' =px)y .

Unter der Annahme y(z) # 0 erhélt man der Reihe nach

/ d x
Z =p(z) , %ﬁn y=p(z) , lny= | p(t)dt+ Iny
zo
fmp(t)dt
Y = Yoc*

Die Losung héangt also von einem freien Parameter yy ab, welcher offen-
bar gerade y(xg) ist und durch die Anfangsbedingung festgelegt wird.

Fiir die inhomogene Gleichung (¢ # 0) macht man nun den Ansatz
y = c(@)yn
mit einer Losung yy der homogenen Gleichung. Es folgt
y = c(@)yy +d(@)yn = c@)p()yn + ¢ (@)yn = p()y + ¢ (@)yu -

y ist also Losung von y' = p(z)y + q(x), wenn ¢ (z)yg = q(x) gilt. Mit

fzp(az)dt
Yy = €%
ergibt sich
- fp(w)dt z - fp(s)ds
d@)=ql@e © da) =+ [at)e o dt



mit einer Konstanten 1y, und weiter

Der erste Term ist eine Losung der homogenen Gleichung mit Anfangs-
wert yg, der zweite die Losung der inhomogenen Gleichung mit An-
fangswert 0.

3) v =1+ 42 y(0) = 0 hat die Lésung y = tanz. Als stetig differenzier-
bare Funktion existiert diese nur fiir |z| < 7 (obwohl f(z,y) = 1+ y?
in C*>°(R?) ist).

4) y' = y'3, y(0) = 0 hat fiir jedes ¢ > 0 die Losung
3/2
y(x) = (%(:p—c)) » T2C
0 sonst .

Die Losung einer Anfangswertaufgabe braucht also nicht eindeutig zu
sein.

Zur Formulierung eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes benotigen wir fol-
gende

Definition 7.1.1 f € C(D) erfillt in D eine Lipschitz-Bedingung, wenn es
eine Konstante L gibt mat

|f(x,y) —f(l’,2)| < L‘y—2| ’

wenn nur (z,y), (z,2) € D. f erfillt in D eine lokale Lipschitz-Bedingung,
wenn es zu jedem Punkt in D eine Umgebung gibt, in der f eine Lipschitz-
Bedingung erfiillt.

Satz 7.1.1 Ist f € CY(D), so erfillt fiir D eine lokale Lipschitz-Bedingung.

Beweis: Mittelwertsatz der Differentialgleichung.

Satz 7.1.2 f erfiille in D eine lokale Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu
jedem (zo,v0) € D eine Umgebung (zo — €,x¢ + €) von xo und eine dort
definierte Losung y der Anfangswertaufgabe y(xo) = yo.
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Satz 7.1.3 f erfille in D eine lokale Lipschitz-Bedingung und (xq,yo) € D.
Dann gibt es eine Lisung y der Anfangswertaufgabe

y/ - f<I7y) ) y(Io) =Y

mit folgender Eigenschaft: Jede weitere Losung der Anfangswertaufgabe ist
eine Restriktion von y.

Dabei heifit eine Funktion ¥ : I — R eine Restriktion von y : [ — R, wenn
I C I und y, 7 auf [ {ibereinstimmen.

Die im Satz genannte Eigenschaft von y bedeutet einmal, daf§ die Losungs-
kurve dem Rand von D beliebig nahe kommt, zum anderen, dafl die Losung
eindeutig ist.
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7.2 Einschrittverfahren fiir

Anfangswertaufgaben

Die Anfangswertaufgabe

y/ = f<x>y) ) y(il?()) = Yo (21)

besitze in einer abgeschlossenen beschrinkten Umgebung U von x eine ein-
deutig bestimmte Losung y. Wir wollen y auf dem Gitter I, : x, = x¢ + kh,

k = 0,1,... berechnen. Dazu ersetzen wir (2.1) durch die Differenzenglei-
chung

1

E(ykﬁ-l_yk) = fu(@rye) , k=0,1,... (2.2)

mit dem Startwert yo aus (2.1). Die “Schrittfunktion” f, wird so gewéihlt,
dafl yx eine Approximation fiir y(xy) ist. Wegen

Th+1

yarn) —y(o) = [ flay(@)de

Tk

muf} dazu
Th+1

W) ~ [ F@y@)ds (23)

Tk

sein. Die einfachste Weise, (2.3) zu erfiillen, ist

Su(zr, un) = f(2n ye) -

Das so entstehende Einschrittverfahren

Yk+1 = Yk + hf(xk, yi)

heifit Verfahren von Euler oder auch Polygonzugverfahren.

Beispiel: ' =1+ %2, y(0) = 0. Euler-Verfahren mit h = 0.1:

k Tk Yk Z/(Jik)
0 0.0 0.0000 0.0000
1 0.1 0.1000 0.1003
2 0.2 0.2010 0.2027
3 0.3 0.3050 0.3093
4 0.4 0.4143 0.4228
5 0.5 0.5315 0.5463

Den “lokalen Diskretisierungsfehler” oder “Abschneidefehler” eines Einschritt-
verfahrens bekommt man, wenn man die exakte Losung von (2.1) in (2.2)
einsetzt:

To(aiis) = 3 0001) = y(aw)) = ol (@) . o €U
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Definition 7.2.1 Das Einschrittverfahren (2.2) heifst konsistent, falls

w gy el =0,

Es heif$t konsistent von der Ordnung p, falls fir h — 0

max |Th(zx)| = O(R”) .

Beispiele:
1) Euler-Verfahren.
Fir v/ = f(z,y) ist
1
Tilwess) = 5 (Wzen) = ylzw) = flon, y(a)

= @)+ oy ) — Flowy(m) B G en)

= Sy'(T) .

Also: Ist y € C?*(U), so ist das Euler-Verfahren konsistent von der
Ordnung 1.

2) Verbessertes Euler-Verfahren.
Nach der Trapezregel ist

Tr+1

/ f(z,y(z))dr = Z{f(xk,y(ack)) + f(@re1,y(xr41))} + O(R%) (2.4)

T
fir f € C? (also y € C3). Weiter ist fiir v/ = f(z,y)

Y(e1) = y(xr) + hy'(z) + O(h?)
= y(xp) + hf(ze, y(zr)) + O(R?) .

Setzt man dies in (2.4) ein, so entsteht

Tr+1

b [ Sy = 5 U y(en) + fennyo) + A e ya) O

T

Mit der Schrittfunktion

) = ST 0) + Flz + by + ()
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hat man also

1

Th(zp1) = E(y(karl) —y(zx)) — fulzr, y(zr))
= 3 [ v@de—5 [ Jwyt@)de+ o0
— O(h?).

Also hat man Konsistenz von der Ordnung 2.

Beispiel: ¢ =1+ % 4/(0) =0, h = 0.1. Verbessertes Euler-Verfahren:

Ty

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

Ui WO N~ O

Yk

0.0000
0.1005
0.2030
0.3098
0.4234
0.5470

y(wx)

0.0000
0.1003
0.2027
0.3093
0.4228
0.5463

Die Verbesserung gegeniiber dem (einfachen) Euler-Verfahren ist offenkun-

dig.

Wir wollen nun systematisch Verfahren hoher Konsistenzordnung herleiten.
Eine vielbenutzte Klasse solcher Verfahren sind die Runge - Kutta - Verfah-
ren. Das Verfahren m-ter Stufe lautet

Yk+1 = ye+h(nfi+ . 4 Ymfm) (@, Uk)

fl(xay) = f(x,y)

folz,y) = fle+aah,y+hBefi(z,y))

fm(xyy) = f(ZE + amhay + h[ﬁm,lfl + ...+ ﬁm,m—lfm—l](xay)) .

Man stellt alle Koeffizienten in dem Schema

0
Qi 52,1
QO ﬁm,l s Bm,mfl
")/1 . . . fym
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k—1
zusammen. Man nimmt {ibrigens immer aj = Y. Byeund 1 =y + -+ 4+ 7y,
=1

an.
Beispiele:
0
m—=1 — Yrr1 = U + hf (Tn, yi)
1 Euler, p=1
0 h
T +f (e + hyyr + hf(7r, yr)))
2 2
Verbessertes Euler, p=2
Yrt1 = yk+%(f1+4f2+f3)
0 _
1 1 fi = floe )
m=3 i _i 5 fo = flan+Lu+54h)
T 1 T fs = flax+h,ye —hfi+2hf)
6 6 6
p=3
0 Uit = Ukt 2(fr+2f2+2fs+ fi)
% % i = f(zx, ur)
m =4 % 0 % fa = f($k+%,yk+%f1)
1 |o 0 0 1 fs = fame+buytif)
: 3 z U fo = [t hye+hfs)

(Standard) Runge-Kutta, p=14.
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7.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Vom lokalen Diskretisierungsfehler zu unterscheiden ist der globale Diskreti-
sierungsfehler

Dh(ﬂﬂk) =Y — y(mk) .

Definition 7.3.1 Das Einschrittverfahren heifst konvergent, falls

b, mage | Dn(i)| =0

Es heif$t konvergent von der Ordnung p, falls

ng;](|Dh(zr:k)| = O(h?) .

Tk

Lemma 7.3.1 1) Seien q, dy, aj nichtnegative Zahlen mit

A1 < qdi + ag , k=0,1,...
Dann gilt
k—1 .
dy < q"do+ Y "7 ay
j=0

2) Firq# 1 ist

k-1 qk_l
> ¢ =
§=0 g—1

3) Firz e Rist 1 +x <e”.

Satz 7.3.1 f, erfille in einer Umgebung D der Kurve (x,y(z)).cu eine
Lipschitz-Bedingung, d.h. es gebe eine von h, x unabhdingige Zahl L > 0
mit

|fh($a 21) - fh($,22)| S ‘L|Z1 - 22| )
falls (x,z1), (z,29) € D.
Dann gilt: Solange (xg,yi) € D ist, besteht die Abschitzung

1 T —T k
y(xk) — yel < T (€L| kol — 1) jjf<|Th<$j)| :
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Beweis: Aufgrund der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers haben
wir

Y(zre1) — y(on) = hfulzn, y(xr)) + KT (2p4) -
Das Verfahren lautet
Yer1 — Yo = hfn(Tn, i) -
Subtraktion der beiden Beziehungen ergibt mit dy = y(zx) — v

dir1 — di, = h(fu(@r, y(@i)) = fal@e, ye)) + AT (Tks) -
Solange (g, yx) € D ist, folgt aus der Lipschitz-Bedingung
|1 — di| < hL|dy| 4+ h|Th (21|

oder
|diy1| < (14 hL)|dk| + BT (7rs1)] -

Das Lemma ergibt nun unmittelbar

k—1
|dil < R (14 AL T (200)]
=0
k—1 ) &
< h (L4 ALY max T ()] -
§=0 =

Die weiteren Aussagen des Lemmas fiithren zu der behaupteten Abschétzung.

O

Satz 7.3.2 Das Finschrittverfahren sei konsistent (von der Ordnung p) und
fn erfiille die Voraussetzung von Satz 9.53.1. Dann ist das Verfahren konver-
gent (von der Ordnung p).

Beweis: D enthélt einen Streifen {(x,y) : |y — y(z)] < d, = € U} der
Breite 2d > 0. Man wahle h so klein, daf§ fiir alle 2, € U

Ilj (eL(xk—aco) o 1)

ax [Th(e;)| < d.
j:

Dann gilt die Abschétzung von Satz 7.3.1 fiir alle x;, € U, und die Konvergenz
(von der Ordnung p) folgt.
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7.4 Mehrschrittverfahren

Ein (lineares) m-Schrittverfahren hat die Form (v, # 0)

Zauyk—‘rl/ = h26uf(xk+u7yk+V) ) k= 0717"'
v=0 v=0

Ye = Yp k=0,....m—1.
Es benotigt also m Startwerte g, . . ., 7,,_;. Diese kénnen etwa durch ein Ein-
schrittverfahren gewonnen werden. Gegeniiber den Einschrittverfahren besit-
zen Mehrschrittverfahren den Vorteil, dafl sie pro Schritt nur eine Funktions-
wertung (ndmlich f,(Tgiy, Ypry), v der grofite Index mit 3, # 0) benotigen.
Ein Beispiel eines 2-Schrittverfahrens ist die Mittelpunktsregel

Ykt2 — Yk = 20 (Thg1, Y1) -

Ein Mehrschrittverfahren heifit explizit, wenn (,, = 0. Dann 148t sich yg.,
unmittelbar durch ygi,m_1, ...,y ausdriicken. Ist (3, # 0, so tritt yx,,, auch
auf der rechten Seite auf und man muf yy,, durch Losen einer nichtlinearen
Gleichung berechnen. Dies kann iterativ in der Form

m—1
i + D s = B Ttk Yitm)

v=0

m—1

+ h Z 6uf<xk+u7yk+u>

v=0

geschehen. Wegen
Wil Om

fy (xk?-‘rma yl(ct—l)—m)

gewinnt man bei jedem Iterationsschritt einen Faktor O(h) an Genauigkeit.

Die Iteration konvergiert fiir kleine  also sehr schnell. Den Startwert yﬁ,?lk

kann man etwa durch ein explizites Verfahren berechnen. Man kombiniert
also ein explizites mit einem impliziten Verfahren. In diesem Zusammenhang
heifit das explizite Verfahren Préadiktor, das implizite Verfahren Korrektor,
und man spricht von Prédiktor - Korrektor - Verfahren.

Im Folgenden werden wir die riickwértsgenommenen Differenzen

Vyr = Yk — Y-t
V2ur = Vyr— VU1 =Yr — 2Yp—1 — Yr_2

Viy, = VVily,

benutzen. Wie iiblich ist V%, = y.
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Lemma 7.4.1 Es gilt fiir g >0

S Y ) A AL S

v=0 v=0

Beweis: Dies kann man natiirlich durch Induktion nach ¢ beweisen. Es
geht aber auch einfacher. Wir definieren auf dem linearen Raum der Folgen
Y = (Yk)k=—oo,+00 den linearen Operator
(Ty)r = yr—1 -
Die binomische Formel ergibt
=~ (q
. q _ _1\vgw
(I-1T) l;g(y)(l)T.

Wegen I — T =V, (T"y)r = yx_, ist dies die erste Formel. Die zweite
bekommen wir ganz entsprechend aus

Tq:(I—V)qzzq:<q>(—V)”.

v=0

Lemma 7.4.2 Das Polynom p vom Grade < q milt p(Tx—s) = Yr—s
(=0,...,q st

sy =30 () s=

v=0

Hier sind die Binomialkoeffizienten fiir reelle s durch

( i) :;3(3—1)...(3—@—1)).
erklirt.

Beweis: Dies ist nichts anderes als die Newtonsche Form des Interpolati-
onspolynoms fiir die Stiitzstellen zy_, ..., x;. Wir fithren den Beweis aber
direkt. p ist ein Polynom vom Grade < ¢, denn es ist

(_5>=V1!(—S—u+1)...(_5)epy.

Weiter gilt fiir 0 < p <gq

pa) = Y1 ( ” ) vy

nach Lemma 7.4.1.
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O

Zur Aufstellung konkreter Mehrschrittverfahren gibt es grundsétzlich zwei
Moglichkeiten:
(a) Integration.

Aus der Differentialgleichung folgt durch Integration

Tk+4+m

Y(Trtm) — Y(Tpie) = / f(z,y(x))dx .

Tk+e

Man ersetzt nun f(z,y(x)) durch das Interpolationspolynom p vom Grade

m an den Stellen zy, . .., T, (implizites Verfahren) oder vom Grade m — 1
an den Stellen xy, ..., k1,1 (explizite Verfahren) und setzt
Tk4+m
Yktm — Ykt = / p(x)dz .
Th4t

Als Stiitzwerte werden bei der Interpolation die Zahlen f; = f(x;,y;) ge-
nommen. Es ist dann p(z) eine lineare Funktion der Zahlen f;.

Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich durch ihr Integrationsinter-
vall (gy¢, Tpm) und durch die Stiitzstellen von p. Wir betrachten folgende
Moglichkeiten:

Intervall
(mk-l—m—h xk—f—m) (l'k—i-m—% xk—&-m)
Stiitzstellen
Thy o ooy Thtm—1 Adams-Bashforth Nystrom explizit
Thyo ooy Ty Adams-Moulton Milne-Simpson implizit

Adams-Bashforth:

Thtm m—1
Yk+m — Yk+m—-1 = / p(l’)dl’ 9 p(l’) - Z (_1>V ( O ) vyfk—i-m—l

v
Tl+m—1

- h(’YOfk—l-m—l + ’ylvlfk—i-m—l + ...+ ’Ym—lvm_lfk—i-m—l) .

1 Tk+m T T
_ R —S _ — Lk+m—1
T = n / ( 1) ( v ) dx y S i )

Th+m—1
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Adams-Moulton:

Thtm m
v —S v
Yk4+m — Yk+m—1 = / p(z)dz , p(r)= Z<_1> < U ) VY fem
Thim_1 v=0
= h(YoSitm + NV frtm + oo F ¥V fitm)
1 e r—x
— I (_1W -s _ T Tktm
v, = h( 1) / ( V)dx,s h ,
Th+m—1

Nystrom:

Yerm — Yerm—z = hYoferm1 + N1V fermo1+ oo+ Y1 V™" formo1)
41
v —S
W o= (1) /( V)ds.

Milne-Simpson:

Yk+m — Yk+m—2 — h(’Yofk+m + ’71V1fk+m + ...+ ’vamfk+m) )
0
y —S
v = (=1) /2< V)ds .

Die 7, sind in Tabellen erfafit (siche z.B. Henrici, S. 191):

v 0 1 2 3 4
Adams-Bashforth 1 % % % %
Adams-Moulton 1 — % — 1—12 — i %

5 1 1 29

Nystrom 2 0 3 1 2

) ) i .
Milne-Simpson 2 -2 3 0 —

Als Beispiel fiir den Gebrauch dieser Tabelle betrachten wir das 2-Schritt -
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Nystrom - Verfahren. Mit vy = 2, 73 = 0 aus der entsprechenden Zeile der
Tabelle ergibt sich mit m = 2

Y2 — Yk = 2h frq1

also gerade die Mittelpunktsregel.

(b) Differentiation. In der Differentialgleichung ersetzt man die Ableitung

in einem Punkt xp., durch die Ableitung des Interpolationspolynoms vom

Grade m mit Stiitzstellen xy, ..., Ty, und Stitzwerten yi, . .., Yprm:
P (@ree) = f(@rro, Yrro)
S v —S v L — Thtm
po) = S0 () P = T
v=0

Dies ergibt ein Verfahren der Form

Z’)/V,mffvyylwrm = hkar@?

v=0

d o[ —s
Tvm—t = h%(_l) < V)‘¢=¢k+e

= (—1)V;S ( _j ) |ls—t—m

Offenbar ist 79 ,,,—¢ = 0. Einige v, finden sich in folgender Tabelle:

12

1 2 3 4

.
1 1 1
0 1 2 3 i
1 1 1
1 1 —2 ~% 12
3 1 1
2 1 —5 3 D)

Das 2-Schritt-Verfahren mit ¢ = 1 lautet zum Beispiel

1
V'ito — §V2yk+z = hfin oder
Ykt — Yk = 2hfry1,

also wieder die Mittelpunktsregel.
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7.5 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Den lokalen Diskretisierungsfehler eines Mehrschrittverfahrens erkldrt man
wie beim FEinschrittverfahren durch

1 & u
Th(xk—km) = E Z Oéyy(xk—f—y) - Z ﬁuf(xk-i-Vv y(xk;-‘ru))
v=0 v=0
1 & -
= E Zoazxy<xk+u) - Zoﬁvy/<xk+1/)

fiir die exakte Losung y. Die Definition der Konsistenz erfolgt dann wortlich
wie beim Einschrittverfahren.

Beispiele:

1) Um die Konsistenzordnung des Adams-Bashforth-Verfahrens zu be-
stimmen, erinnern wir uns an die Herleitung des Verfahrens. Danach

1st
1 1 Tk+m
Tu(wiim) = 3 0@kim) = y(orim)) =5 [ ple)de.
Th+m—1

wo p das Interpolationspolynom vom Grade m—1 der Funktion f(z,y(x))
an den Stiitzstellen zy, ..., 1,1 ist. Nach [.5.2 ist fir f € C™

so dafl wir
Twem) = [ y(@) — pla))dz = O(™)

erhalten. Die Konsistenzordnung ist also (mindestens) m. Ebenso sieht
man, daf} die Konsistenzordnung des Nystrom-Verfahrens m ist, wahrend
die Konsistenzordnung der beiden impliziten Verfahren Adams-Moulton
und Milne-Simpson m + 1 ist.

2)  Yrrz— (L4 a)yps1 +aye = 2(B—a) far1 — (L4 a) fi) -
Es ist fiir y € C*

y(rew) = ylow) + vhy'(z) + °R%"(x) + §°R%y"(xr) + O(RY).
Y(trw) = y(we) + vhy'(zy) + 0°h%" (x) + O(h?)
und damit

Twm) = (2-(0+0) =22+ 220y
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+ (- 504a) - 36-0) @)

2 2 2
LR (2 - é(1 +a)— i(g — @) " () + O)
= 12 (2 15) v () + O0)

Wir haben also Konsistenzordnung p = 3 fiir a = —5 und p = 2 sonst.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Begriff. Numerische Experimente mit
dem im letzten Beispiel angegebenen Verfahren ergeben befriedigende Resul-
tate fiir @ = 0 (d.h. Adams-Bashforth mit m = 2), aber unbrauchbare fiir
a = —5. Die Konsistenzordnung kann also fiir die Konvergenz nicht, wie bei
den Einschrittverfahren, das einzig Mafligebende sein. Wir werden sehen, dafl
bei Mehrschrittverfahren neben der Konsistenz die Stabilitéit notwendig fiir
Konsistenz ist.

Sei fir A € C - .
pA) =D\, c(A)=>_ 6.\
v=0 v=0

Die Eigenschaften dieser beiden Polynome werden sich fiir das Verhalten des
Mehrschrittverfahrens als wichtig erweisen.

Definition 7.5.1 Ein Mehrschrittverfahren heifit stabil, wenn fir die Null-
stellen X von p folgende Bedingung erfillt ist:

o) <1

b) Ist |\ =1, soist A einfache Nullstelle.

Beispiele:
1) Adams-Bashforth.

Es ist p(A\) = A™71(X — 1). Nullstellen sind A =0 ((m — 1)-fach) und X = 1
(einfach). Also ist das Verfahren stabil.

2)  Nystrom.

Es ist p(A) = A™2(A\? — 1). Nullstellen sind A = 0 ((m — 2)-fach) und
A = 1 (jeweils einfach). Also ist das Verfahren stabil.

3) Das oben genannte Verfahren mit p(A\) = A2—(1+a)A\+a = (A—a)(A—1).
Das Verfahren ist stabil genau dann, wenn |a| < 1, aber a # 1 ist.

Wir benutzen dieses Verfahren fiir ¢’ = 1+ 32, y(0) = 0. Fiir die Schrittweite
h =0.01 und yo = 0, y; = tan(h) ergibt sich
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k v ygle=0)  yle=1)  yla=11) y(a)

0 0.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
20 0.2 0.20269 0.20251 0.20232 0.20271
40 0.4 0.42775 0.42185 0.41821 0.42279
60 0.6 0.68404 0.68139 0.64780 0.68414
80 0.8 1.02939 1.02239 0.76585 1.02964

100 1.0 1.55667 1.53706 —0.23823 1.55741
120 1.2 2.56893 2.49939 —6.70901 2.57215
140 1.4 5.75965 5.27453 —24.76387 5.79788

Fiir 4o, y1 haben wir die exakten Werte genommen.

Fiir die instabilen Verfahren mit @ = 1 und a = 1.1 treten offenbar Probleme
auf.

Definition 7.5.2 Ein Mehrschrittverfahren heifst konvergent, wenn fir alle
Startwerte g, mit limy_o |y(zg) — Y| =0, k=0,...,m—1

lim max [y(zx) — yx| = 0

gilt. Es heifit konvergent von der Ordnung p, wenn aus y(xy) — g, = O(hP) ,
k=0,....m—1
max |y(zy) — yx| = O(h”)

rreU
folgt.

Wir wollen zeigen, dal Konvergenz gleichbedeutend ist mit Konsistenz und
Stabilitat. Dazu benétigen wir einige einfache Tatsachen iiber Differenzen-
gleichungen.

Unter einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten ver-
steht man eine Gleichung der Form

m

Za,,szr,,:ck , k=0,1,...
v=0

Die Gleichung heifit homogen, falls ¢, = 0, andernfalls inhomogen. Fiir die
Losung der homogenen Gleichung macht man den Ansatz z, = A*. Dies ist
eine Losung, wenn

SNt =Np(A)=0 , k=0,1,... ,
v=0
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d.h. wenn p(\) = 0 ist. Ist A eine zweifache Nullstelle von p, so ist p/(A) =0
und damit auch

S ay(k+ )N = )\ {k SN+ aymy}
v=0 v=0

= M{kp(N) + X' (N} =0,

d.h. es ist auch z, = kM* Losung. Genau so sieht man, dafl im Falle einer
r-fachen Wurzel A die Folgen 2z, = \¥, 2z, = kXF, ..., 2, = K"~'\F Losungen
sind. Damit hat man aber auch schon alle Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichungen gefunden.

Satz 7.5.1 Seien Ai,..., A\, die Nullstellen von p mit den Vielfachheiten
r,...,r,. Dann sind

A RN ETIA ., j=1,...,n

7 )
m =ri+...+r, Losungen der homogenen Differenzengleichung. Jede weitere
Lésung zp ist eine Linearkombination dieser Lisungen, d.h. es gilt mitKon-

stanten a;y
ri—1

2L = Z Z ajrk’”)\j? .
j=1

r=0
Die aj sind eindeutig bestimmd.

Beweis:  Sei «,,, = 1. Die Differenzengleichung kann dann in der Form

0 1 0 0
0 0 1 0 0
2k
Iy = AZy, Zi=|: , A=
Zk4+m—1 . ..
0 0 1
L Gy —Oq —Opm—1 |

geschrieben werden.
Dann ist also Z, = A*Z,. Ist J = X 'AX die Jordan’sche Normalform, so
ist
Zn=XJ*X"17, .
In unserem Fall haben die Jordan-Késtchen Ji,...,J, zu den Eigenwerten

A1, ..., Ay die Dimensionen ry,...,r,. Die Potenzen von .J, haben wir schon
in 4.2 ausgerechnet; wir fanden

JE =AM (Ag+ kAL + .. KAL)

mit gewissen Matrizen A;, die noch von )\, abhéngen. Zj, ist also wirklich als
Linearkombination der genannten Ausdriicke darstellbar.

O
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Als wichtige Folgerung aus Satz 7.5.1 haben wir:

Satz 7.5.2 FEin Mehrschrittverfahren ist genau dann stabil, wenn alle Lésun-
gen der Differenzengleichung

Yz =0 kE=0,1,...
v=0

fiir k — oo beschrdnkt bleiben.

Satz 7.5.3 Sei A eine (m, m)-Matriz und p(A) ithr Spektralradius. Alle Ei-
genwerte von A mit Betrag p(A) seien algebraisch einfach. Dann gibt es eine

Vektornorm || ||, so dafs || Al = p(A).

Beweis: Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von A mit |\;| = p(A). Dann gibt
es eine Matrix X, so daf3

A1
XIAX = R A

O | B
wo die (m — r,m — r)-Matrix B nur noch die Eigenwerte mit Betrag < p(A)

hat. Nach Satz 2.5.1 gibt es eine Norm || |- in €™ mit || B||m—r < p(A).
Fiihren wir nun in C™ die Norm

T
H( T )szlnax{uxrwm,uxm/rumr}
T—r

ein, so leistet die Norm || X ~'z| das Gewiinschte.

Satz 7.5.4 f erfille in einer Umgebung D der Lisung (x,y(x))zcu eine
Lipschitz- Bedingunyg.

Das Mehrschrittverfahren sei stabil. Dann gibt es Konstanten Cy, Cs, hg > 0,
so dafs fiir h < hg
Tr—1 m—1 k
(o) = el < Cre® @) [k |y (o) — el + mbax T3 )| |

solange (x,yx) € D.
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Beweis: Nach Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers ist

Z Y (Try) = h Z Bo f(@ktws Y(@ktw)) + DT (Thgm)

v=0 v=0

und das Verfahren lautet

Z kv = h Z 6z/f(xk+l/7 yk—l—l/) .
v=0

v=0

Substraktion ergibt mit dy = y(zx) — Y

Z az/dk—i-u = h Z 6l/(f('rk+l/7 y<xk+u)) - f(xk—i-w yk—i—u) + hTh(Q:k—i-m)
v=0 v=0
= th

Mit Hilfe der Matrizen und Vektoren (a,, = 1)

0 1 0 0
0 1 0 0 dy,
A= , Dp=": , B=
0 0 1 Qjsm1
|~ —o —Qp—1 |

konnen wir dies auch in der Form
Dk+1 = ADk + thB

schreiben. A hat p(A) als charakteristisches Polynom. Nach Satz 7.3.1 gibt
es also eine Vektornorm || ||, so da8 ||A|| <1 und damit

I Dyl < 1Dkl + hlexl 1 B -
Solange (x,yx) € D gilt, haben wir
leel < LY |Bulldrsn] + |Ta(@rem)| < K Dxll + [ Drsall) + | Th(@sm)]
v=0

mit einer geeigneten Konstanten K. Fir h||B||K < 1 ist also

[ D1l < ql|Dell + haw

¢=1+h|B|K)/1=h|B|K), ax=|Th(zrm)|Bl/(1 = h|B|K) .
Nach Lemma 7.3.1 folgt

k—1
1Dl < Dol + 1Y ¢ a;

i=0
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Nun benutzen wir die Ungleichung
1 1
+x§1+4a: , 0<z<—.
11—z 2
Dann wird fiir h||B||K < 1/2 ¢ <1+ 4h||B||K und damit

k
¢ < (1 + 4|]B|\ka;x0> < (MBI o—0)

Fiir Dy, ergibt sich nun durch Aufsummieren der geometrischen Reihe

k
k ¢ —1 k-
HDsz < Q||D0H+hq_1 I?jg(aj

N 1 k-
< eAIBIK (2 —x0) <||D0|| + 2K 11]{133<|Th(95j+m)|) :

Da in R™ alle Normen #quivalent sind, folgt die behauptete Ungleichung.
O

Hieraus folgt wie in §3 sofort

Satz 7.5.5 f erfille die Voraussetzungen von Satz 4. Ist das Mehrschritt-
verfahren stabil und konsistent (von der Ordnung p), so ist das Verfahren
konvergent (von der Ordnung p).

Dafl Stabilitdt notwendig ist fiir Konvergenz, folgt leicht aus dem Verhalten
der Losungen von Differenzengleichungen:

Satz 7.5.6 Ist ein Mehrschrittverfahren konvergent fir y' =0, y(0) =0, so
st es stabil.

Beweis:  Sei A eine Wurzel von p der Vielfachheit . Wir geben die An-
fangswerte

Ty = k" '\h | k=0,...,m—1.
vor. Das Verfahren lautet
> =0, k=01,... , yw=7,, k=0,....m—1.
v=0

Nach Satz 7.5.1 ist
ye = k"IN k=0,1,... ,

Wir lassen nun h — 0 und & — oo so streben, dal x;, = hk =7 > 0. Dann
muf} wegen der vorausgesetzten Konvergenz vy, — 0 streben. Also folgt

: z r—1yk __
]}LIEO(k>k A= 0.

Dies ist nur moglich, wenn |A| < 1 und r =1 fiir |A| = 1.
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7.6 Konsistenz und Stabilitat von
Mehrschrittverfahren

Vom vorhergehenden Paragraphen ist es klar, dafl man nur mit stabilen Ver-
fahren arbeiten kann. Aus Effizienzgriinden méchte man Verfahren moglichst
hoher Konsistenzordnung verwenden. Ungliicklicherweise beschrinkt die For-
derung nach Stabilitdt die an und fiir sich moégliche Konsistenzordnung.

Satz 7.6.1 Seip(\) = % —o(N). Das Mehrschrittverfahren ist genau dann
konsistent, wenn (1) = 0. Es ist genau dann konsistent von der Ordnung p,

wenn ¢ bei A\ =1 eine Nullstelle der Ordnung p hat.

Beweis: Fiir y € CPT! ist

yarn) = ylo) + vhy'(w) oo+ CFYP@)  + O(R)

p!

V() = Yl(ae) + vhy"(z) +...+ (E/;,);gly(p)(xk) + O(n?).
Dies ergibt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
1 m m
Th($k+m) = E Z Oéuy(flkaru) - Z Buy/(karu)

v=0 v=0

1
= ECOy(:vk) + O (wg) + ... + WP LCy P (a) + O(MP)
CO = Tzn: a,
v=0

m m
Cl = Z voay, — Z ﬁl/ 3
v=0 v=0

v=0
Sel nun L, .
X&) = o) = L Yo Y e
v=0 v=0

Die Potenzreihe um z = 0 fiir €”* ergibt fiir z — 0

X(Z) _ if%al/ Xp% (V:R“ B f:oﬂypz_:o (V:')” n O(Zp)

1
= G+ G +.. 427710, + O(2P) .

Nun gilt:
¢ hat p-fache Nullstelle bei A =1
< x hat p-fache Nullstelle bei z =0
<~ 00201:...:Cp20
& Th(xpem) = O(RP) fiir alle y € CP*L .
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Dies erledigt den Fall der Konsistenzordnung p. Konsistenz schlechthin ist
gleichbedeutend mit Cy = Cy = 0, d.h. mit x(0) = 0 und damit ¢(1) = 0.

Nach dem Satz stellt Konsistenz der Ordnung p p + 1 Bedingungen an
die 2m + 1 (nach Normierung etwa auf «,, = 1) Koeffizienten eines m-
Schrittverfahrens. Man erwartet also, dal man die Konsistenzordnung 2m
erzielen kann. Dies ist auch der Fall, aber leider nutzlos, wie man an dem
folgenden Satz sieht.

Satz 7.6.2 Ist ein m-Schrittverfahren stabil, so ist seine Konsistenzordnung
hochstens m + 1 fiir m ungerade und m + 2 fir m gerade.

Beweis: Zunichst einige Vorbemerkungen.

(i) Die gebrochen lineare Transformation w = ;‘r} bildet den Einheitskreis
der z-Ebene auf die linke Halbebene der w-Ebene ab. Denn linear gebroche-
ne Abbildungen bilden Kreise auf Kreise ab. Da ein Kreis durch 3 Punkte
eindeutig bestimmt ist, geht der Einheitskreis mit den Punkten 1, ¢, —1 in
die imaginére Achse mit den Punkten 0, i, oo iiber. Das Innere des Einheits-

kreises mufl dabei in die linke Halbebene iibergehen, weil 0 in —1 {ibergeht.

(ii) Die Koeffizienten eines reellen Polynoms, dessen Wurzeln nur Realteile
< 0 haben, haben alle das gleiche Vorzeichen.

Denn ist r ein solches Polynom und sind z, die reellen und z, &+ iy, die
konjugierten komplexen Wurzeln, so ist

r(z) = a][(z = 2) [T((z — @) + w7)
“w v
und die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren.

(iii) Die Koeffizienten ¢y, in

i =g+ 2+t +
1yz — 0 2 4

sind negativ fiir v > 0 (siehe Henrici, S. 223).

Nun zum Beweis des Satzes! Seien p, o die Polynome eines stabilen Verfahrens
der Konsistenzordnung p. Wir setzen

0= (5 (20 o= (5 o2
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Dann hat nach (i) und wegen der Stabilitidt r bei w = 0 eine einfache Null-
stelle und sonst nur Nullstellen mit Realteil < 0. Nach (ii) ist 7 also von der
Form

r(w) = ayw + ayw? + ... + apuw™

mit a; # 0, und a, hat das Vorzeichen von a;, ¢ =2,...,m. Sei nun weiter
A AN _p(2)
flw) = < 2 > 4 (1 — w)  elz) = Inz o(z).

Nach Satz 7.6.1 ist die Ordnung p der Nullstelle von f bei 0 gleich der Kon-
sistenzordnung des Verfahrens. Offenbar ist

r(w)
Fw) = g - sl
= bp+bw+...+b w T+ —s(w) .

Da s ein Polynom vom Grade m ist, kann f nur dann eine Nullstelle der
Ordnung p bei 0 haben, wenn

bm+1:bm+2:-": p—1 —

ist. Fiir m + 1 > p — 1 ist diese Bedingung leer. Es ist dann p < m + 1 und
der Satz richtig.

Wir berechnen nun die b,. Es ist nach (iii)

w_ r(w)

b b . =
o + 01w + gn% "

= (co+ cow® +cow* + .. ) (a1 + axw + . .. + apw™ )

mit ¢y, < 0, v > 0. Ausmultiplikation und Koeffizientenvergleich fiir die
geraden Potenzen ergibt

bay = CoGgyy1 + C2a2, 1+ ... + a1
wobei wir a,, = 0 fiir v > m gesetzt haben. Nun unterscheiden wir zwei Félle.
(a) m ungerade. Wir setzen 2v = m + 1 und bekommen
bmi1 = Comao + Copy + ... + Cpr1ay -

Es ist a;,40 =0, ¢, < 0, die ay haben alle das gleiche Vorzeichen, und
ay; # 0. Also folgt b,,.1 #0,dh.esmuBp—1<m+1loderp<m+1
sein.

(b) m gerade. Wir setzen 2v = m + 2 und bekommen

bm+2 = Com+3 + CoQm+-1 + C4Qpp—1 + ... T+ Cm+2071 .
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Wie oben folgt b,,12 # 0, d.h. esmul p — 1 < m + 2 oder p < m + 2 sein.

O

Definition 7.6.1 Ein m-Schrittverfahren heifst optimal, wenn seine Konsi-
stenzordnung m + 1 ist fiir m ungerade und m + 2 fiir m gerade.

Beispiele:

1) Die Verfahren von Adams-Moulton und Milne-Simpson haben die Kon-
sistenzordnung m + 1 und sind daher fiir ungerades m optimal.

2) Das Milne-Simpson-Verfahren fiir m = 2, d.h.

1
Yk+2 — Yk = P(2for2 — 2V frpo + §V2fk+2)

ist identisch zu dem Verfahren fiir m = 3. Es hat also die Konsistenz-
ordnung 3 + 1 = 4 und ist daher optimal. Dagegen hat die Mittel-
punktsregel

Y2 — Yb = 2h fi1

nur die Konsistenzordnung 2 und ist also nicht optimal.
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7.7 Extrapolationsverfahren

Wir wollen die dem Romberg-Verfahren zugrunde liegende Idee der Extrapo-
lation auf die Losung von Differentialgleichungen iibertragen. Dazu schreiben
wir fiir den an der Stelle x mit irgendeinem Verfahren mit der Schrittweite
h berechneten Naherungswert y(x, k). Gilt nun eine asymptotische Entwick-
lung der Form

y(x,h) = y(x) + hPey,(x) + ... + hie,(z) + O(he™) (7.1)

mit von h unabhéngigen Funktionen e;,, so kann man &hnlich wie beim
Romberg-Verfahren vorgehen: Man wiederholt die Rechnung mit kleinerer
Schrittweite, etwa %, und hat dann

y(x, Z) =y(z) +27PhPe,(z) + ... + 2 h%,(x) + O(RTT) . (7.2)

Nun wird der Term der Ordnung h? eliminiert:
h
Pya, )~y h) = (2= Dyla) + @~ D epa(e)
+(2°7% — 1)h%,(z) + O(hTHY)

In

1 h h 1

S 5) — yl )

yl(‘% h) =
hat man also eine neue Formel mit der Ordnung p + 1, und fiir diese gilt
y'(w,h) = y(a) + W ey (x) + .o+ hieg(x) + O(h*Y)

mit neuen, ebenfalls von A unabhiingigen Funktionen e}. Entsprechend kon-
struiert man Formeln 32,42, ... der Ordnungen p+2,p+3,....

Eine andere Anwendung von (7.1) betrifft die Schitzung des Fehlers. Sub-
traktion von (7.1), (7.2) ergibt

y(x,h) —y(x, ;l) = hP(1 —27P)e,(x) + O(hPT) |

also
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Dies ist eine Schétzung fiir den Fehler von y(z, 4).

Das Bestehen von (7.1) ist fiir Einschrittverfahren unter allgemeinen Voraus-
setzungen bewiesen (siche Bulirsch-Stoer 11, 7.2.3), fiir Mehrschrittverfahren
im allgemeinen aber nicht.

Beispiel: Die Mittelpunktsregel fiir die Anfangswertaufgabe 3y’ = —y,
y(0) = 1 lautet

Yp+2 = Yk — 2hyry1 k=0,1,... ,

und wir nehmen die Startwerte yo = 1, 3 = 1 —h (= y(h) + O(h?)). Nach
Satz 7.5.1 ist
Y = Cl>\lf -+ CQ)\S

mit den Wurzeln

h h
M=vVitR2(1- — ) = VItR 1+
! < 1+h2> 2 < \/1+h2)

von p(A) = A? + 2h\ — 1 und mit Konstanten C, Cy mit

¢, + G, =1
Cl)\l + CQ/\Q - 1—h,

Sei nun x > 0 fest und Ak = z. Dann ist
y(z, h) = CL(h)A(h)™" + Cy(h) Ao (R)™™

wobei wir jetzt die Abhéngigkeit von C;, A\; von h explizit gemacht haben.
Offenbar sind die Funktionen A;(h) um h = 0 in konvergente Potenzreihen
nach h entwickelbar. Das gleiche gilt dann auch fiir C;(h). Auch A (h)*/" 158t
eine solche Entwicklung zu, denn es ist fiir h — 0

()™ = Zen A(h) = —tn(1+ ath + ash® + ...

h h
= %(51h+b2h2+---)zw(b1+62h+...).

Fiir Ap(h)*/" kann dies aber wegen des Faktors (—1)*/" nicht zutreffen: Der
Ausdruck oszilliert fiir A — 0!

Die Herleitung eines Mehrschrittverfahrens mit (7.1) ist daher keineswegs
einfach. Das bekannteste Verfahren dieser Art stammt von Gragg: Sei n ge-
rade.

Yo = ?J(IO)

Y1 = Yo+ hf(zo,yo) (Euler)

Ykt — Y = 2hf(Tes1,Yk+1), k=0,...,n—1 (Mittelpunktsregel)
Yn = iyn+1 + %yn + iynfl (Gléttung)
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Man kann dann zeigen: Fiir hinreichend glattes y gilt
Yn = y(xn) + e1(xn)h* 4 ea(xn)h* + ...
mit von h, n unabhéingigen Funktionen e,. Dies fithrt natiirlich zu (7.1),

wobei sogar nur gerade Potenzen von h auftreten.

Die praktische Anwendung des Gragg-Verfahrens kann im einfachsten Fall
etwa folgendermaflen geschehen: Man schreibt ein Unterprogramm

Gragg (z,y,h,tol, f) ,
welches folgendes leistet: Man setzt der Reihe nach

n =
h:

Y

5 PR

oS> N
NN

und berechnet fiir y(x 4+ h) mit dem Gragg-Verfahren Néherungen

Tl(h),Tl(%),..., und zwar mit
Ti(h) = yo mit Schrittweite h |
Ty(h) = y4 mit Schrittweite h/2 usw. .

Man erstellt etwa 4-6 Spalten des Romberg-Schemas und priift, ob die Feh-
lerschéitzung in der rechten Spalte zuverlassig ist und hinreichend klein ausfallt.
Ist dies der Fall, so wird © — = + h, y — y(z + h) gesetzt. h bekommt
unter Umstédnden auch einen neuen Wert: Miissen viele Zeilen des Romberg-
Schemas berechnet werden, so wird h verkleinert. Tritt dagegen schon in den
ersten Spalten des Romberg-Schemas ein hinreichend kleiner Fehler auf, so
wird h vergrofert.
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7.8 Systeme von Differentialgleichungen und
Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir betrachten nun die Anfangswertaufgabe fiir Systeme von n Differential-
gleichungen 1. Ordnung

y,l = fl(xa Yty - - 7yn) ) yl(ffo) = Yo ,
y/Q = fQ('Taylv"'vyn) ) yz(Io) = Y20 ,
y')/v, = fn(xv Yiy .- 7yn) ) ?Jn(ﬂfo) = Yno

Fithrt man die Vektoren

n fl(xaylw"ayn) Y10
Y= ) f(x7y) = ) Yo
Yn fn(xvyla"'ayn) Yno

ein, so kann man dafiir

/

Yy = f(xmy) ’ y(x(]) =Y

schreiben. Damit iibertragen sich alle Aussagen und Verfahren fiir skala-
re Differentialgleichungen unmittelbar auf Systeme. Zum Beispiel lautet die
Lipschitzbedingung fiir Systeme

1f(z,y) = fz,9)ll < Llly —

mit einer Vektornorm || - ||. Das Euler-Verfahren lautet

yk+1:yk+hf($k>yk) ) kZO,l, )
wobei jetzt y; eine Niherung fiir den Vektor y(zx) = (yi(xr), ..., yn(zs))
bedeutet.
Die Anfangswertaufgabe fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung lautet
y™ o = [y ytY) :
yD(zo) = o, i=0,1,....,n—1

Setzt man
n=yv, yZZyla"'uyn:y(nil) )

so entsteht eine Anfangswertaufgabe fiir ein System 1. Ordnung;:

Y = Y2 , Y1(wo) = Y% )

Ys = U3 , Y2(o) = Y ’
n—2

y?”L—l = Yn ) yn—1<170) = yl.() ) 9
n—1

y;; = f(x7ylay27"'7yn) ) yn(xO) = y(() )
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Entsprechend kann man Systeme hoherer Ordnung auf Systeme 1. Ordnung
zuriickzufiithren, indem man die Ableitungen als neue Unbekannte einfiihrt.
Als Beispiel betrachten wir folgendes “Restringierte 3-Korper-Problem” (sie-
he etwa Siegel, Vorlesungen iiber Himmelsmechanik, S. 105, Springer 1956),
welches die Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld von Erde und Mond in
einer gemeinsamen Ebene beschreibt. Rechnet man im Schwerpunktsystem
von Erde und Mond, so hat man folgende Konstellation:

Korper Masse Koordinaten
Mond 1 (1—p,0)
Erde 1—p (—p,0)
Satellit 0 (x(t),y(t))

Hier ist 4 (0 < p < 1) die relative Mondmasse u = 1/82.45. Die Bewegung
erfolgt in der x — y-Ebene, t ist die Zeit. x, y erfiillen folgendes System 2.
Ordnung:

T = 20+x+ F.(x,y)

T = EIE USwW.

j o= y-—2i+Fy(z,y)
— 1—p 2]
Flay) = G T Gy
Dazu kommen noch Anfangswerte fiir x, &, y,y. Setzen wir

1= , Y=Y , Y3=IT , Y=y,

so bekommt man das System 1. Ordnung

gy = Ys
Y2 = Y4
Y3 = 200 + 1+ Fu(yr,y2)
Us = —2ys + y2 + F,(y1,12)
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7.9 Randwertprobleme gew6hnlicher
Differentialgleichungen

Bisher haben wir die Eindeutigkeit der Losung des Systems ¢y = f(z,y)
dadurch erzwungen, dafl wir y(z() vorgeschrieben haben. Allgemeiner kann
man Nebenbedingungen an verschiedenen Punkten stellen, etwa in der Form

y/:f(iﬁ,y) ) aﬁxﬁb
(9.1)
g(y(a),y(d)) =0

Man spricht dann von einer Randwertaufgabe.

Ein besonders einfacher Fall ist die lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung

v +px)y +qx)y(x) = f(z) , a<z<Db
(9.2)

welche man natiirlich in (9.1) iiberfithren kann. Es seien p, ¢, f € C|a, b].

Satz 7.9.1 Das homogene Problem

v +py +qy=0, yla)=0, y(b)=0

besitze nur die triviale Losung y = 0. Dann ist (9.2) eindeutig losbar.

Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar. Wir brauchen daher nur die Losbarkeit
zu zeigen. Wir beschrianken uns auf den Fall p = 0. Seien y;, y, Losungen
der homogenen Gleichung mit

yi(a) =0, yi(a) =1
y(b) =0, wh(b)=1.

Wir setzen ()l /
_ yi(x)ye(2’) , z<=x
G(%:U) - C{ yz(l')?h(ffl) x>

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢. Wir werden sehen, dafl



Y@ = o [u@me) @) + o [ ) )
v'(@) = cyryz — yayn) f(2)

+/y1 )f(2")da’ +/y2 Jyi(2) f(a")da"

also
Y'+aqy=cWf, W=uyy— oy .
Nun ist
W' =9y —yyn =0, W(a)=y(a) #0,

also W eine Konstante # 0. Mit ¢ = % sind wir fertig.

O

Eine einfache und effiziente Methode zur Losung von (9.2) ist das Differenzen-
Verfahren. Sei x; = a + hi, h = (b —a)/n, i = 0,...,n. In jedem Punkt
x; ersetzen wir die Ableitungen durch geeignete Differenzenquotienten. Fiir
y € C* gilt

y”(xi) _ y(Ii-l—l) - Qy}E;‘fl) + y(xi—l) + O(hz) ’

J () = y($i+1)2—hy(ffi—1) LO?) .

vgl. §7.4. Es ist daher naheliegend, Néherungen y; fiir y(x;) als Losung des
Systems

i1 — 2Yi + Yio i+1 — Yi—
Yi+1 YiTY 1+p(xi)y+1 Yi—1

B2 9% +Q(x¢)yz-=f(xi), i=1,....n—1,

(9.3)

=0 , y.=0

zu berechnen. Dies ist ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.

Satz 7.9.2 (9.2) sei eindeutig l6sbar. Dann gibt es Konstanten hy, C > 0,
so daf fiir h < hg auch (9.3) eindeutig lésbar ist, und es gilt fiir y € C*

m@ox |?/($z) - yz| < Ch?

Beweis: Sei

Yir1 — 2Yi + Yina
Lpy; = 72

Yi+1 — Yi—1
2h
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Dann ist fiir y € C* der “lokale Diskretisierungsfehler”

Wegen Ly = f folgt
Lpy(w;) = f(z:) + Ti(zi)
und das Verfahren lautet
Lyyi = f(z:) .
Durch Subtraktion findet man fiir die Fehler d; = y(z;) — v

Lhdz:Th(fBz) ; Z:L,?’L—l

Mit den Vektoren und Matrizen

aq b1
dq T (1) Ca az by
dh = ) Th = ) Ah - .
dn—l Th($n—1) T bn72
Ch—1 Qnp-1
2 1 plx) 1 p(r;)
P T 7o iabizi ) 1T 7o
@i =~z +alw) 2o T e T o
schreibt sich dies
Ahdh = Th .
Ist Aj, invertierbar, so folgt
ldnlloo < 1147 ool Thlloo -
Kann man also fiir h < hy mit geeigneten hy > 0
|A7 | <C  (unabhingig von h) (9.4)

zeigen, so folgt
ldnlloc < CliThlloc = O(R?)

und der Satz ist bewiesen. (9.4) ist die Stabilitdtsbedingung. Sie ist nicht
leicht zu beweisen. Wir verweisen dazu auf die Literatur.

Allgemeiner kann man nichtlineare Randwertaufgaben

y' o= flzyy) a<z<b
(9.5)



betrachten. Zur Losung kann man ebenso vorgehen wie bei der linearen Auf-
gabe (9.2) und erhélt dann anstelle des linearen Gleichungssystems (9.3)
ein nichtlineares Gleichungssystem, das man etwa mit Hilfe des Newton-
Verfahrens (vgl. §3.3) 16sen kann. Eine Alternative ist das “Schiefiverfahren”:
Man lost die Anfangswertaufgabe

!

y' o= flzyy)

yla) = o y(a)=s
und versucht, s so zu bestimmen, dafl y(b) = /3. Bezeichnet man die Losung
der Anfangswertaufgabe mit y(z, s), so lost man also die nichtlineare Glei-
chung y(b,s) = . Dazu kann man irgendeine der Methoden aus Teil 3 ver-
wenden. Die Berechnung von y(b, s) erfolgt dabei durch irgendein Verfahren
zur Losung der Anfangwertaufgabe.

Beispiel: 3" = 3y? y(0) = 4, y(1) = 1. Wir schreiben die Anfangswertauf-
gabe mit den Anfangswerten y(0) = 4, 3/(0) = s als System 1. Ordnung und
l16sen dieses fiir verschiedene s mit Hilfe des Gragg’schen Verfahrens, wie es
in der IMSL - Routine DREBS implementiert ist. Die s-Werte werden nach

dem Prinzip der Intervallhalbierung (vgl. §3.1) gewéhlt:

s y(1,s)
-5 12.057576
—10 —2.400837
—7.5 2.223303
—8.725 —0.477253
—7.80625 1.452413
—7.959375 1.092695
—8.0359375 0.918937
—17.99765625 1.005317

Im Rahmen einer 3-stelligen Rechnung findet man also s = —8.00; die dazu-

gehorige Losung y(x, s) ist eine Naherung fiir die gesuchte Losung der Rand-
wertaufgabe. Man findet {ibrigens noch eine weitere Losung mit s ~ —35.8.

Es ist vielleicht interessant, diese bequeme Losung von (9.5) mit der analy-
tischen Methode zu vergleichen. Fiir die einfache Gleichung y” = f(y) findet
man der Reihe nach formal

vy = vy f(y) ,
y
1dy® = 4F(y) , F(y)=[f(2)dz ,
W = Fly) +c :
Yy = £2F(@y) +c ,
— W = 4z
+4/2F(y)+c ’
iy(r) &
Ofé 2F (z)+c - rma
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Diese Gleichung mufl man nach y(z) auflésen und dann ¢ so bestimmen, daf3
y(b) = B wird. Man sieht, dafl sogar in diesem einfachen Fall die analytische
Losung viel komplizierter ist als das direkte numerische Verfahren.
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Kapitel 8

Partielle
Differentialgleichungen

8.1 Partielle Differentialgleichungen
1. Ordnung

Die Losung partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung kann man auf das
Lésen von Systemen gewdohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiithren.

Wir zeigen dies zunéchst fiir die lineare Gleichung

zn:az &”Cz b(x)u + c(x) . (1.1)

Suche Kurve = = x(t) auf Losungsflache u = u(z).

Ansatz:
= a(x) (1.2)

Dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen nennt man das charak-
teristische System von (1.1), seine Losungen Charakteristiken.

Sei u Losung. Dann gilt fiir x = x(t)

d .
Su() = b+ Vulz) = a- Vu(z) = ba)u+ c(z)

Kurven der gesuchten Art findet man also durch Losen von u = b(x)u+ ¢(x).

Sei I': x = £(s), s € R eine Anfangsfliche, entlang der u vorgegeben ist:
u(&(s)) = p(s). Wir 1osen (1.2) mit den Anfangswerten z(0,s) = £(s). Wir
nehmen an, dafl z(t, s) = x nach z auflosbar ist:

t=t(x) , s=s(x).
Dies ist in einer Umgebung von I' der Fall, wenn

det(zy, x5) = det(a(&(s)),&s(s)) #0, se R,

157



Eine Fldche I' mit dieser Eigenschaft nennt man nicht-charakteristisch.

Wir 16sen dann @ = b(z)u + ¢(z), u(0) = p(s) und setzen

Es ist dann
U(z(t,s)) =ult,s) .

Differentiation nach t ergibt
VU (z(t,s)) - &(t,s) = u(t,s)

oder

a(xz(t,s)) - VU(z(t,s)) = b(z(t,s)) .

Also ist U Losung der Anfangswertaufgabe in einer Umgebung von I'.

Ganz #@hnlich geht man vor bei der quasilinearen Gleichung
- ou
7 ) a_ — b 5 . 13
> e u) g = b (13)

Fiir Kurven auf der Losungsfliche machen wir wieder den Ansatz
& = a(z,u(z))

mit der - noch unbekannten - Losung v = u(x). Liegt x = 2(t) wirklich auf
u = u(x), so gilt fir x = z(t)

d .
Su(e) =&+ Vule) = afz, u(@)) - Vu(z) = blz,u)

Kurven der genannten Art findet man also durch Loésen von
& =a(z,u), U =0b(z,u) . (1.4)

Dieses System heifit nun das charakteristische System zu (1.3), seine Losun-

gen Charakteristiken. Man beachte, dafl die Charakteristiken nun Kurven im
R™™! sind.

Sei wieder I' : x = &(s) eine Anfangsflache im R", entlang der u vorgegeben
ist: u(&(s)) = p(s). Wir losen (1.4) mit den Anfangswerten z(0,s) = £(s),
u(0,s) = p(s). Wir nehmen an, dafl (¢, s) nach x auflésbar ist:

Dies ist in einer Umgebung von I' der Fall, wenn

det(zy, x5) = det(a(é(s), u(s)) , &(s)) #0. (1.5)

Man beachte, da8 dies nun eine Bedingung an die Fldche s — (£(s), u(s)) in
R™"! ist. Man nennt eine Fliche mit (1.5) nicht-charakteristisch.
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Wir setzen wieder
U(z) = u(t(r),s(x)) ,

also U(x(t,s)) = u(t, s). Differenzieren nach t ergibt
VU (x(t,s)) - &(t,s) = u(t,s)

oder

a(z(t,s),u(t,s)) - VU (z(t,s)) = b(x(t,s) , u(t,s)) .
Also ist U Losung der Anfangswertaufgabe.
Nun behandeln wir die allgemeine Gleichung
F(z,u,p) =0, p=Vu. (1.6)
Wieder machen wir fiir eine Kurve auf der Losungsfliche den Ansatz
&= F,(x,u,p) .
Liegt « = x(t) auf der Losungsfliche u = u(x), so gilt fir x = z(t)

d

ﬁu(x) = Vu(z) -2 = p(z) - Fp(z, u(z),p(z)) .

Differenzieren wir (1.6) nach ¢, so erhalten wir

0 = P u() )
_ Fw+<iu(x)> -Fu+<$p(37)> F,
= Fp-Fo+ (p(z) - Fp)Fy + <jtp(x)> - By

= B (R p0R o)

die Argumente sind hier tiberall z, u(x), p(x). Dies ist erfiillt, wenn

& pla) = —F, — pla)F.

Damit haben wir das System
t=F, , u=p-F, , p=—F,—pF, (1.7)

gefunden. Es heifit charakteristisches System von (1.6), seine Losungen Cha-
rakteristiken. Dies sind nun Kurven im R***,

Sei nun I' : z = £(s) wieder eine Anfangsmannigfaltigkeit und u(&(s)) = pu(s)
vorgeschrieben. Wir wollen die Losung der Anfangswertaufgabe wieder aus
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Losungen von (1.7) zusammensetzen. Dazu benotigen wir aber Anfangswerte
fir p. Ist u = u(x) mit p = Vu iiberhaupt eine Fliche - nicht notwendig eine
Losung von (1.6) - welche entlang I' diese Werte annimmt, so muf

) = 3 T 5

ask i=1
U3
= - =1 -1
€60 26), k=1
gelten. Zu (1.6) tritt also noch
0§ Ou B
p'aisk_ask’ k—].,...,n 1 (18)

hinzu. (1.6), (1.8) bilden ein nichtlineares System von n Gleichungen fiir die
n Unbekannten p. Es ist - jedenfalls lokal - nach p auflosbar, wenn

9¢ 9¢
det | F, —,... . 1.
ot (Blesn) . g g2 ) #0 (19)
Wir nennen die Anfangsmannigfaltigkeit s — (£(s), p(s),1(s)) nicht charak-
teristisch, wenn (1.9) erfiillt ist fur p = ¥ (s).

Nun gehen wir vor wie oben. Wir 16sen (1.7) mit den Anfangswerten z(0, s) =
£(s), u(0,s) = u(s), p(0,s) = 1(s). Unter der Bedingung (1.9) ist x(t,s) = x
nach ¢, s auflésbar, denn es ist

det(zy, xs) = det (Fp 0¢ o > #0.

’8781’.”’85”71
Mit t = t(x), s = s(x) setzen wir nun
U() = u(t(@), s(z)) .

Wieder kann man zeigen, dafl U Losung ist, aber nicht ganz so einfach wie
oben.

Das wichtigste Beispiel einer allgemeinen Differentialgleichung 1. Ordnung
ist die Eikonal-Gleichung

pl = n(a) . (1.10)

Das charakteristische System ist
e=p/lpl , w=Ipl , p=Vn. (1.11)
Unter Benutzung von (1.10) kénnen wir dafiir auch
t=p/n , u=n , p=Vn (1.12)

schreiben. Man zeigt iibrigens sofort, daf fiir jede Losung von (1.11) |p| = n
ist bis auf eine additive Konstante.
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Wir wollen nun das Anfangswertproblem
u(z) =puls) , z=¢&6s) , seR
l6sen. Die Anfangswerte 1 (s) fiir p ergeben sich aus

pl=n ., p&=4, (1.13)

g/_ % aé ! @ a,u
= s D5 1) W= Bs. ds 1)

Die Losung pg kleinster Norm des linearen unterbestimmten Systems ist

po =€) ",

wobel

und es ist

|p0|2 _ Iu/(é-/ é—/)fl,u/ ]
Das nichtlineare System (1.13) ist genau dann nach p auflésbar, wenn [pg| >
n, also

M/<SI*§/>71MI* 2 n2 ) (114)
In der Ebene bedeutet das
|01/ 05| -
|08/ 0s|

Dies ist physikalisch leicht zu verstehen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
|0€/0s|/|0p/0s| auf der Anfangsmannigfaltigkeit kann nicht grofier sein als
die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1/n.

Unter der strengen Bedingung (1.14) gibt es genau zwei Anfangswerte 14 (s)
fiir p. Die Bedingung (1.9) lautet

23 23
det <¢i, 8781,. PN 68n_1> 7£ 0.

Sie ist unter der strengen Bedingung (1.14) immer erfiillt. Wére sie verletzt,
so ware namlich

wi = 5/)\ ) A€ Rn_l )
und
il =",
Man konnte 14 eliminieren und erhielte wegen (1.14)
A= ()T
M/)\ _ M/(f,*fl)_l,ul* < n2 ]
Dies stiinde im Widerspruch zu

WA= PLEN = Pl = n? |
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Insgesamt haben wir also die Losbarkeit der Anfangswertaufgabe unter (1.14)
gezeigt. Fiir die Losung erhélt man durch Integration der zweiten charakte-
ristischen Gleichung

w(z(t,s)) = p(s) + /n(x(t’,s))dt' .
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8.2 Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

” Ou S ou
1]2::1 i (x)m * ra ai(x)@:ci +a(z)u = f(x)
Beispiele:
1) Poisson’sche Differentialgleichung;:
" 0%u
—Au=— Z 52 _ f

=1 i

Typisch sind Randwertaufgaben, etwa

—Auy = f in QCR"
u = ¢ auf 0Q (Dirichlet)

gz = ¢ auf 00 (Neumann)
@—I—ou = ¢ auf 00 (gemischt)
ov
2) Wiérmeleitungsgleichung:
gu _ Au
ot
Typisch sind Anfangswertaufgaben
881; = Au in Qx[0,T]

u = g auf 09
u(z,0) = wup(z) in

3) Wellengleichung:
2
Ou = 2Au

ot?
Typisch sind wieder Anfangswertaufgaben

aQU 2 .
2 = C Au in Qx][0,7],
u =g auf 02
Ju .
u(z,0) = wp(z), a(z, 0)=wuy(z) in Q.
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8.3 Einfachste Differenzenverfahren

Wir beginnen mit der Anfangswertaufgabe der Warmeleitungsgleichung.
Ut = Ugg 0<z<1
u(,0) = up(z) ,
uw(t,0) =u(t,1)=0, t>0.

Wir fithren ein Gitter

tp=0At , (=0,1,... , xy=kh, k=0,....,n, h=—

n

ein und suchen fiir u(xy,t,) eine Naherung uy ¢, welche die der Differential-
gleichung analoge Differenzengleichung

1 1
E(uk,€+1 — Upy) = ﬁ(uk—l—l,ﬁ — 2upp + Ug_14)

k=1,....n—1 , £=0,1,...
erfiillt. Dazu kommen noch die Anfangs- und Randbedingungen
uko = up(xg) , k=0,...,n
UO,g:un,g:O s €:1,2,...
Die Differenzengleichungen konnen nach wuy,yy aufgelost werden. Mit
A = At/h? gilt
Upop1 = MUpi1,0 + Uk—1,0) + (1 = 2N )upyp -

Sind also die Werte fiir die Zeit t, bekannt, so kann man sie fiir die Zeit ¢,
berechnen. Fiir ¢g sind sie durch die Anfangsbedingungen gegeben.
Als Beispiel fithren wir die Rechnung durch fiir die Anfangswerte

(1, k=K, K+1
0= 90, sonst

Dies entspricht einem Stab, der zur Zeit 0 in [, 2k 1] erhitzt und sonst
iiberall kalt ist. Die Rechnung muf} also die zeitliche Entwicklung eines sol-
chen “hot spot” zeigen.

(a) A=14, dh uper = 5(Ursre + ur—1y).
LTI SO B R O R
S T T S S S
=1 T
(=0 1 1
K K+1
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(b) A=1,dh wper1 = Upg1,e+ Up—10 — Uky

(=3 1 -2 3 -1 -1 3 -2 1
(=2 1 -1 1 1 -1 1
(=1 1 0 0 1
=0 1 1

K K+1

Wihrend (a) plausibel erscheint, ist (b) offenbar Unsinn. Wir sehen, daf§ der
Erfolg der Rechnung ganz entscheidend von A\ abhéngt. Die Rechnung mufl
also die zeitliche Entwicklung eines solchen “hot spot” zeigen.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem der Wellenglei-
chung

Up = Ugz 0<z<l1
u(z,0) = wo(z),
w(z, 1) = wu(x),
u(0,t) = u(l,t)=0

Die Differentialgleichung wird im Punkt (zy,t;) durch die Differenzenglei-
chung

1 1
Ane (Un41 — 2Upyg + Upp-1) = w(ukﬂ,z — 2 + Up—1,0)

ersetzt. Der Fehler dieser Diskretisierung ist O((At)? + (Az)?). Um diese
Fehlerordnung auch bei der Diskretisierung von u; = u; zu haben, fiihrt man
ein Zeitniveau t_; ein und kann dann

1
oag Wkt — k1) = w(ze)
upo = uo(zr)
setzen. Die Differenzengleichung wird dann fiir ¢ = 0,1, ... benutzt. Man

kann sie nach wuy ¢4 auflésen und erhélt

ko1 = (Ugg1e + Up—10) +2(1 — Nuge — Upo—1 -

Das Zeitniveau —1 wird in der Gleichung fiir £ = 0 durch die Anfangsbedin-
gung eliminiert, die entstehende Gleichung kann nach u;; aufgelost werden.

Schliefflich betrachten wir noch die Anfangswertaufgabe

Uy = u, , z€R!
u(z,0) = wup(x) .

Es sind hier drei Differenzenverfahren gleichermafen natiirlich:
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(a) ﬁ(uk,eﬂ — Upy) = %(UM — Ug—1,)

(b) A7 (uperr — Une) = 3+ (Upr1,e — Unye)

(c) ﬁ(uk,eﬂ — Upy) = jlh(ukﬂ,e - Uk—u)
Auflosen nach wuy o4 ergibt mit A = At/Ax

(a) Upop1 = (1 + Mg — Aug—10

(b) U1 = (1 = N ure + Mgy

(c) Uk,e+1 = Uk + %(Ukﬂ,z — Up—1,0)-

Wir werden sehen, daf sich diese Verfahren vollkommen unterschiedlich ver-
halten.
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Q¥

Abhéngigkeitsbereich von (a) fiir A = 1

P

Abhéngigkeitsbereich von (b) fir A =1 @
Der Wert von « in P héngt nur von @) ab. Beim Verfahren (a) héngt aber der
Wert in P von dem in Q iiberhaupt nicht ab: Andert man den Anfangswert in
@, so liefert (a) bei P immer den gleichen Wert. (a) kann also nicht sinnvoll
sein. Das gleiche gilt fiir (b) im Falle A > 1. Im Falle A < 1 gehort aber @
zum Abhéngigkeitsbereich von (b).

Wir kommen so zu einer weiteren notwendigen Bedingung, der Courant -
Friedrichs - Lewy - Bedingung (CFL):

Das Abhéngigkeitsgebiet fiir die Differentialgleichung
muf} im Abhéngigkeitsgebiet des Differenzenverfahrens
enthalten sein.
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8.4 Stabilitat

Wir gehen aus von der Anfangwertaufgabe
uw=Au , u(z,0)=up(zr) , a<x<b.

A sei ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, d.h. A, hingt
nicht von x ab. Dazu kommen unter Umstdnden noch Randbedingungen bei
x =a,b.

Auf dem Gitter (;, ;) betrachten wir das Differenzenverfahren
1
E(UWH — k) = Y Bu(h)ugqns -

Wir fithren die Vektoren und Matrizen

By B

(A
0 B, B, B

Uu=1| : . C(At) = I+At
Unp,p B, B,

ein. Es entsteht
Ug+1 = C(At)Ug

Definition 8.4.1 Das Verfahren heifit stabil, wenn es fiir alle T > 0 eine
Konstante M(T) gibt, so daf fir (At <T

I(C(At) flw < M(T) .

Beispiele:
1) Fiir das einfachste Differenzenverfahren bei der Warmeleitungsgleichung
ist
1—2\
A 1—=2) A
C(At) = , . IC(AY) oo = [1=2A]+2X .

A 1—=2)\
Das Verfahren ist also jedenfalls fiir A < 1/2 stabil.

2) Fiir die Verfahren (a), (b), (c¢) fiir u; = u, gilt der Reihe nach

IC(A)|lo =L+ A+ A, [T=A+ N, 1+]|A.
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Danach sind (a), (c¢) immer instabil, (b) stabil fiir A < 1.

Die Instabilitdtsaussagen dieser Tabelle werden wir nach Satz 1 bestétigen.

Ein leistungsfahiges, wenngleich im allgemeinen nur notwendiges Stabilitéts-
kriterium erhalten wir durch Fourier-Analyse. Setzen wir fiir reelles m

ke = €My
so wird
Upopr = Upe+ A By(h) Uiy
= ¢ihkm <I + Aty B,,(h)eih”m> ce
. ihkm _
= ", e = G(AL,m)eg
Die Matrix

G(At,m) =1+ At > B,(h)e™™

heifit Amplifikationsmatrix des Verfahrens. Beispiele:

1)  Wir bestimmen die Amplifikationsmatrix (in diesem Fall besser Ampli-
fikationsfaktor) des einfachsten Differenzenverfahrens fiir die Wérmeleitungs-
gleichung:
Uppr1 = ()\(6 (k+1)hm —i(k+1)hm) + (1 . 2)\)6ikhm)04
— ()\(6 71hm> +1— 2)\) zkhm
o = (2A(co < m)—1) + g

Also ist G(At,m) = 2\(coshm — 1) + 1.

)

2) In Beispiel 3) aus §2 hatten wir die Wellengleichung in das System
(c=1)
0 1
= 0) o e =u
umgeschrieben. Fiir dieses wihlen wir die Diskretisierung
1 0 1\ 1
E(Uk,eﬂ — Upy) = 0 0 E('Uk+1,€ — Uge) +

0 0 1
( 1 0 > E(Uk:,é-&-l — Vk—1,4+1) - (4.1)

Sei uy ¢ nach dem einfachsten Differenzenverfahren aus §3 berechnet, und sei

1 1
Uli,e Al o (Uke — Upe-1) U;%,e = E(Uk,f — Up—1,0) -
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Dann ist

1 1
E(Uk,é-i-l - Uk,e) = W(Uuﬂ — 2upy + Uk,eﬂ)
1
= ﬁ(ukﬂ,e — 2Up 0 + Ug—1,)
1 2 2

= h(karl,é - Uk,é) )
1, ) 1
E(UWH - Uk,z) = m(uk,é—&-l — Up—1,041 — Uhp + Ug—1,0)

1 1 1

= h(vk,é—i-l - Uk—1,e+1)

Dies bedeutet, daB vy, = (v}, v;,)" gerade (4.1) 16st.
Mit A = At/Ax schreibt sich (4.1)

0 1 0 0
Vg o+1 = Ve + A ( 0 0 ) (Vkt1,0 — Vr) + A ( . 0 > (Vkyt41 — Vk—1,041) -

Zur Berechnung der Amplifikationsmatrix setzen wir vy, = emke, Es folgt

MMy = e N ( 8 (1) ) (e"™ —1)e"* e,

0 0 —thm\ jthkm
+ )\(1 O)(l—eh)ehk Cotr1 -

Auflésen nach ¢y ergibt mit a = A(e"™ — 1)

(1 o0\ (1 a) (1 a
“r=\la 1 0o 1)\ -a 1—|a? | ¢

Damit haben wir die Amplifikationsmatrix gefunden:

wAum%—<il ?—MP)

Satz 8.4.1 (v. Neumann-Bedingung): Fir die Figenwerte p;(At, m) der Am-
plifikationsmatrixz eines stabilen Differenzenverfahrens gilt

(At m)| < 1+ KAt

miat einer von At, m unabhdngigen Konstanten K.
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Beweis: Sei das Verfahren stabil, d.h.

ICANU o < M(T)[U]loe At £<T .
Setzen wir nun
Ug
U= : o up = emmhe
Unp,
so wird
G*(At,m)uqg
CHAHU = :
GY(At,m)uy,

Also mu$ fiir alle m
|GEAL, M) || < M(T) , At-£<T

sein. Sei p(At, m) = max |p;(At, m)| der Spektralradius von G(At, m). Es ist
Pt (At,m) < ||GHAL, M) 0. Also gilt

(At m) < ||GHAL M) || < M(T) , At-L<T .
Es folgt fir Atd =T

p(At,m) < M(T)V* = M(T)AT <1+ KAt .

Beispiele:

1) Fir das einfachste Differenzenverfahren der Wérmeleitungsgleichung
haben wir

G(At,m) = 2X(coshm — 1) + 1
gefunden. Fiir den einzigen Eigenwert py = G(At,m) ist daher 1 — 2\ <
11 < 1, und dieses Intervall wird bei beliebigen h, m ganz ausgeschopft. Fiir
A > % ist daher die v. Neumann - Bedingung nicht erfiillt und das Verfahren
also instabil. Fiir A < % ist die v. Neumann - Bedingung erfiillt. Das sagt

aber zunéchst nichts, weil die v. Neumann - Bedingung ja nur notwendig fiir
Stabilitét ist.

2) Fiir das der Wellengleichung dquivalente System haben wir

1 a
—a 1—lal?

mAmm:< ) ,a= A —1)

erhalten. Die Eigenwerte p von G(At, m) sind Losungen von

Wt (a—2u+1=0,
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a = |al* = A*((cos hm — 1)® + (sin hm)?) = 2X*(1 — cos hm) .

Alsoist 0 < o < 4\2, und fiir beliebige h, m wird jeder Punkt dieses Intervalls
erreicht. Die Losungen ;o der qudratischen Gleichung sind

(0% / (0%
/VL1’2:1—§:|: Oé(z—l)

Fiir o > 4ist pp < 1 —§ < —1, und |pue| < 14 KAt ist nicht moglich.
Die v. Neumann’sche Stabilitdtsbedingung ist also fiir A > 1 nicht erfiillt,
das Verfahren also instabil. Fiir o < 4 sind py, po konjugiert komplex, und
wegen fuijs = 1 mufl |ug| = |pe| = 1 sein. Also ist fiir A < 1 die v. Neumann
- Bedingung erfiillt. Daraus folgt natiirlich nichts, weil die v. Neumann -

Bedingung ja nur notwendig ist.

3) Fiir die Differenzenverfahren (a), (b) zu u; = u, ist

G(At,m) =1+ X —Xe ™™ bzw. 1— X+ "™ |
also
> = 1+ X1 —coshm))®> + M(sinhm)®> bzw.
lm* = (14 Mcoshm —1))*> + A\*(sin hm)?

Im ersten Fall sieht man sofort, daf§ die v. Neumann - Bedingung fiir kein
A > 0 erfiillt ist. Verfahren (a) ist also instabil fiir A > 0. Fiir Verfahren (b)
ist

1) = 14+ 20N = 1)(1 — coshm) < 1

fiir 0 < A < 1. Also ist fiir diese A die v. Neumann - Bedingung erfiillt. Fiir
(c) ist G(At,m) =1+ iXsinh m, also

lp1)? = 14 A3 (sinh m)? .

Die v. Neumann-Bedingung ist also nie erfiillt und das Verfahren instabil.
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