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Aufgabe 33: (4 Punkte)
Die Tschebyscheff–Polynome sind für n ≥ 0 definiert durch

Tn(x) := cos(n arccos x).

a) Zeigen Sie für n ≥ 1:
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).

b) 2−nTn+1(x) ist für n ≥ 0 Polynom vom Grade n + 1 mit Höchstkoeffizient 1.
c) Tn sind orthogonal bezüglich der Gewichtsfunktion 1√

1−x2 , d.h.

∫ 1

−1

1√
1− x2

Tn(x)Tm(x)dx = 0 (m 6= n).

Aufgabe 34: (4 Punkte)
a) Seien x0, . . . , xm paarweise verschiedene komplexe Zahlen und n0, . . . , nm ganze Zahlen
> 0. Sei n = n0 + . . . + nm.

Zeigen Sie: Sind yjk, 0 ≤ k < nj, j = 0, . . . ,m beliebige komplexe Zahlen, so gibt es
genau ein Polynom p vom Grade ≤ n− 1 mit

p(k)(xj) = yjk , 0 ≤ k < nj , j = 0, . . . ,m .

b) Seien x0, . . . , xn paarweise verschiedene Stützstellen und y0, . . . , yn zugehörige Stütz-
werte.

Zeigen Sie: Ist σ0, . . . , σn irgend eine Permutation der Zahlen 0, . . . , n, so ist

[y0, . . . , yn] = [yσ0 , . . . , yσn ] .

Aufgabe 35: (4 Punkte)
Sei f ∈ C(n+2)[a, b], x0, . . . , xn ∈ [a, b] paarweise verschieden und p ∈ Pn das Interpo-
lationspolynom von f an den Stützstellen x0, . . . , xn, d.h. p(xj) = f(xj), j = 0, . . . , n.
Zeigen Sie: Zu jedem j existiert ein x̃j ∈ [a, b] mit

f ′(xj)− p′(xj) =
∏
i6=j

(xj − xi)
f (n+1)(x̃j)

(n + 1)!
.

Aufgabe 36: (4 Punkte)
Schreiben Sie ein Programm, das das Interpolationspolynom zu gegebenen Stützstellen
und Stützwerten berechnet. Testen Sie Ihr Programm am Runge–Beispiel mit n = 5, 10, 20
Stützstellen. Wählen Sie die Stützstellen zunächst äquidistant, dann als Nullstellen der
Tschebyscheff–Polynome. Plotten Sie das Ergebnis.


